
Çàäà÷è

22 àâãóñòà 2018 ã.

ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïóñòîãî ìíîæåñòâà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî ìíîæåñòâà.

2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n > 0 ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî n, ñîñòîÿùåå ðîâíî
èç n ýëåìåíòîâ, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ∈ n,

′ ∈ n ëèáî ∈ ′, ëèáî ′ ∈ .

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

(a) A ∩A = A,

(b) A ∪A = A,

(c) A ∪ ∅ = A,

(d) A ∩ ∅ = ∅.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B âêëþ÷åíèå A ⊂ B âûïîë-
íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∩B = A èëè êîãäà A ∪B = B.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ B, òî A ∩B = A, è A ∪B = B.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ X âêëþ÷åíèå A ⊂ B ýêâèâà-
ëåíòíî âêëþ÷åíèþ (X \B) ⊂ (X \A).

7. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå

A ∪B = (A \B) t (A ∩B) t (B \A).

8. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå

A ∩B = A \ (A \B).
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9. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B óñëîâèå A ⊂ B ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ A \B = ∅.

10. Äîêàæèòå, ÷òî A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C).

11. Äîêàæèòå, ÷òî (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B).

12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∆B = (A \B) ∪ (B \A). Äîêàæèòå, ÷òî

(A∆B)∆C = A∆(B∆C).

13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A \ B è B \ A ðàâíîìîùíû, òî è ìíî-
æåñòâà A èB ðàâíîìîùíû.

14. Ïóñòü ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ðàâíà n. Êàêîâà ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà 2A âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ (âêëþ÷àÿ ñàìî ìíîæåñòâî A è
ïóñòîå ìíîæåñòâî)?

15. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X êîíå÷íî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíî íå ðàâíîìîùíî íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó.

16. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì ìíîæåñòâîì.

17. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

18. Äîêàçàòü, ÷òî Êàæäîå áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ áåñêîíå÷íûõ
(òîæå ñ÷åòíûõ) ïîäìíîæåñòâ.

19. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè è � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, òî èx îáúåäèíåíèå A ∪
� ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

21. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ åñòü
ìíîæåñòâî ñ÷åòíîå.

22. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà X è Y ñ÷åòíû, òî äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå X × Y òîæå ñ÷åòíî.

23. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

24. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

25. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y ñþðúåêòèâíî, à ìíîæåñòâî
X ñ÷åòíî, òî Y íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
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26. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y èíúåêòèâíî, à ìíîæåñòâî
Y ñ÷åòíî, òî X íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

27. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî, òî ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ â X òîæå ñ÷åòíî.

28. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à A � åãî ñ÷åòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî, òî #(X \A) = #(X).

30. Íà ïëîñêîñòè R2 ðàññûïàíû "êíîïêè"áåç ïåðåñå÷åíèé, ò.å. òàêèå ïîä-
ìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ òðåõ îòðåçêîâ
ñ îáùèì íà÷àëîì. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî òàêèõ "êíîïîê"íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî.

31. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

32. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

Ìåòðè÷åñêèå è Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

33. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è T = { ⊂ : \ êîíå÷íî èëè A = ∅}.
Äîêàæèòå, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà X.

34. Ïîêàçàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå X = (0,+∞) ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ {∅, (a,+∞), 0 ≤ a < +∞} îáðàçóåò íåêîòîðóþ òîïîëî-
ãèþ.

35. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [a, b) ⊂ R ïðåäñòàâèì êàê îáúåäèíåíèå
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ è êàê ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
íå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R.

36. Ïîêàçàòü ÷òî ìíîæåñòâî A = {0} ∪ { 1
n}
∞
n=1 çàìêíóòî íà âåùåñòâåííîé

ïðÿìîé R.

37. Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå áåñêîíå÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåñ-
ñèè, ñîñòîÿùèå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé òîïî-
ëîãèè â N.

38. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî U îòêðûòî, à ìíîæåñòâî F çàìêíóòî,
òî U \ F îòêðûòî, a F \ U çàìêíóòî.

39. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ çàìûêàíèå ëþáîãî èç íèõ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèì.

40. Äîêàçàòü, ÷òî A ∪B = Ā ∪ B̄; A ∩B = Ā ∩ B̄.

41. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà U è V îòêðûòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
Int (U) ∩ Int (V ) = ∅.
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42. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì âñå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæå-
ñòâà çàìêíóòû è îäíîâðåìåííî ëþáûå äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ).

43. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè êàæäàÿ îòäåëüíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì, òî êàæäîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íåêîòîðîãî
ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

44. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1 ïîñòðîèòü òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâà, èìåþùèõ îáùóþ ãðàíèöó

45. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íåò äðóãèõ
ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ êðîìå ñàìîãî X, òî ïðîñòðàíñòâî X äèñêðåòíî.

46. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èìååò-
ñÿ îäíîòî÷å÷íîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò
áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè.

47. Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî?

48. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî?

49. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ (êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà) ïëîòíûõ îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî.

50. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïëîòíûõ îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1 ïëîòíî.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

51. Ïóñòü S1 = {z ∈ C : |z| = 1 � îêðóæíîñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ
ìåòðèêîé ρ(z;w) = |z −w|. Äîêàçàòü, ÷òî S1, ρ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.

52. Ïóñòü C[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
[0, 1]. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

ρ(f, g) = sup
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)|

çàäàåò ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

53. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 = ρ1 +ρ2

òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

54. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 =
max{ρ1, ρ2} òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

55. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. ßâëÿåòñÿ ëè ìåòðèêîé
ôóíêöèÿ ρ3 = min{ρ1, ρ2} ?
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56. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = ρ1
1+ρ1

òîæå
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíòíûìè?

57. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = min{ρ1, 1}
òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíò-
íûìè?

58. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = f(ρ1) òî-
æå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè f � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
ïðè÷åì f(0) = 0 è f(x+ y) ≤ f(x) + f(y).

59. Îáîáùèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó íà ñëó÷àé äâóõ ìåòðèê: Ïóñòü ρ1 è
ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 = f(ρ1, ρ2) òîæå
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè ôóíêöèÿ f � ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþ-
ùàÿ ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïàðû ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì f(0, 0) = 0 è
f(x+ y, u+ v) ≤ f(x, u) + f(y, v).

60. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èìå-
åòñÿ äâà øàðà, ïðè÷åì øàð ñ áîëüøèì ðàäèóñîì ñîäåðæèòñÿ â øàðå ñ
ìåíüøèì ðàäèóñîì. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áîëüøèé ðàäèóñ íå
ïðåâûøàåò óäâîåííîãî ìåíüøåãî ðàäèóñà.

61. Ïîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [a, b] â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàåòñÿ
óñëîâèåì

[a, b] = {x ∈ Rn : ρ(a, x) + ρ(x, b) = ρ(a, b).

Îïèñàòü àíàëîãè÷íûå "îòðåçêè"â ìåòðèêå ρp.

62. Ïîêàçàòü, ÷òî âñå ìåòðèêè ρp â ïðîñòðàíñòâå R
n çàäàþò îäíó è òó æå

òîïîëîãèþ.

63. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå C[0, 1]
äâå ìåòðèêè, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè

ρ1(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|dt,

ρ2(f, g) =

√∫ 1

0

|f(t)− g(t)|2dt,

çàäàþò íåýêâèâàëåíòíûå òîïîëîãèè.
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Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

64. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X−→Y íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Y âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
f−1(A) ⊂ f−1(A).

65. Íåïðåðûâíî ëè îòîáðàæåíèå f : [0, 2]−→R1, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

f(x) =

{
x, x ∈ [0, 1)
x− 2, x ∈ [1, 2]

?

66. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = f(x) + g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

67. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = f(x) · g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

68. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = f(x)− g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

69. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = |f(x)|

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

70. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = max{f(x), g(x)}

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

71. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = min{f(x), g(x)}

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
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72. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, ïðè÷åì 0 6∈ g(X). Äî-
êàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) =
f(x)

g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

73. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè fi : X−→R, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíîå îòîáðàæåíèå f : X−→Rn, f(x) =
(f1(x), . . . , fn(x)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

74. Ïóñòü Mat (p × q,R) � ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà p × q ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

Mat (p× q,R)×Mat (q × r,R)−→Mat (p× r,R), (A,B)→ AB,

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

75. Ïóñòü GL(n;R) ⊂Mat (p× n,R) � ïðîñòðàíñòâî îáðàòèìûõ ìàòðèö.
Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : GL(n;R)−→GL(n;R), f(A) = A−1

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

76. Ïóñòü X, Y - äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì ïåðâîå ïðî-
ñòðàíñòâî åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ: X = A∪B,
A = Ā, B = B̄. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóæåíèÿ f |A : A−→Y è f |B : B−→Y íåïðå-
ðûâíû. Åñëè æå ïîäìíîæåñòâî A íå çàìêíóòî, A 6= Ā òî ýòî, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïðèâåñòè ïðèìåð.

Óêàçàíèå:

Ïðîâåðêà íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f ñâîäèòñÿ ê òî-
ìó, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî F ⊂ Y çàìêíóòî, F̄ = F , òî åãî ïðîîáðàç
f−1(F ) äîëæåí áûòü çàìêíóò, ò.å. f−1(F ) = f−1(F ). Èìååì:

f−1(F ) = (f−1(F ) ∩A) ∪ (f−1(F ) ∩B) = f−1
A (F ) ∪ f−1

B (F ) =

= f−1
A (F ) ∪ f−1

B (F ).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî f−1(F ) åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ çàìêíó-
òûõ ïîäìíîæåñòâ, ò.å. çàìêíóòî.

77. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì ñþðúåê-
òèâíîì îòîáðàæåíèè ïëîòåí.

78. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fi : R−→R, i ∈
N , äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ f(x) = sup{fi(x) : i ∈ N} íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé.

79. Ó ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è åãî ïîäìíîæåñòâ A ôóíêöèÿ f(x) =
ρ(x,A) íåïðåðûâíà. Äîêàçàòü.
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80. Ïóñòü f : X−→Y � îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì
ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî ρ(f(x), f(y)) ≤ Cρ(x, y) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X. Äîêàçàòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.

81. Ïóñòü ôóíêöèè fi : X−→R, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû. Ïîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé f1(x) = 0, . . . , fn(x) = 0,
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

82. Ïóñòü ôóíêöèè fi : X−→R, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû. Ïîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ f1(x) ≥ 0, . . . , fn(x) ≥ 0,
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ìîæíî ëè êîíå÷íóþ ñèñòåìó çàìåíèòü íà áåñ-
êîíå÷íóþ?

83. Ïóñòü ôóíêöèè fi : X−→R, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû. Ïîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ f1(x) >
0, . . . , fn(x) > 0, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ìîæíî ëè êîíå÷íóþ ñèñòåìó
çàìåíèòü íà áåñêîíå÷íóþ?

84. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíî-
æåñòâà íà îòðåçîê [0, 1] .

85. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíî-
æåñòâà K íà åãî êâàäðàò K ×K.

86. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : I−→I2, ó êîòîðîãî
îáðàç f(I) ⊂ I2 âñþäó ïëîòåí, ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.

Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ

87. Ïóñòü G ⊂ R1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.
Äîêàçàòü, ÷òî G åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

88. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ åñòü ìåòðèêà:

ρ(x, y) = max
i
|xi − yi|.

89. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ åñòü ìåòðèêà:

ρ(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|.

90. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ

ρp(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

çàäàåò íåêîòîðóþ ìåòðèêó.
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91. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ìåñòî ïðåäåë

lim
p−→+∞

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

= max
i
|xi − yi|.

Ãîìåîìîðôèçìû

92. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y è áèåêöèè
f : X−→Y , êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ðåøåíèå:

Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ïîëóèíòåðâàëîâ, ñêàæåì [0, 1)t[2, 3) äîïóñêàåò
áèåêöèþ íà îäèí ïîëóèíòåðâàë [0, 1) . Çíà÷èò íóæíî äîáàâèòü ñ÷åòíîå
íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ïîëóèíòåðâàëîâ ê îáåèì ïðîñòðàíñòâàì, ÷òîáû
îíè ñòàëè ãîìåîìîðôíûìè.

93. Ïóñòü K � êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî K ×K ãîìåîìîðôíî K.

94. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y è òàêèõ îòîá-
ðàæåíèé f : X → Y è g : Y → X , ÷òî f è g âçàèìíî îäíîçíà÷íû è
íåïðåðûâíû, è, òåì íå ìåíåå, ïðîñòðàíñòâà X è Y íå ãîìåîìîðôíû.

95. Äîêàæèòå, ÷òî [0; 1), [a; b), (0; 1] (a; b] ãîìåîìîðôíû äëÿ ëþáûõ a < b.

96. Äîêàæèòå, ÷òî [0; 1), [a; +∞), (−∞; a] ãîìåîìîðôíû äëÿ ëþáûõ a.

97. Äîêàæèòå, ÷òî (0; 1) è (a; b) ãîìåîìîðôíû äëÿ ëþáûõ −∞ ≤ a < b ≤
∞.

98. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ èçîìåòðèÿ åñòü ãîìåîìîðôèçì.

99. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñþðúåêòèâíàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ f :
[a; b]−→[c; d] ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

100. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå íåâûðîæäåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâà Rn åñòü ãîìåîìîðôèçì.

101. Äîêàæèòå, ÷òî èíâåðñèÿ

f(x) =
x

|x|2
, f : Rn−→Rn,

åñòü ãîìåîìîðôèçì.
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102. Ïóñòü C+ = {z ∈ C : Im z > 0} âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : C+−→C+,

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R,

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ > 0.

103. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áèåêöèÿ f : R−→R ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöè-
åé, òî îíà åñòü ãîìåîìîðôèçì.

104. Ïóñòü S1 � îêðóæíîñòü è s0 ∈ S1 �òî÷êà íà îêðóæíîñòè. Äîêàçàòü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî S1 \ {s0} ãîìåîìîðôíî R.

105. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà íåêîòîðîì
ïðîìåæóòêå, ãîìåîìîðôåí ýòîìó ïðîìåæóòêó.

106. Ïóñòü Sn � n�ìåðíàÿ ñôåðà è s0 ∈ Sn �òî÷êà íà ñôåðå. Äîêàçàòü, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî Sn \ {s0} ãîìåîìîðôíî Rn.

107. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.

(a) âñÿ ïëîñêîñòü R2 ;

(b) îòêðûòûé êâàäðàò;

(c) îòêðûòàÿ ïîëóïëîñêîñòü C+;

(d) îòêðûòûé êðóã;

(e) îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê;

(f) îòêðûòûé êâàäðàíò;

(g) îòêðûòûé óãîë;

(h) îòêðûòûé ïîëóêðóã;

(i) îòêðûòûé ñåêòîð;

(j) ïëîñêîñòü ñ âûðåçàííûì ëó÷îì {y = 0, x ≥ 0};

108. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü S1 ãîìåîìîðôíà ãðàíèöå êâàäðàòà ∂I2.

109. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòûé êðóã D2 ãîìåîìîðôåí êâàäðàòó I2.

110. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé êðóã Int D2 ãîìåîìîðôåí îòêðûòîìó êâàä-
ðàòó Int I2.

111. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ â R2 áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè S1.

112.

113. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåçàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ â R2 áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
ãîìåîìîðôíà îòðåçêó [0, 1].
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114. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî R2 \ {(x, y) ∈ R2 : |x| > 1, |y| > 1} ãî-
ìåîìîðôíî êâàäðàòó áåç âåðøèí, I2\{(+1,+1), (+1,−1), (−1,+1), (−1,−1), }.

115. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.

(a) Ïîëóïëîñêîñòü {x ≥ 0};
(b) êâàäðàíò {x, y ≥ 0};
(c) óãîë {x ≥ y ≥ 0};
(d) ïîëóîòêðûòàÿ ïîëîñà {(x, y) : y ∈ [0, 1)};
(e) êâàäðàò áåç òð¼õ ñòîðîí (è âñåõ âåðøèí) {(x, y) : 0 < x < 1, 0 ≤

y < 1};
(f) êâàäðàò áåç äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí (è òðåõ âåðøèí) {(x, y) : 0 ≤

x < 1, 0 ≤ y < 1};
(g) êâàäðàò áåç ñòîðîíû (è äâóõ âåðøèí) {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y <

1};
(h) êâàäðàò áåç îäíîé âåðøèíû {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1xy < 1};
(i) êðóã áåç îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y < 1};
(j) ïîëóêðóã áåç äèàìåòðà {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y > 0}
(k) êðóã áåç ðàäèóñà;

116. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.

(a) ïëîñêîñòü áåç òî÷êè R2 \ {x0};
(b) îòêðûòûé êðóã áåç òî÷êè {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1};
(c) êîëüöî {(x, y) : a < x2 + y2 < b};
(d) ïëîñêîñòü áåç êðóãà {(x, y) : x2 + y2 > 1};
(e) ïëîñêîñòü áåç êâàäðàòà R2 \ I2

(f) ïëîñêîñòü áåç îòðåçêà R2 \ [0, 1]

(g) äîïîëíåíèå R2 \X, ãäå X åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ
ñ îáùèì êîíöîì;

(h) äîïîëíåíèå R2 \ X, ãäå X åñòü íåçàìêíóòàÿ êîíå÷íîçâåííàÿ ëî-
ìàíàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé;

117. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K è L � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè,
ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà òî÷åê, òî èõ äîïîëíåíèÿ ãîìåîìîðô-
íû.

118. Ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå ñâÿç-
íîñòè, ïðè÷¼ì òîëüêî â îäíîé: åþ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ ñâÿçíûõ
ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ýòó òî÷êó.

119. Ïîêàçàòü, ÷òî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî
ñîâïàäàþò.
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120. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ
ïàðà åãî òî÷åê ëåæèò â íåêîòîðîì ñâÿçíîì ïîäìíîæåñòâå.

121. Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè çàìêíóòû.

122. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ó êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X èìååòñÿ ñâÿçíàÿ
îêðåñòíîñòü, òî êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îòêðûòà.

Ìåòðèêè

123. Ïðîñòðàíñòâî lp ñ ìåòðèêîé

ρp(x, y) =

( ∞∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

124. Ñóùåñòâóåò ëè èçîìåòðèÿ ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà ñâîþ ñîáñòâåí-
íóþ ÷àñòü?

125. Ñóùåñòâóåò ëè èçîìåòðèÿ êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â íåêî-
òîðîå ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî?

Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ íàçûâà-
åòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ λ < l,
òàêàÿ, ÷òî ρ(f(x), f(y)) ≤ λρ(x, y) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X.

126. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íåïðåðûâíî.

127. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ âñåãäà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïðè÷åì ýòà
òî÷êà åäèíñòâåííà.

128. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îò óñëîâèÿ ïîëíîòû ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðåäûäóùåé çàäà÷å îòêàçàòüñÿ íåëüçÿ.

129. Âåðíî ëè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, çàìêíó-
òûìè ïîäìíîæåñòâàìè íà ïëîñêîñòè (íà ïðÿìîé) âñåãäà áîëüøå 0?

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïîäìíîæåñòâà

130. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ(x,A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A.

131. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A è òî÷åê x, y âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî |ρ(x,A)− ρ(y,A)| ≤ ρ(x, y).
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Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà

132. Äîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêà Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåò ìåòðèêó â ïðîñòðàíñòâå
âñåõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Àêñèîìû îòäåëèìîñòè

133. Äîêàçàòü, ÷òî ìåòðè÷åñêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâî-
ðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà (T2).

134. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå îäíîòî-
÷å÷íîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî.

135. ßâëÿåòñÿ ëè îòðåçîê [0; 1] ñ èíäóöèðîâàííîé èç R òîïîëîãèåé õàóñäîð-
ôîâûì? Îáëàäàþò ëè â í¼ì íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè
0 è 1? Êàêèìè?

136. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî {x} =

⋂
U3x

U.

137. Ïîêàçàòü, ÷òî â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.

138. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ñîâïàäåíèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî.

139. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåïðåðûâíîãî îòîáðà-
æåíèÿ õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

140. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà òîæå
õàóñäîðôîâî.

141. Ïîêàçàòü, ÷òî àêñèîìà îòäåëèìîñòè T1 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîå îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòî.

142. Ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè T1, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ åãî òî÷êà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ
ñâîèõ îêðåñòíîñòåé.

143. Ïîêàçàòü, ÷òî èç õàóñäîðôîâîñòè ñëåäóåò T1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà
èç T1 íå ñëåäóåò õàóñäîðôîâîñòü.

144. Ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè íàñëåäñòâåííà.

145. Â êàæäîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò ñàìàÿ ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè. Êàêîâà îíà?

146. Âñÿêîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî (è, çíà÷èò, õàóñäîðôîâî).
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147. Ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî óäîâëåòâî-
ðÿåò âòîðîé è ÷åòâ¼ðòîé àêñèîìàì îòäåëèìîñòè.

148. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íîðìàëüíî.

149. Ïîñòðîéòå äâà çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà íåêîòî-
ðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî
íóëþ.

150. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìå T4, ïóñòü F1, F2 è
F3 åãî çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì, ò.å. F1 ∩F2 ∩
F3 = ∅. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè Ui ⊃ Fi, i = 1, 2, 3,
÷òî U1 ∩ U2 ∩ U3 = ∅.

Ëåììà Óðûñîíà, òåîðåìà Òèòöå, ðàçáèåíèå åäèíèöû

151. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ âå-
ùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî K = f−1(0).

152. Âûâåäèòå ëåììó Óðûñîíà èç òåîðåìû Òèòöå.

0.0.1 Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè

153. Ïîñòðîéòå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íå óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîé àê-
ñèîìå ñ÷¼òíîñòè.

154. Äîêàæèòå, ÷òî â ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíà.

155. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñå-
ïàðàáåëåí.

156. Äîêàæèòå òåîðåìó Ëèíäåë¼ôà: åñëè ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòî-
ðîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè, òî èç âñÿêîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæå-
ñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü ñ÷¼òíûé íàáîð ìíîæåñòâ, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ
ïîêðûòèåì.

157. Ïîêàçàòü, ÷òî ó ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(a) Ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî;

(b) Ïðîñòðàíñòâî èìååò ñ÷åòíóþ áàçó;

(c) Ïðîñòðàíñòâî ôèíàëüíî êîìïàêòíî
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Ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè.

158. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé
àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè.

159. Äîêàçàòü, ÷òî èç âòîðîé àêñèîìû ñ÷¼òíîñòè ñëåäóåò ïåðâàÿ.

Êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

160. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : E → F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì
è ïóñòü ïðîñòðàíñòâî E êîìïàêòíî. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî
f(E) ⊂ F êîìïàêòíî.

161. Äîêàçàòü, ÷òî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn íå êîìïàêòíî.

162. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
A çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

163. Ïîêàçàòü, ÷òî â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X ëþáàÿ óáûâàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ {Fn : Fn ⊃ Fn+1}
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå:

∞⋂
k=1

Fk 6= ∅.

164. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X êîìïàêòíî, àX õàóñäîðôîâî,
òî A çàìêíóòî.

165. Ïóñòü A è B � êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà
X. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî A ∪B êîìïàêòíî? Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A ∩B êîìïàêòíî?

166. Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

167. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ âå-
ùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî K = f−1(0).

Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü. Êîìïîíåíòû ñâÿç-

íîñòè.

168. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íåñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X
íà äèñêðåòíîå äâîåòî÷èå (íóëüìåðíóþ ñôåðó S0).

Ðåøåíèå: Ïóñòü f : X−→S0 � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæå-
íèå, S0 = {−1, 1}. Îäíîòî÷å÷íûå ïîäïðîñòðàíñòâà {−1}, {1} ⊂ S0

íå ïåðåñåêàþòñÿ è îòêðûòû (è çàìêíóòû). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå
f íåïðåðûâíî, òî ïðîîáðàçû f−1(−1) è f−1(1) íåïóñòû, îòêðûòû è
íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè÷åì X = f−1(−1) t f−1(1). Çíà÷èò ïðîñòðàíñòâî
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X íåñâÿçíî. Îáðàòíî, åñëè X íåñâÿçíî, òî îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå
îáúåäèíåíèÿ äâóõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X = A tB. Ïîëîæèì

f(x) =

{
−1, x ∈ A;
1, x ∈ B.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî è ñþðúåêòèâíî.

169. Ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, èíäó-
öèðîâàííîé èç R)?

170. Ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, èíäó-
öèðîâàííîé èç R)?

171. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî [0, 1] t (2, 3] íåñâÿçíî â R.

172. Ïîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçíî.

173. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ ñâÿçíî.

174. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê I = [0; 1] ñâÿçåí.

175. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rn ñâÿçíî.

176. Ïóñòü X � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî è f : −→R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî f(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì â R (ò.å. èíòåð-
âàëîì, îòðåçêîì èëè ïîëóèíòåðâàëîì).

177. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn ñâÿçíî.

178. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé R èìååò ñ÷¼òíîå ÷èñëî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

179. Äîêàæèòå, ÷òî n-ìåðíàÿ ñôåðà Sn ñâÿçíà.

180. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé ãðóïïû è óìíî-
æåíèå íà ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíè-
åì, òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü M � êîìïîíåíòà åäèíèöû. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M ìíîæå-
ñòâî xM ñâÿçíî è ñîäåðæèò òî÷êó x = xe. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà
xM è M ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, xM ⊂ M , ò. å. M ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé X. Äàëåå, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ìíîæåñòâî x−1Mx
ñâÿçíî è ñîäåðæèò åäèíèöó. Ñëåäîâàòåëüíî, x−1Mx ⊂ M , òàê ÷òî M
� íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

181. Ïîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê [0, 1] ñâÿçåí.

Ðåøåíèå:

Åñëè áû îòðåçîê [0, 1] áûë íåñâÿçåí, òî ñóùåñòâîâàëà áû íåïðåðûâíàÿ
ñþðúåêöèÿ [0, 1]−→S0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Áîëüöàíî î ïðîìå-
æóòî÷íîì çíà÷åíèè.
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182. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì ñïè-
ðàëè, çàïèñàííîé óðàâíåíèåì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ)

r = e
1

1+ϕ2 , ϕ ≥ 0,

è îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîæåñòâî ñâÿçíûì?

183. Ñâÿçíû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè:

1) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ îáå êîîðäèíàòû ðàöèîíàëüíû;

2) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò ðàöè-
îíàëüíà;

3) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ ëèáî îáå êîîðäèíàòû ðàöèîíàëü-
íû, ëèáî îáå � èððàöèîíàëüíû?

184. Ïóñòü X ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåðíî ëè, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè x ∈
íàéäåòñÿ ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü?

185. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè îáëàäàåò âåùåñòâåííûì êîðíåì.

186. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà I,R, S1 ïîïàðíî íå ãîìåîìîðôíû.

187. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò è îòðåçîê íå ãîìåîìîðôíû.

Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü.

188. Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíî ñâÿçíûìè:

(a) Îòðåçîê;

(b) Èíòåðâàë;

(c) Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ëþáîé ðàçìåðíîñòè;

(d) Ñôåðû íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè;

(e) Âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà;

(f) Çâåçäíîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà;

(g) Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ëè-
íåéíî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ;

(h)

189. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A è B îáà çàìêíóòû èëè îáà îòêðûòû è
èõ îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ëèíåéíî ñâÿçíû, òî A è B òîæå ëèíåéíî
ñâÿçíû.

190. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðàíèöà ìíîæåñòâà A ⊂ Rn ëèíåéíî ñâÿçíà, òî
çàìûêàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà òîæå ëèíåéíî ñâÿçíî.
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191. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíûé îáðàç ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ëè-
íåéíî ñâÿçåí.

192. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà, çàìûêàíèå êîòîðîãî
íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.

193. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ òî÷êà îáëàäàåò ëèíåéíî
ñâÿçíîé îêðåñòíîñòüþ, òî êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè îòêðûòû.

194. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ òî÷êà îáëàäàåò ëèíåéíî
ñâÿçíîé îêðåñòíîñòüþ, òî ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ðàâíîñèëü-
íû.

195. Ïîêàçàòü ÷òî äëÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ðàâíîñèëüíû.

196. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè çàìûêàíèå Γ ⊂ R2 ãðàôèêà ôóíêöèè Γ =
{(x, y) : y = sin 1

x , x > 0}. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîæåñòâî ñâÿçíûì?
Ëèíåéíî ñâÿçíûì?

197. Ïîêàçàòü, ÷òî äîïîëíåíèå R2 \ Γ ê ìíîæåñòâó èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è
ëèíåéíî ñâÿçíî.

Ãîìîòîïèè

198. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìíîæå-
ñòâî π(X, I) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.

199. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ïîñòîÿííûõ îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû, òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿç-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà Y .

200. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà π(I, Y ) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Y .

201. Ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ f, g : −→Rn ãîìîòîïíû.

202. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f, g : −→Rn ôîðìóëà
H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x) çàäàåò ãîìîòîïèþ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè
f è g.

203. Ïóñòü f : X−→Y íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâà
îòîáðàæåíèÿ g0, g1 : Z−→X ãîìîòîïíû, òî ãîìîòîïíû êîìïîçèöèè

f · g0, f · g1 : Z−→Y.
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204. Ïóñòü f : X−→Y íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ãîìîòîïè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Äîêàçàòü, ÷òî äâà îòîáðàæåíèÿ g0, g1 : Z−→X
ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîìîòîïíû êîìïîçèöèè

f · g0, f · g1 : Z−→Y.

205. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
ëèíåéíî ñâÿçíî.

206. Ïîêàçàòü, ÷òî äâà ëþáûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà â âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn
ãîìîòîïíû.

207. Ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç ïóòè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.

208. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A è B îáà çàìêíóòû èëè îáà îòêðûòû è
èõ îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ëèíåéíî ñâÿçíû, òî A è B òîæå ëèíåéíî
ñâÿçíû.

209. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå â çâ¼çäíîå ìíîæå-
ñòâî ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ, îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåò-
ñÿ öåíòð çâåçäû.

210. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ â çâ¼çäíîå ìíî-
æåñòâî ãîìîòîïíû.

211. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå çâåçäíîãî ìíîæåñòâà
â ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ.

212. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ëþáûõ îòîáðàæåíèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà
â Rn \ {0}, n > 1, ãîìîòîïíû.

213. Íàéäèòå äâà íåãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà
â R1 \ {0}.

214. Âû÷èñëèòå, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõm, n è k, ÷èñëî ãîìîòîïè÷åñêèõ
êëàññîâ îòîáðàæåíèé

{1, 2, . . . ,m}−→Rn \ {x1, x2, . . . , xk},

ñ÷èòàÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå {1, 2, . . . ,m} äèñêðåòíà.

215. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåñþðúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðî-
èçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñôåðó Sn ãîìîòîïíî ïî-
ñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ.

216. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f, g : X−→Sn ⊂ Rn+1 â ñôåðó ðàäèóñà 1 óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|f(x)− g(x)) < 2.

Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïíû.
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217. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f, g : X−→Rn ⊂ {0} óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|f(x)− g(x)) < |f(x)|.

Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïíû.

218. Ðàññìîòðèì ñôåðó S2 è äâîåòî÷èå íà íåé S0 ⊂ S2. Äîêàçàòü, ÷òî ôàê-
òîð ïðîñòðàíñòâî S2/S0 è áóêåò S2 ∨ S1 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

219. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ó òîðà ñòÿíóòü â òî÷êó êîíå÷íîå ÷èñëî ìåðèäèàí,
òî ïîëó÷èòñÿ áóêåò íåêîòîðîãî ÷èñëà ñôåð è îêðóæíîñòè.

220. Ïîñòðîèòü äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ òîðà ñ âûêîëîòîé òî÷êîé íà
áóêåò ìåðèäèàíà è ïàðàëëåëè.

221. Ïîñòðîèòü äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ Rn \ {0} íà ñôåðó Sn−1.

222. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðà (X,A) ñèìïëèöèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ óäîâëåòâîðÿ-
åò àêñèîìå ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïàðîé Áîðñóêà).

223. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïàðû Áîðñóêà (X,A) ïîäïðîñòðàíñòâî

X × {0} ∪A× I ⊂ X × I

ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì â X × I. È îáðàòíî, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî X ×
{0} ∪ A × I ⊂ X × I ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì â X × I, òî ïàðà (X,A)
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè.

224. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðà (X,A) êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ óäîâëåòâîðÿåò àê-
ñèîìå ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïàðîé Áîðñóêà).

225. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà (I, A), A = {0, 1, 1
2 ,

1
3 , . . . ,

1
n , . . . } íå ÿâëÿåòñÿ ïà-

ðîé Áîðñóêà.

226. Åñëè (X;A) åñòü êëåòî÷íàÿ ïàðà è A åñòü ñòÿãèâàåìûé ïîäêîìïëåêñ,
òî ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî X/A è X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, à
îòîáðàæåíèå q : X−→X/A åñòü ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A � ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî, òî èìååòñÿ
ãîìîòîïèÿ ht : A−→A, t ∈ [0, 1], òàêàÿ, ÷òî h0(x) ≡ x, x ∈ A,
h1(x) ≡ x0 ∈ A. Ïóñòü f0 : X−→X, f0(x) ≡ x, x ∈ X � ïðîäîë-
æåíèå îòîáðàæåíèÿ h0 : A−→X. Çíà÷èò èìååòñÿ ïðîäîëæåíèå ãî-
ìîòîïèè ht : A−→X, ñêàæåì, äî ãîìîòîïèè ft : X−→X. Ãîìîòîïèÿ
ft : X−→X ïåðåâîäèò A â A, åñòü ãîìîòîïèÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà
f̄t : X/A−→X/A, òîæäåñòâåííàÿ ïðè t = 0. Ïðè t = 1 ïîëó÷àåì îòîá-
ðàæåíèå f1 : X−→X, êîòîðîå ïðîäîëæàåò îòîáðàæåíèå h1 : A−→X.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî f1(A) = x0, ò.å. îòîáðàæåíèå f1 ðàñùåïëÿåòñÿ â êîì-
ïîçèöèþ f1 = g · q, êàê ïîêàçàíî íà äèàãðàììå
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X
f1 //

q !!

X
q

!!
X/A

g

==

f̄1

// X/A

Äâå âîçìîæíûå êîìïîçèöèè g · q è q · g ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì
îòîáðàæåíèÿì.

227. Ïóñòü Z = X0 ∪f X1 � ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ïðèêëåè-
âàíèåì ïðîñòðàíñòâà X0 ê ïðîñòðàíñòâó X1 âäîëü îòîáðàæåíèÿ f :
A−→X0, A ⊂ X1. Ïóñòü g : A−→X0 äðóãîå îòîáðàæåíèå, ãîìîòîïíîå
f , W = X0 ∪g X1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Z è W ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (ñì. [?], ñòð.91) Ïîñêîëüêó èìååòñÿ ãîìîòîïèÿ H :
A × I−→X0, òî ïðè åå ïîìîùè ìîæíî ïðèêëåèòü ê ïðîñòðàíñòâó X0

äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X1×I âäîëü îòîáðàæåíèÿ H è ïîëó÷èòü ïðî-
ñòðàíñòâî W = X0 ∪H (X1 × I)

Ñòðîèì îòîáðàæåíèÿ F : Z−→W è G : Y−→Z ñëåäóþùèì îáðàçîì

Z_�

��

= X0 A× {0}
f

oo
_�

��

� � // X1 × {0}
_�

��
W = X0 A× I

H
oo � � // X1 × I

Ïðîñòðàíñòâî Z ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà
W , ò.å. îíè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

228. Ïîêàçàòü, ÷òî ó ñòÿãèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà ðåòðàêò òîæå ñòÿãèâàå-
ìûé. Íî åñëè ðåòðàêò åñòü ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî, íî ñàìî ïðî-
ñòðàíñòâî íå îáÿçàíî áûòü ñòÿãèâàåìûì.

229. Ïîêàçàòü, ÷òî äâå äåôîðìàöèîííûõ ðåòðàêöèè ãîìîòîïíû.

230. Ïóñòü äàíî òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà v, r, k, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
v+k−r = 2. Ïîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíóþ ñôåðó ìîæíî ðàçáèòü íà êëåòêè
òàê, ÷òîáû ÷èñëî âåðøèí, ðåáåð è êëåòîê ðàâíÿëîñü, ñîîòâåòñòâåííî,
v, r è k.

231. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïàðû Áîðñóêà (X,A) äâà ïðîñòðàíñòâà x/A èX∪CA
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

232. Ïóñòü ó ïàðû Áîðñóêà (X,A) âëîæåíèå A ↪→ X ãîìîòîïíî ïîñòîÿííî-
ìó îòîáðàæåíèþ. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî X/A ãîìîòîïè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó X ∨ SA.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî X/A ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
Z = X ∪ CA, êîòîðîå ìîæíî ïîíèìàòü, êàê ïðèêëåéêó ïðîñòðàíñòâà
CA ê ïðîñòðàíñòâóX ïî âëîæåíèþ ϕ : A ↪→ X, Z = X∪ϕCA. Ïîñêîëü-
êó îòîáðàæåíèå ϕ ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ ϕ0, òî ïðî-
ñòðàíñòâî Z ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó z′ = X∪ϕ0

CA,
ò.å ïðîñòðàíñòâó X ∨ SA.

233. Äîêàçàòü, ÷òî Sn/Sk ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî Sn ∨ Sk+1 .

234. Åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y åñòü ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü,
òî X ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì öèëèíäðà îòîáðàæåíèÿ f ,
ò.å. ïðîñòðàíñòâà Y ∪f (X × I). Ì îáðàòíî.

235. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ñòÿãèâàåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà
ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X−→Y ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó
îòîáðàæåíèþ.

236. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ñòÿãèâàåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà
ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Y−→X ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó
îòîáðàæåíèþ.

237. Ïîêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñôåðà, ò.å. S∞ = lim
n−→∞

Sn ñòÿãèâàå-
ìàÿ.

238. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X−→Y ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-
âèâàëåíòíîñòüþ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå îòîáðàæåíèÿ g, h : Y−→X,
÷òî êîìïîçèöèè fg è hf ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèÿì.
Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ g è h ãîìîòîïíû.

239. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X−→Y ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå îòîáðàæåíèÿ g, h : Y−→X, ÷òî
êîìïîçèöèè fg è hf ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.
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