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Ëåêöèÿ 1

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå

ìíîæåñòâî.

Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà, îñíîâíûõ îïå-

ðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè (îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, äîïîëíåíèÿ) è èõ

ñâîéñòâ, îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ. Ýòè ïîíÿòèÿ èçëàãàþòñÿ â êóðñàõ âûñ-

øåé àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â ïåðâîì ñåìåñòðå. ×åðåç R+

áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë.

1.1. Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïà-

ðà (X, ρ), ãäå X - ìíîæåñòâî, à ρ - ìåòðèêà íà X , ò.å. òàêàÿ �óíêöèÿ

ρ : X ×X → R+,

÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (àêñèîìà òîæäåñòâà);

2) ρ(x, y) = ρ(y, x) (àêñèîìà ñèììåòðèè);
3) ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z) (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).
×àñòî äëÿ êðàòêîñòè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) îáîçíà÷àåò-

ñÿ îäíîé áóêâîé X . Ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ

òî÷êàìè. ×èñëî ρ(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x è y.

1.1 Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî è ìíîæå-

ñòâî X , ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè. Íà êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåòðèêà.

2. Èç øêîëû èçâåñòíû ýâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà En, n = 1, 2, 3,

5
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ËÅÊÖÈß 1. ÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ. ÊÀÍÒÎ�ÎÂÎ

ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ.

(ïðÿìàÿ, ïëîñêîñòü, ïðîñòðàíñòâî). Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ a priori îïðåäå-

ëåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y - ýòî äëèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
òî÷êè x è y.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà En
ïðå-

âðàùàþòñÿ â àðè�ìåòè÷åñêèå n-ìåðíûå ïðîñòðàíñòâà Rn
, â êîòîðûõ

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïî �îðìóëå

ρ(x, y) =
√∑{

(xi − yi)2; i = 1, . . . , n
}
, (1.1)

âûòåêàþùåé èç òåîðåìû Ïè�àãîðà.

3. Âñÿêîå ìíîæåñòâî X ïðåâðàùàåòñÿ â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

åñëè ïîëîæèòü ρ(x, y) = 1 äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ X .

4. Ïóñòü (X, ρ) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X . Îïðåäåëèì

íà Y ìåòðèêó ρ|Y êàê îãðàíè÷åíèå ìåòðèêè ρ íà Y , ò.å.(
ρ|Y

)
(x, y) = ρ(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Y .

ßñíî, ÷òî òàê îïðåäåë¼ííàÿ �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ|Y óäîâëåòâîðÿåò àê-

ñèîìàì ìåòðèêè. Ôîðìàëüíî íàäî ïèñàòü íå

”
ρ|Y “, à

”
ρ|Y × Y “, íî ìû

äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçóåì áîëåå êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå.

Ïàðà (Y, ρ|Y ) íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà (X, ρ). Ïîäïðîñòðàíñòâà äàþò íàì áîëüøîé çàïàñ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ: ìíîæåñòâî Q ⊂ R ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, îòðåçîê [0, 1] ⊂ R,

èíòåðâàë (0, 1) ⊂ R, êâàäðàò íà ïëîñêîñòè è ò.ä.

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì

íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà, èçâåñòíûì èç êóðñà "Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è

ãåîìåòðèÿ". Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.

1.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V - âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

|| · || : V → R+,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó x ∈ V íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ||x|| è
óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì

1) åñëè ||x|| = 0, òî x = 0;

2) ||αx|| = |α| · ||x|| äëÿ âñÿêîãî α ∈ R;

3) ||x+ y|| 6 ||x||+ ||y|| (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).

Èç 2) âûòåêàåò, ÷òî ||0|| = 0.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñ çàäàííîé íà í¼ì íîðìîé || · || íàçûâà-
åòñÿ íîðìèðîâàííûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì.
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1.2 Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíîå ïðîñòðàíñòâî V =
{0}, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íîðìà.

2. Åñòåñòâåííàÿ íîðìà íà R îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

||x|| = |x|.
3. Îäíèì èç îáîáùåíèé ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ íîðìà íà àðè�ìåòè÷åñêîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn
, ýëåìåíòàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x1, . . . , xn) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:

||(x1, . . . , xn)|| = max
{
|x1|, . . . , |xn|

}
. (1.2)

Àêñèîìû íîðìû ïðîâåðÿþòñÿ ïîòî÷å÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ìî-

äóëÿ (âåùåñòâåííîãî) ÷èñëà.

4. Íîðìà èç ïðèìåðà 3 îáîáùàåòñÿ äî íîðìû íà ïðîñòðàíñòâå C
(
[0, 1],R

)

íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííûõ �óíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] ⊂ R :
||f || = sup

{
|f(t)| : t ∈ [0, 1]

}
.

Ïðîâåðèì àêñèîìó òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü f = g + h. Òîãäà äëÿ âñÿ-

êîãî t ∈ [0, 1] èìååì |f(t)| 6 |g(t)|+ |h(t)|. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
|f(t)| 6 sup

{
|g(t′)| : t′ ∈ [0, 1]

}
+ sup

{
|g(t′)| : t′ ∈ [0, 1]

}
,

îòêóäà è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ||f || 6 ||g||+ ||h||.
5. Îïðåäåëèì åù¼ îäíó íîðìó íà Rn

. Äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

ïîëîæèì

||x|| =
√∑{

x2i : i = 1, . . . , n
}
. (1.3)

Â êóðñå Ëèíåéíîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ èç (1.3)

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íîðìû.

1.5. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (V, || · ||) - íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ x,y ∈ V ïîëîæèì

ρ(x,y) = ||x− y||. (1.4)

Òîãäà ρ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå V .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü àêñèîìó 1.1.3

òðåóãîëüíèêà. Èìååì

ρ(x, z) = (1.4) = ||x − z|| = ||x − y + y − z|| 6 (1.3.3) 6 ||x − y|| +
||y− z|| = ρ(x,y) + ρ(y, z). �

Òàêèì îáðàçîì, Ïðåäëîæåíèå 1.5 äà¼ò íàì íîâûå ïðèìåðû ìåòðè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâà Rn
ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòðèêàìè

(íîðìû èç (1.2) è (1.3) ðàçëè÷íû ïðè n > 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâîäÿò

ê ðàçëè÷íûì ìåòðèêàì).
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ËÅÊÖÈß 1. ÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ. ÊÀÍÒÎ�ÎÂÎ

ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ.

1.6. Êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî. Ýòî çàìå÷àòåëüíîå

ìíîæåñòâî èìååò áîëüøîå ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå è ìíîãî÷èñëåííûå

ïðèìåíåíèÿ.

Âîçüì¼ì îòðåçîê I = [0, 1] ÷èñëîâîé ïðÿìîé è íàçîâ¼ì åãî îòðåç-

êîì íóëåâîãî ðàíãà. Íà í¼ì âîçüì¼ì äâà îòðåçêà I0 = [0, 1
3
] è I1 = [2

3
, 1]

è íàçîâ¼ì èõ îòðåçêàìè ïåðâîãî ðàíãà. Èíòåðâàë J = (1
3
, 2
3
) íàçîâ¼ì èí-

òåðâàëîì ïåðâîãî ðàíãà. Ñ êàæäûì èç îòðåçêîâ I0 è I1 ïîñòóïèì òàê æå,

êàê è ñ îòðåçêîì I, à èìåííî íà I0 è I1 âîçüì¼ì ïî äâà îòðåçêà âòîðîãî

ðàíãà, ò.å.

I00 = [0, 1
9
], I01 = [2

9
, 1
3
],

I10 = [2
3
, 7
9
], I11 = [8

9
, 1].

Ìåæäó íèìè ëåæàò èíòåðâàëû âòîðîãî ðàíãà

J0 = (1
9
, 2
9
), J1 = (7

9
, 8
9
).

Ïðîäîëæàåì ýòî ïîñòðîåíèå. Ïóñòü ïîñòðîåíû 2n îòðåçêîâ n-ãî ðàíãà

Ii1...in (êàæäûé èç èíäåêñîâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1). Êàæäûé èç

îòðåçêîâ Ii1...in ðàçäåëèì íà òðè ðàâíûå ïî äëèíå ÷àñòè: äâà êðàéíèõ

îòðåçêà Ii1...in0 è Ii1...in1 (ïåðâàÿ è òðåòüÿ òðåòè îòðåçêà Ii1...in) è ëåæàùèé
ìåæäó íèìè èíòåðâàë Ji1...in.

Îáúåäèíåíèå âñåõ îòðåçêîâ n-ãî ðàíãà îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn. Ýòî -

ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà I, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó ñîñòîèò èç âñåõ èíòåð-

âàëîâ ðàíãà 6 n. Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå

C =
⋂{Cn : n = 1, 2 . . .}

èìååò ñâîèì äîïîëíåíèåì (â îòðåçêå I) îáúåäèíåíèå âñåõ èíòåðâàëîâ

Ji1...in âñåâîçìîæíûõ ðàíãîâ. �àçëè÷íûå èíòåðâàëû ýòîãî ñåìåéñòâà ïî-

ïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êîíöû âñåõ

èíòåðâàëîâ Ji1...in ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó C. Êðîìå òîãî, C ñîäåðæèò

òî÷êè 0 è 1. Ìíîæåñòâî C è íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâûì ñîâåðøåííûì ìíî-

æåñòâîì èëè êàíòîðîâûì äèñêîíòèíóóìîì.

Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà êàíòîðîâà ìíîæåñòâà C, ñâÿçàííûå ñî

ñëîâàìè

”
ñîâåðøåííîå“ è

”
äèñêîíòèíóóì“, ìû îáñóäèì ïîñëå òîãî, êàê

ïîçíàêîìèìñÿ ñ ýëåìåíòàìè òîïîëîãèè. À ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî ìíî-

æåñòâî C èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîçíàêîìèìñÿ ñ ýëåìåíòàìè òåîðèè ìíîæåñòâ,

ñâÿçàííûìè ñ ïîíÿòèåì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Ýòî äåëàåòñÿ â êóðñå

”
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç“, íî êîå-÷òî ìû íàïîìíèì.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà - ýòî â íåêîòîðîì ñìûñëå

”
êîëè÷åñòâî“ åãî

ýëåìåíòîâ. Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ ïîíÿòèåì êîëè÷åñòâà åãî ýëåìåí-

òîâ íå âîçíèêàåò íèêàêèõ âîïðîñîâ. Ñ áåñêîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñèòó-

àöèÿ ñëîæíåå. Íàïðèìåð, ñîâïàäàåò ëè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâà Z âñåõ öåëûõ ÷èñåë?
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1.6.1. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè èëè ðàâíîìîùíûìè (îáîçíà÷åíèå: A ∼ B), åñëè ìåæäó íèìè ìîæ-

íî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,

åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : A→ B. Åñëè A è B ðàâíî-

ìîùíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

1.6.2. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè îíî

ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ïîíÿòèå ñ÷¼òíîñòè ìíîæåñòâà ñâÿçàíî ñ âîç-

ìîæíîñòüþ åãî ïåðåñ÷¼òà, ìû ðàçëè÷àåì êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ìíî-

æåñòâà.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z ñ÷¼òíî.

1.6.3. Îïðåäåëåíèå. Ìîùíîñòüþ êîíòèíóóìà íàçûâàåòñÿ ìîù-

íîñòü îòðåçêà I = [0, 1].
1.7. Ïðåäëîæåíèå. Ìíîæåñòâî 2N âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäèíèö, èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äâîè÷íàÿ çàïèñü

t = 0, i1i2 . . . ik . . .
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà t ∈ I = [0, 1] äà¼ò íàì îòîáðàæåíèå f : I → 2N. Ýòî
- îòîáðàæåíèå

”
íà“, íî íå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. ×èñëàì âèäà

n/2k, k, n ∈ N, 0 6 n 6 2k, (1.5)

ñîîòâåòñòâóþò â òî÷íîñòè äâå çàïèñè: ó îäíîé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íîìåðà, âñå öè�ðû ðàâíû 0, à äðóãîé - âñå åäèíèöû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

D ìíîæåñòâî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà îòðåçêå I, ò.å. ìíîæåñòâî
÷èñåë âèäà (1.5). Íà ìíîæåñòâå I \ D îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî, ò.å.

ïåðåâîäèò ðàçíûå òî÷êè â ðàçíûå. Íî ìíîæåñòâà D è f(D) ñ÷¼òíû. Çíà-
÷èò, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ g : D → f(D). Òîãäà îòîáðàæåíèå h : I → 2N,
îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h|D = g, h|(I \ D) = f |((I \ D),
ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. �

1.8. Ïðåäëîæåíèå. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C èìååò ìîùíîñòü

êîíòèíóóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êè x, y ∈ Cn ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì

îòðåçêàì n-ãî ðàíãà, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè > 1/3n. Ïîýòîìó êàæ-

äàÿ òî÷êà x ∈ C ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîìó îòðåçêó Ii1...in n-ãî ðàíãà.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîé òî÷êå x ∈ C îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü îòðåçêîâ

Ii1 ⊃ Ii1i2 ⊃ . . . ⊃ Ii1i2...in ⊃ . . . , (1.6)

çíà÷èò, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ

i1, i2, . . . , in, . . . . (1.7)
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ËÅÊÖÈß 1. ÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ. ÊÀÍÒÎ�ÎÂÎ

ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ.

Òàêèì îáðàçîì, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé òî÷êå x ∈ C ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(1.7), ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå, êàê òîëüêî ÷òî ïîêàçàíî, èíúåê-

òèâíî, à ïî ëåììå î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ñòÿãèâàþùèõ îò-

ðåçêîâ ñþðúåêòèâíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì

”
íà“. Ñëåäîâàòåëüíî f

åñòü áèåêöèÿ. Ïðèìåíåíèå Ïðåäëîæåíèÿ 1.7 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

�

1.9. Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà ìîùíîñòü

êîíòèíóóìà íåñ÷¼òíà.



Ëåêöèÿ 2

Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Êðèâàÿ Ïåàíî.

2.1. Ïðåæäå, ÷åì ãîâîðèòü î íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ, ïîãîâî-

ðèì îá îòîáðàæåíèÿõ âîîáùå. Ïóñòü f : X → Y - îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà

X â ìíîæåñòâî Y è M ⊂ X . Ìíîæåñòâî

f(M) =
{
f(x) : x ∈M

}

íàçûâàåòñÿ îáðàçîì M ïðè f .
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

f(M1 ∪M2) = f(M1) ∪ f(M2); (2.1)

f(M1 ∩M2) ⊂ f(M1) ∩ f(M2). (2.2)

Â òî æå âðåìÿ íå âñåãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(M1 ∩M2) = f(M1) ∩ f(M2).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî X , ñîñòîÿùåå èç äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ òî÷åê a1 è a2, è ïîëîæèòü Mi = {ai}, i = 1, 2. Ïóñòü Y ñîñòî-

èò èç îäíîé òî÷êè b. Îòîáðàæåíèå f : X → Y îïðåäåëåíî îäíîçíà÷-

íî: f(ai) = b. Òîãäà M1 ∩ M2 = ∅ è f(M1 ∩ M2) = ∅. Â òî æå âðåìÿ

f(M1) ∩ f(M2) = Y 6= ∅.

2.2. Ïóñòü òåïåðü M ⊂ Y . Ìíîæåñòâî f−1(M) =
{
x ∈ X : f(x) ∈

M
}

íàçûâàåòñÿ (ïîëíûì) ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà M ïðè f . Ïåðåõîä ê ïðîîá-

ðàçó ñîõðàíÿåò îñíîâíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè:

f−1(M1 \M2) = f−1(M1) \ f−1(M2); (2.3)

f−1(M1 ∪M2) = f−1(M1) ∪ f−1(M2); (2.4)

11
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f−1(M1 ∩M2) = f−1(M1) ∩ f−1(M2). (2.5)

2.3. Åñëè f : X → Y è g : Y → Z - îòîáðàæåíèÿ, òî îïðåäåëåíà èõ

êîìïîçèöèÿ

g ◦ f : X → Z

ïî ïðàâèëó :

(
g ◦ f

)
(x) = g

(
f(x)

)
.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå îòîáðàæåíèå g : Y → X , ÷òî g ◦ f = idX , ãäå idX - òîæäåñòâåí-

íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X íà ñåáÿ, è f ◦ g = idY . Îòîáðàæåíèå g
íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê f è îáîçíà÷àåòñÿ f−1

.

2.4. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ

1) èíúåêöèåé, åñëè x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2);

2) ñþðúåêöèåé èëè

”
îòîáðàæåíèåì íà“, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y

ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ X , ÷òî f(x) = y;
3) áèåêöèåé (èëè

”
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì“), åñëè f

îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé è ñþðúåêöèåé.

Ïðåäëîæåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y îáðàòèìî òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîñòî è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

2.6. Ïóñòü f : X → Y - îòîáðàæåíèå è M ⊂ X . Îòîáðàæåíèå

f , ðàññìàòðèâàåìîå òîëüêî íà M , íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì (îãðàíè÷åíèåì)

îòîáðàæåíèÿ f íà M è îáîçíà÷àåòñÿ f |M . Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå f |M :
M → Y , ãäå (f |M)(x) = f(x).

2.7. Ïóñòü(X, ρ) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X è ε > 0. Ìíî-

æåñòâî

Oε(x) =
{
x′ ∈ X : ρ(x, x′) < ε

}

íàçûâàåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x (èëè ε-øàðîì ñ öåíòðîì â òî÷êå x)
â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X .

2.8. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, ρ1) è (Y, ρ2) - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X ,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

ρ1(x, x0) < δ ⇒ ρ2
(
f(x), f(x0)

)
< ε. (2.6)

Ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè ïîçâîëÿåò äàòü áîëåå êîðîòêîå îïðåäåëåíèå

íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ.

2.9. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X è Y - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X ,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

f
(
Oδ(x0)

)
⊂ Oε

(
f(x0)

)
. (2.7)
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ßñíî, ÷òî Îïðåäåëåíèÿ 2.8 è 2.9 ðàâíîñèëüíû, ïîñêîëüêó óñëîâèÿ

(2.6) è (2.7) ñîâïàäàþò.

2.10. Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå 2.9 íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè ïî Êîøè.

Îïðåäåëèì òåïåðü íåïðåðûâíîñòü ïî �åéíå. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðå-

áóåòñÿ

2.11. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ξ =
(xn : n ∈ N) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ∈ X . �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ξ ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x ∈ X , åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå n0 ∈ N, ÷òî

xn ∈ Oε(x) äëÿ âñåõ n > n0. (2.8)

2.12. Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ïî �åéíå. Ïóñòü X è Y -

ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X , åñëè äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ = (xn :
n ∈ N), ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå x0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(ξ) =

(
f(xn) : n ∈ N)

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå f(x0).
2.13. Òåîðåìà. Íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f : X → Y â òî÷êå

x0 ∈ X ïî Êîøè è ïî �åéíå ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 ïî Êîøè è ïóñòü
ξ = (xn : n ∈ N) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå x0. Âîçüì¼ì
ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî

(2.7). Ïîñêîëüêó ξ ñõîäèòñÿ ê x0, ñóùåñòâóåò òàêîå n0 ∈ N, ÷òî

xn ∈ Oδ(x0) äëÿ âñåõ n > n0.

Íî òîãäà

f(xn) ∈ f
(
Oδ(x0)

)
⊂ Oε

(
f(x0)

)
äëÿ âñåõ n > n0.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(ξ) ñõîäèòñÿ ê f(x0).
Íàîáîðîò, ïóñòü f íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 ïî �åéíå. Âîçüì¼ì δn =

1/n. Åñëè f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ïî Êîøè, òî äëÿ íåêî-

òîðîãî ε > 0 è äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà xn ∈ Oδn(x0), ÷òî
f(xn) /∈ Oε

(
f(x0)

)
. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ = (xn : n ∈ N) ñõîäèòñÿ

ê x0, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(ξ) =
(
f(xn) : n ∈ N

)
íå ñõîäèòñÿ ê f(xn),

ïîñêîëüêó f(ξ) ∩Oε

(
f(x0)

)
= ∅. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

2.14. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì, åñëè îíî íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X .

2.15. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, ρ) -ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è

M ⊂ X . Åñëè

sup
{
ρ(x, y) : x, y ∈M

}
= d <∞,

òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, à ÷èñëî d íàçûâàåòñÿ åãî

äèàìåòðîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç diam(M).



14

ËÅÊÖÈß 2. ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÅ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ. Ê�ÈÂÀß ÏÅÀÍÎ.

2.16. Êðèâàÿ Ïåàíî. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îò-

ðåçêà I íà òðåóãîëüíèê T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I = [0, 1] ⊂ R. Â êà÷åñòâå T âîçüì¼ì

êàêîé-íèáóäü ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. �àçîáü¼ì îò-

ðåçîê I íà äâå åãî ïîëîâèíû: I0 = [0, 1
2
] è I1 = [1

2
, 1]. Ýòî ðàçáèåíèå íà-

çîâ¼ì ðàçáèåíèåì ïåðâîãî ðàíãà, à îòðåçêè I0 è I1 - îòðåçêàìè ïåðâîãî

ðàíãà. �àçáèâàÿ êàæäûé îòðåçîê ïåðâîãî ðàíãà íà äâå ïîëîâèíû, ïîëó-

÷èì ÷åòûðå îòðåçêà I00, I01, I10, I11 âòîðîãî ðàíãà, îáðàçóþùèå ðàçáèåíèå
îòðåçêà I âòîðîãî ðàíãà è ò.ä. �àçáèåíèå n-ãî ðàíãà ñîñòîèò èç 2n îòðåç-

êîâ Ii1i2...in , ik ∈ {0, 1}, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 1/2n.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îïóñêàÿ â òðåóãîëüíèêå T âûñîòó èç ïðÿìî-

ãî óãëà, ðàçîáü¼ì åãî íà äâà ðàâíûõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà T0 è
T1. Ýòî - òðåóãîëüíèêè ïåðâîãî ðàíãà, îíè îáðàçóþò ðàçáèåíèå ïåðâîãî

ðàíãà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà T . �àçáèâàÿ êàæäûé òðåóãîëüíèê ïåðâîãî
ðàíãà åãî âûñîòîé, ïîëó÷èì ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà T00, T01, T10, T11 âòîðîãî
ðàíãà.

T0 T1

T00

T01 T10

T11 T000 T001

T010

T011 T100

T101

T110 T111

À Â
ÀÂ=1

�èñ. 2.1:
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Âîîáùå, ïðè ëþáîì n ïîëó÷àåì 2n òðåóãîëüíèêîâ Ti1i2...in , ik ∈
{0, 1}, ðàíãà n.

Èç íàøåé êîíñòðóêöèè âûòåêàåò, ÷òî

Ii1...inin+1
⊂ Ii1...in , Ti1...inin+1

⊂ Ti1...in . (2.9)

Äàëåå, èìååì

diam(Ii1...in) = 1/2n. (2.10)

Åñëè ñ÷èòàòü äëèíó îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà T ðàâíîé åäèíèöå, òî

diam(Ti1...in) = 1/(
√
2)n. (2.11)

Èç (2.11) âûòåêàåò ñâîéñòâî

à) Åñëè äëÿ ëþáîãî n ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ëèáî îäèí òðåóãîëü-

íèê ðàíãà n, ëèáî îáúåäèíåíèå äâóõ ïðèëåãàþùèõ äðóã ê äðóãó òðåóãîëü-
íèêîâ ðàíãà n, òî

diam(Pn) 6 1/(
√
2)n−1. (2.12)

Äàëåå, èç ðèñóíêà âèäíî ñëåäóþùåå: òðåóãîëüíèêè ðàíãà n ìîæíî

óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

á) Åñëè äâà îòðåçêà Ii1...in è Ij1...jn ðàíãà n èìåþò îáùèé êîíåö, òî

òðåóãîëüíèêè Ti1...in è Tj1...jn ïðèëåãàþò äðóã ê äðóãó ïî îáùåé ñòîðîíå.

Ïóñòü òåïåðü t - êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà îòðåçêà I = [0, 1]. Äëÿ êàæäîãî
n òî÷êà t ïðèíàäëåæèò ëèáî åäèíñòâåííîìó îòðåçêó Ii1...in ðàíãà n, ëèáî
äâóì îòðåçêàì Ii1...in è Ij1...jn , èìåþùèì òî÷êó t ñâîèì îáùèì êîíöîì.

â) Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(t) â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê Ti1...in, à âî
âòîðîì - îáúåäèíåíèå äâóõ òðåóãîëüíèêîâ Ti1...in è Tj1...jn, êîòîðûå â ýòîì
ñëó÷àå ïðèëåãàþò äðóã ê äðóãó ïî îáùåé ñòîðîíå, â ñèëó ñâîéñòâà á).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

P1(t) ⊃ P2(t) ⊃ . . . ⊃ Pn(t) ⊃ . . . , (2.13)

ïðè÷¼ì âñëåäñòâèå (2.12) ïåðåñå÷åíèå âñåõ Pn(t) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
òî÷êè, êîòîðóþ ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç f(t).

Çàìå÷àíèå. Îáîáùåíèåì ëåììû î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ

ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

2.17. Óòâåðæäåíèå. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ

êîìïàêòîâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. �

Óòâåðæäåíèå 2.17. áóäåò äîêàçàíî â § 8. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷å-
íèå

⋂{
Pn(t) : n ∈ N

}
íå ïóñòî è ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà.Èòàê, ñîîòâåòñòâèå t→ f(t) îïðå-
äåëÿåò îòîáðàæåíèå f : I → T . Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî îòîáðàæåíèå
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ËÅÊÖÈß 2. ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÅ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ. Ê�ÈÂÀß ÏÅÀÍÎ.

f ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé. Ïóñòü x ∈ T - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Âîçüì¼ì

êàêóþ-íèáóäü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíèêîâ

Ti1 ⊃ Ti1i2 ⊃ . . . ⊃ Ti1i2...in ⊃ . . . , (2.14)

÷òî x ñîäåðæèòñÿ â êàæäîì ýëåìåíòå Ti1i2...in ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(äëÿ íåêîòîðûõ x òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, äëÿ
äðóãèõ - íåò). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.14) ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü îòðåçêîâ

Ii1 ⊃ Ii1i2 ⊃ . . . ⊃ Ii1i2...in ⊃ . . . , (2.15)

ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ êîòîðîé ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè t ∈ [0, 1].
Èç íàøåãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Ti1i2...in ⊂ Pn(t) (2.16)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà Ti1i2...in ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.14). Ïîýòîìó

èç ðàâåíñòâ⋂{
Ti1i2...in : n ∈ N

}
= {x},

⋂{
Pn(t) : n ∈ N

}
=

{
f(t)

}

è óñëîâèÿ (2.16) âûòåêàåò, ÷òî x = f(t).
Äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî â ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå t0 ∈ [0, 1]. Ïóñòü

⋂{
Pn(t0) : n ∈ N

}
=

{
f(t0)

}
= {x0}. (2.17)

Áåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èç (2.12) è (2.17) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

òàêîãî n, ÷òî
Pn(t0) ⊂ Oε(x0). (2.18)

Òî÷êà t0 ïðèíàäëåæèò ëèáî åäèíñòâåííîìó îòðåçêó Ii1...in, ëèáî äâóì îò-

ðåçêàì Ii1...in è Ij1...jn . Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëàãàåì I ′n = Ii1...in , à âî âòîðîì
- I ′n = Ii1...in ∪ Ij1...in. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ ðàññòîÿíèå îò t0 äî áëèæàéøåãî
êîíöà îòðåçêà I ′n. Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]∩Oδ(t0) èìååì Pn(t) ⊂

(
ïî îïðå-

äåëåíèþ â)

)
⊂ Pn(t0). Ñëåäîâàòåëüíî, f(t) ∈ Pn(t) ⊂ Pn(t0) ⊂ (2.18) ⊂

Oε(x0), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �



Ëåêöèÿ 3

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Äëÿ ìíîæåñòâà X ÷åðåç 2X îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîä-

ìíîæåñòâ.

3.1. Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (X, T ), ãäå T ⊂ 2X , íàçûâàåòñÿ òîïîëî-

ãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè T óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ∅, X ∈ T ;
2) U1, U2 ∈ T ⇒ U1 ∩ U2 ∈ T ;
3) îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà T0 ⊂ T ïðèíàäëåæèò T .
�îâîðÿò, ÷òî T - ýòî òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X . Îáû÷íî òîïîëî-

ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, T ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X . Èç òåõ æå ñîîá-

ðàæåíèé êðàòêîñòè ìû áóäåì ãîâîðèòü

”
ïðîñòðàíñòâî“ âìåñòî

”
òîïîëî-

ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî“. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè

ïðîñòðàíñòâà X .

3.2. Ýëåìåíòû òîïîëîãèè T íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâà-

ìè ïðîñòðàíñòâà X , à äîïîëíåíèÿ ê íèì - çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

Èç ñâîéñòâ 1), 2) è 3) âûòåêàþò ñâîéñòâà:

1') ∅ è X - çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X ;

2') îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî;

3') ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

3.3. Ñåìåéñòâî âñåõ òîïîëîãèé íà ìíîæåñòâå X óïîðÿäî÷åíî îòíî-

øåíèåì âêëþ÷åíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

T1 6 T2 ⇐⇒ T1 ⊂ T2, ò.å. âñÿêîå ìíîæåñòâî U , îòêðûòîå â òîïîëî-
ãèè T1, îòêðûòî è â òîïîëîãèè T2.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî òîïîëîãèÿ T1 ñëàáåå òîïîëîãèè T2, à òîïî-

ëîãèÿ T2 ñèëüíåå òîïîëîãèè T1. Èç Îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûòåêàåò, ÷òî ïàðà

{∅, X} ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé òîïîëîãèè T íà X . ßñíî òàêæå, ÷òî ýòà ïà-

ðà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà X , ñëåäîâàòåëüíî, {∅, X} - ñëàáåéøàÿ íà X
òîïîëîãèÿ.
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Ñåìåéñòâî 2X âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî-

ïîëîãèåé íà X . Èç Îïðåäåëåíèÿ 3.1 âûòåêàåò, ÷òî ýòî - íàèáîëüøàÿ èëè

ñèëüíåéøàÿ òîïîëîãèÿ íà X . Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé. Â

äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå ìíîæåñòâî îäíîâðåìåííî îòêðûòî è çà-

ìêíóòî.

3.4. Ïîäïðîñòðàíñòâà.Ïóñòü T - òîïîëîãèÿ íàX è Y ⊂ X . Òîãäà,

êàê ëåãêî âèäåòü, ñåìåéñòâî

T |Y = {U ∩ Y : U ∈ T }
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå Y . Ïðîñòðàíñòâî (Y, T |Y ) íàçûâàåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (X, T ). Îáû÷íî ãîâîðÿò:

”
Y åñòü ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X“.
3.5. Îêðåñòíîñòè. Ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-

ùåå ìíîæåñòâî M ⊂ X , íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà M â ïðî-

ñòðàíñòâå X . Îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâàM îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëîì

OM (èíîãäà UM). Èç Îïðåäåëåíèÿ 3.1.2 âûòåêàåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êî-

íå÷íîãî ÷èñëà îêðåñòíîñòåé ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ åãî îêðåñòíîñòüþ.

3.6. Ïðåäëîæåíèå.ÌíîæåñòâîM îòêðûòî â X òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ox ⊂
M .

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüM îòêðûòî è x ∈M . Òîãäà Ox =M ⊂M .

Íàîáîðîò, ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò Ox ⊂ M . Â ýòîì

ñëó÷àå ìíîæåñòâî

M =
⋃
{Ox : x ∈M}

îòêðûòî ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 3.1.3. �

3.7. Åñëè òî÷êà x ∈ X èìååò îêðåñòíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç îäíîé òî÷-

êè, òî x íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà X . Ïðîñòðàí-

ñòâîX äèñêðåòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî òî÷êè èçîëèðîâàíû.

3.8. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X - ïðîñòðàíñòâî è M ⊂ X . Ìíîæåñòâî⋂
{F : F çàìêíóòî â X è M ⊂ F},

çàìêíóòîå ñîãëàñíî 3.2.3', íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà M â X è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ClX(M) = Cl(M).
Òàêèì îáðàçîì, Cl(M) - ýòî íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî

ïðîñòðàíñòâà X , ñîäåðæàùåå M .

Ìíîæåñòâî⋃
{U : U îòêðûòî â X è U ⊂M},

îòêðûòîå ñîãëàñíî 3.1.3, íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà M â X
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç IntX(M) = Int(M).

ßñíî, ÷òî Int(M) - ýòî íàèáîëüøåå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà X , ñîäåðæàùååñÿ â M .

3.9. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X - ïðîñòðàíñòâî è M ⊂ X. Òîãäà

Cl(M) = X \ Int(X \M). �
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3.10. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü F - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà X. Òîãäà Cl(F ) = F . �

3.11. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü U - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà X. Òîãäà Int(U) = U . �

Èç Ïðåäëîæåíèé 3.10 è 3.11 âûòåêàåò

3.12. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü M ⊂ X. Òîãäà

Cl
(
Cl(M)

)
= Cl(M), Int

(
Int(M)

)
= Int(M). �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òàêæå î÷åâèäíî.

3.13. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè M è N - òàêèå ïîäìíîæåñòâà ïðî-

ñòðàíñòâà X, ÷òî M ⊂ N , òî

Cl(M) ⊂ Cl(N), Int(M) ⊂ Int(N). �

3.14. Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé

ìíîæåñòâà M ⊂ X , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ox ⊂ M . Òî÷êà x ∈ X
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà M ⊂ X , åñëè Ox∩M 6= ∅

äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè Ox òî÷êè x. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé

òî÷êîé ìíîæåñòâàM , åñëè îíà - åãî òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ, íî íå âíóòðåí-

íÿÿ òî÷êà. Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà

M è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Bd(M).

3.15. Ïðåäëîæåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíî-

æåñòâà M ⊂ X ñîâïàäàåò ñ Int(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Îïðåäåëåíèÿ 3.8 âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ âíóò-

ðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M ïðèíàäëåæèò Int(M). Íàîáîðîò, åñëè x ∈
Int(M), òî Ox = Int(M) ⊂M. �

Ïðåäëîæåíèÿ 3.9 è 3.15 âëåêóò

3.16. Ïðåäëîæåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíî-

æåñòâà M ⊂ X ñîâïàäàåò ñ Cl(M). �

Èç Ïðåäëîæåíèé 3.15 è 3.16 âûòåêàåò, ÷òî

Bd(M) = Cl(M) \ Int(M). (3.1)

3.17. Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî B îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðî-

ñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé áàçîé X , åñëè âñÿêîå îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ èç

B.
3.18. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü B - ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíî-

æåñòâà X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1) âñÿêàÿ òî÷êà x ∈ X ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó U ∈
B;

2) åñëè x ∈ U1 ∩ U2 è U1, U2 ∈ B, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

U3 ∈ B, ÷òî x ∈ U3 ⊂ U1 ∩ U2.



20 ËÅÊÖÈß 3. ÒÎÏÎËÎ�È×ÅÑÊÈÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

Òîãäà B ÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîé (îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîé) òî-

ïîëîãèè íà ìíîæåñòâå X
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

T =
{⋃

B0 : B0 ⊂ B
}

(3.2)

è ïîêàæåì, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà X . Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðèíàä-

ëåæèò T , ïîñêîëüêó ∅ =
⋃

B0 äëÿ B0 = ∅ ⊂ B. Äàëåå, X ∈ T ñîãëàñíî

3.18.1. Óñëîâèå 3.1.3 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïå-

ðåñå÷åíèå äâóõ ýëåìåíòîâ U1 è U2 èç T ïðèíàäëåæèò T .
Ïóñòü Ui =

⋃
Bi, i = 1, 2. Òîãäà

U1 ∩ U2 =
(⋃

B1

)
∩
(⋃

B2

)
=

⋃{
V ∩ V ′, ãäå V ∈ B1, V

′ ∈ B2

}
.

Íî êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà V ∩V ′
ñîãëàñíî 3.18.2 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

ìíîæåñòâ W ∈ B. Òàêèì îáðàçîì, è ïåðåñå÷åíèå U1 ∩ U2 ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèåì ìíîæåñòâ W ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

3.1.2.

Íàêîíåö, åñëè ñåìåéñòâî B ÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè,

òî ýòà òîïîëîãèÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Íî ìû ñåé÷àñ äîêàçàëè, ÷òî

ñåìåéñòâî T èç (3.2) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ñ áàçîé B. �

3.19. Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî B îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðî-

ñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî îòêðûòîé ïðåäáàçîé, åñëè ìíîæåñòâî âñåâîç-

ìîæíûõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé U1 ∩ . . . ∩ Uk ýëåìåíòîâ Ui ∈ B ÿâëÿåòñÿ

áàçîé ïðîñòðàíñòâà X .

3.20. Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî v ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íà-

çûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X , åñëè X =
⋃{

V : V ∈ v
}
.

Ïîêðûòèå v ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îíî ñî-

ñòîèò èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ïîêðûòèé ïðî-

ñòðàíñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç cov(X).
3.21. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X - ìíîæåñòâî è v - ïðîèçâîëüíîå

åãî ïîêðûòèå. Òîãäà v ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîé íåêîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðå-

äåë¼ííîé òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. Îíî ñâîäèòñÿ ê òîìó,

÷òî ñåìåéñòâî B âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ èç v
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ïðåäëîæåíèÿ 3.18.

3.1 Íåêîòîðûå ïðèìåðû.

1) Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþò-

ñÿ X = ∅ è ìíîæåñòâî X , ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè a. Åäèíñòâåííîé
òîïîëîãèåé íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ ÿâëÿþòñÿ ïàðû (∅, X).
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2) Ñëîæíåå äåëî îáñòîèò ñ ìíîæåñòâîì X , ñîñòîÿùèì èç äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ òî÷åê a è b. Íà ýòîì ìíîæåñòâå èìååòñÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî-

ïîëîãèè. Ïåðå÷èñëèì èõ.

T1 = {∅, X};
T2 =

{
∅, {a}, X

}
;

T3 =
{
∅, {b}, X

}
;

T4 =
{
∅, {a}, {b}, X

}
.

3) Áîëåå ñëîæíóþ ñèòóàöèþ ìû ïîëó÷àåì â ñëó÷àå ìíîæåñòâà X ,

ñîñòîÿùåãî èç n ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Èç Îïðåäåëåíèÿ 3.1 âûòåêàåò, ÷òî

÷èñëî ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé íà ýòîì ìíîæåñòâå íå ïðåâîñõîäèò 22
n

.

3.2 Òîïîëîãèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

3.23.1. Ïðåäëîæåíèå.Ìíîæåñòâî âñåõ ε-îêðåñòíîñòåé Oε(x), ε >
0, òî÷åê x ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) îáðàçóåò áàçó íåêîòîðîé

òîïîëîãèè íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

B =
{
Oε(x) : ε > 0, x ∈ X

}

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ïðåäëîæåíèÿ 3.18. Óñëîâèå 3.18.1 âûïîëíåíî

î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïóñòü òåïåðü

x ∈ Oε1(x1) ∩Oε2(x2). (3.3)

Èç (3.3) âûòåêàåò, ÷òî

ri = ρ(x, xi) < εi, i = 1, 2. (3.4)

Ïîëîæèì

ε = min{ε1 − r1, ε2 − r2}. (3.5)

Óñëîâèå (3.4) âëå÷¼ò, ÷òî ε > 0, à èç àêñèîìû òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì

Oε(x) ⊂ Oε1(x1) ∩ Oε2(x2).
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 3.18.2 òàêæå âûïîëíåíî. �

Òîïîëîãèþ èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.23.1 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Tρ è áó-

äåì íàçûâàòü òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ìåòðèêîé ρ, èëè ìåòðè÷åñêîé

òîïîëîãèåé.

Òàêèì îáðàçîì, Ïðåäëîæåíèå 3.23.1 ìîæíî ïåðå�ðàçèðîâàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

3.23.2. Ïðåäëîæåíèå. Ìíîæåñòâî U îòêðûòî â ìåòðè÷åñêîé

òîïîëîãèè Tρ, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ U íàéä¼òñÿ îòêðûòûé ε-øàð
Oε(x) ñ öåíòðîì â x, ñîäåðæàùèéñÿ â U . �
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3.23.3. Çàìå÷àíèå. Åñëè ìû íàäåëÿåì ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

En
ìåòðèêîé ρ, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé (1.1), òî áàçó òîïîëîãèè Tρ îá-

ðàçóþò:

1) ε-èíòåðâàëû, ò.å. èíòåðâàëû ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ

x ïðÿìîé R = E1
;

2) ε-êðóãè ïëîñêîñòè E2
;

3) ε-øàðû ïðîñòðàíñòâà E3
.

3.23.4. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè (X, ρ) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
è Y ⊂ X, òî òîïîëîãèè Tρ|Y è Tρ|Y íà Y ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ðóòèííîé ïðîâåðêå òîãî, ÷òî äëÿ âñÿ-

êîé òî÷êè y ∈ Y ìíîæåñòâî Oε(y)∩ Y ñîâïàäàåò ñ ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè

y â ìåòðèêå ρ|Y . �

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà äàþò íàì áîëüøîé çàïàñ òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ, íî íå âñÿêàÿ òîïîëîãèÿ ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé.

3.23.5. Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãèè T2 è T3 èç Ïðèìåðà 3.22.2

íå ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè òîïîëîãèÿìè.



Ëåêöèÿ 4

Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

4.1. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y ïðîñòðàíñòâà X â

ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x ∈ X , åñëè äëÿ ëþáîé

îêðåñòíîñòè Oy òî÷êè y = f(x) íàéä¼òñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ox, ÷òî
f(Ox) ⊂ Oy.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îíî íåïðå-

ðûâíî â êàæäîé òî÷êå x ∈ X .

4.2. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) f íåïðåðûâíî;

2) ïðîîáðàç f−1(U) âñÿêîãî îòêðûòîãî â Y ìíîæåñòâà U îòêðûò

â X ;

3) ïðîîáðàç f−1(F ) âñÿêîãî çàìêíóòîãî â Y ìíîæåñòâà F çàìêíóò

â X ;

4) f
(
Cl(Z)

)
⊂ Cl

(
f(Z)

)
äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà Z ⊂ X .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîâåðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïëèêàöèé: 1) ⇒
4) ⇒ 3) ⇒ 2) ⇒ 1).

1) ⇒ 4). Âîçüì¼ì x ∈ Cl(Z). Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî f(x) ∈ Cl
(
f(Z)

)
,

ò.å. ÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà f(Z). Â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè f , äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè Of(x) ñóùåñòâóåò òà-

êàÿ îêðåñòíîñòü Ox, ÷òî f(Ox) ⊂ Of(x). Ïîñêîëüêó x ∈ Cl(Z), èìååì
Ox ∩ Z 6= ∅. Âîçüì¼ì òî÷êó z ∈ Ox ∩ Z. Òîãäà f(z) ∈ f(Ox ∩ Z) ⊂
f(Ox) ∩ f(Z) ⊂ Of(x) ∩ f(Z). Ñëåäîâàòåëüíî, Of(x) ∩ f(Z) 6= ∅, ò.å.

f(x) ∈ Cl
(
f(Z)

)
.

4) ⇒ 3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ⊂

23
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Y , ïðîîáðàç f−1(F ) êîòîðîãî íå çàìêíóò â X . Ñóùåñòâóåò òî÷êà

x ∈ Cl
(
f−1(F )

)
\ f−1(F ). (4.1)

Èç 4) âûòåêàåò, ÷òî f(x) ∈ Cl
(
f
(
f−1(F )

))
= Cl(F ) = F . Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, f(x) /∈ F ñîãëàñíî (4.1). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Èìïëèêàöèÿ 3) ⇒ 2) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (2.3). Íàêîíåö, 2) ⇒
1). Áåðåì òî÷êó x ∈ X è îêðåñòíîñòü Of(x). Ìíîæåñòâî f−1

(
Of(x)

)

îòêðûòî ñîãëàñíî 2). Ïîñêîëüêó x ∈ f−1
(
Of(x)

)
, ìíîæåñòâî f−1

(
Of(x)

)

è ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ Ox, äëÿ êîòîðîé f(Ox) = f
(
f−1

(
Of(x)

))
=

Of(x). �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîïîëíÿåò Ïðåäëîæåíèå 4.2.

4.3. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f : X →
Y äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè îòêðûòû ïðîîáðàçû f−1(U) ýëåìåíòîâ U
íåêîòîðîé ïðåäáàçû B ïðîñòðàíñòâà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X , à Of(x) - ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñò-

íîñòü. Ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû U1, . . . , Uk ∈ B, ÷òî f(x) ∈
k⋂

i=1

Ui ⊂

Of(x). Ìíîæåñòâà f−1(Ui) îòêðûòû ïî óñëîâèþ. ÏîëàãàÿOx =
k⋂

i=1

f−1(Ui),

èìååì f(Ox) ⊂ Of(x). �

4.1 Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

1. Ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå f = consty0 : X → Y , ïåðåâîäÿùåå âñ¼
ïðîñòðàíñòâî X â òî÷êó y0 ∈ Y . Ïðîîáðàç f−1(U) ëþáîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà U ⊂ Y ëèáî ïóñò, ëèáî ðàâåí X .

2. Ïðîåêòèðîâàíèå pr1 : R2 → R, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå

(x1, x2) å¼ ïåðâóþ êîîðäèíàòó.

3. Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

4. Ïðîèçâîëüíîìó òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X ìîæíî ñîïî-

ñòàâèòü åãî äèñêðåòíûé äóáëèêàò Xd, ò.å. ïðîñòðàíñòâî íà òîì æå ìíî-

æåñòâå X , íàäåëåííîå äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé (ñì. ï. 3.3). Òîãäà òîæäå-

ñòâåííîå îòîáðàæåíèå id : Xd → X íåïðåðûâíî.

Òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà Xd ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé ïðèìåðà 1.2.3

(x 6= y ⇒ ρ(x, y) = 1).
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

4.5. Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. �

Èç óñëîâèÿ 2) Ïðåäëîæåíèÿ 4.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
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4.6. Ïðåäëîæåíèå (òåîðåìà î ñëîæíîé �óíêöèè). Åñëè îòîáðà-

æåíèÿ f : X → Y è g : Y → Z íåïðåðûâíû, òî íåïðåðûâíà è èõ

êîìïîçèöèÿ g ◦ f : X → Z. �

Ïóñòü Z - ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X . Îáîçíà÷èì ÷åðåç iZ :
Z → X îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ, ò.å. îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåò-

ñòâèå òî÷êå z ∈ Z å¼ ñàìó. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà (ï.3.4) âû-

òåêàåò

4.7. Ïðåäëîæåíèå. Îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ iZ : Z → X íåïðå-

ðûâíî. �

4.8. Ïðåäëîæåíèå. Îãðàíè÷åíèå f |Z íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ

f : X → Y íà ïîäïðîñòðàíñòâî Z ⊂ X íåïðåðûâíî.

Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 4.6 è ðàâåíñòâà f |Z = f ◦
iZ . �

4.9. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-

íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Fi, i = 1, . . . , k,
è ïóñòü f : X → Y - òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî f |Fi íåïðåðûâíî äëÿ

êàæäîãî i. Òîãäà îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Φ ⊂
Y . Òîãäà

f−1(Φ) =
k⋃

i=1

(
f |Fi

)−1
(Φ).

Â ñàìîì äåëå, âêëþ÷åíèå ⊃ î÷åâèäíî. Ïóñòü òåïåðü x ∈ f−1(Φ). Òîãäà

x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó Fi è, çíà÷èò, x ∈
(
f |Fi

)−1
(Φ). Èç óñëîâèÿ

3) Ïðåäëîæåíèÿ 4.2 è íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé f |Fi âûòåêàåò çà-

ìêíóòîñòü ìíîæåñòâ

(
f |Fi

)−1
(Φ). Ïîýòîìó çàìêíóòî è f−1(Φ). Çíà÷èò,

f íåïðåðûâíî ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4.2. �

Ïðåäëîæåíèå 4.9 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü êàê òåîðåìó î ñêëåéêå

îòîáðàæåíèé.

4.10. Òåîðåìà. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ F1 è F2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû

íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ fi : Fi → Y, i = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ f1|F1∩F2 = f2|F1∩F2. Òîãäà îòîáðàæåíèå f : X → Y , îïðåäåë¼ííîå
ðàâåíñòâîì

f(x) =

{
f1(x), åñëè x ∈ F1;
f2(x), åñëè x ∈ F2;

íåïðåðûâíî. �

4.11. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : X → Y - âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà ïðîñòðàíñòâî Y . Ïóñòü, êðîìå òîãî, íåïðå-
ðûâíû îòîáðàæåíèå f è îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå f−1

. Òîãäà f íà-

çûâàåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, à ïðîñòðàíñòâà X è Y - ãîìåîìîð�íûìè.
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Èç Ïðåäëîæåíèÿ 4.3 âûòåêàåò

4.12. Ïðåäëîæåíèå.Äëÿ òîãî, ÷òîáû âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå f : X → Y áûëî ãîìåîìîð�èçìîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû íåêîòîðàÿ ïðåäáàçà B ïðîñòðàíñòâà X îòîáðàæàëàñü íà ïðåä-

áàçó ïðîñòðàíñòâà Y . �

4.2 Ïðèìåðû ãîìåîìîð�íûõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Âñå îòðåçêè ÷èñëîâîé ïðÿìîé ãîìåîìîð�íû îòðåçêó [0, 1].
2. Âñå èíòåðâàëû ÷èñëîâîé ïðÿìîé ãîìåîìîð�íû èíòåðâàëó (0, 1).
3. Îòêðûòûì äèñêîì â Rn

ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 = (x01, . . . , x
0
n)

ðàäèóñà r0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Dn
x0,r0

=
{
x =

(
x1, . . . , xn

)
∈ Rn :

n∑
i=1

(
xi − x0i

)2
< r20

}
.

Îòêðûòûé äèñê ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà 1 áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç Dn
.

Äîêàçàòü, ÷òî âñå îòêðûòûå äèñêè â Rn
ãîìåîìîð�íû äèñêó Dn

.

4. Ïóñòü Sn−1
� ñ�åðà â Rn

ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,

ò.å.

Sn−1 =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + . . .+ x2n = 1

}
.

Ìíîæåñòâî En−1 =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Sn−1 : xn = 0

}
íàçîâ¼ì ýêâàòî-

ðîì ñ�åðû Sn−1
. Ýêâàòîð ðàçáèâàåò ñ�åðó Sn−1

íà äâå ïîëóñ�åðû Sn−1
+

è Sn−1
− :

Sn−1
+ =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Sn−1 : xn > 0

}
;

Sn−1
− =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Sn−1 : xn < 0

}
.

Ýòè ïîëóñ�åðû ãîìåîìîð�íû.

5. ÄèñêDn−1
ãîìåîìîð�åí ïîëóñ�åðå Sn−1

+ . �îìåîìîð�èçì h : Dn−1 →
Sn−1
+ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

h
(
x1, . . . , xn−1

)
=

(
x1 . . . , xn−1,

√
1− x21 − . . .− x2n−1

)
.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå h−1
çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

h−1
(
x1, . . . , xn−1, xn

)
=

(
x1, . . . , xn−1

)
.

6. Äèñê Dn
ãîìåîìîð�åí ïðîñòðàíñòâó Rn

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Dn
ïîëîæèì

f(x) = tg
(
π
2
‖x‖

)
· x.

ßñíî, ÷òî f : Dn → Rn
- áèåêöèÿ. Íåïðåðûâíîñòü f âûòåêàåò èç íåïðå-

ðûâíîñòè �óíêöèè tg è íåïðåðûâíîñòè óìíîæåíèÿ (t,x) → tx.
Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : Rn → Dn

çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: {
f−1(0) = 0;
åñëè x 6= 0, òî f−1(x) = 2

π‖x‖
arctg

(
π
2
‖x‖

)
x.

�



4.2. Ï�ÈÌÅ�Û �ÎÌÅÎÌÎ�ÔÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ. 27

Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé f è f−1
äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëå-

äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

4.14. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü g : R → R - íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.

Òîãäà îòîáðàæåíèå f = fg : R
n → Rn

, çàäàâàåìîå �îðìóëîé

f(x) = g
(
||x||

)
· x, (4.2)

íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f â òî÷-

êå x0 ∈ Rn
. Ââåä¼ì äëÿ êðàòêîñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ||xi|| =

yi, g
(
||xi||

)
= zi. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi, i ∈ N, ñõîäèòñÿ ê x0.

Ñëåäîâàòåëüíî, yi → y0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî yi = y0 + ai, ãäå ai - áåñêîíå÷-
íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áìï).

Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè g âûòåêàåò, ÷òî zi → z0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, zi = z0 + bi, ãäå bi - áìï. Òîãäà zi · yi = (z0 + bi)(y0 + ai) =
z0y0 + z0 · ai + biy0 + biai = z0y0 + ci. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ci åñòü áìï êàê

ñóììà òð¼õ áìï.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ziyi ñõîäèòñÿ ê z0y0. À îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g
(
||xi||

)
· xi ñõîäèòñÿ ê g

(
||x0||

)
· x0. �

4.15. Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → R íàçû-

âàåòñÿ íåïðåðûâíîé (âåùåñòâåííîé) �óíêöèåé.

Ìíîæåñòâî U ⊂ X íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûì (ñîîò-

âåòñòâåííî �óíêöèîíàëüíî çàìêíóòûì), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ �óíêöèÿ f : X → R, ÷òî

U = f−1(0,+∞)
(
ñîîòâåòñòâåííî U = f−1[0,+∞)

)
.

4.16. Ïðåäëîæåíèå. Ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî îò-

êðûòî. Ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî. Äîïîëíåíèå

äî �óíêöèîíàëüíî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà �óíêöèîíàëüíî çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 4.2, â äîêàçàòåëüñòâå íóæ-

äàåòñÿ òîëüêî òðåòüå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü U = f−1(0,+∞) äëÿ íåêîòîðîé
íåïðåðûâíîé �óíêöèè f : X → R. Òîãäà X \ U = f−1(−∞, 0]. Ôóíêöèÿ
g = −f íåïðåðûâíà è X \ U = g−1[0,+∞). �

Èç Òåîðåìû 4.10 è Ïðåäëîæåíèÿ 4.16 âûòåêàåò

4.17. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè f : X → R è g : X → R - íåïðåðûâíûå

�óíêöèè, òî �óíêöèè max{f, g}, min{f, g} è |f | = max{f,−f} òàêæå

íåïðåðûâíû. �

4.18. Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé fn : X → R

íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê �óíêöèè f : X → R, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè

x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
fn(x) : n ∈ N

)
ñõîäèòñÿ ê f(x).

Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íå îáÿçàíà

ñõîäèòüñÿ ê �óíêöèè íåïðåðûâíîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîò-

ðåòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé fn : [0, 1] → R : fn(x) =
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xn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn : n ∈ N) ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f , ðàâíîé íóëþ

íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) è åäèíèöå â òî÷êå x = 1.
4.19. Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé fn : X → R,

n ∈ N, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f : X → R, åñëè äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå n0 ∈ N, ÷òî

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ < ε äëÿ âñåõ n > n0 è x ∈ X. (4.3)

4.20. Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

fn : X → R, n ∈ N, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f : X → R, òî f
íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 ∈ X è ïðîèçâîëü-

íîãî ε > 0 íàäî íàéòè òàêóþ îêðåñòíîñòü Ox0, ÷òî

x ∈ Ox0 ⇒
∣∣f(x0)− f(x)

∣∣ < ε. (4.4)

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn), ñóùåñòâóåò òà-
êîå n0 ∈ N, ÷òî

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ < ε/3 äëÿ âñåõ n > n0 è x ∈ X. (4.5)

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ fn0
íåïðåðûâíà, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ox0

, îáëà-

äàþùàÿ ñâîéñòâîì

x ∈ Ox0 ⇒
∣∣fn0

(x0)− fn0
(x)

∣∣ < ε/3. (4.6)

Òîãäà äëÿ x ∈ Ox0 èìååì∣∣f(x0)− f(x)
∣∣ =

∣∣f(x0)− fn0
(x0) + fn0

(x0)− fn0
(x) + fn0

(x)− f(x)
∣∣ 6∣∣f(x0)−fn0

(x0)
∣∣+

∣∣fn0
(x0)−fn0

(x)
∣∣+

∣∣fn0
(x)−f(x)

∣∣ < (ñîãëàñíî (4.5) è (4.6)) <
ε
3
+ ε

3
+ ε

3
= ε.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî (4.4) ïðîâåðåíî. �

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå, îòíîñÿùååñÿ ê ñõî-

äèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4.21. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è

M ⊂ X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ M, n ∈ N, ñõî-

äèòñÿ ê òî÷êå x ∈ X. Òîãäà x ∈ Cl(M).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x /∈ Cl(M), òî x ïðèíàäëåæèò îòêðûòî-

ìó ìíîæåñòâó X \ Cl(M). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî
Oε(x) ⊂ X \ Cl(M), ò.å. Oε(x) ∩ Cl(M) = ∅. Íî òîãäà Oε(x) íå ñîäåðæèò
íè îäíîãî ýëåìåíòà xn íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñõî-
äèìîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê òî÷êå x. �

4.22. Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xn ∈ Oε(x0) è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü xn, n ∈ N, ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x. Òîãäà ρ(x0, x) 6 ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(x0, x) > ε. Ïîëîæèâ δ =
ρ(x0, x)−ε, ñîãëàñíî àêñèîìå òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì Oε(x0)∩Oδ(x) = ∅,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ïðåäëîæåíèþ 4.21. �

Äàäèì âíóòðåííèé êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

4.23. Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé fn : X → R,

íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå n0 ∈ N, ÷òî

∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣ < ε äëÿ âñåõ m,n > n0, n < m, x ∈ X. (4.7)

4.24. Òåîðåìà. Âñÿêàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðå-

ðûâíûõ �óíêöèé fn : X → R, n ∈ N, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâ-

íîé �óíêöèè f .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè �èêñèðîâàííîì x ∈ X ñâîéñòâî (4.7) ÿâëÿ-

åòñÿ óñëîâèåì �óíäàìåíòàëüíîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x), n ∈
N. Ïî êðèòåðèþ Êîøè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷-

êå f(x). Èòàê, �óíêöèþ f ìû îïðåäåëèëè.

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 4.20 îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn, n ∈ N, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f . Âîçüì¼ì ε′ ïîä óñëîâèåì 0 < ε′ < ε.
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.7'), ïîëó÷àþùååñÿ èç (4.7) çàìåíîé ε íà

ε′. Äëÿ m > n0 ïîëîæèì am(x) =
∣∣fm(x) − fn0

(x)
∣∣
. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(

am(x), m > n0

)
ñõîäèòñÿ ê

∣∣f(x) − fn0
(x)

∣∣
, ïîñêîëüêó fm(x) ñõîäèòñÿ ê

f(x). Òîãäà èç (4.7') è Ñëåäñòâèÿ 4.22 âûòåêàåò, ÷òî∣∣f(x)− fn0
(x)

∣∣ 6 ε′ < ε.
Èòàê, óñëîâèå (4.3) ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïðîâåðåíî. �

4.25. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü fα : X → Yα, α ∈ A, - ñåìåéñòâî îòîá-

ðàæåíèé ìíîæåñòâà X â ïðîñòðàíñòâà Yα. Òîãäà ñåìåéñòâî

{
f−1
α (U) : U îòêðûòî â Yα, α ∈ A

}
(4.8)

ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X è ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.22 - ïðåä-

áàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè T íà X . Îòíîñèòåëüíî ýòîé òîïîëîãèè âñå

îòîáðàæåíèÿ fα íåïðåðûâíû, â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 4.3. Ïðè ýòîì, T -

íàèìåíüøàÿ (ñëàáåéøàÿ) òîïîëîãèÿ íà X , îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì.

Íàçîâ¼ì T ñëàáîé òîïîëîãèåé îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà {fα : α ∈ A}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè (4.8) äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îò-

êðûòûìè ìíîæåñòâàìè U ⊂ Yα èç íåêîòîðîé áàçû ïðîñòðàíñòâà Yα.
4.26. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : X → Y - îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà

X íà ìíîæåñòâî Y . Òîãäà ñåìåéñòâî
T =

{
U ⊂ Y : f−1(U) îòêðûòî

}

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà Y , î÷åâèäíî, ñèëüíåéøåé ñðåäè âñåõ, äëÿ êîòî-

ðûõ îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî. Íàçîâ¼ì T �àêòîðíîé òî-
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ïîëîãèåé (èëè �àêòîðòîïîëîãèåé), (Y, T ) - �àêòîðïðîñòðàíñòâîì ïðî-

ñòðàíñòâà X , à f - �àêòîðíûì îòîáðàæåíèåì.

4.27. Ôàêòîðíûå îòîáðàæåíèÿ åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ðàçáèå-

íèÿõ ïðîñòðàíñòâà X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì

íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, èçâåñòíîå ÷èòàòåëþ

èç êóðñà Âûñøåé àëãåáðû.

Ïóñòü X - ìíîæåñòâî è R ⊂ X × X . Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ

áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå X . Äâå òî÷êè x, y ∈ X íàõîäÿòñÿ

â îòíîøåíèè R (îáîçíà÷åíèå: xRy), åñëè (x, y) ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

îòíîøåíèå R îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) xRx äëÿ ëþáîãî x ∈ X (ðå�ëåêñèâíîñòü);

2) xRy ⇒ yRx (ñèììåòðè÷íîñòü);

3) xRy, yRz ⇒ xRz (òðàíçèòèâíîñòü).
Òîãäà îíî íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòíîøåíèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∼.
Ìíîæåñòâî X ðàñïàäàåòñÿ íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû

ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòîâ - êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Åñëè R - îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X , òî êëàññ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ýëåìåíòà x ∈ X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç R(x). Ìíîæåñòâî âñåõ êëàñ-

ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X/R è íàçûâàåòñÿ

�àêòîðìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà X îòíîñèòåëüíî R. Ôàêòîðìíîæå-

ñòâî X/R ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì ïîêðûòèåì (ðàçáèåíèåì) ìíîæåñòâà

X . Íàîáîðîò, âñÿêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X îïðåäåëÿåò íà í¼ì îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ôàêòîðîòîáðàæåíèå f : X → X/R ïåðåâîäèò ýëåìåíò x ∈ X â

ìíîæåñòâî f(x) = R(x), à �àêòîðòîïîëîãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ìíîæåñòâî U ⊂ X/R îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáú-

åäèíåíèå⋃{
R(x) ∈ X/R : R(x) ∈ U

}

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà X .

4.3 Ïðèìåðû �àêòîðïðîñòðàíñòâ.

1. Âîçüì¼ì ðàçáèåíèÿ R ÷èñëîâîé ïðÿìîé R íà äâà ìíîæåñòâà P

è Q èððàöèîíàëüíûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà �àê-

òîðìíîæåñòâî R/R ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê a è b. ×òî êàñàåòñÿ �àêòîðòî-

ïîëîãèè, ýòî òîïîëîãèÿ

”
ñëèïøåãîñÿ äâîåòî÷èÿ“, ò.å. ñëàáåéøàÿ òîïîëî-

ãèÿ {∅, R/R} íà �àêòîðìíîæåñòâå.

2. �àçîáü¼ì êâàäðàò Q ⊂ R ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, 1), (1, 0) è (1, 1) íà
âåðòèêàëüíûå îòðåçêè. Ïîëó÷àþùååñÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîð�-
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íî îòðåçêó [0, 1] ⊂ R.

3. �àçáèåíèåR îòðåçêà [0, 1] ñîñòîèò èç îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ èí-
òåðâàëà (0, 1) è äâóõòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {0, 1}. Òîãäà �àêòîðïðîñòðàí-
ñòâî [0, 1]/R ãîìåîìîð�íî îêðóæíîñòè S1

.

4. �àçáèåíèå R çàìêíóòîãî êðóãà

B2 =
{
(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 6 1

}

ñîñòîèò èç îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ äèñêà D2 ⊂ B2
è áåñêîíå÷íîãî ìíî-

æåñòâà S1 = B2 \D2
.

Äîêàçàòü, ÷òî �àêòîðïðîñòðàíñòâî B2/R ãîìåîìîð�íî ñ�åðå S2
.
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Ëåêöèÿ 5

Àêñèîìû îòäåëèìîñòè.

5.1. �îâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX óäîâëåòâîðÿåò àê-

ñèîìå îòäåëèìîñòè Êîëìîãîðîâà èëè ÿâëÿåòñÿ T0-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè
äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x è y ïðîñòðàíñòâà X ïî êðàéíåé ìåðå

îäíà èç íèõ èìååò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùóþ äðóãóþ òî÷êó.

T0-ïðîñòðàíñòâà èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-

ðèè.

Ñëèïøååñÿ äâîåòî÷èå (ïðèìåð 3.22.2.1) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðè-

ìåðîì ïðîñòðàíñòâà, íå óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå T0.
5.2. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ T1-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x è y ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü Ox,
íå ñîäåðæàùàÿ òî÷êè y, è îêðåñòíîñòü Oy, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷êè x.

Èç Îïðåäåëåíèÿ 3.2.3' âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâîX åñòü T1-ïðîñòðàíñòâî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà X çàìêíó-

òû.

”
Ñâÿçíîå äâîåòî÷èå“, ò.å. ïðîñòðàíñòâî X = {a, b}, â êîòîðîì îò-

êðûòû ìíîæåñòâà ∅, {a}, X (ïðèìåð 3.22.2.2), åñòü T0-ïðîñòðàíñòâî, íå
ÿâëÿþùååñÿ T1-ïðîñòðàíñòâîì.

5.3.ÏðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ õàóñäîð�îâûì èëè T2-ïðîñòðàíñòâîì,
åñëè äëÿ âñÿêîé ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç X ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ èõ îêðåñòíîñòè.

Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé, â êîòîðîé çàìêíó-

òû ëèøü êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà (ìèíèìàëüíîé T1-òîïîëîãèåé), ÿâëÿåò-
ñÿ íåõàóñäîð�îâûì T1-ïðîñòðàíñòâîì.

5.4. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ T3-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ âñÿ-

êîé òî÷êè x ∈ X è âñÿêîãî íå ñîäåðæàùåãî å¼ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F
ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ox è OF .

Àêñèîìû T0, T1, T2 èäóò â ïîðÿäêå óñèëåíèÿ è äàþò âñ¼ áîëåå óçêèå,
êàê ïîêàçûâàþò ïðèâåä¼ííûå ïðèìåðû, êëàññû ïðîñòðàíñòâ. Â òî æå
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âðåìÿ àêñèîìà T3 íå âëå÷¼ò äàæå T0. Ýòî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ”
ñëèïøåãîñÿ

äâîåòî÷èÿ“ - äâóõòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íàèìåíüøåé òîïîëîãèåé.

5.5. Ïðîñòðàíñòâî, îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì T0 è
T3, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Âñÿêîå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî. Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü x, y ∈ X è x 6= y. Äëÿ îäíîé èç òî÷åê, äîïóñòèì, äëÿ x, ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü Ox, íå ñîäåðæàùàÿ y. Âçÿâ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè

òî÷êè x è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà X \ Ox, ìû çàêëþ÷èì x è y â íåïåðå-

ñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Ïðèìåð õàóñäîð�îâà íåðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâà - ÷èñëîâàÿ ïðÿ-

ìàÿ, áàçó òîïîëîãèè êîòîðîé îáðàçóþò âñåâîçìîæíûå ìíîæåñòâà âèäà

U \
{
1/n : n ∈ N

}
, ãäå U - èíòåðâàë ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ìíîæåñòâî

F =
{
1/n : n ∈ N

}
çàìêíóòî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå è íå îòäåëèìî îò

íóëÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî.

5.6. Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ðåãóëÿðíî. �

5.7. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ T4-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáóþ

äèçúþíêòíóþ ïàðó çàìêíóòûõ â X ìíîæåñòâ ìîæíî çàêëþ÷èòü â íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ

âñÿêîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F è âñÿêîé åãî îêðåñòíîñòè OF ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O1F , ÷òî Cl(O1F ) ⊂ OF .

Äðóãîå ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå: ëþáóþ äèçúþíêòíóþ ïàðó çàìêíó-

òûõ ìíîæåñòâ ìîæíî çàêëþ÷èòü â îêðåñòíîñòè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

çàìûêàíèÿìè.

Ïðèìåð �ñëèïøåãîñÿ äâîåòî÷èÿ� ïîêàçûâàåò, ÷òî T4 íå âëå÷åò T0.
×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé îòêðûòû ëèøü áåñêîíå÷íûå èíòåðâàëû

âèäà (−∞, a), ïîêàçûâàåò, ÷òî àêñèîìà T4 íå âëå÷åò è T3.

5.8. Ïðîñòðàíñòâî, îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì T1 è
T4, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì.

Âñÿêîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî, ïîñêîëüêó èç T1 è T4
âûòåêàåò T3. Â òî æå âðåìÿ, êàê ïîêàçûâàåò ñâÿçíîå äâîåòî÷èå, èç T0
ïëþñ T4 íå âûòåêàåò T3.

Â § 8 ìû ïðèâåä¼ì ïðèìåð ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùå-

ãîñÿ íîðìàëüíûì.

5.9. Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî Z òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â X , åñëè Cl(Z) = X .

5.10. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü fi : X → Y, i = 1, 2, - íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X â õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî Y . Ïðåäïî-
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ëîæèì, ÷òî f1
∣∣Z = f2

∣∣Z äëÿ íåêîòîðîãî âñþäó ïëîòíîãî â X ìíîæå-

ñòâà Z. Òîãäà f1 = f2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ X

òî÷êè f1(x) è f2(x) ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîð�îâî,

ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ofi(x), i = 1, 2. Èç íåïðå-

ðûâíîñòè fi âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ îêðåñòíîñòåé Oix, i = 1, 2,
÷òî fi

(
Oix

)
⊂ Ofi(x).

Ïîëîæèì Ox = O1x ∩ O2x. Ïîñêîëüêó Z âñþäó ïëîòíî â X , ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà z ∈ Z ∩ Ox. Òîãäà f1(z) = f2(z) ∈ Of1(x) ∩ Of2(x). Íî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìíîæåñòâà Of1(x) è Of2(x) íå ïåðåñåêàþòñÿ. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ.

5.11. Ëåììà îá óæàòèè. Ïóñòü u = (U1, . . . , Uk) - îòêðûòîå

ïîêðûòèå íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îò-

êðûòîå ïîêðûòèå v = (V1, . . . , Vk) ïðîñòðàíñòâà X, ÷òî Cl(Vi) ⊂ Ui, i =
1, . . . , k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâà Vi ñòðîèì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü F1 =
X \ ⋃{Ui : i > 2}. Òîãäà F1 ⊂ U1. Â ñèëó íîðìàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà

X ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü OF1, ÷òî Cl(OF1) ⊂ U1. Ïîëîæèì V1 =
OF1. Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ñåìåéñòâî

v1 = (V1, U2, . . . Uk) ∈ cov(X).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîñòðîèëè îòêðûòûå ìíîæåñòâà V1, . . . , Vm, 1 6

m < k, ïîä÷èí¼ííûå óñëîâèÿì

Cl(Vi) ⊂ Ui, i = 1, . . . , m; (5.1)

vm = (V1, . . . , Vm, Um+1, . . . , Uk) ∈ cov(X). (5.2)

Ïîëîæèì

Fm+1 = X \ V1 ∪ . . . ∪ Vm ∪ Um+2 ∪ . . . ∪ Uk.

Òîãäà ìíîæåñòâî Fm+1 çàìêíóòî â X è ëåæèò â Um+1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ

îêðåñòíîñòü OFm+1, ÷òî Cl(OFm+1) ⊂ Um+1. Ïîëàãàÿ Vm+1 = OFm+1, ïî-

ëó÷àåì îòêðûòîå ïîêðûòèå vm+1 = (V1, . . . , Vm, Vm+1, Um+2, . . . , Uk) ïðî-
ñòðàíñòâà X . Ïîêðûòèå vk = (V1, . . . , Vk) è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. �
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Ëåêöèÿ 6

Ëåììà Óðûñîíà. �àçáèåíèå

åäèíèöû. Òåîðåìà

Áðàóýðà-Òèòöå-Óðûñîíà î

ïðîäîëæåíèè �óíêöèé

6.1. Ëåììà Óðûñîíà.Äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

F0 è F1 íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ f : X → I, ÷òî

f(x) = 0 äëÿ x ∈ F0 è f(x) = 1 äëÿ x ∈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r ∈
[0, 1] ìû îïðåäåëèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Γr òàê, ÷òî

r < r′ =⇒ Cl(Γr) ⊂ Γr′ , (6.1)

F0 ⊂ Γ0, F1 ⊂ X \ Γ1. (6.2)

Ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü OF0, ÷òî Cl(OF0) ∩ F1 = ∅. Ïîëàãàåì

Γ0 = OF0 è Γ1 = X \ F1. Äàëåå, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü OΓ0,

÷òî Cl(OΓ0) ⊂ Γ1. Ïîëàãàåì Γ 1

2

= OΓ0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèì

ìíîæåñòâà Γ 1

4

è Γ 3

4

òàê, ÷òî

Cl
(
Γ0

)
⊂ Γ 1

4

⊂ Cl
(
Γ 1

4

)
⊂ Γ 1

2

;

Cl
(
Γ 1

2

)
⊂ Γ 3

4

⊂ Cl
(
Γ 3

4

)
⊂ Γ1.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ñòðîèì èñêîìîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Γr.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ f : X → I �îðìóëîé

f(x) =

{
inf{r : x ∈ Γr} äëÿ x ∈ Γ1,
1 äëÿ x ∈ X \ Γ1.

37
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Âîçüìåì ÷èñëà a, b èç èíòåðâàëà (0, 1). Ïîêàæåì, ÷òî

f−1
(
[0, a)

)
=

⋃{
Γr : r < a

}
; (6.3)

f−1
(
(b, 1]

)
=

⋃{
X \ Cl(Γr) : r > b

}
. (6.4)

�àâåíñòâî (6.3) âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà:

f(x) < a⇐⇒ ñóùåñòâóåò òàêîå r < a, ÷òî x ∈ Γr.

Äàëåå,

f(x) > b⇐⇒ ñóùåñòâóåò òàêîå r′ > b, ÷òî x /∈ Γr′. (6.5)

Óñëîâèÿ (6.1) è (6.5) âëåêóò, ÷òî

f(x) > 0 ⇐⇒ ñóùåñòâóåò òàêîå r > b, ÷òî x /∈ Cl(Γr).
Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (6.4) òàêæå ïðîâåðåíî. Èç (6.3) è (6.4)

âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè f . �

6.2. Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî âìåñòî îòðåçêà [0, 1] ÷èñëîâîé ïðÿìîé

â �îðìóëèðîâêå ëåììû Óðûñîíà ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê

[a, b] ⊂ R.

6.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ϕ : X → R - íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.

Ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Uϕ =
{
x ∈ X : ϕ(x) 6= 0

}

áóäåì íàçûâàòü íîñèòåëåì �óíêöèè ϕ è îáîçíà÷àòü ÷åðåç supp(ϕ).
6.4. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u = (U1, . . . , Uk) ∈ cov(X). Ñåìåéñòâî

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ϕi : X → [0, 1], i = 1, . . . , k, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíè-
åì åäèíèöû, ïîä÷èí¼ííûì ïîêðûòèþ u, åñëè

supp(ϕi) ⊂ Ui, i = 1, . . . , k, (6.6)

è

k∑

i=1

ϕi = 1. (6.7)

6.5. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ

u = (U1, . . . , Uk) íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå

åäèíèöû (ϕ1, . . . , ϕk), ïîä÷èí¼ííîå ïîêðûòèþ u.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 5.11 îá óæàòèè ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå

v = (V1, . . . , Vk) ∈ cov(X) ñî ñâîéñòâîì Cl(Vi) ⊂ Ui. Ñîãëàñíî ëåììå

Óðûñîíà ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå �óíêöèè ψi : X → [0, 1], ÷òî
ψi

(
Cl(Vi)

)
= 1, ψi(X \ Ui) = 0.

Òîãäà ñåìåéñòâî �óíêöèé

ϕi =
ψi∑{ψj : j = 1, . . . , k}
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áóäåò èñêîìûì ðàçáèåíèåì åäèíèöû. �

6.6. Òåîðåìà Áðàóýðà-Òèòöå-Óðûñîíà. Ïóñòü F -çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X è ϕ : F → R - íåïðå-

ðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ ψ : X → R, ÷òî

ψ|F = ϕ è sup |ψ| = sup |ϕ|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ϕ0 = ϕ è µ = µ0 = sup

{
|ϕ0(x)| : x ∈

F
}
.

Ñ÷èòàåì, ÷òî µ0 > 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì ψ ≡ 0. Ïóñòü

P0 =
{
x ∈ F : ϕ0(x) 6 −µ0/3

}
, Q0 =

{
x ∈ F : ϕ0(x) > µ0/3

}
.

Ìíîæåñòâà P0 è Q0 (�óíêöèîíàëüíî) çàìêíóòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïî

ëåììå Óðûñîíà è Çàìå÷àíèþ 6.2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíê-

öèÿ ψ0 : X → [−µ0/3, µ0/3], ÷òî

ψ0(P0) = −µ0/3, ψ0(Q0) = µ0/3.

Ïîëîæèì ϕ1 = ϕ0 − ψ0 : F → R. Ôóíêöèÿ ϕ1 íåïðåðûâíà è sup |ϕ1| =
µ1 6 2µ0/3.

Òåïåðü ïîëàãàåì

P1 =
{
x ∈ F : ϕ1(x) 6 −µ1/3

}
, Q1 =

{
x ∈ F : ϕ1(x) > µ1/3

}
.

Ñòðîèì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ ψ1 : X → [−µ1/3, µ1/3] òàê, ÷òî

ψ1(P1) = −µ1/3, ψ1(Q1) = µ1/3.

Ïîëàãàåì ϕ2 = ϕ1 − ψ1 è ò.ä.

Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn, . . . íåïðåðûâíûõ �óíê-
öèé íà F è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ0, ψ1, . . . , ψn, . . . íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

íà X òàêèõ, ÷òî ϕn+1 = ϕn−ψn, |ψn| 6 µn/3, sup |ϕn+1| ≡ µn+1 6 2µn/3.
Ñëåäîâàòåëüíî,

|ϕn| 6 (2/3)nµ0, |ψn| 6 (2/3)nµ0/3.

Ïîëîæèì sn = ψ0 + . . . + ψn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ íà X
�óíêöèé sn ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðè m > n
èìååì

|sm − sn| = |ψn+1 + . . . + ψm| 6 |ψn+1| + . . . + |ψm| 6
n∑

k=n+1

(
2
3

)k µ0

3
<

∞∑
k=n+1

(
2
3

)k µ0

3
=

(
2
3

)n+1 µ0

3

∞∑
k=0

(
2
3

)k
=

(
2
3

)n+1
µ0.

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 4.24 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâ-

íîé �óíêöèè ψ =
∞∑
n=0

ψn. Èìååì |ψ| 6
∞∑
n=0

(
2
3

)n µ0

3
= µ0. Äàëåå,

ϕ−sn = ϕ0−ψ0−ψ1− . . .−ψn = ϕ1−ψ1− . . .−ψn = ϕn−ψn = ϕn+1.

Çíà÷èò, |ϕ− sn| 6
(
2
3

)n+1
µ0. Ïîýòîìó ψ|F = ϕ. �

6.7. Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.6 èìååò ìåñòî è äëÿ íåîãðà-

íè÷åííûõ �óíêöèé. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ϕ : F → R - íåîãðàíè÷åííàÿ
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�óíêöèÿ. �àññìîòðèì �óíêöèþ ϕ0 : F →
(
−π

2
, π
2

)
, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

ϕ0(x) = arctg
(
ϕ(x)

)
.

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 6.6 �óíêöèÿ ϕ0 ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé �óíê-

öèè ψ0 : X →
[
−π

2
, π
2

]
. Ïîëîæèì F0 = ψ−1

0

({
−π

2
, π
2

})
. Ïî ëåììå Óðûñîíà

ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ ψ1 : X → [0, 1], ÷òî ψ1(F0) = 0 è ψ1(F ) = 1.
Îïðåäåëèì �óíêöèþ ψ : X → R, ïîëàãàÿ

ψ(x) = tg
(
ψ1(x) · ψ0(x)

)
.

Ýòî è áóäåò èñêîìûì ïðîäîëæåíèåì �óíêöèè ϕ.



Ëåêöèÿ 7

Îïåðàöèè íàä òîïîëîãè÷åñêèìè

ïðîñòðàíñòâàìè è

îòîáðàæåíèÿìè.

Ìû óæå çíàêîìû ñ îïåðàöèÿìè ïåðåõîäà ê ïîäïðîñòðàíñòâó (§3) è
�àêòîðïðîñòðàíñòâó (§4). Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå îïåðàöèé.

7.1 Ñóììû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíî äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî {Xα, α ∈ A} òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî X =

⋃
{Xα : α ∈ A}

è ñåìåéñòâî T âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ U ⊂ X , ÷òî U ∩ Xα îòêðûòî â

Xα äëÿ âñÿêîãî α ∈ A. Ñåìåéñòâî T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Îïðåäå-

ëåíèÿ 3.1 òîïîëîãèè. Ìíîæåñòâî X ñ ýòîé òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ ñóì-

ìîé ïðîñòðàíñòâ Xα, α ∈ A, è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ⊕
α∈A

Xα èëè ÷åðåç

X1 ⊕X2 ⊕ . . .⊕Xk, åñëè A = {1, 2, . . . , k} êîíå÷íî.

Èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè T íà ⊕
α∈A

Xα âûòåêàåò

7.1.1. Ïðåäëîæåíèå. Ìíîæåñòâî F ⊂ ⊕{Xα : α ∈ A} çàìêíóòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∩Xα çàìêíóòî â Xα äëÿ êàæäîãî α ∈ A.
�

7.1.2. Ñëåäñòâèå. Âñå ìíîæåñòâà Xα îòêðûòî-çàìêíóòû â ⊕{Xα :
α ∈ A}. �

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò

7.1.3. Ïðåäëîæåíèå. Ëþáàÿ ñóììà Ti-ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ Ti-
ïðîñòðàíñòâîì. �

41
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7.2 Ñóììû íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

7.2.1. Ïóñòü äàíû ñóììû X = ⊕{Xα : α ∈ A} è Y = ⊕{Yα : α ∈ A}
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xα è Yα è îòîáðàæåíèÿ fα : Xα → Yα. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå f : X → Y , óäîâëåòâîðÿþùåå
ñîîòíîøåíèÿì

f ◦ iXα
= iYα

◦ fα, α ∈ A,
ãäå iXα

: Xα → X , iYα
: Yα → Y - îòîáðàæåíèÿ âëîæåíèÿ. Îòîáðàæåíèå f

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îòîáðàæåíèé fα è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ⊕{fα :
α ∈ A}.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò

7.2.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïðÿìàÿ ñóììà f íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-

íèé fα : Xα → Yα, α ∈ A, íåïðåðûâíà. �

7.2.3. Äëÿ ñåìåéñòâà ïðîñòðàíñòâ Xα, α ∈ A, è ñåìåéñòâà îòîáðà-

æåíèé fα : Xα → Y, α ∈ A, â ïðîñòðàíñòâî Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

îòîáðàæåíèå f : ⊕{Xα : α ∈ A} → Y , óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì

f ◦ iXα
= fα, α ∈ A. (7.1)

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ñóììîé îòîáðàæåíèé fα è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-

ðåç

∑
{fα : α ∈ A}.
7.2.4. Ïðåäëîæåíèå. Îòîáðàæåíèå f =

∑
α∈A

{fα : Xα → Y } íåïðå-
ðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå îòîáðàæåíèå fα íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, òî ñîãëàñíî

(7.1) êàæäîå îòîáðàæåíèå fα íåïðåðûâíî êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé iXα
è f .

Ïóñòü òåïåðü âñå fα íåïðåðûâíû. Èç (7.1) âûòåêàåò, ÷òî

f−1(U) =
⋃{

f−1
α (U) : α ∈ A

}
.

Çíà÷èò, åñëè ìíîæåñòâî U ⊂ Y îòêðûòî, òî f−1(U) îòêðûòî ïî îïðå-

äåëåíèþ òîïîëîãèè íà ⊕{Xα : α ∈ A}. Ñëåäîâàòåëüíî, f íåïðåðûâíî.

�

7.3 Ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ.

7.3.1. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Xα, α ∈ A. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç

∏{Xα : α ∈ A} äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ,

ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé

x : A→
⋃
α∈A

Xα, ÷òî x(α) ∈ Xα.

Äëÿ êîíå÷íîãî A = {1, . . . , k} ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ X1, . . .Xk

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X1 × . . .×Xk.
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Åñëè B ⊂ A, òî îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå ïðîåêòèðîâàíèå (ïðîåê-

öèÿ)

pB :
∏{

Xα : α ∈ A
}
→

∏{
Xα : α ∈ B

}
,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå x ïðîèçâåäåíèÿ (îòîáðàæåíèþ x : A →⋃
{Xα : α ∈ A}), å¼ îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâî B. Åñëè B ñîñòîèò èç

îäíîãî èíäåêñà α, òî pB áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç pα.
Òî÷êó x(α) ∈ Xα áóäåì íàçûâàòü α-êîîðäèíàòîé òî÷êè x ∈

∏{
Xα′ :

α′ ∈ A
}
è, êàê ïðàâèëî, áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ ÷åðåç xα.

7.3.2. Ïóñòü òåïåðü ñîìíîæèòåëè Xα ïðîèçâåäåíèÿ X =
∏
{Xα :

α ∈ A
}
ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Òîãäà íà ìíîæåñòâå

X ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëàáåéøóþ òîïîëîãèþ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå

ïðîåêöèè íåïðåðûâíû (ñì. 4.25). Òîïîëîãèÿ ýòà íàçûâàåòñÿ òèõîíîâ-

ñêîé òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ. Ìíîæåñòâî X ñ ýòîé òîïîëîãèåé íàçû-

âàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì, èëè òèõîíîâñêèì, èëè ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåì

ïðîñòðàíñòâ Xα.

Ñîãëàñíî 4.25 ïðåäáàçó ïðîñòðàíñòâà X îáðàçóþò âñåâîçìîæíûå

ìíîæåñòâà âèäà p−1
α (U), ãäå U áåð¼òñÿ èç íåêîòîðîé áàçû ïðîñòðàíñòâà

Xα, à áàçó, ñëåäîâàòåëüíî, - âñåâîçìîæíûå èõ êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ

p−1
α1
(U1) ∩ . . . ∩ p−1

αk
(Uk).

Èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

7.3.3. Ïðåäëîæåíèå. Âñå ïðîåêöèè pα :
∏{

Xα′ : α′ ∈ A
}
→ Xα

íåïðåðûâíû. �

7.3.4. Ïðèìåðû. 1. Ïëîñêîñòü R2
ãîìåîìîð�íà ïðîèçâåäåíèþ R×

R ÷èñëîâûõ ïðÿìûõ.

Â ñëó÷àå R2
áàçó îáðàçóþò êðóãè Oε(x), à â R × R - ïðÿìîóãîëü-

íèêè âèäà (a, b) × (c, d). ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòè áàçû

îáðàçóþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ.

2. �àññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå E3
ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäè-

íàò Oxyz è îïðåäåëèì òîð T 2
êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ îêðóæíîñòè

{
(x− 2)2 + z2 = 1

y = 0

âîêðóã îñè Oz.
Äîêàæèòå, ÷òî òîð T 2

ãîìåîìîð�åí ïðîèçâåäåíèþ S1 × S1
îêðóæ-

íîñòåé.

7.3.5. Ïðåäëîæåíèå. ÏóñòüX - ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ Xα, α ∈
A, è ïóñòü f : Z → X - òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî âñå êîìïîçèöèè

pα ◦ f : Z → Xα íåïðåðûâíû. Òîãäà îòîáðàæåíèå f òàêæå íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4.3 äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ðèòü îòêðûòîñòü ïðîîáðàçîâ f−1(V ) ýëåìåíòîâ V íåêîòîðîé ïðåäáàçû



44

ËÅÊÖÈß 7. ÎÏÅ�ÀÖÈÈ ÍÀÄ ÒÎÏÎËÎ�È×ÅÑÊÈÌÈ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÌÈ È ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈßÌÈ.

z z

�èñ. 7.1:

ïðîñòðàíñòâàX . Â êà÷åñòâå òàêîé ïðåäáàçû ìîæíî âçÿòü ñåìåéñòâî {p−1
α (U) :

U îòêðûòî â Xα, α ∈ A}. �

7.3.6. Ïðåäëîæåíèå.Ïðîèçâåäåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ Yα ⊂ Xα, α ∈
A, ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì

⋂{
p−1
α (Yα) : α ∈ A

}
ïðîèçâåäåíèÿ

X =
∏{

Xα : α ∈ A
}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

Y =
∏{

Yα : α ∈ A
}
= {x ∈ X : x(α) ∈ Yα} =

⋂{
p−1
α (Yα) : α ∈ A

}
.

Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå qα = pα|Y : Y → Yα ïðîåêöèè pα íåïðåðûâíî,

òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id :
⋂{

p−1
α (Yα) : α ∈ A

}
→ Y íåïðåðûâíî

ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 7.3.5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäáàçó òîïîëîãèè ïîä-

ïðîñòðàíñòâà

⋂{
p−1
α (Yα) : α ∈ A

}
îáðàçóþò ìíîæåñòâà Y ∩p−1

α (U), ãäå U
îòêðûòî â Xα. Íî Y ∩p−1

α (U) = q−1
α (U ∩Yα) îòêðûòî â Y . Ñëåäîâàòåëüíî,

òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Y →
⋂{

p−1
α (Yα) : α ∈ A

}
íåïðåðûâíî. �

7.4 Ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé.

7.4.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü fα : Xα → Yα, α ∈ A, - îòîáðàæå-
íèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå f :

∏
Xα →

∏
Yα, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâàìè

f(x)(α) = fα
(
x(α)

)
, α ∈ A, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé fα

è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

∏{
fα : α ∈ A

}
.

Åñëè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ êîíå÷íî: A = {1, . . . , k}, òî ïðîèçâåäåíèå
îòîáðàæåíèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f1 × . . .× fk.

7.4.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïðîèçâåäåíèå f íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

fα : Xα → Yα, α ∈ A, íåïðåðûâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç qα ïðîåêöèþ ïðîèçâåäåíèÿ Y =∏{
Yα′ : α′ ∈ A

}
íà ñîìíîæèòåëü Yα. Èç Îïðåäåëåíèÿ 7.4.1 âûòåêàåò ðà-

âåíñòâî

qα ◦ f = fα ◦ pα. (7.2)

Îòîáðàæåíèå fα ◦ pα íåïðåðûâíî êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðà-

æåíèé. Òîãäà íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f âûòåêàåò èç (7.2) è Ïðåä-

ëîæåíèÿ 7.3.5. �

7.4.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü fα : X → Yα, α ∈ A, - îòîáðàæåíèÿ.
Òîãäà îòîáðàæåíèå f : X → ∏{

Yα : α ∈ A
}
, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâàìè

f(x)(α) = fα(x), íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé

fα è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∆{fα : α ∈ A}.
Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ïèøåì f = f1∆ . . .∆fk.
7.4.4. Ïðåäëîæåíèå. Äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå f íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé, ïðè-

ìåíÿåì Ïðåäëîæåíèå 7.3.5, ïîñêîëüêó qα ◦ f = fα. �

7.5 Ñêëåèâàíèå ïðîñòðàíñòâ.

Ìû êîñí¼ìñÿ ýòîé òåìû â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå. Ïóñòü äàíû äâå

ïàðû (X1, F1) è (X2, F2) ïðîñòðàíñòâ Xi è èõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ

Fi, i = 1, 2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâà F1 è F2 ãîìåîìîð�íû è çà-

�èêñèðîâàí ãîìåîìîð�èçì f : F1 → F2.

Ïóñòü X = X1 ⊕X2. Îïðåäåëèì íà X îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

R ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ íà X êëàññîâ ýêâèâàëåòíîñòè. Âñå îäíîòî÷å÷íûå

ìíîæåñòâà {x}, x ∈ X1 ∪X2 \ F1 ∪ F2 ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíî-

ñòè. Òàêæå êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ äâóõòî÷å÷íûå ìíîæå-

ñòâà {x, f(x)}, ãäå x ∈ F1. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/R íàçûâàåòñÿ ñêëåè-

âàíèåì ïðîñòðàíñòâ X1 è X2 ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîð�èçìà f : F1 → F2.

7.5.1. Ïðèìåð. Äîêàçàòü, ÷òî ñêëåèâàÿ êðóã B2 è ëèñò Ì¼áèóñà

ïî îêðóæíîñòè S1
, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé êàæäîãî èç íèõ, ïîëó÷àåì ïðî-

åêòèâíóþ ïëîñêîñòü RP 2
.

7.6. Ïðèêëåèâàíèå ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü X, Y - òîïîëîãè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà, A - ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y , f : A→ X - íåïðåðûâ-

íîå îòîáðàæåíèå. Âîçüì¼ì äèñêðåòíóþ ñóììó X⊕Y è ïðîèçâåä¼ì â íåé

îòîæäåñòâëåíèÿ: âñÿêóþ òî÷êó a ∈ A îòîæäåñòâèì ñ òî÷êîé f(a) ∈ X .

Òåì ñàìûì íà ïðîñòðàíñòâå X ⊕ Y âîçíèêàåò ðàçáèåíèå R. Ôàêòîðïðî-

ñòðàíñòâî X⊕Y/R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X∪fY , à îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà åãî
ïîñòðîåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì Y ê X ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ

f .
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7.6.1. Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî f(A) åñòåñòâåííî âêëàäûâàåòñÿ â

X ∪f Y , íî òîïîëîãèÿ, èíäóöèðóåìàÿ íà í¼ì ïðîñòðàíñòâîì X ∪f Y , âî-
îáùå ãîâîðÿ, ñèëüíåå òîïîëîãèè f(A) ⊂ X.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüì¼ì Y = A = [0, 1] × [0, 1) ⊂ R2, X ={
(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ [0, 1], x2 ∈ [0, x1)

}
∪
{
(0, 0)

}
. Îòîáðàæåíèå f : Y → X

îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f
(
{0} × [0, 1)

)
=

{
(0, 0)

}
;

f(x1, x2) = (x1 · x2), åñëè x1 > 0.
Ïðîñòðàíñòâî X ìåòðè÷åñêîå, à òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà X ∪f Y íå

ïîðîæäàåòñÿ íèêàêîé ìåòðèêîé, ïîñêîëüêó òî÷êà (0, 0) íå èìååò â X∪f Y
ñ÷åòíîé áàçû îêðåñòíîñòåé.

7.7. Öèëèíäðû ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé. Ïðîèçâåäåíèå

X × I ïðîñòðàíñòâà X íà îòðåçîê I íàçûâàåòñÿ öèëèíäðîì ïðîñòðàí-

ñòâà X .

Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. �åçóëüòàò ïðèêëåè-

âàíèÿ öèëèíäðà X × I ê Y ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ f × 0 : X × 0 → Y
íàçûâàåòñÿ öèëèíäðîì îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Cyl(f).

Êàê è â ï. 7.6.1., òîïîëîãèÿ f(X) ⊂ Y , âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ
îò òîïîëîãèè, èíäóöèðóåìîé íà X ïðîñòðàíñòâîì Cyl(f).

7.8. Êîíóñû íàä ïðîñòðàíñòâàìè è îòîáðàæåíèÿìè. Ïóñòü

X - ïðîñòðàíñòâî. Åñëè îòîæäåñòâèòü ìåæäó ñîáîé âñå òî÷êè âåðõíåãî

îñíîâàíèÿ X × 1 öèëèíäðà X × I (ïðî�àêòîðèçîâàòü X × I ïî X × 1),
òî ïîëó÷èòñÿ êîíóñ Con(X) íàä X.

Êîíóñû íàä íåêîìïàêòíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè íåìåò-

ðèçóåìû.

7.8.1. Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî êîíóñ íàä èíòåðâàëîì (0, 1) íåìåò-
ðèçóåì.

Ïóñòü f : X → Y - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. �åçóëüòàò ïðèêëåè-

âàíèÿ êîíóñà Con(X) ê Y ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ f × 0 : X × 0 → Y
íàçûâàåòñÿ êîíóñîì îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Con(f).

7.8.2. Çàäà÷à. Ïóñòü f : S1 → S1
- äâóêðàòíîå íàêðó÷èâàíèå

îêðóæíîñòè íà ñåáÿ, çàäàâàåìîå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ �îðìóëîé (1, ϕ) →
(1, 2ϕ). Äîêàçàòü, ÷òî Con(f) ãîìåîìîð�åí RP 2

.



Ëåêöèÿ 8

Êîìïàêòíûå è ïàðàêîìïàêòíûå

ïðîñòðàíñòâà.

8.1. Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñ-

ëè èç ëþáîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïî-

êðûòèå.

Ïîêðûòèå u âïèñàíî â ïîêðûòèå v, åñëè êàæäûé ýëåìåíò U ∈ u
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå V ∈ v.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç Îïðåäåëå-

íèÿ 8.1.

8.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà â ëþáîå åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå ìîæíî âïèñàòü êîíå÷íîå

îòêðûòîå ïîêðûòèå. �

8.3. Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçû-

âàåòñÿ öåíòðèðîâàííûì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà åãî

ýëåìåíòîâ íå ïóñòî.

8.4. Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà âñÿêàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ

X èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X - êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî è Φ - öåí-

òðèðîâàííàÿ ñèñòåìà åãî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Åñëè ïåðåñå÷åíèå âñåõ

ýëåìåíòîâ Φ ïóñòî, òî ìíîæåñòâî {X \ F : F ∈ Φ} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì

ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X . Èç íåãî ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïî-

êðûòèå {X \ Fi, i = 1, . . . , k}. Òîãäà F1 ∩ . . . ∩ Fk = ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

öåíòðèðîâàííîñòè ñåìåéñòâà Φ.
Íàîáîðîò, ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå X âñÿêàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå

îòêðûòîå ïîêðûòèå u ïðîñòðàíñòâà X . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîêðûòèå u íå
ñîäåðæèò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Òîãäà ñåìåéñòâî

47
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{X \ U1 ∪ . . . ∪ Uk : Ui ∈ u}
öåíòðèðîâàíî è èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî. �

Èç Òåîðåìû 8.4 âûòåêàåò

8.5. Ñëåäñòâèå. Åñëè X - êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî è Fi, i ∈ N,

- òàêîå ñåìåéñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ åãî ïîäìíîæåñòâ, ÷òî

Fi+1 ⊂ Fi, i ∈ N, òî

⋂{
Fi : i ∈ N

}
6= ∅. �

Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè ïîñòðîåíèè êðèâîé Ïåàíî.

8.6. Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíûì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x è å¼ îêðåñòíîñòè Ox ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O1x, ÷òî Cl(O1x) ⊂ Ox è ïðîñòðàíñòâî Cl(O1x)
êîìïàêòíî.

8.7. Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî u ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X íà-

çûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü Ox, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

ñåìåéñòâà u.
8.8. Îïðåäåëåíèå. ÏðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì,

åñëè â ëþáîå åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå

îòêðûòîå ïîêðûòèå.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìèì.

8.9. Ïðåäëîæåíèå. Ñâîéñòâà êîìïàêòíîñòè, ëîêàëüíîé êîìïàêò-

íîñòè, ïàðàêîìïàêòíîñòè íàñëåäóþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê çàìêíóòîìó ïîä-

ïðîñòðàíñòâó. �

8.10. Çàäà÷à. Ïóñòü F - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàêîìïàêò-

íîãî ïðîñòðàíñòâà X è ïóñòü u òàêîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ïîäìíî-

æåñòâ ïðîñòðàíñòâà X, ÷òî F ⊂
⋃
u. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ëî-

êàëüíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî u0 îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X, ÷òî u0 âïè-
ñàíî â u è F ⊂

⋃
u0.

8.11. Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî u ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X
íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì, åñëè

Cl
(⋃{

U ∈ u0
})

=
⋃{

Cl(U) : U ∈ u0
}

(8.1)

äëÿ âñÿêîãî ïîäñåìåéñòâà u0 ⊂ u.
8.12. Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî êîí-

ñåðâàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî (8.1) ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ âêëþ÷å-

íèé ⊃ è ⊂. Âêëþ÷åíèå ⊃ âûòåêàåò èç ìîíîòîííîñòè îïåðàöèè çàìûêà-

íèÿ. Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå ⊂. Ïóñòü x ∈ Cl
(⋃{U ∈ u0}

)
.

Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ox, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì

ýëåìåíòîâ u0, à èìåííî, ñ U1, . . . , Uk. Òîãäà x ∈ Cl(U1 ∪ . . . ∪ Uk) =
Cl(U1) ∪ . . . ∪ Cl(Uk) ⊂

⋃{
Cl(U) : U ∈ u0

}
. �
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8.13. Òåîðåìà. Âñÿêîå õàóñäîð�îâî ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî

X íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òîX ðåãóëÿðíî. Ïóñòü äàíû

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ⊂ X è òî÷êà x0 ∈ X \ F . Äëÿ êàæäîé òî÷êè

x ∈ F ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Oxx0 è Ox0
x òî÷êè

x0 è òî÷êè x ñîîòâåòñòâåííî. Â ïîêðûòèå

{
Ox0

x
}
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà

F , â ñèëó 8.9 è 8.10, ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå â X
ïîêðûòèå v = {Vλ}.

Íî v - ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ è ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 8.12 êîíñåðâà-

òèâíàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó

Cl
(⋃

λ

Vλ
)
=

⋃
λ

Cl(Vλ) ⊂ X \ {x0},

òàê ÷òî Ox0 = X\Cl
(⋃
λ

Vλ
)
åñòü îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, à ñ äðóãîé ñòîðîíû

OF =
⋃
λ

Vλ åñòü îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà F è, î÷åâèäíî, Ox0 ∩ OF = ∅.

�åãóëÿðíîñòü ïðîñòðàíñòâà X äîêàçàíà.

Çàìåíÿÿ ïàðó (F, x0) ïàðîé íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
(F1, F2) è ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó, äîêàçûâàåì íîðìàëüíîñòü

íåðåãóëÿðíîãî ïàðàêîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X . �

8.14. Ñëåäñòâèå. Âñÿêîå õàóñäîð�îâî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî

X íîðìàëüíî. �

8.15. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè F - êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî õà-

óñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà X, òî F çàìêíóòî â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ X \ F . Ïðè-
ìåíÿÿ ïðîöåäóðó ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.13, íàõîäèì

íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ox0 è OF . Â ÷àñòíîñòè, Ox0 ∩ F = ∅,

ò.å. x0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X \ F . �

8.16. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè ïîäìíîæåñòâî X ýâêëèäîâà ïðîñòðàí-

ñòâà Rn
êîìïàêòíî, òî îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìêíóòîñòü X âûòåêàåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 8.15.

Åñëè áû X áûëî íå îãðàíè÷åíî, òî èç ïîêðûòèÿ X îòêðûòûìè äèñêàìè

Dn
m, m ∈ N, ðàäèóñà m ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íåëüçÿ áûëî áû

âûäåëèòü êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. �

8.17. Ïðåäëîæåíèå. Íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X êîìïàêòíî è f : X → Y � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå íà Y . Ïîêàæåì, ÷òî Y êîìïàêòíî. Ïóñòü u ∈ cov(Y ). Â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè f , ñåìåéñòâî f−1(u) =
{
f−1(U) : U ∈ u

}
ÿâëÿåòñÿ îòêðû-

òûì ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X . Âûäåëèì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðû-

òèå f−1(U1), . . . , f
−1(Uk). Òîãäà ñåìåéñòâî {U1, . . . , Uk} áóäåò êîíå÷íûì

ïîêðûòèåì, âûäåëåííûì èç ïîêðûòèÿ u. �
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Èç Ïðåäëîæåíèé 8.16 è 8.17 âûòåêàåò

8.18. Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàí-

ñòâå �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà è ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà-

÷åíèÿ. �

8.19. Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íà-

çûâàåòñÿ çàìêíóòûì (îòêðûòûì), åñëè îáðàç f(A) âñÿêîãî çàìêíóòîãî
(îòêðûòîãî) â X ìíîæåñòâà A çàìêíóò (îòêðûò) â Y .

8.20. Ïðåäëîæåíèå. Íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå f êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X íà õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî

Y ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ïðåäëîæåíèé 8.15 è 8.17 âûòåêàåò çàìêíó-

òîñòü îòîáðàæåíèÿ f , ÷òî âëå÷¼ò íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ
f−1

(ñì. Ïðåäëîæåíèå 4.2). �

8.21. Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ �èíàëüíî êîì-

ïàêòíûì, åñëè èç âñÿêîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü

ñ÷¼òíîå ïîäïîêðûòèå.

8.22. Òåîðåìà. Âñÿêîå ðåãóëÿðíîå �èíàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàí-

ñòâî X ïàðàêîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ cov(X). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæå-

ñòâà U ∈ u è òî÷êè x ∈ U ñîãëàñíî ðåãóëÿðíîñòè X ñóùåñòâóåò òàêàÿ

îêðåñòíîñòü OUx òî÷êè x, ÷òî

Cl
(
OUx

)
⊂ U. (8.2)

Â ñèëó �èíàëüíîé êîìïàêòíîñòè X èç ïîêðûòèÿ

Ω =
{
OUx : U ∈ u, x ∈ X

}
∈ cov(X) (8.3)

ìîæíî âûäåëèòü ñ÷¼òíîå ïîäïîêðûòèå

Ω1 =
{
OUixi : i ∈ N

}
. (8.4)

Èç (8.2) è (8.4) âûòåêàåò, ÷òî ñåìåéñòâî

u0 = {Ui, i ∈ N} (8.5)

ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Vi, i ∈ N,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V1 = U1, Vj+1 = Uj+1 \
⋃{

Cl
(
OUixi

)
: i 6 j

}
. (8.6)

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî v = {Vj : j ∈ N} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ëîêàëüíî

êîíå÷íûì ïîêðûòèåì, âïèñàííûì â ïîêðûòèå u0 è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïî-
êðûòèå u.
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Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî ñîãëàñíî (8.6) ñåìåéñòâî v ñîñòîèò èç îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ è âïèñàíî â ïîêðûòèå u0. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X .

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî v ∈ cov(X). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

x ∈ X. Ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå òàêîå j, ÷òî x = Uj. Òîãäà x /∈ Cl
(
OUixi

)

ïðè i < j è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Vj ñîãëàñíî (8.6). Èòàê, v - ïîêðûòèå.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ëîêàëüíóþ êîíå÷íîñòü v. Ïîñêîëüêó Ω1 � ïîêðûòèå,

x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó OUixi. Òîãäà èç (8.6) âûòåêàåò,

÷òî OUixi ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ìíîæå-

ñòâîì Vj ïðè j > i. Çíà÷èò, ïîêðûòèå v ëîêàëüíî êîíå÷íî. �

Èç Òåîðåìû 8.22 âûòåêàåò

8.23. Òåîðåìà. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷¼òíîé áàçîé, â

÷àñòíîñòè, âñÿêîå ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn
, ïàðàêîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷¼òíîé áàçîé �èíàëüíî

êîìïàêòíî. Ïîýòîìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû 8.22 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ðåãóëÿðíî. Ïóñòü F - çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X è ïóñòü x0 ∈ X \F . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
X \ F îòêðûòî, ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Oε(x0) ⊂ X \ F . Âîçüì¼ì
òàêîå ε′, ÷òî 0 < ε′ < ε. Òîãäà

Cl
(
O′

ε(x0)
)
⊂

{
x : ρ(x, x0) 6 ε′

}
⊂ Oε(x). (8.7)

Èç (8.7) âûòåêàåò ðåãóëÿðíîñòü X . �

8.24. Çàìå÷àíèå. Èìååò ìåñòî è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: âñÿêîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïàðàêîìïàêòíî.
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Ëåêöèÿ 9

Ñîõðàíåíèå êîìïàêòíîñòè è

àêñèîì îòäåëèìîñòè

äåêàðòîâûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.

9.1. Àêñèîìà âûáîðà. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà {Xα : α ∈ A}
íåïóñòûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ f : A →

⋃{
Xα : α ∈

A
}
, ÷òî f(α) ∈ Xα äëÿ êàæäîãî α ∈ A.
9.2. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X - ìíîæåñòâî è 6 - áèíàðíîå îòíîøå-

íèå íàX . �îâîðÿò, ÷òî 6 óïîðÿäî÷èâàåò X èëè ÷òî 6 ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì

íà X , åñëè îòíîøåíèå 6 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

(1) Åñëè x 6 y è y 6 z, òî x 6 z (òðàíçèòèâíîñòü).
(2) x 6 x äëÿ âñÿêîãî x ∈ X (ðå�ëåêñèâíîñòü).

(3) Åñëè x 6 y è y 6 x, òî x = y (àíòèñèììåòðè÷íîñòü).
Ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ ïîðÿäêîì 6 íà í¼ì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åí-

íûì ìíîæåñòâîì. Äâà ýëåìåíòà X è Y óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X
íàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè, åñëè íèêàêîå èç íåðàâåíñòâ x 6 y è y 6 x
íå âûïîëíÿåòñÿ. Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (X,6) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

óïîðÿäî÷åííûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, ò.å. äëÿ

x, y ∈ X âñåãäà x 6 y èëè y 6 x.
9.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (X,6) - óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è

Y ⊂ X. Òîãäà îòíîøåíèå 6 |Y åñòü îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà Y . Åñëè 6

åñòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà X, òî 6 |Y ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì

íà Y . �

9.4. Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî Y óïîðÿäî÷åííîãî

ìíîæåñòâà X èìååò âåðõíþþ ãðàíü â X , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X ,

äëÿ êîòîðîãî y 6 x äëÿ âñåõ y ∈ Y .
9.5. Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò x óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X íà-

çûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ýëåìåíòà y ∈ X ëèáî

53
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y 6 x, ëèáî y íåñðàâíèì ñ x. Ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì,

åñëè y 6 x äëÿ âñåõ y ∈ X .

9.6. Ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå R2
ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòíîøå-

íèå 6:

(x1, x2) 6 (y1, y2) ⇐⇒ x1 6 y1 è x2 6 y2. (9.1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 6 åñòü ïîðÿäîê íà R2
.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâîX ⊂ R2
, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X =
{
(x1, x2) ∈ R2 : x2 6 −x1

}
. (9.2)

Ïóñòü Y =
{
(x,−x) : x ∈ R

}
. Ñîãëàñíî (9.1) è (9.2) Y ⊂ X . Îãðàíè÷åíèå

6 |X ïîðÿäêà (9.1) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì íà X ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.3.

9.7. Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî Y ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ìàêñè-

ìàëüíûõ ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâàX è íè îäèí èç ýëåìåíòîâ

Y íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì â X .

9.8. Ëåììà Êóðàòîâñêîãî - Öîðíà. Ïóñòü (X,6) - óïîðÿäî-
÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî Y ⊂ X èìååò âåðõíþþ ãðàíü â X. Òîãäà X èìååò ìàêñè-

ìàëüíûé ýëåìåíò. �

Ëåììà Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà âûòåêàåò èç àêñèîìû âûáîðà (è äà-

æå ýêâèâàëåíòíà åé). Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå

ïî òåîðèè ìíîæåñòâ, à òàêæå â ìîíîãðà�èè Êåëëè

”
Îáùàÿ òîïîëîãèÿ“

(Ìîñêâà,

”
Íàóêà“, 1968).

9.9. Ëåììà Àëåêñàíäåðà. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïðåäáàçà B, ÷òî èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà X å¼ ýëåìåí-

òàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, òî X êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå u0 ∈
cov(X), èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ïîëîæèì

U = {u ∈ cov(X) : u0 ⊂ u, u íå ñîäåðæèò êîíå÷íîãî u′ ∈ cov(X)
}
.

(9.3)
Ìíîæåñòâî U óïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ.

Ïóñòü U0 ⊂ U - ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî. Åñëè U0 èìå-

åò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, òî îí è ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà

U0 â U . Åñëè æå U0 íå èìååò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà, òî ïîëîæèì

v =
⋃{

u : u ∈ U0

}
. (9.4)

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî v′ = {V1, . . . , Vn} ⊂ v. Èç
(9.4) âûòåêàåò, ÷òî êàæäîå Vi ∈ v′ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî ui ∈
U0. Ñëåäîâàòåëüíî, v

′ ⊂ u1 ∪ . . . ∪ un ∈ U0 ⊂ U . Èç îïðåäåëåíèÿ (9.3) âû-

òåêàåò, ÷òî v′ íå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì. Çíà÷èò, v ∈ U è ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé
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ãðàíüþ ìíîæåñòâà U0 â U . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî U óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì Ëåììû Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìàêñè-

ìàëüíûé ýëåìåíò v0.
Ïîêàæåì, ÷òî v0∩B - ïîêðûòèå X . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X

ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé å¼ ýëåìåíò V ïîêðûòèÿ v0. Ñóùåñòâóþò òàêèå

ýëåìåíòû G1, . . . , Gn ïðåäáàçû B, ÷òî

x ∈ G1 ∩ . . . ∩Gn ⊂ V. (9.5)

Åñëè Gi ∈ v0 äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, . . . , n, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç

ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà v0 ∩ B, à èìåííî Gi, ñîäåðæèò òî÷êó x è, â ñèëó å¼

ïðîèçâîëüíîñòè, v0 ∩ B ∈ cov(X).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêàêîå èç ìíîæåñòâ Gi íå ïðèíàäëåæèò v0.

Òîãäà, â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè ñåìåéñòâà v0 â U ,
v0 ∪ {Gi} /∈ U , i = 1, . . . , n.

Çíà÷èò, v0 ∪ {Gi} ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

êàæäîãî i = 1, . . . , n ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà

V i
1 , . . . , V

i
j(i) ∈ v0,

÷òî

Gi ∪
(⋃{

V i
k , k = 1, . . . , j(i)

})
= X. (9.6)

Èç (9.6) âûòåêàåò

( n⋂

i=1

Gi

)
∪
(⋃

i,k

V i
k

)
= X. (9.7)

Çíà÷èò, â ñèëó (9.5) è (9.7), ñåìåéñòâî v0 ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïî-
êðûòèå {V, V i

k : i, k}. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî v0∩B - ïîêðûòèå.

Èç íåãî ïî ñâîéñòâó ïðåäáàçû B ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Òåì áîëåå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ìîæíî âûäåëèòü èç ïîêðûòèÿ v0. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èå è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

9.10. Ïåðâàÿ òåîðåìà Òèõîíîâà. Ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X =
∏{Xα : α ∈ A}. Ñîãëàñíî ëåììå

Àëåêñàíäåðà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç ïîêðûòèÿ u ïðîñòðàíñòâà X ,

ñîñòîÿùåãî èç ìíîæåñòâ âèäà p−1
α (V ), ãäå V îòêðûòî â Xα, ìîæíî âû-

äåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Äëÿ ýòîãî, â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñîìíî-

æèòåëåé Xα, äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîé èíäåêñ α, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè

x ∈ Xα èìååì

p−1
α (x) ⊂ U ∈ u.

Ïóñòü ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî α ∈ A íàéä¼òñÿ òàêàÿ

òî÷êà xα ∈ Xα, ÷òî ìíîæåñòâî p
−1
α (xα) íå ëåæèò íè â îäíîì èç ýëåìåíòîâ
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ïîêðûòèÿ u. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òî÷êà x = (xα : α ∈ A) íå ëåæèò íè â

îäíîì èç ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ u. Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ p−1
β (V ) ∈ u, ãäå

V îòêðûòî â Xβ, òî pβ(x) ∈ V è p−1
β (pβ(x)) ⊂ p−1

β (V ). Ýòî ïðîòèâîðå÷èå

è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Òåïåðü ìû ìîæåì îáðàòèòü Ïðåäëîæåíèå 8.16. À èìåííî, èìååò

ìåñòî

9.11. Òåîðåìà. Ïîäìíîæåñòâî X ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn

êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå Ïðåäëî-

æåíèÿ 8.16. Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü X çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Èç îãðàíè÷åííîñòè X âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî çàìêíóòîãî øàðà

Bn
m ðàäèóñà m ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî X ⊂ Bn

m. Íî Bn
m ëå-

æèò â ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ [−m,m]n, êîòîðîå êîìïàêòíî ïî Òåîðåìå

9.10. Òîãäà X êîìïàêòíî êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî êóáà

[−m,m]n (ñì. Ïðåäëîæåíèå 8.9). �

9.12. Ïðåäëîæåíèå. Ïðîèçâåäåíèå Ti-ïðîñòðàíñòâ, i = 0, 1, 2, 3,
åñòü Ti-ïðîñòðàíñòâî. Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ

ðåãóëÿðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî

ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà - ýòî ïðîñòðàíñòâà, îäíîâðåìåííî óäîâëåòâî-

ðÿþùèå àêñèîìàì T0 è T3. Ïóñòü X =
∏{Xα : α ∈ A} è ñîìíîæèòåëè

Xα ðåãóëÿðíû. Âîçüì¼ì ðàçëè÷íûå òî÷êè x, y ∈ X . Ñóùåñòâóåò òàêîå α,
÷òî pα(x) 6= pα(y). Ïîñêîëüêó Xα ∈ T0, îäíà èç òî÷åê pα(x) è pα(y) èìååò
îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùóþ äðóãóþ òî÷êó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêðûòîå

ìíîæåñòâî V ⊂ Xα ñîäåðæèò pα(x) è íå ñîäåðæèò pα(y). Òîãäà x ∈ p−1
α (V )

è y /∈ p−1
α (V ). Òàêèì îáðàçîì, X ÿâëÿåòñÿ T0-ïðîñòðàíñòâîì.

×òîáû ïðîâåðèòü àêñèîìó T3, íàäî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè

Ox òî÷êè x ∈ X íàéòè òàêóþ îêðåñòíîñòü O1x, ÷òî Cl(O1x) ⊂ Ox. Ïî
îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâóþò òàêîé êîíå÷íûé íàáîð

èíäåêñîâ α1, . . . , αk è òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà Vi ⊂ Xα, ÷òî

x ∈
⋂

{p−1
αi
(Vi) : i = 1, . . . , k} ⊂ Ox. (9.8)

Èìååì xαi
= pαi

(x) ∈ Vi. Ïîñêîëüêó Xαi
óäîâëåòâîðÿåò T3, ñóùåñòâóåò

òàêàÿ îêðåñòíîñòü Oxαi
, ÷òî Cl(Oxαi

) ⊂ Vi. Ïîëîæèì

O1x =
⋂

{p−1
αi
(Oxαi

) : i = 1, . . . , k}.

Òîãäà Cl(O1x) ⊂
⋂
{p−1

αi
(Cl(Oxαi

)) : i = 1, . . . , k} ⊂
⋂
{p−1

αi
(Vi) : i =

1, . . . , k} ⊂ (9.8) ⊂ Ox. �
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9.13. Ïðèìåð íîðìàëüíîãî �èíàëüíî-êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà

X, êâàäðàò êîòîðîãî íå íîðìàëåí.

Íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ, áàçó êîòîðîé îáðà-

çóþò âñåâîçìîæíûå èíòåðâàëû [a, b). Ñåìåéñòâî òàêèõ ïîëóèíòåðâàëîâ

îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè, ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò âñå êîíå÷íûå íåïó-

ñòûå ïåðåñå÷åíèÿ ñâîèõ ýëåìåíòîâ è ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì. Ïîëóèíòåðâàë

[0, 1) ñ òàêîé òîïîëîãèåé è îáîçíà÷èì ÷åðåç X . Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçû-

âàåòñÿ

”
ñòðåëêîé“.

1. Ïðîñòðàíñòâî X ðåãóëÿðíî, ïîñêîëüêó âñÿêèé èíòåðâàë [a, b) îä-
íîâðåìåííî îòêðûò è çàìêíóò â X .

2. Ïðîñòðàíñòâî X �èíàëüíî-êîìïàêòíî. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ u ïðîñòðàíñòâà X íåëüçÿ

âûáðàòü ñ÷¼òíîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ïóñòü a - òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ

÷èñåë b < 1, ÷òî îòðåçîê [0, b] íåëüçÿ ïîêðûòü ñ÷¼òíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

ïîêðûòèÿ u. Òîãäà ïîëóèíòåðâàë [0, a) êàê ñóììà ñ÷¼òíîãî ÷èñëà îòðåç-

êîâ [0, r] (r < a è r ðàöèîíàëüíî) ïîêðûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì ïîäñåìåéñòâîì v
ïîêðûòèÿ u. Íî òî÷êà a ëåæèò â êàêîì-íèáóäü ýëåìåíòå U ∈ u âìåñòå ñ

íåêîòîðûì ïîëóèíòåðâàëîì [a, c). Òîãäà ïðè ëþáîì d, a < d < c, îòðåçîê
[0, d] ïîêðûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì ñåìåéñòâîì v ∪ {U} ⊂ u, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

îïðåäåëåíèþ a.
3. Ïðîñòðàíñòâî X , áóäó÷è ðåãóëÿðíûì è �èíàëüíî-êîìïàêòíûì,

ïàðàêîìïàêòíî (Òåîðåìà 8.22) è, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíî (Òåîðåìà

8.13).

4. ÊâàäðàòX×X íå íîðìàëåí. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ïîáî÷íóþ

äèàãîíàëü â êâàäðàòå, ò.å. ìíîæåñòâî Y âñåõ òî÷åê âèäà (a, 1 − a), 0 <
a < 1. Ïîñêîëüêó ïîëóîòêðûòûå ïðÿìîóãîëüíèêè âèäà [a, b) × [1 − a, c)
îáðàçóþò áàçó îêðåñòíîñòåé òî÷êè (a, 1 − a) â X ×X , âñÿêàÿ òî÷êà y ∈
Y èçîëèðîâàíà â Y , ò.å. Y - äèñêðåòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ

X ×X . Â òî æå âðåìÿ, Y çàìêíóòî â X ×X . Ïîýòîìó âñÿêîå ìíîæåñòâî

Z ⊂ Y çàìêíóòî â X ×X .

Ìíîæåñòâî Y ðàâíîìîùíî èíòåðâàëó (0, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç c. Äëÿ êàæäîãî ìíîæå-

ñòâà Z ∈ 2Y ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ ϕZ : Y → [0, 1], ðàâíóþ 0

íà Z è 1 íà Y \Z. Êîëè÷åñòâî òàêèõ �óíêöèé ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó 2Y ,
ò.å. èìååò ìîùíîñòü 2c. Åñëè áû ïðîñòðàíñòâî X×X áûëî íîðìàëüíî, òî

âñÿêóþ �óíêöèþ ϕZ ìîæíî áûëî áû ïðîäîëæèòü äî íåïðåðûâíîé �óíê-

öèè fZ : X ×X → [0, 1] ïî òåîðåìå Áðàóýðà - Òèòöå - Óðûñîíà. Íî ïðî-

ñòðàíñòâî X×X èìååò ñ÷¼òíîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî D òî÷åê âèäà (x1, x2),
ãäå xi ∈ (0, 1) - ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 5.10 âñÿêîå

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X × X → [0, 1] îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ñ÷¼òíîì ïëîòíîì ìíîæåñòâå D. Íî ìíîæåñòâî
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ÎÒÄÅËÈÌÎÑÒÈ ÄÅÊÀ�ÒÎÂÛÌÈ ...

[0, 1]D âñåõ (íå òîëüêî íåïðåðûâíûõ) îòîáðàæåíèé g : D → [0, 1] èìååò
ìîùíîñòü c

ω = (2ω)ω = 2ω·ω = 2ω = c. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî

êâàäðàò �ñòðåëêè� íå íîðìàëåí.

5. Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ω � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà N íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë. �àâåíñòâà c
ω = (2ω)ω è 2ω = c âûòåêàþò èç Ïðåäëîæå-

íèÿ 1.7. �àâåíñòâî (2ω)ω = 2ω·ω, ÿâëÿþùååñÿ óòâåðæäåíèåì àðè�ìåòèêè

êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë, ïðèíèìàåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Íàêîíåö, ðàâåíñòâî

2ω·ω = 2ω âûòåêàåò èç ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ: êâàäðàò ñ÷åòíîãî ìíîæå-

ñòâà ñ÷åòåí.

6. ÏðîñòðàíñòâîX ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðèìåðîì �èíàëüíî-êîìïàêòíîãî

ïðîñòðàíñòâà, êâàäðàò êîòîðîãî íå �èíàëüíî-êîìïàêòåí. Â ñàìîì äåëå,

�èíàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü, êàê è êîìïàêòíîñòü, íàñëåäóåòñÿ ïðè ïåðåõîäå

ê çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâàì. Íî X×X ñîäåðæèò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

Y , êîòîðîå íå �èíàëüíî-êîìïàêòíî, áóäó÷è äèñêðåòíûì è íåñ÷¼òíûì.

7. Ñîãëàñíî Òåîðåìàì 8.13 è 8.22 ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïðèìå-

ðîì ïàðàêîìïàêòà (õàóñäîð�îâà ïàðàêîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà), êâàä-

ðàò êîòîðîãî íå ïàðàêîìïàêòåí.

8. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî �ñòðåëêà� ñåïàðàáåëüíà: âñþäó ïëîòíîå ìíî-

æåñòâî îáðàçóþò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.



Ëåêöèÿ 10

Ìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâà

10.1. Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

ìåòðèçóåìûì, åñëè íà X ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìåòðèêà ρ, ÷òî òîïîëîãèÿ

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà

X .

10.2. Ïðèìåð ìåòðèçóåìîãî ïðîñòðàíñòâà. Äèñêðåòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî X , ò.å. ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âñÿêîå ìíîæåñòâî Y ⊂ X
îòêðûòî, ìåòðèçóåìî. Â ñàìîì äåëå, òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà X ïîðîæ-

äàåòñÿ ìåòðèêîé ρ èç Ïðèìåðà 1.2.3, ò.å. òàêîé ìåòðèêîé, ÷òî ρ(x, y) = 1
äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ X .

10.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâå ìåòðèêè ρ1 è ρ2 íà ìíîæåñòâå
X . Îíè íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåòðè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà (X, ρ1) è (X, ρ2) ãîìåîìîð�íû.

10.4. Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêàÿ ìåòðèêà ρ1 íà ìíîæåñòâå X òîïî-

ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå ρ2 äèàìåòðà 6 1.
Ïðè ýòîì, ìû ïèøåì diamρ 6 d, åñëè diam(X, ρ) 6 d.
Äîêàçàòåëüñòâî.Ìîæíî ïîëîæèòü, íàïðèìåð, ρ2(x, y) = min{ρ1(x, y), 1}.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ρ2 - ìåòðèêà, òîïîëîãè÷åñêè ýê-

âèâàëåíòíàÿ ìåòðèêå ρ1. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò Ïðèìåð 10.2.

10.5. Ïðåäëîæåíèå. Ñóììà X = ⊕{Xα : α ∈ A} ìåòðèçóåìûõ

ïðîñòðàíñòâ Xα ìåòðèçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρα - ìåòðèêà íà Xα, ïîðîæäàþùàÿ òîïî-

ëîãèþ ïðîñòðàíñòâàXα. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 10.4 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

diamρα 6 1. Îïðåäåëèì �óíêöèþ ρ : X ×X → R+ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(x, y) = ρα(x, y), åñëè x, y ∈ Xα;

ρ(x, y) = 1, åñëè x è y ëåæàò â ðàçíûõ ñëàãàåìûõ.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî ρ - ýòî ìåòðèêà íàX (çäåñü âàæíî, ÷òî diamρα 6

1). Ïîñêîëüêó ρ|Xα = ρα, ìåòðèêà ρ ïîðîæäàåò íà Xα èñõîäíóþ òîïîëî-

ãèþ. Êàæäîå ñëàãàåìîå Xα îòêðûòî â òîïîëîãèè, ïîðîæäàåìîé ìåòðèêîé

ρ. Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ Xα è ε < 1, òî Oρ
ε(x) ⊂ Xα. Èç äèçúþíêòíîñòè

ñëàãàåìûõ Xα âûòåêàåò, ÷òî îíè îòêðûòî-çàìêíóòû â òîïîëîãèè Tρ. �

10.6. Òåîðåìà. Ñ÷¼òíîå ïðîèçâåäåíèå X ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ

ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X =
∏
{Xn : n ∈ N}. Ñîãëàñíî Ïðåä-

ëîæåíèþ 10.4 ïðîñòðàíñòâà Xn ìîæíî íàäåëèòü òàêèìè ìåòðèêàìè ρn,
÷òî

diamXn 6 1, n ∈ N.

Íàäåëèì X ìåòðèêîé ρ, ïðèíèìàþùåé íà ïðîèçâîëüíîé ïàðå òî÷åê x =
(xn) è y = (yn) èç X çíà÷åíèÿ

ρ(x, y) =
[∑{ 1

2n
ρ2n(xn, yn) : n ∈ N

}] 1

2

. (10.1)

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) îáîçíà÷èì ÷åðåç XM . Íàäî äîêàçàòü,

÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå h : X → XM ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî h íåïðåðûâíî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíî òî÷êó

x = (xn) ∈ X è å¼ ε-îêðåñòíîñòü Oε(x), ε > 0, îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ.
Âûáåðåì íîìåð N òàê, ÷òîáû

∑{ 1

2n
: n > N

}
<
ε2

2
(10.2)

Îêðåñòíîñòü Ox ⊂ X òî÷êè x îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ox =
{
y = (yn) ∈ X : ρn(xn, yn) <

ε√
2N

, n = 1, . . . , N
}
. (10.3)

Òîãäà ρ2(x, y) = (10.1) =
∑{

1
2n
ρ2n(xn, yn) : n ∈ N

}
=

∑
n6N

{
1
2n
ρ2n(xn, yn) :

n 6 N
}
+

∑
n>N

{
1
2n
ρ2n(xn, yn) : n > N

}
< (10.2) <

∑
n6N

1
2n
ρ2n(xn, yn) : n 6

N}+ ε2

2
< (10.3) <

∑
n6N

{
1
2n

ε2

2N
: n 6 N

}
+ ε2

2
< N ε2

2N
+ ε2

2
< ε2.

Òàêèì îáðàçîì, Ox ⊂ Oε(x), ò.å. îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâíî.

Òåïåðü äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ h−1
. Âîçüì¼ì îêðåñò-

íîñòü Ox ⊂ X òî÷êè x. Ïðè íåîáõîäèìîñòè óìåíüøàÿ å¼, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî îêðåñòíîñòü Ox ýëåìåíòàðíà, ò.å.

Ox =
{
y = (yn) ∈ X : ρn(yn, xn) < εn, n = 1, . . . , s

}
. (10.4)
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Ïîëîæèì

ε =
1√
2s

min{ε1, . . . , εs}. (10.5)

Ïóñòü y ∈ Oε(x). Òîãäà èç (10.1) ïîëó÷àåì

1

2n
ρ2n(yn, xn) < ε2

èëè

ρn(yn, xn) < ε
√
2n, n ∈ N. (10.6)

Óñëîâèÿ (10.5) è (10.6) âëåêóò

ρn(yn, xn) <
εn
√
2n√
2s

6 εn, n = 1, . . . , s.

Ñëåäîâàòåëüíî, Oε(x) ⊂ Ox ñîãëàñíî (10.4), ò.å. îòîáðàæåíèå h−1
íåïðå-

ðûâíî. �

10.7. Òåîðåìà Óðûñîíà. Âñÿêîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî X ñî

ñ÷¼òíîé áàçîé ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ìåòðèçóåìî (ñì. 1.2.4), äîñòàòî÷íî, â ñèëó Òåîðåìû 10.6, ïî-

ñòðîèòü ãîìåîìîð�íîå âëîæåíèå f : X → Iω ïðîñòðàíñòâà X â ãèëüáåð-

òîâ êóá (ñ÷¼òíîå ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ). Ïóñòü B - ñ÷¼òíàÿ áàçà ïðî-

ñòðàíñòâà X . Ïàðó ýëåìåíòîâ π = (U, V ) áàçû B íàçîâ¼ì íîðìàëüíîé,

åñëè

Cl(V ) ⊂ U.

Ìíîæåñòâî âñåõ íîðìàëüíûõ ïàð, êàê è ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ýëåìåíòîâ

áàçû B ñ÷¼òíî. Çàíóìåðóåì èõ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè:

πn = (Un, Vn), n ∈ N.

Ïî ëåììå Óðûñîíà äëÿ êàæäîé íîðìàëüíîé ïàðû πn ñóùåñòâóåò òàêàÿ

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

ϕn : X → In = [0, 1],
÷òî

ϕn(Vn) = 1, ϕn(X \ Un) = 0. (10.7)

Ïîëîæèì

f = ∆
n∈N

ϕn : X →
∏

n∈N

In = Iω. (10.8)

Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî êàê äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâ-

íûõ îòîáðàæåíèé (ñì. Ïðåäëîæåíèå 7.4.4).
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Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f . Ïóñòü x, y ∈ X - ðàçëè÷-

íûå òî÷êè. Ïîñêîëüêó X - T1-ïðîñòðàíñòâî, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

U ∈ B, ÷òî
x ∈ U, y ∈ X \ U .

Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè X ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ox, ÷òî Cl(Ox) ⊂
U . Äàëåå, ñóùåñòâóåò òàêîå V ∈ B, ÷òî

x ∈ V ⊂ Ox ⊂ Cl(Ox) ⊂ U .
ßñíî, ÷òî (U, V ) - íîðìàëüíàÿ ïàðà. Ñëåäîâàòåëüíî, (U, V ) = (Un, Vn) äëÿ
íåêîòîðîãî n ∈ N. Òîãäà èç (10.7) âûòåêàåò, ÷òî ϕn(x) = 1 6= 0 = ϕn(y).
Çíà÷èò, f(x) 6= f(y) ñîãëàñíî (10.8).

Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

f−1 : f(X) → X
íåïðåðûâíî. Ïóñòü y = (yn) ∈ f(X) è f−1(y) = x. Áåð¼ì ïðîèçâîëüíóþ

îêðåñòíîñòü Ox òî÷êè x. Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå äîêàçàòåëüñòâà èíúåêòèâ-

íîñòè îòîáðàæåíèÿ f , íàõîäèì òàêóþ íîðìàëüíóþ ïàðó πn = (Un, Vn),
÷òî

x ∈ Vn ⊂ Un ⊂ Ox.
Ñîãëàñíî (10.7) �óíêöèÿ ϕn : X → [0, 1] îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

ϕn(x) = 1, ϕn(x
′) = 0 äëÿ âñÿêîãî x′ ∈ X \Ox. (10.9)

Ïóñòü pn : Iω → In - ïðîåêòèðîâàíèå. Òîãäà, â ñèëó (10.8), êîììóòàòèâíà
ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

X
f

//

ϕn

  
B

B

B

B

B

B

B

B

Iω

pn

��

In.

Èç êîììóòàòèâíîñòè ýòîé äèàãðàììû âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî p−1
n (0, 1]

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ Oy òî÷êè y, ïîñêîëüêó pn(y) = ϕn(x) = (10.9) =
1. Ïóñòü òåïåðü z ∈ f−1

(
Oy ∩ f(X)

)
. Òîãäà

ϕn(z) = pn
(
f(z)

)
> 0, (10.10)

òàê êàê f(z) ∈ Oy. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ Ox ñîãëàñíî (10.9) è (10.10).

Ïîýòîìó f−1(Oy) ⊂ Ox è, çíà÷èò, îòîáðàæåíèå f−1
íåïðåðûâíî. �



Ëåêöèÿ 11

Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ

ñâÿçíîñòü. Êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè.

11.1. Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè

åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ îòêðûòûõ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî X íà-

çûâàåòñÿ íåñâÿçíûì.

11.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íåñâÿçíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

X = A ⊔ B
îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

A è B. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

11.3. Ïðèìåðû. 1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî è ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå

èç îäíîé òî÷êè, ñâÿçíû.

2. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ñîñòîèò èç äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a è b
(Ïðèìåð 3.22), òî òîïîëîãèè T1 = {∅, X} (

”
ñëèïøååñÿ äâîåòî÷èå“), T2 ={

∅, {a}, X
}
, T3 =

{
∅, {b}, X

}
(

”
ñâÿçíûå äâîåòî÷èÿ“) ñâÿçíû.

3. Êîíå÷íîå T1-ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå äâóõ òî÷åê, íåñâÿç-
íî.

4. Ïîäïðîñòðàíñòâà Q ⊂ R (ñîîòâåòñòâåííî P ⊂ R) ðàöèîíàëüíûõ

(ñîîòâåòñòâåííî èððàöèîíàëüíûõ) ÷èñåë ÷èñëîâîé ïðÿìîé R íåñâÿçíû.

11.4. Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåñâÿç-

íûì, åñëè íåñâÿçíî âñÿêîå åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîé

òî÷êè.

11.5. Îïðåäåëåíèå. ÏðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíî-íóëüìåðíûì,

åñëè îíî èìååò áàçó, ñîñòîÿùóþ èç îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
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ËÅÊÖÈß 11. ÑÂßÇÍÎÑÒÜ È ËÈÍÅÉÍÀß ÑÂßÇÍÎÑÒÜ.

ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÛ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ.

11.6. Ïðåäëîæåíèå. Èíäóêòèâíî-íóëüìåðíîå T0-ïðîñòðàíñòâî
X ðåãóëÿðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Âñÿêîå èíäóêòèâíî-íóëüìåðíîå ïðîñòðàíñòâî óäî-

âëåòâîðÿåò àêñèîìå T3. Ïîýòîìó ðåãóëÿðíîñòü X âûòåêàåò èç îïðåäåëå-

íèÿ 5.5. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ

ïîäïðîñòðàíñòâà.

11.7. Ïðåäëîæåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâî èíäóêòèâíî-íóëüìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà èíäóêòèâíî-íóëüìåðíî. �

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 11.7 âûòåêàåò

11.8. Ïðåäëîæåíèå.Èíäóêòèâíî-íóëüìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âïîëíå

íåñâÿçíî. �

11.9. Çàìå÷àíèå. Íå âñÿêîå âïîëíå íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî èíäóêòèâíî-

íóëüìåðíî. Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ

”
âååð Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî“ (ñì.

ÏÑÀ è ÁÀÏ, ñòð. 184-187).

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 11.2 âûòåêàåò

11.10. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè ñâÿçíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X0 ïðîñòðàí-

ñòâà X ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì U ⊂ X, òî

X0 ⊂ U . �

11.11. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå X èìååòñÿ òàêàÿ

òî÷êà x0, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X ìíîæåñòâî {x0, x} ñîäåðæèòñÿ

â ñâÿçíîì ìíîæåñòâå Zx0,x ⊂ X. Òîãäà X ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íàøå óòâåðæäåíèå íå âåðíî, òî ñîãëàñíî

Ïðåäëîæåíèþ 11.2 ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A è B. Òî÷êà
x0 ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ, íàïðèìåð, x0 ∈ A. Òîãäà äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Zx0,x ⊂ A ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ

11.10. Ñëåäîâàòåëüíî, B = ∅. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 11.11 âûòåêàåò

11.12. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Zα - ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà X, α ∈ A. Åñëè
⋂
{Zα : α ∈ A} 6= ∅, òî ìíîæåñòâî

Z =
⋃{Zα : α ∈ A} ñâÿçíî. �

11.13. Ïðåäëîæåíèå. Çàìûêàíèå ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z - ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà

X . Âîçüì¼ì íåïóñòîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî U ìíîæåñòâà

Cl(Z). Òîãäà U ∩ Z 6= ∅, òàê êàê Z âñþäó ïëîòíî â Cl(Z). Çíà÷èò, U ∩ Z
åñòü íåïóñòîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Z. Èç ñâÿçíîñòè Z âûòå-

êàåò, ÷òî U ∩Z = Z. Ñëåäîâàòåëüíî, U ⊃ Z. Ïîýòîìó Cl(U) ⊃ Cl(Z). Íî
U çàìêíóòî â Cl(Z) è, ñëåäîâàòåëüíî, U çàìêíóòî âX . Çíà÷èò, U ⊃ Cl(Z)
è ïîýòîìó U = Cl(Z), ò.å. Cl(Z) ñâÿçíî. �
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11.14. Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Z â ïðîñòðàí-

ñòâå X íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì èëè êîìïî-

íåíòîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X , åñëè âñÿêîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Z1,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

Z ⊂ Z1 ⊂ X ,

ñîâïàäàåò ñ Z.
Èç Ïðåäëîæåíèÿ 11.13 âûòåêàåò

11.15. Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà X çàìêíóòà â X. �

11.16. Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ äèçú-

þíêòíîé ñóììîé ñâîèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äâå ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà X íå ïåðåñåêàþòñÿ ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 11.12. Èç ýòîãî æå óòâåð-

æäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà x ∈ X ëåæèò â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè. �

11.17. Ïðèìåðû. 1. Èç Îïðåäåëåíèÿ 11.4 âûòåêàåò, ÷òî âî âñÿ-

êîì âïîëíå íåñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñîâïàäàþò ñ

òî÷êàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Â ïðîèçâåäåíèè Q × R ⊂ R2
êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ÿâëÿþòñÿ

âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè x = r, ãäå r - ðàöèî-

íàëüíîå ÷èñëî.

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 11.16 âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà x ∈ X ñîäåðæèò-

ñÿ â åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X . Îáîçíà÷èì å¼

÷åðåç Cx è íàçîâ¼ì êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè òî÷êè x.
11.18. Îïðåäåëåíèå. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 11.16 âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ

òî÷êà x ïðîñòðàíñòâà X ëåæèò â åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè,

êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Cx.

11.19. Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿç-

íûì, åñëè âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X ñîäåðæèòñÿ

ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü.

Ïðåäëîæåíèÿ 11.15 è 11.16 âëåêóò

11.20. Ïðåäëîæåíèå. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëîêàëüíî ñâÿçíîãî

ïðîñòðàíñòâà îòêðûòî-çàìêíóòû. �

11.21. Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X , ñîäåðæàùèõ òî÷êó x ∈ X , íàçûâàåòñÿ êâàçè-

êîìïîíåíòîé òî÷êè x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Qx.

11.22. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X å¼ êîìïîíåíòà

ñâÿçíîñòè Cx ñîäåðæèòñÿ â êâàçèêîìïîíåíòå Qx.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü Uα - êàêîå-íèáóäü îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó x. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 11.10 ïîëó÷àåì, ÷òî Cx ⊂
Uα. Òîãäà Cx ⊂ ⋂{Uα : x ∈ Uα} = Qx. �
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ËÅÊÖÈß 11. ÑÂßÇÍÎÑÒÜ È ËÈÍÅÉÍÀß ÑÂßÇÍÎÑÒÜ.

ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÛ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ.

11.23. Ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì êâàçèêîìïîíåíòà íå

ñîâïàäàåò ñ êîìïîíåíòîé.

�àññìîòðèì ïëîñêîå ìíîæåñòâî X , êîòîðîå åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ

âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ α è β, çàäàâàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè

x = 0, x = 1, è êîíòóðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ qn, äâå ñòîðîíû êîòîðûõ èìå-

þò óðàâíåíèÿ x = 1
n
, x = 1

n−1
, à äâå äðóãèå ëåæàò íà ãîðèçîíòàëüíûõ

ïðÿìûõ y = n, y = −n.
Äîêàæåì, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ ïðÿìûõ α è β ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîì-

ïîíåíòîé â ïðîñòðàíñòâå X . Â ñàìîì äåëå, âñÿêîå îòêðûòî-çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî U , ïåðåñåêàþùååñÿ ñ ïðÿìîé α, ñîäåðæèò âñþ ýòó ïðÿìóþ è

êîíòóðû âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ qn, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N . Òàêèì îáðà-

çîì, êâàçèêîìïîíåíòà ëþáîé òî÷êè ïðÿìîé α ñîäåðæèò âñþ ýòó ïðÿìóþ.

Íî åñëè îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò ïðÿìóþ α, òî îíî

ñîäåðæèò è ïðÿìóþ β. Â ñàìîì äåëå, ñîäåðæà ïðÿìóþ α, ìíîæåñòâî U
ñîäåðæèò êîíòóðû qn ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè íîìåðàìè è, ñëåäîâà-

òåëüíî, áóäó÷è çàìêíóòûì, ñîäåðæèò ïðÿìóþ β. Òàêèì îáðàçîì, êâàçè-

êîìïîíåíòà ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ α ñîäåðæèò ìíîæåñòâî α∪β. Íî Qa

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ

òî÷êó a. Ïîýòîìó ýòà êâàçèêîìïîíåíòà íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ íè ñ îäíèì
èç êîíòóðîâ qn, ò.å. Qa = α ∪ β. Íî ýòî ìíîæåñòâî íåñâÿçíî è, çíà÷èò, íå
ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé.

11.24. Òåîðåìà. Â êîìïàêòå X êîìïîíåíòà Cx ëþáîé òî÷êè x ∈
X ñîâïàäàåò ñ å¼ êâàçèêîìïîíåíòîé Qx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 11.22 äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü, ÷òî

Cx ⊃ Qx =
⋂

{Uα : α ∈ A}, (11.2)

à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Qx ñâÿçíî. Åñëè ýòî íå

òàê, òî Qx ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äèçúþíêòíîé ñóììû íåïóñòûõ çàìêíó-

òûõ ìíîæåñòâ F1 è F2. Â ñèëó íîðìàëüíîñòè êîìïàêòà X , ñóùåñòâóþò

íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè OF1 è OF2, êîòîðûå â ñâîåé ñóììå îáðà-

çóþò îêðåñòíîñòü OQx = OF1 ∪ OF2.

Ïîêàæåì, ÷òî â íåé ñîäåðæèòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñåìåéñòâî

v = {Vα = Uα \OQx : α ∈ A}
ñîñòîèò èç íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòà X \ OQx. Ýòî

ñåìåéñòâî öåíòðèðîâàíî, òàê êàê ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòî-

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî-çàìêíóòî. Òîãäà

⋂
v 6= ∅ ñîãëàñíî Òåîðå-

ìå 8.4. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó èç (11.2). Èòàê, îêðåñòíîñòü U
ñóùåñòâóåò.
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Ïîëîæèì Wi = U ∩ OFi, i = 1, 2. Èç óñëîâèÿ U ⊂ OF1 ∪ OF2

âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâà W1 è W2 îòêðûòî-çàìêíóòû. Òî÷êà x ëåæèò

â îäíîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ, íàïðèìåð, â W1. Òîãäà è êâàçèêîìïîíåíòà

Qx ëåæèò â W1. Ñëåäîâàòåëüíî, Qx ∩W2 = ∅ è ïîýòîìó Qx ∩ F2 = ∅,

ïîñêîëüêó F2 ⊂ U ∩ OF2 = W2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò

ñâÿçíîñòü Qx. �

11.25. Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : I → X íà-

çûâàåòñÿ ïóò¼ì â ïðîñòðàíñòâå X . Òî÷êè ϕ(0) è ϕ(1) íàçûâàþòñÿ ñî-

îòâåòñòâåííî íà÷àëîì è êîíöîì ïóòè ϕ. Åñëè íà÷àëî è êîíåö ïóòè ϕ
ñîâïàäàþò, òî ïóòü ϕ íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é.

11.26. Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿç-

íûì, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì.

11.27. Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿç-

íî.�

Äîêàçàòü ñàìèì.

Îáðàòèòü óòâåðæäåíèå Ïðåäëîæåíèÿ 11.27 íåëüçÿ, ÷òî ïîêàçûâàåò

ñëåäóþùèé

11.28. Ïðèìåð. Âîçüì¼ì ïëîñêèé êîìïàêò X , ÿâëÿþùèéñÿ îáú-

åäèíåíèåì âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà X1 = {(0, y) : −1 6 y 6 1} è ãðà�èêà

X2 �óíêöèè sin 1
x
: 0 < x 6 1.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, ñâÿçíî. Íî îíî íå ëèíåéíî ñâÿçíî: íè-

êàêèå äâå òî÷êè a1 è a2, ai ∈ Xi, íå ñîåäèíÿþòñÿ ïóò¼ì.

11.29. Îïðåäåëåíèå.Ìàêñèìàëüíîå (ïî âêëþ÷åíèþ) ëèíåéíî ñâÿç-

íîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X .

11.30. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè Z1 è Z2 - ïåðåñåêàþùèåñÿ ëèíåéíî

ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X, òî èõ îáúåäèíåíèå ëèíåéíî

ñâÿçíî. �

Ñ ïðèìåíåíèåì Ëåììû Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà è Ïðåäëîæåíèÿ 11.30

äîêàçûâàåòñÿ

11.31. Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêàÿ òî÷êà x ∈ X ñîäåðæèòñÿ â êîìïî-

íåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X . �

Èç Ïðåäëîæåíèé 11.30 è 11.31 âûòåêàåò

11.32. Ïðåäëîæåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíîé

ñóììîé ñâîèõ êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. �

11.33. Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè êîìïîíåíòû

ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íå îáÿçàíû áûòü çàìêíóòûìè. Òàê, êîìïàêò X èç

Ïðèìåðà 11.28 èìååò äâå êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè: çàìêíóòóþ

X1 è íåçàìêíóòóþ X2.

11.35. Çàìå÷àíèå. Òåïåðü ìû ìîæåì ðàñøè�ðîâàòü íàçâàíèÿ

”
êàí-
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ËÅÊÖÈß 11. ÑÂßÇÍÎÑÒÜ È ËÈÍÅÉÍÀß ÑÂßÇÍÎÑÒÜ.

ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÛ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ.

òîðîâ äèñêîíòèíóóì“ è

”
êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî“. Äèñêîíòè-

íóóì îçíà÷àåò ðàçðûâíîå ìíîæåñòâî, ò.å. â íàøåé òåðìèíîëîãèè - âïîëíå

íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì âïîëíå íåñâÿçåí, òàê êàê íèêàêèå äâå åãî

ðàçëè÷íûå òî÷êè íå ñîäåðæàòñÿ â ñâÿçíîì ìíîæåñòâå. Â ñàìîì äåëå,

åñëè x0, x1 ∈ C è x0 6= x1 òî ρ(x0, x1) >
1
3n

äëÿ íåêîòîðîãî n. Òîãäà ìåæäó
òî÷êàìè x0 è x1 ëåæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë Ji1...in (ñì. 1.6). Çíà÷èò, òî÷êè
x0 è x1 ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Cn, òåì áîëåå,

îíè ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà C =
⋂{Cn : n ∈

N}.
Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî

”
ñîâåðøåííî“ îçíà÷àåò, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò

èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Ýòî òàê, ïîñêîëüêó èç ïîñòðîåíèÿ (ñì. 1.6) âûòå-

êàåò, ÷òî âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ C ñîäåðæèòñÿ îêðåñòíîñòü

âèäà Ii1...in ∩ C, ãîìåîìîð�íàÿ C è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþùàÿ ìîùíîñòü

êîíòèíóóìà.



Ëåêöèÿ 12

Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé

12.1. Òîïîëîãèÿ íà C(X, Y ). Ìíîæåñòâî C(X, Y ) âñåõ íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y íàäåëÿåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé.

Ïðåäáàçó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ýòîé òîïîëîãèè îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

[K,U ] = {f ∈ C(X, Y ) : f(K) ⊂ U},
ãäå K - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â X , à U - îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Y .

12.2. Ïðèìåðû. 1. Åñëè X - òî÷êà, òî C(X, Y ) = Y .

2. Åñëè X ñîñòîèò èç n èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, òî C(X, Y ) = Y n
. Ïî-

ñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëóæèò îñíîâàíèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîçíà÷àòü ïðî-

ñòðàíñòâî C(X, Y ) ÷åðåç Y X
.

3. Åñëè Y - òî÷êà, òî C(X, Y ) - òàêæå òî÷êà.

4. Åñëè Y ñîñòîèò èç äâóõ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê (Y = 2), à X ñâÿç-

íî, òî C(X, Y ) = 2.

5. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü ïðîñòðàíñòâà C(X, Y ), åñëè X - êàíòîðîâî

ìíîæåñòâî, à Y = 2?

12.3. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîð�îâî, òî ïðî-

ñòðàíñòâî C(X, Y ) òàêæå õàóñäîð�îâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fi : X → Y - ðàçëè÷íûå îòîáðàæåíèÿ,

i = 1, 2. Ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ X , äëÿ êîòîðîé f1(x) 6= f2(x). Âîçüì¼ì
íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè U1 è U2 òî÷åê f1(x) è f2(x). Òîãäà ìíî-

æåñòâà Vi =
[
{x}, Ui

]
, i = 1, 2, íå ïåðåñåêàþòñÿ è fi ∈ Vi. �

12.4. Îòîáðàæåíèÿ X × Y → Z è X → C(Y, Z). Ïóñòü äàíû

ïðîñòðàíñòâà X, Y, Z è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X × Y → Z. Òîãäà
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå 〈f〉 : X → C(Y, Z). Îíî çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

(
〈f〉 (x)

)
(y) = f(x, y). (12.1)
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ËÅÊÖÈß 12. Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÉ

Òåïåðü ïóñòü äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : X → C(Y, Z). Òîãäà
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå )g(: X × Y → Z, çàäàâàåìîå �îðìóëîé

)g((x, y) =
(
g(x)

)
(y). (12.2)

12.5. Ïðåäëîæåíèå. Îòîáðàæåíèå 〈f〉 èç (12.1) íåïðåðûâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4.3 äîñòàòî÷íî äëÿ òî÷-

êè x0 ∈ X è ïðåäáàçèñíîé îêðåñòíîñòè G �óíêöèè 〈f〉 (x0) íàéòè òà-

êóþ îêðåñòíîñòü Ox0, ÷òî 〈f〉 (Ox0) ⊂ G. Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíî-

îòêðûòîé òîïîëîãèè (ñì. 12.3) â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà G ìîæíî âçÿòü

[K,U ] ïðè óñëîâèè (
〈f〉 (x0)

)
(K) ⊂ U. (12.3)

Äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ K �èêñèðóåì òàêèå îêðåñòíîñòè Vy è Wy òî÷åê

x0 è y, ÷òî
f(Vy ×Wy) ⊂ U. (12.4)

Ýòî âîçìîæíî, â ñèëó (12.1) è (12.3). Èç ñåìåéñòâà {Wy : y ∈ K} âûäåëèì
êîíå÷íîå ïîêðûòèå Wy1 , . . . ,Wyk ìíîæåñòâà K. Òîãäà V =

⋂{
Vyi : i =

1, . . . , k
}
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 è

f(V ×K) ⊂
⋃{

f
(
Vyi ×Wyi

)
: i = 1, . . . , k

}
⊂ (12.4) ⊂ U. (12.5)

Èç (12.5) âûòåêàåò, ÷òî 〈f〉 (V ) ⊂ [K,U ] = G. Èòàê, ìû íàøëè òàêóþ

îêðåñòíîñòü V = Ox0, ÷òî 〈f〉 (Ox0) ⊂ G. �

Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå

12.6. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Ox - îêðåñòíîñòü òî÷êè x ëîêàëüíî
êîìïàêòíîãî õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà x îáëàäàåò îêðåñò-

íîñòüþ, çàìûêàíèå êîòîðîé êîìïàêòíî è ñîäåðæèòñÿ â Ox.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî Ox ëîêàëüíî êîìïàêòíî êàê îò-

êðûòîå ïîäìíîæåñòâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó x
îáëàäàåò â í¼ì îêðåñòíîñòüþ U ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Ïîñêîëüêó

Ox îòêðûòî, ìíîæåñòâî U îòêðûòî â X . Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ClOx(U)
çàìêíóòî â õàóñäîð�îâîì ïðîñòðàíñòâå X (ñì. § 8). Ñëåäîâàòåëüíî, ClOx(U) =
Cl(U). Çíà÷èò, U - èñêîìàÿ îêðåñòíîñòü. �

12.7. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîð�îâî è ëîêàëü-

íî êîìïàêòíî, òî îòîáðàæåíèå )g( èç (12.2) íåïðåðûâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ òî÷êè (x0, y0) ∈ X×Y è îêðåñòíîñòèW òî÷-

êè )g((x0, y0) íàéä¼ì îêðåñòíîñòü V òî÷êè y0 ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì

Cl(V ), ñîäåðæàùèìñÿ â

(
g(x0)

)−1
(W ) (ñì. Ïðåäëîæåíèå 12.6). Â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ g, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè

x0, ÷òî g(U) ⊂
[
Cl(U),W

]
. Òîãäà U × W - îêðåñòíîñòü òî÷êè (x0, y0),
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îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì )g((U × V ) ⊂ W ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (12.2) è

ñâîéñòâó g(U) ⊂
[
Cl(V ),W

]
. �

12.8. Òåîðåìà. Îòîáðàæåíèå

F : C(X × Y, Z) → C
(
X,C(Y, Z)

)
,

îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì F (f) = 〈f〉, íåïðåðûâíî äëÿ ëþáûõ X, Y, Z. Åñëè
æå Y õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B - êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà X è

Y ñîîòâåòñòâåííî, à U îòêðûòî â Z. Òîãäà íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

F âûòåêàåò èç ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî ðàâåíñòâà

F−1
(
[A, [B,U ]]

)
= [A×B,U ]. (12.6)

Ïóñòü òåïåðü Y õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî. Òîãäà èç Ïðåäëî-

æåíèÿ 12.7 âûòåêàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå g →)g( îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
G : C

(
X,C(Y, Z)

)
→ C(X × Y, Z).

Ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

G ◦ F = idC(X×Y,Z). (12.7)

Ïóñòü f ∈ C(X × Y, Z). Òîãäà
(G ◦ F )(f) =) 〈f〉 (= f.

Â ñàìîì äåëå, ) 〈f〉 ((x, y) = (12.2) = 〈f(x)〉 (y) = (12.1) = f(x, y). Èòàê,
(12.7) ïðîâåðåíî.

Äàëåå,

F ◦G = id
C

(
X,C(Y,Z)

). (12.9)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü g ∈ C
(
X,C(Y, Z)

)
. Òîãäà (F ◦G)(g) = 〈)g(〉. ×òîáû

óñòàíîâèòü (12.9), íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

〈)g(〉 = g. (12.10)

Èìååì

(
〈)g(〉 (x)

)
(y) = (12.1) =)g((x, y) =

(
g(x)

)
(y), îòêóäà (12.10) è

âûòåêàåò.

Èòàê, ðàâåíñòâà (12.7) è (12.9) ïîêàçûâàþò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ F
è G âçàèìíî îáðàòíû. Â ÷àñòíîñòè, G−1 = F . Âîçüì¼ì ïðåäáàçèñíîå

îòêðûòîå ìíîæåñòâî [A×B,U ] ⊂ C(X × Y, Z). Òîãäà G−1
(
[A×B,U ]

)
=

F
(
[A×B,U ]

)
= (12.6) =

[
A, [B,U ]

]
.

Òåì ñàìûì, íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ G äîêàçàíà. Òàêèì îáðà-

çîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî F è G ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè íåïðåðûâíû-

ìè îòîáðàæåíèÿìè. Çíà÷èò, êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.

�
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ËÅÊÖÈß 12. Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÉ



Ëåêöèÿ 13

�îìîòîïèÿ. �îìîòîïè÷åñêàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü. Ñòÿãèâàåìûå

ïðîñòðàíñòâà.

13.1. Îïðåäåëåíèå ãîìîòîïèè. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f :
X → Y è g : X → Y íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, (f ∼h g) åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Φ : X × I → Y , ÷òî Φ(x, 0) =
f(x), Φ(x, 1) = g(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ X . Âñÿêîå òàêîå îòîáðàæåíèå Φ
íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé, ñâÿçûâàþùåé f ñ g. Îíî íàçûâàåòñÿ òàêæå ãî-

ìîòîïèåé îòîáðàæåíèÿ f .
Èíîãäà îòîáðàæåíèå Φ çàìåíÿåòñÿ ñåìåéñòâîì îòîáðàæåíèé

ft : X → Y, t ∈ I, ft(x) = Φ(x, t) (13.1).

Ñåìåéñòâî {ft : X → Y, t ∈ T} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îîòáðàæåíèå

F : I → C(X, Y ) (13.2).

13.2. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè îòîáðàæåíèå Φ : X × I → Y íåïðåðûâíî,

òî íåïðåðûâíî è îòîáðàæåíèå F : I → C(X, Y ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåïðåðûâíîñòè Φ âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü

îòîáðàæåíèÿ Φ′ : I ×X → Y , çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì

Φ′(t, x) = Φ(x, t) (13.3).

Ïî Ïðåäëîæåíèþ 12.5 íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå 〈Φ′〉 : I → C(X, Y ), îïðå-
äåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (12.1):

(〈Φ′〉(t))(x) = Φ′(t, x).
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ËÅÊÖÈß 13. �ÎÌÎÒÎÏÈß. �ÎÌÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÀß

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ. ÑÒß�ÈÂÀÅÌÛÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ.

Íî 〈Φ′〉 = F , òàê êàê

(〈Φ′〉(t))(x) = Φ′(t, x) = (13.3) = Φ(x, t) = (13.1) = ft(x) = (F (t))(x).
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî. �

13.3. Ïðåäëîæåííèå. Åñëè îòîáðàæåíèå F : I → C(X, Y ) íåïðå-
ðûâíî è ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîð�îâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî íåïðå-

ðûâíî îòîáðàæåíèå

Φ : X × I → Y, Φ(x, t) = ft(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 12.7 íåïðåðûâíî îòîá-

ðàæåíèå )F (: I ×X → Y , îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (12.2), ò.å.

()F ()(t, x) = (F (t))(x) = ft(x) = (13.1) = Φ(x, t). �

13.4. Òåîðåìà. Îòíîøåíèå ãîìîòîïíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå C(X, Y ) âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-

íèé èç X â Y .
Äîêàçàòåëüñòâî. �å�ëåêñèâíîñòü. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå îòîá-

ðàæåíèå f : X → Y ãîìîòîïíî ñàìîìó ñåáå. �àññìîòðèì ïîñòîÿííóþ

ãîìîòîïèþ îòîáðàæåíèÿ f , ò.å. òàêîå îòîáðàæåíèå Φf : X × I → Y , ÷òî
Φf (x, t) = f(x) äëÿ ëþáûõ x ∈ X, t ∈ I. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

Φf íåïðåðûâíî. Ïóñòü a = (x0, t0) ∈ X × I è b = Φf (a). Òîãäà ïî îïðå-

äåëåíèþ b = f(x0). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü Ob. Ïîñêîëüêó
îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ox0 ⊂ X, ÷òî

f(Ox0) ⊂ Ob. Ìû óòâåðæäàåò, ÷òî Φf (Ox0 × I) ⊂ Ob. Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü (x, t) ∈ Ox0 × I. Òîãäà Φf (x, t) = f(x) ∈ f(Ox0) ⊂ Ob ïî îïðåäå-

ëåíèþ îêðåñòíîñòè Ox0. Èòàê, íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Φf äîêàçàíà

è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ∼h ðå�ëåêñèâíî.

Ñèììåòðè÷íîñòü. Ïóñòü îòîáðàæåíèå Φ : X × I → Y - ãîìîòî-

ïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ îòîáðàæåíèÿ f è g. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå Γ :
X × I → Y , îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé Γ(x, t) = Φ(x, 1− t). Ýòî îòîáðàæå-
íèå,î÷åâèäíî, íåïðåðûâíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé, ñâÿçûâàþùåé îòîáðà-

æåíèå g è f . Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ∼h ñèììåòðè÷íî.

Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü äàíû îòîáðàæåíèÿ fi : X → Y, i = 1, 2, 3.
Ïðè ýòîì, f1 ãîìîòîïíî f2, à f2 ãîìîòîïíî f3. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî f1
ãîìîòîïíî f3. Ïóñòü ãîìîòîïèÿ Φ1 ñâÿçûâàåò f1 ñ f2, à ãîìîòîïèÿ Φ2

ñâÿçûâàåò f2 ñ f3. Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ Φ : X × I → Y ñëåäóþùèì

îáðàçîì: {
Φ(x, t) = F1(x, 2t) ïðè t 6 1

2
;

Φ(x, t) = F2(x, 2t− 1) ïðè t > 1
2
.

Èìååì Φ
(
x, 1

2

)
= F1(x, 1) = f2(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû Φ

(
x, 1

2

)
= F2(x, 0) =

f2(x). Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå Φ îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Îíî íåïðåðûâíî,
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áóäó÷è íåïðåðûâíûì íà çàìêíóòûõ ñëàãàåìûõ X ×
[
0, 1

2

]
è X ×

[
1
2
, 1
]
.

Íàêîíåö, Φ(x, 0) = F1(x, 0) = f1(x, 0) Φ(x, 1) = F2(x, 1) = f3(x). Òàêèì
îáðàçîì, ãîìîòîïèÿ Φ ñâÿçûâàåò f1 ñ f3. �

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé íàçûâàþòñÿ ãî-

ìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè. Â äàëüíåéøåì ìû âìåñòî ∼h áóäåì ïèñàòü

∼.
13.5. Ïðèìåð. Âñå îòîáðàæåíèÿ X → I ãîìîìîòîïíû ìåæäó ñî-

áîé. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f0, f1 : X → I - äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ.

�àññìîòðèì ãîìîòîïèþ Φ : X × I → I, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Φ(x, t) = (1− t)f0(x) + tf1(x). (13.4)

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå èç (13.4) ñîåäèíÿåò f0 ñ f1. Äîêàæåì, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå Φ íåïðåðûâíî. Ïóñòü Φ(x0, t0) = a ∈ I. Âîçüì¼ì ε > 0 è íàéä¼ì

òàêóþ îêðåñòíîñòü Ox0 ⊂ X è òàêîå δ > 0, ÷òî

F
(
Ox0 × (t0 − δ, t0 + δ)

)
⊂ (a− ε, a+ ε). (13.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

fi(x0) = ai, i = 0, 1. (13.6)

Òîãäà èç (13.4) ïîëó÷àåì

a = Φ(x0, t0) = (1− t0)a0 + t0a1. (13.7)

Èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé f0 è f1 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé

îêðåñòíîñòè Ox0 ⊂ X , ÷òî äëÿ x ∈ Ox0 èìååì

fi(x) ⊂
(
−ε
2
+ ai,

ε

2
+ ai

)
, i = 1, 2, (13.8)

Òîãäà |F (x, t) − a| = (13.4) = |(1 − t)f0(x) + tf1(x) − a| = (13.7) = |(1 −
t)f0(x)+ tf1(x)− (1− t0)a0− t0a1| = |(1− t)f0(x)+ tf1(x)− (1− t)a0− ta1+
(t− t0)a0+(t− t0)a1| 6 (1− t)|f0(x)−a0|+ t|f1(x)−a1|+ |t− t0|(a0+a1) 6
(13.8) 6 (1− t) ε

2
+ t ε

2
+ |t− t0|2 = ε

2
+ 2δ. Ïîýòîìó ïðè δ < ε

4
ïîëó÷àåì

F (Ox0 × (t0 − δ, t0 + δ)) ⊂ (a− ε, a+ ε).
Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ (13.4) äîêàçàíà. �

13.6. Îïðåäåëåíèå. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ãîìîòîïíûõ îòîá-

ðàæåíèé íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè. Ìíîæåñòâî ãîìîòîïè-

÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé X → Y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç π(X, Y ). �îìî-
òîïè÷åñêèé êëàññ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [f ].
À âîîáùå, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà π(X, Y ) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ãðå÷åñêèìè

áóêâàìè α, β è ò.ä. Îòîáðàæåíèå f , äëÿ êîòîðîãî α = [f ] èëè f ∈ α, íàçû-
âàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà α â C(X, Y ). Êàê ïðàâèëî ïðåäñòàâèòåëü
îïðåäåë¼í íåîäíîçíà÷íî.
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13.7. Ïðèìåðû. 1. π(X, I) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

2. �àññóæäåíèÿ èç Ïðèìåðà 13.5 ïîêàçûâàþò, ÷òî π(X, V ) ñîñòîèò
èç îäíîé òî÷êè äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ïîäìíîæåñòâà Rn

, â ÷àñòíîñòè

π(X,Rn) = ∗, ãäå ∗ - ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè.

3. Ìíîæåñòâî π(∗, Y ) åñòü ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíî-

ñòè ïðîñòðàíñòâà Y .
13.7. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X, Y1, Y2 - ïðîñòðàíñòâà è h : Y1 → Y2 -

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Êëàññó α ∈ π(X, Y1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

êëàññ h∗(α) = [h ◦ f ] ∈ π(X, Y2), ãäå f - êàêîé-íèáóäü ïðåäñòàâèòåëü

êëàññà α, ò.å. [f ] = α. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå h∗ : π(X, Y1) →
π(X, Y2).

13.8. Ëåììà. Îòîáðàæåíèå h∗ îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ò.å. êëàññ
h∗(α) = [h ◦ f ] íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ f ∈ α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f0, f1 ∈ α. Ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ Φ : X×
I → Y1, ñîåäèíÿþùàÿ f0 ñ f1. �àññìîòðèì êîìïîçèöèþ G = h ◦ Φ :
X× I → Y2. Îòîáðàæåíèå G íåïðåðûâíî è G(x, 0) = h

(
F (x, 0)

)
= hf0(x),

à G(x, 1) = hF (x, 1) = hf1(x). Ñëåäîâàòåëüíî, G ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé,

ñîåäèíÿþùåé h ◦ f0 è h ◦ f1. Òàêèì îáðàçîì [h ◦ f0] = [h ◦ f1]. �

13.9. Òåîðåìà. Ïóñòü äàíû ïðîñòðàíñòâà X, Y1, Y2, Y3 è íåïðå-

ðûâíûå îòîáðàæåíèÿ g : Y1 → Y2, h : Y2 → Y3. Òîãäà ñëåäóþùàÿ äèà-

ãðàììà

π(X, Y1)
g∗

//

(h◦g)∗ &&M
M

M

M

M

M

M

M

M

M

π(X, Y2)

h∗

��

π(X, Y3).

(13.9)

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = [f ] ∈ π(X, Y1). Òîãäà ñîãëàñíî Îïðå-

äåëåíèþ 13.7 èìååì

(h ◦ g)∗(α) =
[
(h ◦ g) ◦ f

]
,

g∗(α) = [g ◦ f ], h∗
(
g∗(α)

)
=

[
h ◦ (g ◦ f)

]
.

�àâåíñòâî (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Èç òåîðåìû 13.9 âûòåêàåò, ÷òî

(
hk ◦ . . . ◦ h1

)
∗
= (hk)∗ ◦ . . . ◦ (h1)∗ (13.10)

äëÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé hi : Yi → Yi+1.

13.10. Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâà X1 è X2 íàçûâàþòñÿ ãîìî-

òîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè (X1 ∼ X2), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðå-

ðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : X1 → X2, g : X2 → X1, ÷òî êîìïîçèöèè

g ◦ f : X1 → X1, f ◦ g : X2 → X2 ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì îòîá-

ðàæåíèÿì X1 → X1, X2 → X2.
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Îòîáðàæåíèÿ f è g íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè âçàèìíî îáðàòíû-

ìè ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

13.11. Çàìå÷àíèå. Åñëè îòîáðàæåíèÿ g ◦ f è f ◦ g íå ïðîñòî ãî-

ìîòîïíû òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèÿì, íî è ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè, òî f
è g - âçàèìíî îáðàòíûå ãîìåîìîð�èçìû. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ãî-

ìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îòíîøåíèÿ ãîìåî-

ìîð�íîñòè.

13.12. Òåîðåìà. Îòíîøåíèå ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà êëàññå Òîð âñåõ òîïîëîãè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ òîëüêî òðàí-

çèòèâíîñòü. Ïóñòü X1 ∼ X2 è X2 ∼ X3. Ñóùåñòâóþò òàêèå îòîáðàæåíèÿ

f1 : X1 → X2, g1 : X2 → X1, f2 : X2 → X3, g2 : X3 → X2, ÷òî

g1 ◦ f1 ∼ idX1
, f1 ◦ g1 ∼ idX2

; (13.11)

g2 ◦ f2 ∼ idX2
, f2 ◦ g2 ∼ idX3

. (13.12)

Ïîëîæèì

f = f2 ◦ f1, g = g1 ◦ g2.
Òîãäà g◦f = g1◦g2◦f2◦f1 = g1◦(g2◦f2)◦f1 ∼

(
(13.10) è (13.12)

)
∼

g1◦ idX2
◦f1 = g1◦f1 ∼ (13.11) ∼ idX1

. Òàêèì æå îáðàçîì ïîêàçûâàåì, ÷òî

f ◦ g ∼ idX3
. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïè÷åñêè âçàèìíî îáðàòíû

è X1 ∼ X3. �

13.13. Êëàññ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâà-

åòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì òèïîì.

ÏðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì, åñëè òîæäåñòâåííîå îòîá-

ðàæåíèå idX : X → X ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ constx0
:

X → X , ïåðåâîäÿùåìó âñå X â òî÷êó x0 ∈ X.

13.14. Óïðàæíåíèÿ. 1. Ïðîñòðàíñòâî ñòÿãèâàåìî òîãäà è òîëüêî

òîãäà êîãäà îíî èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï òî÷êè.

2. Êîíóñ íàä ëþáûì ïðîñòðàíñòâîì ñòÿãèâàåì.

3. Öèëèíäð îòîáðàæåíèÿ X → Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ïðî-

ñòðàíñòâó Y .
13.15. Çàìå÷àíèå. �îìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîñòðàíñòâà

íå îáÿçàíû áûòü ãîìåîìîð�íûìè.

Ïðèìåðû. 1. Øàðû Bn
èìåþò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï òî÷êè, íî Bn1

íå ãîìåîìîð�íî Bn2
ïðè n1 6= n2. Íàïðèìåð, n1 = 0, n2 > 0.

2. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê I íå ãîìåîìîð�åí êðóãó B2
.

3. Äèñê Dn, n > 0, èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï òî÷êè, íî Dn
íå

ãîìåîìîð�íî Bn
, ïîñêîëüêó øàð Bn

êîìïàêòåí, à äèñê Dn
- íåò.
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�èñ. 13.1:

4. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü S1
è êîëüöî K èìåþò îäèíàêîâûé

ãîìîòîïè÷åñêèé òèï, íî íå ãîìåîìîð�íû (ñì. �èñ. 13.1).



Ëåêöèÿ 14

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

14.1. Ïðîñòðàíñòâà ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Â òîïîëîãèè ÷à-

ñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé, ò.å.

ñ÷èòàòü, ÷òî âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ âûäåëåíû îòìå÷åííûå òî÷êè è âñå

îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäÿò îòìå÷åííûå òî÷êè â îòìå÷åííûå. Îäèíàêîâûå

ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçíûìè îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè ïðî-

ñòðàíñòâàìè. Êëàññ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êà-

ìè è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Topb (b -
ýòî

”
base-point“ - îòìå÷åííàÿ òî÷êà).

14.2.Îïåðàöèè íàä ïðîñòðàíñòâàìè ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé.

Ïåðåõîä ê ïðîñòðàíñòâàì ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé â òîé èëè èíîé ñòåïå-

íè ñêàçûâàåòñÿ íà ðàññìîòðåííûõ âûøå òîïîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ. Äëÿ

íåêîòîðûõ èç íèõ èçìåíåíèå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ïðîñòðàíñòâî - ðåçóëü-

òàò îïåðàöèè - íàäåëÿåòñÿ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Íàïðèìåð, â ïðîèçâåäåíèè

X × Y îòìå÷àåòñÿ òî÷êà (x0, y0), ãäå x0, y0 - îòìå÷åííûå òî÷êè ñîìíîæè-

òåëåé.

Íåêîòîðûå îïåðàöèè ìîäè�èöèðóþòñÿ áîëåå ñåðü¼çíûì îáðàçîì.

Òàê, â êîíóñå Con(X) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé òî÷êè îáðàçóþ-

ùåé, ñîîòâåòñòâóþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ïðè ýòîì, èíîãäà îáû÷íûé

êîíóñ Con(X) íå ãîìåîìîð�åí êîíóñó Conb(X) ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Íà-
ïðèìåð, åñëè X ñîñòîèò èç òð¼õ òî÷åê (X = 3), òî Con(X) - ýòî òðèîä,

à Conb(X) ãîìåîìîð�íî îòðåçêó. Íî îáà ýòè ïðîñòðàíñòâà èìåþò îäèí

ãîìîòîïè÷åñêèé òèï - òèï òî÷êè.

14.3. Áóêåò ïðîñòðàíñòâ X è Y ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè x0 è

y0, ïîëó÷àåòñÿ èç ñóììû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïîñðåäñòâîì îòîæäåñòâëåíèÿ

èõ îòìå÷åííûõ òî÷åê. Ýòà îïåðàöèÿ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñêëåèâàíèÿ

ïðîñòðàíñòâ (ñì. § 7). Áóêåò ïðîñòðàíñòâX è Y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçX∨Y .
Íàïðèìåð, áóêåò äâóõ îêðóæíîñòåé -

”
âîñüì¼ðêà“ (ñì. �èñ. 14.1).

14.4. Óïðàæíåíèå. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà òîïîëîãè÷åñêèé òèï
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�èñ. 14.1:

áóêåòà X ∨ Y çàâèñèò îò âûáîðà îòìå÷åííûõ òî÷åê.

14.5. Ñâÿçàííûå ãîìîòîïèè. Ïóñòü A - ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà X . �îìîòîïèÿ F : X × I → Y íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé íà A, èëè A-
ãîìîòîïèåé, åñëè F (x, t) = F (x, 0) ïðè x ∈ A, t ∈ I. Äâà îòîáðàæåíèÿ,
êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü A-ãîìîòîïèåé íàçûâàþòñÿ A-ãîìîòîïíûìè.

Êàê è îáû÷íàÿ ãîìîòîïíîñòü, A-ãîìîòîïíîñòü ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòüþ. Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì èìåòü äåëî ëèøü ñ îäíîòî÷å÷íûìè è

äâóõòî÷å÷íûìè A. Ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïðî-

ñòðàíñòâ X ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé â ïðîñòðàíñòâî Y ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê ÷åðåç π(X, Y ), òàê è ÷åðåç πb(X, Y ).

14.6. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà π1(X, x0). �àññìàòðèâàþòñÿ ïåò-

ëè ïðîñòðàíñòâà X , ò.å. òàêèå îòîáðàæåíèÿ ϕ, ÷òî ϕ(0) = ϕ(1) = x0, ãäå
x0 - îòìå÷åííàÿ òî÷êà. Ïåòëè ϕ0 è ϕ1 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ F : I×I → X , ñâÿçàííàÿ íà A = {0, 1} ⊂ I, òàêàÿ,
÷òî F (x, 0) = ϕ0(x), F (x, 1) = ϕ1(x).

Ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïåòåëü ϕ : I → (X, x0) îáîçíà-
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÷àåòñÿ ÷åðåç π1(X, x0).
Ïåòëÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îòîáðàæåíèå ϕ : I → X ñ óñëîâèåì

ϕ(0) = ϕ(1) = x0, ðàâíîñèëüíà îòîáðàæåíèþ ϕ̂ : S1 → X , ïåðåâîäÿùåìó

òî÷êó 0 = {2πn : n ∈ Z} â îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 ∈ X . Ïðè ýòîì, ìû îòîæ-

äåñòâëÿåì òî÷êó ϕ(t) ñ òî÷êîé ϕ̂(2πt). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî π1(X, x0) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ πb(S

1, X, x0) ñ
�èêñèðîâàííîé îòìå÷åííîé òî÷êîé 0 ∈ S1

.

14.7. Óìíîæåíèå â π1(X, x0). Ïðîèçâåäåíèå ϕψ ïåòåëü ϕ è ψ - ýòî

ïåòëÿ χ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ(s) =

{
ϕ(2s) ïðè 0 6 s 6 1

2
;

ψ(2s− 1) ïðè

1
2
6 s 6 1.

(14.1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåòåëü - ýòî ïåòëÿ, ñîñòàâëåííàÿ

èç ýòèõ äâóõ ïåòåëü, êîòîðûå ïðîõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ýòî óìíîæåíèå ïîðîæäàåò óìíîæåíèå è â ìíîæåñòâå π1(X, x0) :

[ϕ] · [ψ] = [ϕψ]. (14.2)

Íàäî ïðîâåðèòü òîëüêî, ÷òî ðàâåíñòâî (14.2) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåä-

ñòàâèòåëåé â ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññàõ [ϕ] è [ψ].
14.8. Ëåììà. Åñëè ϕ0 ∼ ϕ1 è ψ0 ∼ ψ1, òî ϕ0ψ0 ∼ ϕ1ψ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F : S1 × I → X - ñâÿçàííàÿ ãîìîòîïèÿ,

ñîåäèíÿþùàÿ ϕ0 è ϕ1, à G : S1× I → X - ñâÿçàííàÿ ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿ-

þùàÿ ψ0 è ψ1. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îêðóæíîñòü S1

èìååò äëèíó 1 è îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ �àêòîðïðîñòðàíñòâîì [0, 1]/{0, 1}.
Ïóñòü

F (s, t) = ϕt(s), G(s, t) = ψt(s). (14.3)

Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ Φ : S × I → X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ(s, t) =

{
ψ0(s) · ϕ2t(s) : 0 6 t 6 1

2
;

ψ2t−1(s) · ϕ1(s) : 1
2
6 t 6 1.

(14.4)

ßñíî, ÷òî ýòà ãîìîòîïèÿ ñîåäèíÿåò ψ0ϕ0 ñ ψ1ϕ1. Íàäî ïðîâåðèòü òîëü-

êî å¼ íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü 0 6 t 6 1
2
è (s0, t0) ∈ [0, 1] × [0, 1/2]. Ïî

îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ ïåòåëü èìååì

ψ0(s)ϕ2t(s) =

{
ϕ2t(2s) : 0 6 s 6 1

2
;

ψ0(2t− 1) : 1
2
6 s 6 1.

(14.5)

Åñëè s0 6
1
2
, òî íåïðåðûâíîñòü Φ â òî÷êå (s0, t0) âûòåêàåò èç íåïðåðûâ-

íîñòè F . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåïðåðûâíîñòü G âëå÷¼ò íåïðåðûâíîñòü
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Φ ïðè s > 1
2
. Ïóñòü òåïåðü s0 = 1

2
è x0 = Φ(1/2, t0). Èç (14.5) è íåïðå-

ðûâíîñòè F âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ îêðåñòíîñòåé Os0 ⊂ S1
è

Ot0 ⊂ [0, 1/2], ÷òî

ϕ2t(2s) ∈ Ox0 ïðè (s, t) ∈ Os0 × Ot0. (14.6)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ψ0 íàõîäèì òàêóþ îêðåñòíîñòü O1s0, ÷òî ψ(O1s0) ⊂
Ox0. Òîãäà èç (14.4) è (14.5) âûòåêàåò, ÷òî

Φ
(
(Os0 ∩ O1s0)× Ot0

)
⊂ Ox0.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ ïðè t 6 1/2 äîêàçà-
íà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü Φ ïðè t > 1/2.
�

Èòàê, �îðìóëà (14.1) âìåñòå ñ Ëåììîé 14.8 îïðåäåëÿåò óìíîæåíèå

â ìíîæåñòâå π1(X, x0), óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó (14.2).

14.9. �ðóïïà π1(X, x0). 1. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ const : S1 → {x0} ∈ X
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

const ◦ ϕ = ϕ, ϕ ◦ const = ϕ

äëÿ ëþáîé ïåòëè ϕ : S1 → (X, x0). Ïîýòîìó èç (14.2) âûòåêàåò, ÷òî ãîìî-
òîïè÷åñêèé êëàññ [Const] ÿâëÿåòñÿ ëåâîé è ïðàâîé åäèíèöåé â ìíîæåñòâå

π1(X, x0).
2. Îáðàòíûì ê ýëåìåíòó [ϕ] ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò [ϕ−1], ãäå ïåòëÿ ϕ−1

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ−1(t) = ϕ(1− t).
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåâîäÿ òî÷êó (s, t) ∈ S1 × I, ãäå äëèíà S1

ðàâíà 1, â

òî÷êó 



ϕ(2s), åñëè 0 6 s 6 1−t
2
,

ϕ(1− t), åñëè

1−t
2

6 s 6 1+t
2
,

ϕ(2− 2s), åñëè

1+t
2

6 s 6 1,

ïîëó÷àåì ãîìîòîïèþ, ñâÿçûâàþùóþ ïåòëþ ϕϕ−1
ñ ïîñòîÿííîé ïåòë¼é

const.
3. Íàêîíåö, óìíîæåíèå â π1(X, x0) àññîöèàòèâíî. Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü ϕ, ψ, χ ∈ π1(X, x0). Òîãäà, ïåðåâîäÿ òî÷êó (s, t) ∈ S1 × I â òî÷êó





ϕ
(

4s
t+1

)
, åñëè 0 6 s 6 t+1

4
,

ψ(4s− t− 1), åñëè

t+1
4

6 s 6 t+2
4
,

χ
(
4s−t−2
2−t

)
, åñëè

t+2
4

6 s 6 1,

ïîëó÷àåì ãîìîòîïèþ, ñîåäèíÿþùóþ ïåòëþ (ϕψ)χ ñ ïåòë¼é ϕ(ψχ).
Çàâèñèìîñòü îò îòìå÷åííîé òî÷êè
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14.10. Òåîðåìà. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî ãðóïïû

π1(X, x0) è π1(X, x1) èçîìîð�íû äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0, x1 ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó X ëèíåéíî ñâÿçíî, ñóùåñòâóåò ïóòü

α : I → X , äëÿ êîòîðîãî α(0) = x0, α(1) = x1. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ

òîæäåñòâåííûé ïóòü, îáðàòíûé ïóòü è âåðåí çàêîí àññîöèàòèâíîñòè äëÿ

ïåðåìíîæåíèÿ ïóòåé. Ïîëîæèì

α#[ϕ] =
[
(αϕ)α−1

]
. (14.7)

Ìîæíî ïåðåìíîæàòü íå òîëüêî ïåòëè, íî è ïóòè, ëèøü áû òîëüêî âòî-

ðîé ïóòü íà÷èíàëñÿ òàì ãäå êîí÷àåòñÿ ïåðâûé. Ïóòü α îïðåäåëÿåò îòîá-

ðàæåíèå α′ : Ωx0
(X) → Ωx1

(X), ãäå Ωx(X) - ìíîæåñòâî âñåõ ïåòåëü,

íà÷èíàþùèõñÿ è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â òî÷êå x, ïî ñëåäóþùåìó ïðàâè-

ëó α′(ϕ) = αϕα−1
. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, êàê è

â ðàâåíñòâå (14.7), ïóòè α, ϕ è α−1
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îòîáðàæåíèÿ.

Ïîýòîìó èõ êîìïîçèöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Ïåòëÿ α′(ϕ) íà÷èíà-
åòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå x1. Òàê æå, êàê Ëåììà 14.8, äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïðè çàìåíå ïóòè α â (14.7) ãîìîòîïíûì ïóò¼ì β (ïîäðàçóìåâàþòñÿ

ãîìîòîïèè ñ çàêðåïë¼ííûìè êîíöàìè) ðàâåíñòâî (14.7) îñòà¼òñÿ âåðíûì,

ò.å. β#(ϕ) = α#(ϕ). Ïîýòîìó îíî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

α# : π1(X, x0) → π1(X, x1).
�àâåíñòâî

α−1
# [ψ] = [α−1ψα] (14.8)

îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

α−1
# : π1(X, x1) → π1(X, x0),

ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ α#. Â ñàìîì äåëå,

α−1
#

(
α#[ϕ]

)
= α−1

#

[
(αϕ)α−1

]
=

[
α−1(αϕ)α−1α

]
= [ϕ],

ïîñêîëüêó ïóòü α−1α ãîìîòîïåí ïîñòîÿííîìó ïóòè. Àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîìïîçèöèÿ α#α
−1
# ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîá-

ðàæåíèåì ãðóïïû π1(X, x1).
Ïîêàæåì, ÷òî α# - ãîìîìîð�èçì. Âîçüì¼ì ýëåìåíòû [ϕ1], [ϕ2] ∈

π1(X, x0). Òîãäà
α#

(
[ϕ1]·[ϕ2]

)
= (14.2) = α#[ϕ1ϕ2] = [αϕ1ϕ2α

−1] = [αϕ1α
−1·αϕ2α

−1] =
(14.2) = [αϕ1α

−1] · [αϕ2α
−1] = α#[ϕ1] · α#[ϕ2].

Äëÿ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ex0
= [ϕ0], ãäå ϕ0 - ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ,

èìååì α#(ex0
) = [αϕ0α

−1] = [αα−1] = ex1
, ïîñêîëüêó ïóòü αα−1

ãîìîòîïåí

ïîñòîÿííîìó ïóòè â òî÷êå x1.
Èòàê, α# - ãîìîìîð�èçì, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ îáðàòíîå îòîáðà-

æåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, α# - èçîìîð�èçì. �

14.11. Çàìå÷àíèå. Èç Òåîðåìû 14.10 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëèíåéíî

ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X ãðóïïû π1(X, x0) â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ x0 ∈
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X èçîìîð�íû ìåæäó ñîáîé è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíà ãðóïïà

π1(X), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ëèíåéíî ñâÿçíîãî

ïðîñòðàíñòâà X .

14.12. Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåò-

ñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâà òàêèå ïóòè α1 : I → X è α2 : I → X ,

÷òî α1(0) = α2(0) = x0, α1(1) = α2(1) = x1, ïðèíàäëåæàò îäíîìó ãîìî-

òîïè÷åñêîìó êëàññó ïóòåé ñ çàêðåïë¼ííûìè êîíöàìè.

14.13. Òåîðåìà.Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π1(X) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.ÏóñòüX îäíîñâÿçíî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé êëàññ

[ϕ] ∈ π1(X, x0) è åäèíè÷íûé êëàññ e = [ϕ0], ãäå ϕ0 - òîæäåñòâåííàÿ

ïåòëÿ â òî÷êå x0. �àññìîòðèì äâà ïóòè α1 = ϕ : I → (X, x0), α2 =
ϕ0I → (X, x0). Ýòè ïóòè èìåþò ñîâïàäàþùèå íà÷àëî è êîíåö: ϕ(0) =
ϕ(1) = ϕ0(0) = ϕ0(1) = x0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåòëÿ ϕ ãîìîòîïíà ïåòëå ϕ0;

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî [ϕ] = e. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè [ϕ] ïîëó÷àåì, ÷òî
π1(X, x0) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, π1(X) = 0.

Ïóñòü òåïåðü π1(X, x) = 0 â òî÷êå x ∈ X, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü

ïðîèçâîëüíîé â ñèëó Òåîðåìû 14.10. �àññìîòðèì äâà ïóòè α1 è α2 â X
ñ îáùèìè íà÷àëîì x0 è êîíöîì x1. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ïóòè ãîìîòîïíû

êàê îòîáðàæåíèÿ αi : I → X ñ çàêðåïë¼ííûìè êîíöàìè. Îáðàçóåì ïåòëþ

ϕ = α−1
2 ◦ α1 â òî÷êå x0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïóòåé (ìû

èõ, êàê è ðàíüøå, ðàññìàòðèâàåì êàê êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé) ñ ó÷¼òîì

ðàâåíñòâà α−1
2 (s) = α(1− s), ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ(t) =
(
α−1
2 · α1

)
(t) =

{
α1(2t), 0 6 t 6 1/2,
α2(2− 2t), 1/2 6 t 6 1.

Ïîëàãàÿ x = x0, èìååì π1(X, x0) = 0 ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåòëÿ

ϕ ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå ϕ0 â òî÷êå x0. �îìîòîïèþ ïðåäñòàâèì â

âèäå

Φ(t, τ) =

{
A1(2t, τ), 0 6 t 6 1/2,
A2(2− 2t, τ), 1/2 6 t 6 1,

ãäå A1(2t, τ), A2(2− 2t, τ) - ãîìîòîïèè ïóòåé α1, α2 â ïîñòîÿííûé ïóòü â

òî÷êå x0, à τ - ïàðàìåòð ãîìîòîïèè, 0 6 t 6 1, è Φ(t, 1) = ϕ(t), Φ(t, 0) =
ϕ0. Ôèêñèðóåì òî÷êè α1(s), α2(s), ãäå 0 6 s 6 1. Ýòèì òî÷êàì íà ïåòëå

ϕ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t = s/2 6 1/2 è t = 1 − s/2 >

1/2. Çàäàäèì ïóòü ψ(t) äâèæåíèåì òî÷êè α1(s) â òî÷êó α2(s) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ψs(τ) =

{
Φ(s/2, 1− 2τ), 0 6 τ 6 1/2,
Φ(1 − s/2, 2τ − 1), 1/2 6 τ 6 1.

(14.9)
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�åîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà α1(s) äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè,

çàäàâàåìîé ãîìîòîïèåé Φ(t, τ) â òî÷êó x0 è äàëåå - â òî÷êó α2(s). Ïî-
ñêîëüêó âûáîð s ∈ [0, 1] ïðîèçâîëåí, �îðìóëà (14.9) çàäà¼ò ãîìîòîïèþ

ïóòè α1 â α2. Ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ψ - íåïðåðûâíàÿ ãîìîòîïèÿ, è ïóòè α1 è α2 ïðèíàäëåæàò

îäíîìó ãîìîòîïè÷åñêîìó êëàññó çàêðåïë¼ííûõ ïóòåé. �
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Ëåêöèÿ 15

Âû÷èñëåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ

ãðóïï

15.1. Òåîðåìà. �ðóïïà π1(S
1) èçîìîð�íà ãðóïïå Z öåëûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè S1
ìû îáû÷íûì îá-

ðàçîì ñîïîñòàâèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî, îïðåäåë¼ííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ñëà-

ãàåìîãî 2πk. Îòìå÷åííîé òî÷êîé ñ÷èòàåì 0. Ïåòëÿ f : I → S1
ïðåâðàùà-

åòñÿ â ìíîãîçíà÷íóþ �óíêöèþ íà îòðåçêå I, çíà÷åíèå êîòîðîé â êàæäîé

òî÷êå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî 2πk è f(0) = f(1) = {2πk :
k ∈ Z}.

Ó ýòîé ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ îäíîçíà÷íàÿ

âåòâü - íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå I, çíà÷åíèå êîòîðîé â êàæäîé

òî÷êå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé â ýòîé òî÷êå �óíêöèè f . Òàêàÿ
îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f#

áóäåò îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, åñëè íàëîæèòü

íà íå¼ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå f#(0) = 0. Ïðèâåä¼ì äåòàëè ïîñòðîå-

íèÿ �óíêöèè f#
. �àçîáü¼ì îòðåçîê I íà n îòðåçêîâ Ik =

[
k
n
, k+1

n

]
, k =

0, . . . , n−1. Âûáåðåì n òàê, ÷òîáû íèêàêîå ìíîæåñòâî f(Ik) íå ïîêðûâàëî
âñþ îêðóæíîñòü S1

. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìû ïîëàãàåì f#(0) = 0.
Ïðè x ∈ I0 ìû áåð¼ì â êà÷åñòâå f#(x) òî èç çíà÷åíèé �óíêöèè f â òî÷êå

x, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò 0 ìåíüøå, ÷åì íà 2π. Òàêîé âûáîð îäíîçíà÷åí.

Äàëåå, ïðè x ∈ I1 áåð¼ì â êà÷åñòâå f#(x) òî èç çíà÷åíèé �óíêöèè f ,
êîòîðîå ìåíüøå, ÷åì íà 2π, îòëè÷àåòñÿ îò f#(1/n). È ò.ä. (ñì. �èñ. 15.1).

Âûäåëèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà �óíêöèè f#
: å¼ çíà÷åíèå â òî÷êå 1

êðàòíî 2π è îíà íåïðåðûâíî çàâèñèò îò f â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè {ft} -

ãîìîòîïèÿ, òî {f#
t } - òàêæå ãîìîòîïèÿ. Çàìåòèì åù¼, ÷òî âñÿêàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ �óíêöèÿ F íà îòðåçêå I, òàêàÿ, ÷òî F (0) = 0 è F (1) êðàòíî 2π
ñëóæèò �óíêöèåé f#

äëÿ íåêîòîðîé ïåòëè f .
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 15.1 îñòàëîñü ñäåëàòü íåñêîëü-

êî ïðîñòûõ çàìå÷àíèé. Âî-ïåðâûõ, ÷èñëî k = f#(1)/2π íå ìåíÿåòñÿ ïðè

87



88 ËÅÊÖÈß 15. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ��ÓÏÏ

X

Y

O

8p

6p

4p

2p

1

�èñ. 15.1:

ãîìîòîïèè, ïîñêîëüêó îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé f#(1) äèñêðåòíà.

Òàêèì îáðàçîì, ýòî ÷èñëî çàâèñèò îò ýëåìåíòà [f ] ãðóïïû π1(S
1). Âî-

âòîðûõ, âñÿêîå ÷èñëî k ∈ Z ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêèì îáðàçîì: äîñòà-

òî÷íî âçÿòü f = hk, ãäå h
#
k (x) = 2πkx (ñì. �èñ. 15.2)

X

Y

O

8p

6p

4p

2p

1

�èñ. 15.2:

Â-òðåòüèõ, åñëè f#
1 (1) = f#

2 (1), òî f1 ∼ f2: �óíêöèè f
#
1 è f#

2 ãîìîòîïíû â

êëàññå �óíêöèé ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè â 0 è 1. Òàê, �óíêöèè èçîáðà-

æ¼ííûå íà �èñ. 15.1 è �èñ. 15.2, ñîåäèíÿþòñÿ âåðòèêàëüíîé ãîìîòîïèåé:

ft(x) = (1− t)f#(x) + th#4 .
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Íàêîíåö, â-÷åòâ¼ðòûõ, ïðîèçâåäåíèå hkhl ïåòåëü hk è hl ãîìîòîïíî ïåò-

ëå hk+l, òàê êàê

(
hkhl

)#
(1) = h#k+l(1). Èòàê, ñòàâÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëó

k = f#(1)/2π ýëåìåíò [f ] ãðóïïû π1(S
1), ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå H : Z →

π1(S
1). Ñîãëàñíî âòîðîìó çàìå÷àíèþ îòîáðàæåíèå H ñþðúåêòèâíî. Ïî

òðåòüåìó çàìå÷àíèþ H èíúåêòèâíî. Â ñèëó ÷åòâ¼ðòîãî çàìå÷àíèÿ, îòîá-

ðàæåíèå H−1 : π1(S
1) → Z ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�
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