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2 Ïðîãðàììà â äåòàëÿõ

2.1 ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïóñòîãî ìíîæåñòâà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî ìíîæåñòâà.

2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n > 0 ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî An, ñîñòîÿùåå ðîâíî
èç n ýëåìåíòîâ, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ An, a

′ ∈ An ëèáî a ∈ a′,
ëèáî a′ ∈ a.

3. Ïîñòðîéòå òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C, ÷òî A ∈ B è B ∈ C, íî A 6∈ C.

2.1.1 Çàêîíû äå Ìîðãàíà

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

(A) A ∩A = A,

(B) A ∪A = A,

(C) A ∪ ∅ = A,

(D) A ∩ ∅ = ∅.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B âêëþ÷åíèå A ⊂ B âûïîë-
íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∩B = A èëè êîãäà A ∪B = B.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ B, òî A ∩B = A, è A ∪B = B.

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ X âêëþ÷åíèå A ⊂ B ýêâèâà-
ëåíòíî âêëþ÷åíèþ (X \B) ⊂ (X \A).

8. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå

A ∪B = (A \B) t (A ∩B) t (B \A).

9. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå

A ∩B = A \ (A \B).

10. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B óñëîâèå A ⊂ B ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ A \B = ∅.

11. Äîêàæèòå, ÷òî A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C).
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12. Äîêàæèòå, ÷òî (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B).

13. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∆B = (A \B) ∪ (B \A). Äîêàæèòå, ÷òî

(A∆B)∆C = A∆(B∆C).

2.1.2 Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

14. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A \ B è B \ A ðàâíîìîùíû, òî è ìíî-
æåñòâà A èB ðàâíîìîùíû.

15. Ïóñòü ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ðàâíà n. Êàêîâà ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà 2A âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ (âêëþ÷àÿ ñàìî ìíîæåñòâî A è
ïóñòîå ìíîæåñòâî)?

16. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X êîíå÷íî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíî íå ðàâíîìîùíî íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó.

17. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, à ìíîæåñòâî B � èç m
ýëåìåíòîâ. Åñëè A ⊂ B, òî n ≤ m.

18. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì ìíîæåñòâîì.

19. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

20. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ áåñêîíå÷íûõ
(òîæå ñ÷åòíûõ) ïîäìíîæåñòâ.

21. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ÷¼òíî.

22. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

23. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè è � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, òî èx îáúåäèíåíèå A ∪
� ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

24. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ åñòü
ìíîæåñòâî ñ÷åòíîå.

25. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà X è Y ñ÷åòíû, òî äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå X × Y òîæå ñ÷åòíî.

26. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

27. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
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28. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y ñþðúåêòèâíî, à ìíîæåñòâî
X ñ÷åòíî, òî Y íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

29. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y èíúåêòèâíî, à ìíîæåñòâî
Y ñ÷åòíî, òî X íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

30. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî, òî ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ â X òîæå ñ÷åòíî.

31. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

32. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, ò.å. ðàâíîìîùíî
îòðåçêó.

33. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à A � åãî ñ÷åòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî, òî #(X \A) = #(X).

34. Íà ïëîñêîñòè R2 ðàññûïàíû "êíîïêè"áåç ïåðåñå÷åíèé, ò.å. òàêèå ïîä-
ìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ òðåõ îòðåçêîâ
ñ îáùèì íà÷àëîì. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî òàêèõ "êíîïîê"íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî.

35. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

36. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

2.2 Ìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðè-

ìåðû ãîìåîìîðôíûõ è íåãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ

1. Ìîæåò ëè øàð áîëüøåãî ðàäèóñà ñîäåðæàòüñÿ â øàðå ìåíüøåãî ðàäè-
óñà?

2. Äîêàçàòü, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

3. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà îòðå-
çîê.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (X, ρ) ôóíêöèÿ fA : X−→R, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé fA(x) =
inf{ρ(x, a) : a ∈ A}, íåïðåðûâíà. Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ A
òàêàÿ, ÷òî fA(x) = ρ(x, a)?

5. Îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ f : X−→Y íàçûâàåòñÿ èçî-
ìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X âûïîëíåíî
óñëîâèå ρ(x, y) = ρ(f(x), f(y)). Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå èçîìåòðè÷åñêîå
âëîæåíèå íåïðåðûâíî.
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6. Îòîáðàæåíèå f ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâ X â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñæè-
ìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò α, 0 < α < 1, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê
x, y ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(f(x), f(y)) ≤ ρ(x, y). Äîêàçàòü, ÷òî
ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íåïðå-
ðûâíî.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] â ñåáÿ
èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

8. Äîêàçàòü, ÷òî Rn (ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé) íå èçîìåòðè÷íî Rm ïðè
n 6= m.

9. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîå ïðîñòðàíñòâî Rn (ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé)
ìîæåò áûòü èçîìåòðè÷íî âëîæåíî â l2.

10. Ëþáîå ëè êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷åñêè âëîæè-
ìî â Rn (ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé)? â l2?

11. Äëÿ âñÿêîé ëè èçîìåòðèè f ïðîñòðàíñòâàl2 ñóùåñòâóåò òî÷êà p òàêàÿ,
÷òî f(p) = p ?

12. Äîêàçàòü, ÷òî êàíòîðîâû ìíîæåñòâà, ïîëó÷àåìûå âûêèäûâàíèåì "èí-
òåðâàëîâ ðàçëè÷íîé äëèíû íå èçîìåòðè÷íû.

13. Ìîæåò ëè ïðîñòðàíñòâî Rn (ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé) áûòü èçîìåòðè÷-
íî ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó? À ïðîñòðàíñòâî l2?

1. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè äâå òî÷êè s = (xs, ys), q = (xq, yq). Îïðåäå-
ëèì ôóíêöèè:

(ρd): ρd(s, q) = 1, åñëè s 6= q, ρd(s, q) = 0, åñëè s = q;

(ρp): ρp(s, q) = (|xs − xq|p + |ys − yq|p)
1/p

, p > 1;

(ρ∞): ρ∞(s, q) = max|xs − xq|, |ys − yq|;
(ρj): ρj(s, q) = |ys − yq|, åñëè xs = xq, ρj(s, q) = |xs − xq| + |xs − xq|,

åñëè xs 6= xq.

Ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â ìíîæåñòâå C[0, 1] âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
[0, 1]−→R ñëåäóþùèå ôóíêöèè

(ρp): ρp(f, g) =

(
1∫
0

|f(x)− g(x)|pdx
)1/p

, p ≥ 1;

(ρ∞): ρ∞(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}

ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè.

3. Ïóñòü f : X−→R � ïðîèçâîëüíàÿ èíúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå
X. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ : X ×X−→R, ρ(x, y) = |f(x)− f(y)|,
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X.
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4. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
ρ1 è ρ2 : X ×X−→R+ çàäàííûå ôîðìóëàìè

ρ1(x, y) = min{1, ρ(x, y)}

è

ρ2(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)

ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè íà ìíîæåñòâå X. Ñðàâíèòü îòêðûòûå è çàìêíó-
òûå øàðû ìåòðèê ρ, ρ1 è ρ2.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ.

2. Ìîãóò ëè ðàçëè÷íûå òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå X èíäóöèðîâàòü îäèíà-
êîâûå òîïîëîãèè íà ïîäìíîæåñòâå A ⊂ X?

3. Ñðàâíèòü íà R åâêëèäîâó òîïîëîãèþ; òîïîëîãèþ, áàçîé êîòîðîé ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîæåñòâà {x ∈ R : a ≤ x < b}, ãäå a, b ∈ R (ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ);
è òîïîëîãèþ, çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ R è ìíîæå-
ñòâà êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé (òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî).

4. Äîêàçàòü:

• ClA = A ∪BdA;

• Int A = A \BdA;

• BdA = ClA \ Int A;
• X \BdA = Int A ∪ Int (X \A);

• A çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà BdA ⊂ A;
• A îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà BdA ∩A = ∅;
• Ad \A = BdA\A, ãäå Ad � ïðåäåëüíûå òî÷êè A (òî÷êà x ïîäìíî-
æåñòâà A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé, åñëè äëÿ åå ëþáîé îêðåñòíîñòè
Ox èìååì (Ox \ {x}) ∩A 6= ∅;

• A çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ad ⊂ A.

5. Âûÿñíèòü, ñïðàâåäëèâû ëè ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

• åñëè A ⊂ B, òî Int A ⊂ Int B(ClA ⊂ ClB);

• Int (A ∩B) = Int A ∩ Int B,
Cl(A ∩B) = ClA ∩ClB,

Bd(A ∩B) = BdA ∩BdB);

• Int (A ∪B) = Int A ∪ Int B,
Cl(A ∪B) = ClA ∪ClB,

Bd(A ∪B) = BdA ∪BdB);
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• ClA = Cl(ClA),

Int A = Int (Int A);

• Bd(X \A) = BdA,

Bd(ClA) ⊂ BdA,

Bd(Int A) ⊂ BdA;

• (A ∪B)d = Ad ∪Bd.

6. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è îòêðûòîãî øàðà â íåì
òàêèõ, ÷òî çàìûêàíèå øàðà íå ñîâïàäàåò ñ çàìêíóòûì øàðîì òîãî æå
ðàäèóñà.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X çàìêíó-
òî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäåë âñÿêîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òî÷åê èç ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò òàêæå ìíîæåñòâó A
(ò.å. òî÷êà x ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà A â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà inf{ρ(x, y) : y ∈ A} = 0).

8. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðóåìîãî ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî.

9. Äëÿ êàêèõ n ∈ N íà ïðÿìîé ìîæíî ïîñòðîèòü n îòêðûòûõ ìíîæåñòâ,
èìåþùèõ îäíó è òó æå ãðàíèöó.

1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V , ïîëó÷åííîå èç ñ÷åòíîãî äèçúþíêòíîãî îáú-
åäèíåíèÿ îòðåçêîâ [0, 1] îòîæäåñòâëåíèåì âñåõ èõ íà÷àëüíûõ òî÷åê.
Èíà÷å ãîâîðÿ, V åñòü ôàêòîðìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N × [0, 1] ïî ñëå-
äóþùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: (k, x) ∼ (l, y), åñëè è òîëüêî
åñëè (k, x) = (l, y) èëè x = y = 0. Íà ìíîæåñòâå V ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùèå òîïîëîãèè:

• T 1 � ôàêòîðòîïîëîãèÿ, íà êàæäîì ýêçåìïëÿðå îòðåçêà òîïîëî-
ãèÿ ñòàíäàðòíàÿ;

• T 2 � èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ ïðè ñëåäóþùåì âëîæåíèè â áåñ-
êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]× . . . :

(k, x) 7→ 0× 0× · · · × 0︸ ︷︷ ︸
k−1

×x× 0× 0× . . . ;

• T 3 � èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ ïðè ñëåäóþùåì âëîæåíèè â R2

:

(k, x) 7→
(
xcos

2π

k
, xsin

2π

k

)
;

• T 4 � èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ ïðè ñëåäóþùåì âëîæåíèè â R2:

(k, x) 7→
(
xcos

π

k
, xsin

π

k

)
;
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• T 5 � èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ ïðè ñëåäóþùåì âëîæåíèè â R2:

(k, x) 7→
(
x

k
cos

2π

k
,
x

k
sin

2π

k

)
;

• T 6 � èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ ïðè ñëåäóþùåì âëîæåíèè â R2:

(k, x) 7→
(x
k
cos

π

k
,
x

k
sin

π

k

)
;

• T 7 � ìåòðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ äëÿ ìåòðèêè

ρ ((k, x), (l, y)) =

{
|x− y|, åñëè k = l,
x+ y, åñëè k 6= l;

Äëÿ êàæäîé ïàðû òîïîëîãèé èç ýòîãî ñïèñêà âûÿñíèòü, êàêîé èç ñëó-
÷àåâ èìååò ìåñòî: (à) òîïîëîãèè ñîâïàäàþò; (á) îäíà èç òîïîëîãèé
ñèëüíåå (êàêàÿ?); (â) òîïîëîãèè íåñðàâíèìû.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ T 1 èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåìåòðèçóåìà, ò.å.
íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèåé íè äëÿ êàêîé ìåòðèêè íà V .

3. Ïóñòü (X, ρX) è (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî
êàæäàÿ èç ôóíêöèé

ρs ((x1, y1), (x2, y2)) = s
√
ρX(x1, x2)s + ρY (y1, y2)s

ïðè s ≥ 1 è

ρ∞ ((x1, y1), (x2, y2)) = max (ρX(x1, x2), ρY (y1, y2))

çàäàåò ìåòðèêó íà X × Y , ìåòðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ êîòîðîé ñîâïàäàåò
ñ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ.

4. Äîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ [0, 1] × [0, 1] ×
[0, 1]×. . . ñîâïàäàåò ñ ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèåé äëÿ ìåòðèêè, â êîòîðîé
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè x = (x1, x2, . . . ) è y = (y1, y2, . . . ) çà-
äàåòñÿ ôîðìóëîé

ρs(x, y) =

( ∞∑
i=1

|xi − yi|s

i2

)1/s

,

ãäå s ≥ 1. Âåðíî ëè òî æå ñàìîå äëÿ ìåòðèêè

ρ∞(x, y) = sup
i
|xi − yi|?
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Äûííèêîâ

Ôåäîð÷óê

Êîçëîâ

Ïàñûíêîâ

2.2.1 Ïðèìåðû ãîìåîìîðôíûõ è íåãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Îòðåçêè âåùåñòâåííûõ ÷èñëå [a, b] ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë a < b.

2. Èíòåðâàëû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (a, b) ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë a < b.

3. Ïîëóèíòåðâàëû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (a, b] è [a, b) ãîìåîìîðôíû äðóã
äðóãó äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë a < b.

4. Îòêðûòûé äèñê
◦
Dn â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ãîìåîìîðôåí Rn.

5. Îòêðûòûé êóá
◦
In=

∏n
1 (0, 1) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåRn ãîìåîìîð-

ôåí Rn.

6. Çàìêíóòûé êóá In =
∏n

1 [0, 1] â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ãîìåî-
ìîðôåí çàìêíóòîìó äèñêó Dn.

Ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó:

1. âñÿ ïëîñêîñòü R2 ;

2. îòêðûòûé êâàäðàò;

3. îòêðûòàÿ ïîëóïëîñêîñòü C+;

4. îòêðûòûé êðóã;

5. îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê;

6. îòêðûòûé êâàäðàíò;

7. îòêðûòûé óãîë;

8. îòêðûòûé ïîëóêðóã;

9. îòêðûòûé ñåêòîð;

10. ïëîñêîñòü ñ âûðåçàííûì ëó÷îì {y = 0, x ≥ 0};

Ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó:

1. Ïîëóïëîñêîñòü {x ≥ 0};

2. êâàäðàíò {x, y ≥ 0};
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3. óãîë {x ≥ y ≥ 0};

4. ïîëóîòêðûòàÿ ïîëîñà {(x, y) : y ∈ [0, 1)};

5. êâàäðàò áåç òð¼õ ñòîðîí (è âñåõ âåðøèí) {(x, y) : 0 < x < 1, 0 ≤ y < 1};

6. êâàäðàò áåç äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí (è òðåõ âåðøèí) {(x, y) : 0 ≤ x <
1, 0 ≤ y < 1};

7. êâàäðàò áåç ñòîðîíû (è äâóõ âåðøèí) {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y < 1};

8. êâàäðàò áåç îäíîé âåðøèíû {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1xy < 1};

9. êðóã áåç îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y < 1};

10. ïîëóêðóã áåç äèàìåòðà {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y > 0}

11. êðóã áåç ðàäèóñà;

Ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó:

1. ïëîñêîñòü áåç òî÷êè R2 \ {x0};

2. îòêðûòûé êðóã áåç òî÷êè {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1};

3. êîëüöî {(x, y) : a < x2 + y2 < b};

4. ïëîñêîñòü áåç êðóãà {(x, y) : x2 + y2 > 1};

5. ïëîñêîñòü áåç êâàäðàòà R2 \ I2

6. ïëîñêîñòü áåç îòðåçêà R2 \ [0, 1]

7. äîïîëíåíèå R2 \ X, ãäå X åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ ñ
îáùèì êîíöîì;

8. äîïîëíåíèå R2 \X, ãäå X åñòü íåçàìêíóòàÿ êîíå÷íîçâåííàÿ ëîìàíàÿ
áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé;

2.3 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

Ïàñûíêîâ

1. 2.2. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà îò-
ðåçîê.

2. 2.3. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà
êâàäðàò.

3. 1. Ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå f = const y 0 : X > Y , ïåðåâîäÿùåå âñ¼
ïðî- ñòðàíñòâî X â òî÷êó y 0 ? Y . Ïðîîáðàç f ?1 (U) ëþáîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà U ? Y ëèáî ïóñò, ëèáî ðàâåí X.
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4. 2. Ïðîåêòèðîâàíèå pr 1 : R 2 > R, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå (x 1
,x 2 ) å¼ ïåðâóþ êîîðäèíàòó.

5. 4. Ïðîèçâîëüíîìó òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü åãî äèñêðåòíûé äóáëèêàò X d , ò.å. ïðîñòðàíñòâî íà òîì æå ìíî-
æåñòâå X, íàäå- ëåííîå äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé (ñì. ï. 3.3). Òîãäà òîæ-
äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id : X d > X íåïðåðûâíî.

6. Òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà X d ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé ïðèìåðà 1.1.3 (x
?= y ? ?(x,y) = 1).

7. 4.6. Ïðåäëîæåíèå (òåîðåìà î ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñëè îòîáðàæåíèÿ f
: X > Y è g : Y > Z íåïðåðûâíû, òî íåïðåðûâíà è èõ êîìïîçèöèÿ g ?
f : X > Z.

8. 4.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèå f : X > Y ýêâèâàëåíòíû: (a)
îòîáðàæåíèå f � íåïðåðûâíî; (d) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ? Y
âûïîëíåíî Cl(f ?1 B) ? f ?1 (ClB); (e) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ? Y
âûïîëíåíî f ?1 (IntB) ? Int(f ?1 B).

9. 4.5. 4.5. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåïðåðûâíîãî áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ f :
X > Y ïðîñòðàíñòâ X è Y , íå ÿâëÿþùåãîñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ìîæíî
ëè ñ÷èòàòü X = Y ?

10. 4.9. Ïîñòðîéòå ãîìåîìîðôèçìû: (a) [0,1] íà [a,b], a < b; (b) (0,1] íà
[0,1); (c) (0,1) íà R

11. 4.10. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîðôíû: (a) R 2 ;
(b) (x,y) ? R 2 : x ? (0,1),y ? (0,1); (c) (x,y) ? R 2 : x ? R,y > 0; (d) (x,y)
? R 2 : x 2 + y 2 < 1; (e) (x,y) ? R 2 : x > 0,y > 0; (f) (x,y) ? R 2 : |x|
+ y 2 > x; (g) (x,y,z) ? R 3 : x 2 + y 2 + z 2 = 1 (0,0,1) (ñôåðà S 2 áåç
òî÷êè).

12. 4.12. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåçàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíå÷íî-
çâåííàÿ ëîìàíàÿ íà ïëîñêîñòè ãîìåîìîðôíà îòðåçêó [0,1]. Äîêàæèòå,
÷òî 44 âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ íà ïëîñêîñòè
ãîìåîìîðô- íà îêðóæíîñòè S 1 .

13. 4.13. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîðôíû: (a) R 2
(0,0); (b) (x,y) ? R 2 : 0 < x 2 + y 2 < 1; (c) (x,y) ? R 2 : x 2 + y 2 > 1;
(d) R 2 (x,y) ? R 2 : x,y ? [0,1]; (e) R 2 (x,y) ? R 2 : x ? [0,1],y = 0.

14. 4.14. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðà S n ñ âûêèíóòîé òî÷êîé ãîìåîìîðôíà R
n , n ? N. 4.15. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò (x,y) ? R 2 : x ? [0,1],y ? [0,1]
ãîìåîìîð- ôåí êðóãó (x,y) ? R 2 : x 2 + y 2 ? 1. 4.16. Äîêàæèòå, ÷òî
R 2 ?x k : k = 1,...,n (âñå òî÷êè ðàçëè÷íû) ãîìåî- ìîðôíî R 2 ?D k :
k = 1,...,n, ãäå D k � ïîïàðíî äèçúþíêòíûå çàìêíóòûå êðóãè. 4.17. Â
øàðîâîì ñëîå ïðîñâåðëèëè öèëèíäðè÷åñêîå îòâåðñòèå, ñîåäèíÿþ- ùåå
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ãðàíè÷íûå ñôåðû. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãîìåîìîðôíà øà-
ðó â ïðîñòðàíñòâå. 4.18. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Z, Q è R ïîïàðíî
íå ãîìåîìîðôíû.

2.4 Êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

2.5 Àêñèîìû îòäåëèìîñòè

2.6 Êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

2.7 Òåîðèÿ ãîìîòîïèé

2.8 Òåîðèÿ ãîìîëîãèé

3 Ñîáñòâåííî, ñàìà ïðîãðàììà

3.1 ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ.

1. Ìíîæåñòâî.Ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòîå ìíîæåñòâî. Îäíîýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî.

2. Òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè. Îáúåäèíåíèå. Ïåðåñå÷åíèå.
Ðàçíîñòü. Íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà.

3. Ñîîòíîøåíèÿ îïåðàöèé ñ ìíîæåñòâàìè. Êîììóòàòèâíîñòü. Àññî-
öèàòèâíîñòü. Äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíå-
íèÿ. Äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ. Äâîé-
ñòâåííîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ (çàêîíû äå Ìîðãàíà).

4. Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ. Îá-
ëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Îáðàç ïîä-
ìíîæåñòâà. Ïðîîáðàç ïîäìíîæåñòâà. Ïðîîáðàç ýëåìåíòà. Ñóæåíèÿ îòîá-
ðàæåíèé.

5. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ñþðúåê-
òèâíîå îòîáðàæåíèå. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå.
Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà.

6. Êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâ. Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå. Êàòåãîðíîå ñâîé-
ñòâî óíèâåðñàëüíîñòè. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Êîîðäèíàòû äåêàðòî-
âà ïðîèçâåäåíèÿ. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ãðàôèê îòîáðà-
æåíèÿ. Ôàêòîð ìíîæåñòâî.

7. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Êàíòîðà-
Áåðíøòåéíà î ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâàõ. Òåðåìà Êàíòîðà î ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ.
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8. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Íàïðàâ-
ëåííîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà àðèô-
ìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Êîíôèíàëüíîñòü. Ïîäíàïðàâëåííîñòü.
Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

9. Ïðÿìîé è îáðàòíûé ïðåäåëû. Ïðÿìîé è îáðàòíûé ñïåêòðû ìíî-
æåñòâ.

10. Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Öåðìåëî î ïîëíîé
óïîðÿäî÷åííîñòè ëþáîãî ìíîæåñòâà. Êîíå÷íûå, ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå
ìíîæåñòâà. Êàðäèíàëüíûå è ïîðÿäêîâûå ÷èñëà.

3.2 Ìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

1. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîïîëîãèè. Ñðàâíåíèå òîïîëîãèé.
Îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.
Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå òîïîëîãèè.

2. Áàçà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïðåäáàçà.

3. Çàìûêàíèå è âíóòðåííîñòü ïîäìíîæåñòâà. Îêðåñòíîñòü òî÷êè.
Òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ. Âíóòðåííèå, âíåøíèå, ãðàíè÷íûå, ïðåäåëüíûå,
èçîëèðîâàííûå òî÷êè ïîäìíîæåñòâà.

4. Ïîäïðîñòðàíñòâà.

5. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.Øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü. Îòêðûòîñòü øà-
ðîâîé îêðåñòíîñòè. Ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

6. Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Èíòåðâàë. Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
íà ïðÿìîé. Îòðåçîê. Ïðîñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êàíòîðîâî
ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî.

7. Òîïîëîãèÿ íà óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ

8. Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå

9. Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ ïî Êîøè.

10. Ñõîäèìîñòü ïî íàïðàâëåííîìó ìíîæåñòâó.

11. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà íàïðàâëåííîñòè.

12. Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïî Ãåéíå.

13. Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïî Ãåéíå äëÿ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ.

14. Íåïðåðûâíîñòü ïî Êîøè è ïî Ãåéíå.

15. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.
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(A) Êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

(B) Ñóæåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

(C) Íåïðåðûâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòîáðàæåíèé.

(D) Çàìêíóòîñòü ãðàôèêà íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

16. Êðèâàÿ Ïåàíî.

17. Ãîìåîìîðôèçìû.

3.3 Ïðèìåðû ãîìåîìîðôíûõ è íåãîìåîìîðôíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Çàäà÷è:

1. Êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà â äèñêðåòíîé òîïîëîãèè ãî-
ìåîìîðôíû, åñëè îíè ðàâíîìîùíû.

2. Îòðåçêè âåùåñòâåííûõ ÷èñëå [a, b] ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë a < b.

3. Èíòåðâàëû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (a, b) ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë a < b.

4. Ïîëóèíòåðâàëû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (a, b] è [a, b) ãîìåîìîðôíû äðóã
äðóãó äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë a < b.

5. Îòêðûòûé äèñê
◦
Dn â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ãîìåîìîðôåí Rn.

6. Îòêðûòûé êóá
◦
In=

∏n
1 (0, 1) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåRn ãîìåîìîð-

ôåí Rn.

7. Çàìêíóòûé êóá In =
∏n

1 [0, 1] â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ãîìåî-
ìîðôåí çàìêíóòîìó äèñêó Dn.

Ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó:

1. âñÿ ïëîñêîñòü R2 ;

2. îòêðûòûé êâàäðàò;

3. îòêðûòàÿ ïîëóïëîñêîñòü C+;

4. îòêðûòûé êðóã;

5. îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê;

6. îòêðûòûé êâàäðàíò;

7. îòêðûòûé óãîë;

8. îòêðûòûé ïîëóêðóã;

9. îòêðûòûé ñåêòîð;

10. ïëîñêîñòü ñ âûðåçàííûì ëó÷îì {y = 0, x ≥ 0};
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Ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó:

1. Ïîëóïëîñêîñòü {x ≥ 0};

2. êâàäðàíò {x, y ≥ 0};

3. óãîë {x ≥ y ≥ 0};

4. ïîëóîòêðûòàÿ ïîëîñà {(x, y) : y ∈ [0, 1)};

5. êâàäðàò áåç òð¼õ ñòîðîí (è âñåõ âåðøèí) {(x, y) : 0 < x < 1, 0 ≤ y < 1};

6. êâàäðàò áåç äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí (è òðåõ âåðøèí) {(x, y) : 0 ≤ x <
1, 0 ≤ y < 1};

7. êâàäðàò áåç ñòîðîíû (è äâóõ âåðøèí) {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y < 1};

8. êâàäðàò áåç îäíîé âåðøèíû {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1xy < 1};

9. êðóã áåç îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y < 1};

10. ïîëóêðóã áåç äèàìåòðà {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y > 0}

11. êðóã áåç ðàäèóñà;

Ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó:

1. ïëîñêîñòü áåç òî÷êè R2 \ {x0};

2. îòêðûòûé êðóã áåç òî÷êè {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1};

3. êîëüöî {(x, y) : a < x2 + y2 < b};

4. ïëîñêîñòü áåç êðóãà {(x, y) : x2 + y2 > 1};

5. ïëîñêîñòü áåç êâàäðàòà R2 \ I2

6. ïëîñêîñòü áåç îòðåçêà R2 \ [0, 1]

7. äîïîëíåíèå R2 \ X, ãäå X åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ ñ
îáùèì êîíöîì;

8. äîïîëíåíèå R2 \X, ãäå X åñòü íåçàìêíóòàÿ êîíå÷íîçâåííàÿ ëîìàíàÿ
áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé;

15



Ñâîéñòâà ïðèìåðîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ:

1. Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé.

2. Îòêðûòîñòü øàðîâîé îêðåñòíîñòè.

3. Ñ÷åòíàÿ áàçà ïîäìíîæåñòâå åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

4. Ïëîòíîñòü ïîäìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé.

5. Íåïðåðûâíîñòü êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

6. Íåïðåðûâíîñòü ñóæåíèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

7. Íåïðåðûâíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

8. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé íåïðåðûâíîñòè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå.

9. Ãîìåîìîðôíîñòü èíòåðâàëîâ ðàçëè÷íîé äëèíû.

10. Ãîìåîìîðôíîñòü îòêðûòîãî äèñêà è åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

11. Ãîìåîìîðôíîñòü îòêðûòîãî äèñêà è îòêðûòîãî êóáà.

12. Ãîìåîìîðôíîñòü çàìêíóòîãî äèñêà è çàìêíóòîãî êóáà.

13. Ãîìåîìîðôíîñòü ïëîñêîñòè áåç òî÷êè R2 \ {x0} è îòêðûòîãî êðóãà áåç
òî÷êè {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1}

14. Ãîìåîìîðôíîñòü äâóìåðíîãî òîðà T2 è äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ îêðóæ-
íîñòåé S1 × S1.

15. Ãîìåîìîðôíîñòü ãðóïïû òðåõìåðíûõ ñïåöèàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàò-
ðèö SO(3) è òðåõìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
RP3.

16. Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè. Ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñî âòîðîé
àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè.

17. Òåîðåìà Óðûñîíà î ìåòðèçóåìîñòè íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî âòî-
ðîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè.

18. Êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íåïðåðûâíûé îáðàç êîì-
ïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâî.

19. Êîìïàêòíîñòü çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

20. Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn.

21. Íîðìàëüíîñòü õàóñäîðôîâà êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

22. Êîìïàêòíîñòü äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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3.4 Êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå.

2. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå.

3. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

4. Ñõîäèìîñòü â äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ.

5. Ãðàôèê íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

6. Çàìêíóòîñòü ãðàôèêà íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

7. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå.

8. Õàóñäîðôîâîñòü òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

9. Ôàêòîð òîïîëîãèÿ.

10. Âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

11. Ëåíòà Ìåáèóñà.

12. Òîð.

13. Áóòûëêà Êëåéíà.

14. Êîíóñû è öèëèíäðû îòîáðàæåíèé.

15. Íàäñòðîéêà.

16. SO(3) è RP3.

1. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè.

2. T0,T1,T2,T3,T4. Íîðìàëüíîñòü (T1 + T4).

3. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4. Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

5. Ëåììà Óðûñîíà, òåîðåìà Òèòöà, ðàçáèåíèå åäèíèöû.

6. Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè.

7. Õàóñäîðôîâîñòü òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

8. Õàóñäîðôîâîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

9. Íîðìàëüíîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

10. Ëåììà Óðûñîíà.

11. Òåîðåìà Òèòöå.

12. Ðàçáèåíèå åäèíèöû.
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3.5 Òåîðèÿ ãîìîòîïèé.

1. ×òî òàêîå êàòåãîðèÿ.Ïðèìåðû êàòåãîðèé, ôóíêòîð, ãîìîòîïè÷å-
ñêèé ôóíêòîð. Êàòåãîðèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ.

2. Ïóíêòèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Êàòåãîðèÿ ïóíêòèðîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ìîðôèçìû ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

3. Ïàðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Òðîéêè, n�àäû.

4. Ðåòðàêöèÿ. Ðåòðàêò, äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ, äåôîðìàöèîííûé
ðåòðàêò. Ñòÿãèâàåìîñòü. Îêðåñòíîñòíûé ðåòðàêò.

5. Ïàðà Áîðñóêà.(Ïîñòíèêîâ, ñòð.83; Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà.ñòð.15)

6. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà. π1(S1). Ïåðåìåíà îòìå÷åííîé òî÷êè. Ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òåîðåìà âàí Êàìïå-
íà.

7. Ãîìîòîïèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ãîìîòî-
ïèè.

8. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Êàòå-
ãîðíûå ñâîéñòâà.

9. Ñòÿãèâàåìîñòü åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

10. Ðåòðàêöèÿ, äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ.

11. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îêðóæíîñòè è R2 \ {0}.

12. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îäíîìåðíîãî ãðàôà è áóêåòà îêðóæ-
íîñòåé.

13. Àêñèîìà î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè, åå ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêè
â âèäå ðåòðàêöèè.

14. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî ñòÿãèâàåìîìó ïîäìíîæåñòâó.

15. Íàêðûòèÿ. Àêñèîìà î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè.

16. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïóíêòèðîâàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû.

17. Ôóíêòîðèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.

18. Ïîâåäåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðè ïåðåìåíå îòìå÷åííîé òî÷êè.

19. Ñâÿçü ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ïðîñòðàíñòâà è åãî íàêðûòèÿ.

20. Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè.

21. Âû÷èñëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû îêðóæíîñòè.
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22. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ.

23. Òåîðåìà âàí Êàìïåíà.

24. Ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ.

25. Ïîñòðîåíèå íàêðûòèÿ ïî ïîäãðóïïå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû.

26. Òåîðåìà Íèëüñåíà-Øðàéåðà î ñâîáîäíîñòè ïîäãðóïïû ñâîáîäíîé ãðóï-
ïû.

27. Ñâîáîäíûå ãîìîòîïèè çàìêíóòûõ ïóòåé è èõ ñâÿçü ñ ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïîé.

3.6 Òåîðèÿ ãîìîëîãèé.

1. Ãîìîòîïè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû î êîðíÿõ
êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà.

2. Òåîðåìà îá îòñóòñòâèè ðåòðàêöèè äâóìåðíîãî äèñêà íà îêðóæíîñòü.

3. Òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

4. Òåîðåìà î ïðè÷åñûâàíèè åæà.
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