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2 Ïðîãðàììà â äåòàëÿõ

2.1 ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ.

1. Ìíîæåñòâî.Ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòîå ìíîæåñòâî. Îäíîýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî.

2. Òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè. Îáúåäèíåíèå. Ïåðåñå÷åíèå.
Ðàçíîñòü. Íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà.

3. Ñîîòíîøåíèÿ îïåðàöèé ñ ìíîæåñòâàìè. Êîììóòàòèâíîñòü. Àññî-
öèàòèâíîñòü. Äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíå-
íèÿ. Äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ. Äâîé-
ñòâåííîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ (çàêîíû äå Ìîðãàíà).

4. Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ. Îá-
ëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Îáðàç ïîä-
ìíîæåñòâà. Ïðîîáðàç ïîäìíîæåñòâà. Ïðîîáðàç ýëåìåíòà. Ñóæåíèÿ îòîá-
ðàæåíèé.

5. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ñþðúåê-
òèâíîå îòîáðàæåíèå. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå. Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà.

6. Êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâ. Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå. Êàòåãîðíîå ñâîé-
ñòâî óíèâåðñàëüíîñòè. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Êîîðäèíàòû äåêàðòî-
âà ïðîèçâåäåíèÿ. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ãðàôèê îòîáðà-
æåíèÿ. Ôàêòîð ìíîæåñòâî.

7. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà.(Êàðäèíàëüíûå ÷èñëà.) Ðàâíîìîùíûå ìíî-
æåñòâà. Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà î ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâàõ.
Òåîðåìà Êàíòîðà î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ.

8. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà. Íà-
ïðàâëåííîñòè, ïðåäåëû íàïðàâëåííîñòåé.. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-
òîâ. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Êîí-
ôèíàëüíîñòü. Ïîäíàïðàâëåííîñòü. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

9. Ïðÿìîé è îáðàòíûé ïðåäåëû. Ïðÿìîé è îáðàòíûé ñïåêòðû ìíî-
æåñòâ.

10. Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Öåðìåëî î ïîëíîé
óïîðÿäî÷åííîñòè ëþáîãî ìíîæåñòâà. Êîíå÷íûå, ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå
ìíîæåñòâà. Êàðäèíàëüíûå è ïîðÿäêîâûå ÷èñëà (êàðäèíàëû è îðäèíà-
ëû). Êàðäèíàëû ℵ0,ℵ1, c = 2ℵ0 . Êîíòèíóóì ãèïîòåçà.

Ëåììà Öîðíà. Âûâîä èç àêñèîìû âûáîðà. Âûâîä òåîðåìû Öåðìåëî èç
ëåììû Öîðíà. Íåïóñòîòà äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ.
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2.2 Ìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

1. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîïîëîãèè. Ñðàâíåíèå òîïîëîãèé.
Îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäå-
ëåíèå òîïîëîãèè.

2. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû: òðèâèàëüíàÿ, äèñêðåòíàÿ, ìåòðè÷åñêàÿ (â
÷àñòíîñòè, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå), Çàðèñêîãî (íà ïðÿìîé).

3. Áàçà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïðåäáàçà.

4. Çàìûêàíèå è âíóòðåííîñòü ïîäìíîæåñòâà. Îêðåñòíîñòü òî÷êè.
Òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ. Âíóòðåííèå, âíåøíèå, ãðàíè÷íûå, ïðåäåëüíûå,
èçîëèðîâàííûå òî÷êè ïîäìíîæåñòâà. Âñþäó ïëîòíûå è íèãäå íå ïëîò-
íûå ìíîæåñòâà.

5. Ïîäïðîñòðàíñòâà. Èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ.

6. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.Øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü. Îòêðûòîñòü øà-
ðîâîé îêðåñòíîñòè. Ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

7. Ìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâà, ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêè. Èçîìåòðèè,
ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ. Íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

8. Òîïîëîãèÿ íà óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ

2.2.1 Ïðèìåðû ãîìåîìîðôíûõ è íåãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ

1. Êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà â äèñêðåòíîé òîïî-

ëîãèè.

2. Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Èíòåðâàë. Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
íà ïðÿìîé. Îòðåçîê. Ïðîñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êàíòîðîâî
ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî.Ïëîòíîñòü ïîäìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

3. Ñ÷åòíàÿ áàçà íà ïîäìíîæåñòâå åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

4. Ãîìåîìîðôíîñòü: èíòåðâàëîâ ðàçëè÷íîé äëèíû,

îòêðûòîãî äèñêà è åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà,

îòêðûòîãî äèñêà è îòêðûòîãî êóáà,

çàìêíóòîãî äèñêà è çàìêíóòîãî êóáà.

5. Ãîìåîìîðôíîñòü ïëîñêîñòè áåç òî÷êè R2 \ {x0} è îòêðûòîãî êðóãà áåç
òî÷êè {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1}

6. Ãîìåîìîðôíîñòü äâóìåðíîãî òîðà T2 è äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ îêðóæ-
íîñòåé S1 × S1.

7. Ãîìåîìîðôíîñòü ãðóïïû òðåõìåðíûõ ñïåöèàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàò-
ðèö SO(3) è òðåõìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
RP3.
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2.3 Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé.

1. Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå

2. Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ ïî Êîøè. Ñõîäèìîñòü ïî íàïðàâëåííîìó
ìíîæåñòâó. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà íàïðàâëåííîñòè.

3. Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïî Ãåéíå. Ïðåäåë
îòîáðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïî Ãåéíå äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

4. Íåïðåðûâíîñòü ïî Êîøè è ïî Ãåéíå.

5. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

(a) Êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

(b) Ñóæåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

(c) Íåïðåðûâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòîáðàæåíèé.

(d) Çàìêíóòîñòü ãðàôèêà íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

6. Êðèâàÿ Ïåàíî.

7. Ãîìåîìîðôèçìû.

2.4 Êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå.

2. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå.Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ñõîäèìîñòü â äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ.

3. Ãðàôèê íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Çàìêíóòîñòü ãðàôèêà íåïðå-
ðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

4. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå. Õàóñäîðôîâîñòü òèõîíîâñêîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ.

5. Ôàêòîð òîïîëîãèÿ.

(a) Âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

(b) Ëåíòà Ìåáèóñà.

(c) Òîð.

(d) Áóòûëêà Êëåéíà.

(e) Êîíóñû è öèëèíäðû îòîáðàæåíèé.

(f) Íàäñòðîéêà.

(g) SO(3) è RP3.
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2.5 Àêñèîìû îòäåëèìîñòè

1. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè. T0,T1,T2-õàóñäîðôîâîñòü,T3, (T1+T3)-ðåãó-
ëÿðíîñòü,T4. (T1 + T4) - Íîðìàëüíîñòü.

2. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

3. Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè. Ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñî âòî-
ðîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè.

4. Õàóñäîðôîâû ïðîñòðàíñòâà. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà â õàóñäîð-
ôîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæå-
íèé â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî. Õàóñäîðôîâîñòü ïîäïðîñòðàíñòâî
õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà. Õàóñäîðôîâîñòü òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ õàóñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Õàóñäîðôîâîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

5. Ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ðåãóëÿðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðåãóëÿð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðîèçâåäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

6. Íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.Íîðìàëüíîñòü çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî, Ìàòþøè÷åâà.
Íîðìàëüíîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

7. Ôóíêöèîíàëüíàÿ îòäåëèìîñòü. Ëåììà Óðûñîíà. Òåîðåìà Òèòöå.
Ðàçáèåíèå åäèíèöû.

8. Òåîðåìà Óðûñîíà î ìåòðèçóåìîñòè íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî
âòîðîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè. Òåîðåìà Òèõîíîâà î íîðìàëüíîñòè (Åí-
ãåëüêèíã, Òåîðåìà 1.5.15, ñòð. 79, ñì. ñòð. 85: Òåîðåìà 1.5.15 áûëà äîêà-
çàíà Òèõîíîâûì [1925]; Òèõîíîâ À. Í. [1925] Uber einen Metrisationssatz
von P. Urysohn. � Math. Ann 95 A925, 139-142.)

9. Êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íåïðåðûâíûé îáðàç
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâî. Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Êîìïàêòíîñòü
çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà è íåïðåðûâíîãî
îáðàçà êîìïàêòà. Äîñòèæåíèå ìàêñèìóìà ôóíêöèè íà êîìïàêòå.

10. Íîðìàëüíîñòü õàóñäîðôîâà êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êðèòåðèé
êîìïàêòíîñòè ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn.

11. Òåîðåìà Òèõîíîâà î ïðîèçâåäåíèè êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

12. Ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü. Ðàâíîñèëüíîñòü êîìïàêòíîñòè è
ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòè äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

13. Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü. Åå ñîõðàíåíèå ïðè ïåðåõîäå ê çàìêíóòî-
ìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ íåêîìïàêòíûõ
ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ õàóñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
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14. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.Êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ
òîïîëîãèÿ. Îòîáðàæåíèå C(X×Y,Z)−→C(X,C(Y,Z)). Óñëîâèå åãîáè-
åêòèâíîñòè.

2.6 Òåîðèÿ ãîìîòîïèé.

1. ×òî òàêîå êàòåãîðèÿ.Ïðèìåðû êàòåãîðèé, ôóíêòîð, ãîìîòîïè÷å-
ñêèé ôóíêòîð. Êàòåãîðèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ.

2. Ïóíêòèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Êàòåãîðèÿ ïóíêòèðîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ìîðôèçìû ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

3. Ïàðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Òðîéêè, n�àäû.

4. Ðåòðàêöèÿ. Ðåòðàêò, äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ, äåôîðìàöèîííûé
ðåòðàêò. Îêðåñòíîñòíûé ðåòðàêò. Ïàðà Áîðñóêà.

5. Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ñâÿç-
íîå ïîäìíîæåñòâî. Ñâÿçíûå îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ñâÿç-
íîñòü íåïðåðûâíîãî îáðàçà ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà. Ñâÿçíîñòü ïðî-
èçâåäåíèÿ ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñâÿçíîñòü çàìûêàíèÿ ñâÿçíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Çàìêíóòîñòü ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.
Âïîëíå íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà.

6. Ëîêàëüíî ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà. Îòêðûòîñòü ñâÿçíûõ êîìïîíåíò
ëîêàëüíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü.

7. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà. π1(S1). Ïåðåìåíà îòìå÷åííîé òî÷êè. Ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èí-
âàðèàíòíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Òåîðåìà âàí Êàìïåíà.

8. Ãîìîòîïèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ãî-
ìîòîïèè. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ñòÿãèâàåìûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ñòÿãèâàåìîñòü åâêëèäî-
âîãî ïðîñòðàíñòâà.

9. Ïðèìåðû:

(a) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îêðóæíîñòè è R2 \ {0}.
(b) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îäíîìåðíîãî ãðàôà è áóêåòà îêðóæ-

íîñòåé.

10. Íàêðûòèÿ: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû. Ëåììà î ïîäíÿòèè ïóòè. Àêñè-
îìà î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà íàêðûâàþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ. Ïîñòðîå-
íèå íàêðûòèÿ ïî ïîäãðóïïå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû.

11. Àêñèîìà î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè, åå ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëè-
ðîâêè â âèäå ðåòðàêöèè.
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12. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îäíîìåðíîãî ãðàôà. Òåîðåìà Íèëüñåíà-
Øðàéåðà î ñâîáîäíîñòè ïîäãðóïïû ñâîáîäíîé ãðóïïû.

13. Ñâîáîäíûå ãîìîòîïèè çàìêíóòûõ ïóòåé è èõ ñâÿçü ñ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ãðóïïîé.

2.7 Òåîðèÿ ãîìîëîãèé.

1. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåî-
ðåìà î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè. Ñèìïëèöèàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Áà-
ðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå.

2. Öåïíûå êîìïëåêñû. Ãîìîëîãèè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà. Òîïî-
ëîãè÷åñêèé ñìûñë íóëåâûõ ãîìîëîãèé.

3. Ãîìîìîðôèçìû öåïíûõ êîìïëåêñîâ. Ãîìîìîðôèçì èçìåëü÷åíèÿ.
Ñèìïëèöèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ. Ñèìïëèöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íåïðå-
ðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìà-
öèè ïîñëå ïîäðàçäåëåíèÿ.

4. Öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ. Öèëèíäð íàä ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì. Ãî-
ìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ãðóïï ãîìîëîãèé.

5. Ãîìîëîãèè n-ìåðíîãî øàðà è n-ìåðíîé ñôåðû. Íåãîìåîìîðô-
íîñòü åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè.

6. Îòñóòñòâèå ðåòðàêöèè äâóìåðíîãî äèñêà íà åãî ãðàíè÷íóþ îêðóæ-
íîñòü.

7. Òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

8. Îòñóòñòâèå íà äâóìåðíîì äèñêå âåêòîðíîãî ïîëÿ áåç îñîáûõ

òî÷åê, íàïðàâëåííîãî íàðóæó íà ãðàíèöå.

9. Ãîìîòîïè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû î
êîðíÿõ êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà.

10. Òåîðåìà î ïðè÷åñûâàíèè åæà.
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