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Êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 1 Íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè X t Y äâóõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ X è Y òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì: ïîäìíî-
æåñòâî U ⊂ X t Y ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïåðåñå÷åíèå U ∩X îòêðûòî â X, à ïåðåñå÷åíèå U ∩ Y îòêðûòî â Y .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè
∐
α
Xα

ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xα: ïîäìíîæåñòâî
U ⊂

∐
α
Xα ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå
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U ∩Xα îòêðûòî â Xα äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà α. Â ÷àñòíîñòè, êàæäîå
ñëàãàåìîå Xα ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè∐
α
Xα.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü Z = X × Y � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y . Òîïîëîãèÿ â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì: Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ âè-
äà U × V ⊂ X × Y , ó êîòîðûõ ïîäìíîæåñòâî U îòêðûòî â X, à ïîä-
ìíîæåñòâî V îòêðûòî â Y , îáúÿâëÿåòñÿ áàçîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Z.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäìíîæåñòâî W ⊂ X × Y ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæå-
ñòâîì, åñëè äëÿ ëþáîé åãî òî÷êè (x, y) ∈ X ×Y èìåþòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè
x ∈ U ⊂ X è y ∈ V ⊂ Y , ÷òî

(x, y) ∈ U × Y ⊂W ⊂ X × Y.

Çàìåòèì, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå W = U × V äâóõ îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ U ⊂ X è V ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â X × Y .
Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ íå âåðíî: îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî W ⊂ X × Y íå
îáÿçàíî áûòü äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì, êàê ïîêàçûâàåò íèæåñëåäóþùèé
ïðèìåð ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàçîáðàòü áîëåå ïîäðîáíî!

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Òåîðåìà 1 Òîïîëîãèÿ â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñîâïàäàåò ñ òîïî-

ëîãèåé â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
n∏
k=1

R1
k, ãäå R

1
k � êîïèÿ îäíîìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà R1.

Ñõîäèìîñòü â äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ

Òåîðåìà 2 Íàïðàâëåííîñòü zα = (xα, yα) ∈ X × Y èìååò ïðåäåë òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû íàïðàâëåííîñòåé xα, yα, ïðè÷åì

lim
α−→∞

zα = ( lim
α−→∞

xα, lim
α−→∞

yα).

Íåïðåðûâíîñòü êàíîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

Âëîæåíèå â íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå

Òåîðåìà 3 Êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ

iX : X ↪→ X t Y è iY : Y ↪→ X t Y

íåïðåðûâíû.
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Ïðîåêöèè â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè

Òåîðåìà 4 Êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè pX : X × Y−→X è pY : X × Y−→Y

pX(x, y) ≡ x; pY (x, y) ≡ y; x ∈ X; y ∈ Y

íåïðåðûâíû.

Ãðàôèê íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ f : X−→Y ýòî ïîäìíîæåñòâî Γf ⊂
X × Y .

Òåîðåìà 5 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîðôîâî. Åñëè îòîáðàæåíèå f :
X−→Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî, òî ãðàôèê Γf ⊂ X × Y
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â äåêàðòîâîì
ïðîèçâåäåíèè X × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X−→Y íåïðåðûâíî. Ïîêà-
æåì, ÷òî ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ Γf ⊂ X × Y åñòü çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.
Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî , åñëè zα = (xα, yα) ∈ Γf ⊂ X × Y íåêîòîðàÿ
íàïðàâëåííîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë

lim
α−→∞

zα = z0 = (x0, y0).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò ïîêîîðäèíàòíûå ïðåäåëû

lim
α−→∞

xα = x0,

lim
α−→∞

yα = y0.

Ïîñêîëüêó (xα, yα) ∈ Γf , òî yα = f(xα). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f íåïðå-
ðûâíî, òî ïî òåîðåìå ??

lim
α−→∞

yα = lim
α−→∞

f(xα) = f(x0).

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîðôîâî, ïðåäåë íàïðàâëåííîñòè åäèíñòâå-
íåí, ò.å ïîëó÷àåì, ÷òî y0 = f(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, z0 = (x0, y0) ∈ Γf , ÷òî è
îçíà÷àåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî Γf çàìêíóòî.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âîîáùå ãîâîðÿ íåâåðíî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì
ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå f : R1−→R1,

f(x) = 1
x , x 6= 0, f(0) = 0.

Ýòî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, â òî âðåìÿ êàê åãî ãðàôèê
Γf ⊂ R2 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå (áåñêîíå÷íîãî) ñåìåéñòâà òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ {Xα}α∈A è èõ äåêàð-
òîâî ïðîèçâåäåíèå X =

∏
α∈A

Xα. Íàïîìíèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X èìåþòñÿ

åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè pα : X−→Xα íà ñîîòâåòñòâóþùèé ñîìíîæèòåëü Xα.

Îïðåäåëåíèå 3 Íà ìíîæåñòâå X çàäàäèì òîïîëîãèþ, ó êîòîðîé ïðåäáà-
çà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ çàäàåòñÿ êàê âñåâîçìîæíûå ïðîîáðàçû {p−1α (U)}
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊂ Xα, α ∈ A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäìíîæåñòâà p−1α (U) ⊂ X, êîòîðûå îáðàçóþò ïðåä-
áàçó (Ïðîâåðèòü íàëè÷èå îïðåäåëåíèÿ!) òîïîëîãèè â X, èìåþò âèä

p−1α (U) = U ×
∏
β 6=α

Xβ .

Ïðè ýòîì áàçà òîïîëîãèè, ïîðîæäåííàÿ óêàçàííîé ïðåäáàçîé, ñîñòîèò èç
âñåâîçìîæíûõ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà

k∏
i=1

Uαi ×
∏
β 6=αi

Xβ .

Îïðåäåëåíèå 4 Ïðèâåäåííàÿ òîïîëîãèÿ â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé, à òîïî-
ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ýòîé òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêèì ïðî-
èçâåäåíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xα.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 6 Òîïîëîãèÿ òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ X =
∏
α∈A

Xα ÿâëÿåò-

ñÿ ìèíèìàëüíîé òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X, äëÿ êîòîðîé âñå ïðîåêöèè
pXα : X−→Xα íåïðåðûâíû.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñåìåéñòâî ñîìíîæèòåëåé {Xα}α∈A êîíå÷íî, áàçà òîïî-
ëîãèè â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X =

∏
α∈A

Xα çàäàåòñÿ âñåâîçìîæíûìè

ïðîèçâåäåíèÿìè U =
∏
α∈A

Uα îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Uα ⊂ Xα. (Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ðàíåå ïðèâåäåííûì îïðåäåëåíèåì!)

Òåîðåìà 7 Åñëè âñå ïðîñòðàíñòâà Xα õàóñäîðôîâû, òî èõ òèõîíîâñêîå
ïðîèçâåäåíèå X =

∏
α∈A

Xα ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ôàêòîð òîïîëîãèÿ.

Îïðåäåëåíèå ôàêòîð òîïîëîãèè.

Òðè âàæíûõ ïðèìåðà ôàêòîð ïðîñòðàíñòâ. (ïî Ward)

Âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ëåíòà Ìåáèóñà.

Òîð.

Äðóãèå ïðèìåðû.

Áóòûëêà Êëåéíà.

Êîíóñû è öèëèíäðû îòîáðàæåíèé

Íàäñòðîéêà.

SO(3) è RP3

Âàæíûé ïðèìåð: Êðèâàÿ Ïåàíî

Òåîðåìà 8 Ïðèìåð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà íà òðåóãîëüíèê
(¾êðèâàÿ Ïåàíî¿).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüìåì ðàçáèåíèå îòðåçêà δ = [0, 1] íà äâå åãî ïîëîâèíû δ0 = [0, 12 ] è
δ1 = [ 12 , 1]. Ýòî ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íàçîâåì ðàçáèåíèåì ïåðâîãî ðàíãà, à
îòðåçêè [0, 12 ] è [ 12 , 1] � îòðåçêàìè ïåðâîãî ðàíãà. Ðàçáèâàÿ êàæäûé îòðåçîê
ïåðâîãî ðàíãà íà äâå ïîëîâèíû, ïîëó÷èì ÷åòûðå îòðåçêà δ00, δ01, δ10, δ11,
âòîðîãî ðàíãà, îáðàçóþùèå ðàçáèåíèå âòîðîãî ðàíãà îòðåçêà [0, 1], è ò. ä.

Ðàçáèåíèå n-ãî ðàíãà ñîñòîèò èç 2n îòðåçêîâ âèäà δi1i2...in , ãäå èíäåêñû
ìîãóò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ i1, i2, . . . , in = 0 èëè 1. Äëèíà ýòèõ îòðåçêîâ
ðàâíà 1

2n . Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé îòðåçîê δi1i2...in äåëèòñÿ ïîïîëàì íà äâà
îòðåçêó ïîëîâèííîé äëèíû: ëåâûé δi1i2...in0 è ïðàâûé δi1i2...in1, ïðè÷åì îíè
ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî îáùåé òî÷êå δi1i2...in0 ∩ δi1i2...in1.

Îòðåçêè δi1i2...in è δj1j2...jn ðàíãà n ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïðèìû-
êàþò äðóã äðóãó ïî îáùåé òî÷êå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè äîëæíû èìåòü
ñëåäóþùèé âèä δi1i2...ik0 è δi1i2...ik1 èëè δi1i2...ik01...1 è δi1i2...ik10...0.

Ïîäîáíûì îáðàçîì áóäåì ðàçáèâàòü (íåðàâíîñòîðîííèé) ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ∆ ïðè ïîìîùè âûñîòû, îïóùåííîé íà ãèïîòåíóçó, íà äâà ïî-
äîáíûõ òðåóãîëüíèêà ∆0 � ìåíüøèé, è ∆1 � áîëüøèé. Ýòî ðàçáèåíèå òðå-
óãîëüíèêà ∆ íàçîâåì ðàçáèåíèåì ïåðâîãî ðàíãà, à ñàìè òðåóãîëüíèêè ∆0 è
∆1 � òðåóãîëüíèêàìè ïåðâîãî ðàíãà.

Ïîâòîðÿÿ ðàçáèåíèå äàëüøå, ïîëó÷èì òðåóãîëüíèêè ðàíãà n, ∆i1i2...in ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ïðè ïîìîùè âûñîòû, îïóùåííîé íà ãèïîòåíóçó, äåëÿò-
ñÿ íà äâà òðåóãîëüíèêà, ìåíüøèé ∆i1i2...in0 è áîëüøèé ∆i1i2...in1. Äèàìåòðû
òðåóãîëüíèêîâ ðàíãà n îöåíèâàþòñÿ ÷èñëîì 1

qn äëÿ ïîäõîäÿùåãî q > 1, è
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çíà÷èò, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n−→∞. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè
∆i1i2...ik0 è ∆i1i2...ik1 èëè ∆i1i2...ik01...1 è ∆i1i2...ik10...0, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè-
ìûêàþò äðóã ê äðóãó.

Ïîñòðîèì òåïåðü îòîáðàæåíèå îòðåçêà δ â òðåóãîëüíèê ∆ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïóñòü x ∈ δ �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Äëÿ êàæäîãî ðàíãà îòðåçêîâ
èìååòñÿ îäèí îòðåçîê δi1i2...in , ñîäåðæàùèé òî÷êó x èëè äâà ïðèìûêàþùèõ
îòðåçêà âèäà δi1i2...ik0 è δi1i2...ik1 èëè δi1i2...ik01...1 è δi1i2...ik10...0, êîòîðûå ñî-
äåðæàò òî÷êó x. Åñëè òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íî èððàöèîíàëüíîé, òî èìååì
ïåðâûé ñëó÷àé, ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå ê ðàíãó n + 1 îòðåçîê, ñîäåðæàùèé
òî÷êó, áóäåò èìåòü âèä δi1i2...inin+1. Åñëè æå òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íî
ðàöèîíàëüíîé, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðàíãà k ïàðà ïðèìûêàþùèõ îò-
ðåçêîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷êó x èìåþò âèä δi1i2...ik01...1 è δi1i2...ik10...0.
Ðàññìîòðèì òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíèêîâ Pn = ∆i1i2...in , n =
1, . . . , n . . . äëÿ èððàöèîíàëüíîé òî÷êè x, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåäèíå-
íèé Pn = ∆i1i2...ik01...1 ∪ ∆i1i2...ik10...0 äëÿ ðàöèîíàëüíîé òî÷êè x. Â îáåèõ
ñëó÷àÿõ èìååì âêëþ÷åíèå Pn ⊃ Pn+1, ïðè÷åì äèàìåòð ìíîæåñòâ Pn ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ. Ïîëàãàåì

f(x) =

∞⋂
n=1

Pn,

ïîñêîëüêó óêàçàííîå ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî è ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.
Îñòàëîñü òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, à åãî îáðàç

ñîâïàäàåò ñî âñåì òðåóãîëüíèêîì ∆.

Äðóãîå ïîñòðîåíèå êðèâîé Ïåàíî

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ íóëüìåðíîãî ìíî-
æåñòâà íà îäíîìåðíûé îòðåçîê. Ïóñòü K � êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíî-
æåñòâî. Ýòî ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà, K ⊂ I = [0, 1], êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç
îòðåçêà ïóòåì âûáðàñûâàíèÿ èç îòðåçêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåðåäèííûõ
îòðåçêîì ïðè äåëåíèå îòðåçêà íà òðè ðàâíûõ ÷àñòè. Âñÿêîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî x ∈ [0, 1] áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå áåñêîíå÷íîé äðîáè â òðîè÷íîì
ðàçëîæåíèè,

x = 0, a1a2a3a4a5 . . . akak+1 . . . , ai = {0, 1, 2},

ò.å. â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

x =
a1
3

+
a2
32

+
a3
33

+
a4
34

+
a5
35

+ · · ·+ ak
3k

+
ak+1

3k+1
+ · · · .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåîäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó òðîè÷íî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

x = 0, a1a2a3a4a5 . . . ak00000000... =

= a1
3 + a2

32 + a3
33 + a4

34 + a5
35 + · · ·+ ak

3k
, ai = {0, 1, 2}, ak 6= 0,
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èìååò òàêæå è äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå

x = 0, a1a2a3a4 . . . ak−1(ak − 1)22222222... =

= a1
3 + a2

32 + a3
33 + a4

34 + · · ·+ ak−1

3k−1 + ak−1
3k

+ 2
3k+1 + 2

3k+2 · · · ,

êîòîðûå ìû äîëæíû îòîæäåñòâëÿòü.
Ïîñëå âñåõ ýòèõ ïðèãîòîâëåíèé, çàäàäèì êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæå-

ñòâî ïðè ïîìîùè ÷èñåë, êîòîðûå â òðîè÷íîì ðàçëîæåíèè íå ñîäåðæàò öèôð,
ðàâíûõ åäèíèöå:ak 6= 1, ò.å. ak = {0, 2}. Äëÿ ÷èñåë èç êàíòîðîâà ñîâåðøåííî-
ãî ìíîæåñòâà âûøåóêàçàííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà â âèäå
òðîè÷íîé äðîáè èñ÷åçàåò, ïîñêîëüêó, åñëè òðîè÷íî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

x = 0, a1a2a3a4a5 . . . ak00000000..., ak 6= 0,

ïðèíàäëåæèò êàíòîðîâó ñîâåðøåííîìó ìíîæåñòâó K, òî ak = 2, ò.å.

x = 0, a1a2a3a4a5 . . . ak−1200000000...,

Ýòî çíà÷èò, ÷òî åãî âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

x = 0, a1a2a3a4a5 . . . ak−1122222222...

ò.å. íå ïîäïàäàåò ïîä îïðåäåëåíèå.
Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî

y = 0, a1a2a3a4a5 . . . ak−1100000000...

èìååò âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå

y = 0, a1a2a3a4a5 . . . ak−1022222222...,

ïðè÷åì ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå ïîäïàäàåò ïîä îïðåäåëåíèå òî÷êè èç êàí-
òîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà, à ïåðâîå íåò. Òàêèì îáðàçîì èíòåðâàëû
âèäà

(0, a1a2a3a4a5 . . . ak−1100000000...; 0, a1a2a3a4a5 . . . ak−1200000000...)

â òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ òåìè èíòåðâàëàìè, êîòîðûå âûáðàñûâàþòñÿ èç îòðåçêà
[0, 1] ïðè ïîñòðîåíèè êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà. Êîíöû æå ýòèõ
èíòåðâàëîâ ïðèíàäëåæàò êàíòîðîâó ñîâåðøåííîìó ìíîæåñòâó.

Ïîñòðîèì òåïåðü îòîáðàæåíèå

f : K−→I = [0, 1]

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè x ∈ K, òî ó åãî òðîè÷íîé áåñêîíå÷íîé äðîáè

x = 0, a1a2a3a4a5 . . . akak+1 · · · =

= a1
3 + a2

32 + a3
33 + a4

34 + a5
35 + · · ·+ ak

3k
+ ak+1

3k+1 + · · · ,
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âñå öèôðû ÷åòíûå, ò.å. ak = 2 · bk, bk = {0, 1}. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå f
ôîðìóëîé

f(x) =
b1
2

+
b2
22

+
b3
23

+
b4
24

+
b5
25

+ · · ·+ bk
2k

+
bk+1

2k+1
+ · · · ∈ [0, 1].

ò.å. áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé äðîáüþ

f(x) = 0, b1b2b3b4b5 . . . bkbk+1 · · · ∈ [0, 1].

Ýòî îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî è íåïðåðûâíî.
Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå è ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êàí-

òîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà K íà äåêàðòîâ êâàäðàò I × I = I2: Òî÷êå
x = 0, a1a2a3a4a5 . . . akak+1 · · · ∈ K ñîïîñòàâèì ïàðó òî÷åê

y = 0, b1b3b5b7b9 . . . b2k−1b2k+1 · · · ∈ I

è
z = 0, b2b4b6b8b10 . . . b2kb2k+2 · · · ∈ I.

òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ñþðúåêòèâíîå è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

F : K−→I× I = I2.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâîé Ïåàíî îñòàåòñÿ ïðîäîëæèòü îòîá-
ðàæåíèå F ñ êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà K ⊂ [0, 1] íà âåñü îòðåçîê
[0, 1].

8


