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1 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà X,Y ñ òîïîëîãèÿìè TX è TY ,
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1 Îòîáðàæåíèå f : X−→Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñ-
ëè äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ Y , ò.å. U ∈ TY , ïðîîáðàç
f−1(U) ⊂ X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå X, ò.å. f−1(U) ∈ TX . Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ: îòîáðà-
æåíèå f : X−→Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî çàìêíó-
òîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ Y ïðîîáðàç f−1(F ) ⊂ X ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ïîäìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X.
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Â ñàìîì äåëå ïîäìíîæåñòâî F çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
äîïîëíåíèå Y \ F îòêðûòî. Ïîñêîëüêó ïðîîáðàç f−1(F ) ìîæíî âûðàçèòü
ôîðìóëîé ÷åðåç åãî äîïîëíåíèå:

f−1(F ) = X \ f−1(Y \ F ),

òî çàìêíóòîñòü ïîäìíîæåñòâà f−1(F ) ýêâèâàëåíòíà îòêðûòîñòè ïîäìíîæå-
ñòâà f−1(Y \F ), ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f ïî ïåðâîìó
îïðåäåëåíèþ.

Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå

Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f : X−→Y ìîæíî ïîäðàçáèòü íà îòäåëüíûå
ñâîéñòâà â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 2 Ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X−→Y íåïðåðûâíî â òî÷-
êå x0 , åñëè äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U 3 f(x0) îáðàçà f(x0) íàé-
äåòñÿ îêðåñòíîñòü V ∈ x0 òî÷êè x0, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

f(V ) ⊂ U.

Òåîðåìà 1 Åñëè òî÷êà x0 ∈ X ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ïðîñòðàí-
ñòâà X, òî ëþáîå îòîáðàæåíèå f àâòîìàòè÷åñêè íåïðåðûâíî â òî÷êå x0.

Î÷åâèäíî, ÷òî

Òåîðåìà 2 íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå, è íà-
îáîðîò, åñëè îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå òîæå ìîæíî ðàçáèòü
íà äâà îòäåëüíûõ ñâîéñòâà: ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå è ñîâ-
ïàäåíèÿ ïðåäåëà ñî çíà÷åíèåì â òî÷êå.

Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ ïî Êîøè

Îïðåäåëåíèå 3 Ñêàæåì ÷òî îòîáðàæåíèå f : X−→Y èìååò ïðåäåë (ïî
Êîøè) â ïðåäåëüíîé òî÷êå x0 ∈ X, ðàâíûé y ∈ Y ,

lim
x−→x0

f(x) = y,

åñëè äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U 3 y òî÷êè y íàéäåòñÿ îòêðû-
òàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, V 3 x0, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
îáðàçà âûêîëîòîé îêðåñòíîñòè

f(V \ x0) ⊂ U.
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Îïðåäåëåíèå 4 Òîãäà îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f : X−→Y
â òî÷êå x0 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê ðàâåíñòâî ïðåäåëà îòîáðàæåíèÿ
â òî÷êå x0 è åãî çíà÷åíèÿ â òîé æå òî÷êå:

lim
x−→x0

f(x) = f(x0).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè óñëîâèå ðàâåíñòâà ïðåäåëà è çíà÷åíèÿ íå âûïîëíåíî,
ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà

lim
x−→x0

f(x) 6= f(x0),

îòîáðàæåíèå f ìîæíî äîîïðåäåëèòü â òî÷êå x0 ïî íåïðåðûâíîñòè, èçìå-
íÿÿ çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x0, ïîëîæèâ f(x0) = lim

x−→x0

f(x). Òàê

èçìåíåííîå îòîáðàæåíèå óæå áóäåò íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0.

Ñõîäèìîñòü ïî íàïðàâëåííîìó ìíîæåñòâó

Ðàññìîòðèì íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ (A,≺) è íàïðàâëåííîñòü òî-
÷åê xα òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, èíäåêñèðîâàííîå íàïðàâëåííûì
ìíîæåñòâîì A.

Îïðåäåëåíèå 5 Ñêàæåì, ÷òî ïðåäåë íàïðàâëåííîñòè xα ðàâåí òî÷êå x0
(êîòîðàÿ íå îáÿçàíà áûòü ïðåäåëüíîé òî÷êîé),

lim
α−→∞

xα = x0,

èëè, ÷òî íàïðàâëåííîñòü ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé îòêðûòîé
îêðåñòíîñòè U 3 x0 òî÷êè x0 íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ α0 ∈ A, ÷òî äëÿ
ëþáîãî èíäåêñà α � α0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå xα ∈ U.

Òåîðåìà 3 Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé, à lim
α−→∞

xα =

x0, òî â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåííîñòü xα äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî èíäåêñà α0:

xα ≡ x0 = const äëÿ α � α0.

Äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íàïðàâëåí-
íîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè ðàññòîÿíèé:

Òåîðåìà 4 ðàâåíñòâî lim
α−→∞

xα = x0 ýêâèâàëåíòíî

lim
α−→∞

ρ(xα, x0) = 0.

Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà íàïðàâëåííîñòè

Íåò ïðè÷èí ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåë íåêîòîðîé íàïðàâëåííîñòè (åñëè îí ñóùå-
ñòâóåò) åäèíñòâåíåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè lim

α−→∞
xα = x0 è lim

α−→∞
xα = y0,

òî ðàâåíñòâî x0 = y0 íå îáÿçàòåëüíî.
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Òåîðåìà 5 Íàïðèìåð, åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñîñòîèò áî-
ëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè, è àíòèäèñêðåòíî, ò.å. ó íåãî îòêðûòûìè ïîä-
ìíîæåñòâàìè ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äâà ïîäìíîæåñòâà, ïóñòîå ïîäìíîæå-
ñòâî ∅ è ñàìî X, òî òîãäà âñÿêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ëþáîé íà-
ïðàâëåííîñòè.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü X òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî ëþáàÿ ñõî-
äÿùàÿñÿ íàïðàâëåííîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë. Òîãäà X õàóñäîðôî-
âî. È îáðàòíî, ó õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ íàïðàâëåí-
íîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X íå õàóñäîðôîâî, òî òîãäà èìååòñÿ
ïàðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê x 6= y ∈ X, äëÿ êîòîðûõ ëþáûå îòêðûòûå îêðåñò-
íîñòè U òî÷êè x ∈ U è îêðåñòíîñòè V òî÷êè y ∈ V ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà zU,V ∈ U ∩ V . Òîãäà íàïðàâëåííîñòü zU,V èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå äâà ïðåäåëà: òî÷êó y è òî÷êó x.

Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïî Ãåéíå

Ïðèìåíÿÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà íàïðàâëåííîñòè ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðå-
äåëåíèå ïðåäåëà îòîáðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íóþ íàïðàâëåííîñòü xα, α ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùóþ äâóì óñëîâèÿì: 1) äëÿ
ëþáîãî èíäåêñà α ∈ A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî xα 6= x0; 2) lim

α−→∞
xα = x0.

Îïðåäåëåíèå 6 Ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X−→Y èìååò ïðåäåë
(ïî Ãåéíå) â òî÷êå x0, ðàâíûé y ∈ Y , åñëè äëÿ ëþáîé íàïðàâëåííîñòè
xα, α ∈ A, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ïðåäûäóùèå äâà óñëîâèÿ, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

lim
α−→∞

f(xα) = y.

Òåîðåìà 7 (Ñõîäèìîñòü ïî Ãåéíå) Äâà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà îòîáðàæå-
íèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Êîøè)⇒(Ãåéíå): Âñòàâèòü äîêàçàòåëüñòâî.
(Ãåéíå)⇒(Êîøè): Åñëè îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî {x0} ÿâëÿåòñÿ îò-

êðûòûì, ñõîäèìîñòü îòîáðàæåíèÿ f ïî Êîøè î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó âûêî-
ëîòàÿ îêðåñòíîñòü {x0} \ x0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, à, çíà÷èò, îáðàç
f({x0} \ x0) ïóñò è ëåæèò â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y.

Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáîé îòêðûòîé îêðåñò-
íîñòè U 3 x0 åå âûêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü íå ïóñòà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå íà-
ïðàâëåííîå ìíîæåñòâîA = {(U, x) : U � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0; x ∈
U ; x 6= x0}. Ïîëîæèì (U, x) ≺ (V, y) åñëè U ⊃ V . Ðàññìîòðèì íàïðàâ-
ëåííîñòü xα, α = (U, x), xα = x. Íàïðàâëåííîñòü xα óäîâëåòâîðÿåò îáîèì
óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ ïî Ãåéíå:

xα 6= x0;
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lim
α−→∞

xα = x0.

Ïåðâîå óñëîâèå, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ íàïðàâëåííîãî ìíî-
æåñòâà A. Ïðîâåðÿåì âòîðîå óñëîâèå. Ïóñòü V 3 x0 � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Âûáåðåì òî÷êó z ∈ V \ x0. Ïàðà α0 =
(V, z) ïðèíàäëåæèò íàïðàâëåííîìó ìíîæåñòâó A. Ïóñòü äðóãîé èíäåêñ β =
(W,x) ∈ A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ β � α0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî x ∈ W , x 6= x0,
W ⊂ V . Ñëåäîâàòåëüíî, xβ = x ∈ V , ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî lim

α−→∞
xα = x0.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå íàïðàâëåííîñòü f(xα)
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y ∈ Y . Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U 3 y íàé-
äåòñÿ èíäåêñ α0 = (V, z), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (W,x) = β � α0

ïîëó÷àåòñÿ âêëþ÷åíèå f(xβ) ∈ U , ò.å. f(x) ∈ U , ãäå x ìîæåò áûòü âûáðàíà
ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé ïîäìíîæåñòâà V \ x0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî f(V \ x0) ⊂ U .
Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå â òî÷íîñòè îçíà÷àåò íàëè÷èå ïðåäåëà ïî Êîøè.

Ïðåäåë îòîáðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïî Ãåéíå äëÿ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) îïðåäåëåíèå ïðåäåëà îòîáðàæåíèÿ â
ïðåäåëüíîé òî÷êå ïî Ãåéíå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíî ðàññìîòðå-
íèåì ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ íàïðàâëåííîñòåé.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {xn}, xn ∈ X ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ
íàïðàâëåííîñòü, êîòîðàÿ èíäåêñèðóåòñÿ èíäåêñàìè èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
n ∈ N.

Òåîðåìà 8 (Ñõîäèìîñòü ïî Ãåéíå â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ)
Ïóñòü (X, ρ) � íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X−→Y � îòîá-
ðàæåíèå â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , x0 ∈ X � íåêîòîðàÿ ïðåäåëü-
íàÿ òî÷êà. Îòîáðàæåíèå f èìååò ïðåäåë â òî÷êå x0, ðàâíûé y ∈ Y ,
lim

x−→x0

f(x) = y, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè xn ∈ X; n ∈ N, òàêîé ÷òî xn 6= x0; lim
n−→∞

xn = x0, ñóùåñòâóåò

ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n−→∞

f(xn) ðàâíûé y:

lim
n−→∞

f(xn) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñ÷åòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîâåðêè ñõîäèìîñòè îòîáðàæåíèÿ f .

Çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî!!!!

Íåïðåðûâíîñòü ïî Êîøè è ïî Ãåéíå

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f : X−→Y â òî÷êå x0 ∈ X
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ïî Ãåéíå â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè íàïðàâëåííî-
ñòåé èëè â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé.
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Òåîðåìà 9 (íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ïî Ãåéíå) Îòîáðàæåíèå f :
X−→Y ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå x0 íàïðàâëåííîñòè lim

α−→∞
xα = x0 ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë lim
α−→∞

f(xα) è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
α−→∞

f(xα) = f(x0).

Äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ïðåäûäóùåé òåîðåìå êëàññ âñåõ
íàïðàâëåííîñòåé äîñòàòî÷íî çàìåíèòü íà ñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

Êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

Ñóæåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ

Òåîðåìà 10 Ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ åñòü êîìïîçèöèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé:
èñõîäíîãî è âëîæåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâî.

Íåïðåðûâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòîáðàæåíèé

Òåîðåìà 11 Åñëè ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ íà çàìêíóòûå ñëàãàåìûå íåïðå-
ðûâíû, òî è ñàìî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî.

Êðèâàÿ Ïåàíî

Òåîðåìà 12 Ïðèìåð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà íà òðåóãîëüíèê
(¾êðèâàÿ Ïåàíî¿).

Âîçüìåì ðàçáèåíèå îòðåçêà δ = [0, 1] íà äâå åãî ïîëîâèíû δ0 = [0, 12 ] è
δ1 = [ 12 , 1]. Ýòî ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íàçîâåì ðàçáèåíèåì ïåðâîãî ðàíãà, à
îòðåçêè [0, 12 ] è [ 12 , 1] � îòðåçêàìè ïåðâîãî ðàíãà. Ðàçáèâàÿ êàæäûé îòðåçîê
ïåðâîãî ðàíãà íà äâå ïîëîâèíû, ïîëó÷èì ÷åòûðå îòðåçêà δ00, δ01, δ10, δ11,
âòîðîãî ðàíãà, îáðàçóþùèå ðàçáèåíèå âòîðîãî ðàíãà îòðåçêà [0, 1], è ò. ä.

Ðàçáèåíèå n-ãî ðàíãà ñîñòîèò èç 2n îòðåçêîâ âèäà δi1i2...in , ãäå èíäåêñû
ìîãóò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ i1, i2, . . . , in = 0 èëè 1. Äëèíà ýòèõ îòðåçêîâ
ðàâíà 1

2n .
Çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî!!!!
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