
ÇÀÄÀ×È (2-å ïðîäîëæåíèå)

À.Â. ×ÅÐÍÀÂÑÊÈÉ (2011-âåñíà)

3 ìàÿ 2011 ã.

Êîîðäèíàòû

1. Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Êàê äëÿ íåÿâíî çàäàííîé ïëîñêîñòè ïîëó÷èòü åå ïàðàìåòðè÷åñêîå çà-
äàíèå è, íàîáîðîò, ïî ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïîëó÷èòü íåÿâíîå çàäàíèå?

2. Êàê ïîñòðîèòü áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ imL è ker L äëÿ äàííîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ L?

3. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà èìååò ìàêñèìàëüíûé
ðàíã? [Åñëè îáà îòîáðàæåíèÿ ìîíîìîðôèçìû (ÿäðà íóëåâûå) èëè îáà ýïèìîðôèçìû (îòîáðà-
æåíèÿ íà âåñü îáðàç), ýòî, î÷åâèäíî, âåðíî. Êàêèå ìîãóò áûòü ñëó÷àè, åñëè îäíî îòîáðàæåíèå
ìîíîìîðôèçì, à äðóãîé ýïèìîðôèçì?]

4. Ïðåäñòàâèì Rn êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîîðäèíàòíûõ ïðîñòðàíñòâ Rk × Rn−k, è ïóñòü
f : U → Rn−k îòîáðàæåíèå îáëàñòè U ⊂ Rk â Rn−k. Ïîêàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ãðàôèê f ãîìåîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà U .

5. Íà ïðÿìîé ñâÿçíûìè ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû

6. Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ Rn ñâÿçíî, åñëè è òîëüêî åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî

ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ëåæàùåé â U .

7. Ïðèìåð ãðàôèêà sin 1
x ñ ïðèñîåäèíåííûì âåðòèêàëüíûì îòðåçêîì [−1, 1] îñè îðäèíàò

8. Êîìïàêòíîñòü è ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿþòñÿ ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè

9. Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì êàíòîðîâà ìíîæåñòâà, ìåíÿþùèé ìåñòàìè äâå äàííûå åãî
òî÷êè (êîíåö âûêèíóòîãî îòðåçêà è äâóñòîðîííå ïðåäåëüíóþ òî÷êó)

10. Êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà Rn õàðàêòåðèçóþòñÿ âûïîëíåíèåì äâóõ ñâîéñòâ: îãðà-
íè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè.

11. Òåîðåìû Áîëüöàíî è Âåéåðøòðàññà.

12. ×åìó ðàâíà ìàòðèöà ßêîáè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ?

13. Ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó ßêîáè
â äàííîé òî÷êå ê ïðîñòåéøåìó âèäó: â ëåâîì âåðõíåì óãëó.

14. Åäèíè÷íàÿ r × r-ìàòðèöà, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè, ãäå r � ðàíã ìàòðèöû.

15. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äåòåðìèíàíòà ñîãëàñî-
âàíû.

16. Ïîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâèëó Ëåéáíèöà,
ò.å. ÷òî (UV )̇ = U V̇ + UV .̇

17. Åñëè äëèíà âåêòîðà r(t) ïîñòîÿííà, òî îí îðòîãîíàëåí ñâîåé ïðîèçâîäíîé: (r(t), ṙ(t)) = 0.Óïðàæ-

íåíèå. Äîêàæèòå îáðàòíîå.

18. Çàäà÷à. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü, ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå (êîíåö âåêòî-
ðà âñå âðåìÿ ëåæèò íà îäíîé è òîé æå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O), åñëè è òîëüêî åñëè îíà
êîëëèíåàðíà ñâîåé ïðîèçâîäíîé: r(t) = a(t)ṙ(t) äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè a(t).
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19. Åñëè âåêòîð r(t) è åãî ïåðâûå k− 1 ïðîèçâîäíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû äëÿ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà
ïåðåìåííîé t, à k-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ, òî âåêòîð îñòàåòñÿ ïàðàë-
ëåëüíûì ïîñòîÿííîé ïëîñêîñòè P ðàçìåðíîñòè k.

20. Ïîñòðîèòü C1-ïàðàìåòðèçàöèþ ãðàíèöû êâàäðàòà.

21. Ñëåäóþùèå òðè ñïîñîáà çàäàíèÿ ãëàäêîé äóãè γ ⊂ R ýêâèâàëåíòíû:

(a) Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ γ èìååò â äóãå îêðåñòíîñòü U(x), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì
òî÷êè ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè îêðåñòíîñòè V (x) = U(x)γ â ïðîñòðàíñòâå Rn â ïðî-
ñòðàíñòâî Rn−1;

(b) Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ γ èìååò â äóãå îêðåñòíîñòü U(x), ñëóæàùåé îáðàçîì ðåãóëÿðíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà ÷èñëîâîé îñè â ïðîñòðàíñòâî Rn (çàäàþùåãî ðåãóëÿðíóþ
ïàðàìåòðèçàöèþ U(x));

(c) Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ γ èìååò â äóãå îêðåñòíîñòü U(x), êîòîðàÿ ñëóæèò ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ
èíòåðâàëà íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé â äîïîëíèòåëüíîå n− 1-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå
ïðîñòðàíñòâî.

22. Çàäà÷à. Îêðåñòíîñòü ïðîñòîé äóãè. Ïóñòü ïðîñòàÿ äóãà γ â R2 ïðåäñòàâëåíà êàê ãðàôèê
ôóíêöèè f(x), ãäå x ïðîáåãàåò èíòåðâàë I1 = (a, b). Ðàññìîòðèì äëÿ èíòåðâàëà I2 = (−1, 1)
ãðàôèêè ôóíêöèé f(x)+c, c ∈ I2. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ãðàôèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, è èõ îáúåäèíåíèå
åñòü îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U ãðàôèêà f(x). Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà U îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïàðîé (c, x), ò.å. ìû èìååì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ I1× I2 íà U .
Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî åñòü äèôôåîìîðôèçì.

23. Ïîñòðîéòå òàêóþ æå îêðåñòíîñòü ãðàôèêà, èñõîäÿ èç äâóõ äðóãèõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ïðîñòîé äóãè.

24. Îïèøèòå êîîðäèíàòíûå ëèíèè è ïîâåðõíîñòè, è ïîäñ÷èòàéòå ÿêîáèàíû îñíîâíûõ êîîðäèíàòíûõ
ñèñòåì.

25. Íàðèñóéòå ãðàôèê ïðÿìîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

26. Ðåãóëÿðíàÿ äóãà (ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî) ìîæåò áûòü ãëàäêîé çàìåíîé êîîðäèíàò ïåðåâåäåíà
â èíòåðâàë ïðÿìîé.

27. Åñëè âñå ïðîèçâîäíûå îáðàùàþòñÿ â íóëü, îïðåäåëåíèå ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà íå ïðèìåíèìî.

28. Óïðàæíåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèì, ÷òî l � ïåðâîå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå
ìåíüøåãî, ÷åì l, ïîðÿäêà íóëåâûå, íî èìååòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà l îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. Òîãäà â
êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà êàñàòåëüíîé ñëóæèò âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû l-ûì
ïðîèçâîäíûì êîîðäèíàò êðèâîé â äàííîé òî÷êå.

29. Ïîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ åñòü îáðàç ïðÿìîé ïðè îòîáðàæåíèè äèôôåðåíöèàëà ðåãóëÿðíîé ïà-
ðàìåòðèçàöèè, à ïðè íåÿâíîì çàäàíèè � ÿäðî äèôôåðåíöèàëà.

Êðèâûå

30. Íàïèñàòü ôîðìóëû äëèíû êðèâîé â ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòàõ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâî.

Âû÷èñëèòü êðèâèçíó ñëåäóþùèõ êðèâûõ:

31. y = sinx â âåðøèíå (ñèíóñîèäà);

32. y = a ch(x/a) (öåïíàÿ ëèíèÿ);

33. r2 = a2 cos 2φ (ëåìíèñêàòà);

34. r = a(1 + cosφ) (êàðäèîèäà);

35. r = aφ (ñïèðàëü Àðõèìåäà);

36. r(t) = (a cos3 t, a sin3 t) (àñòðîèäà);
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37. r(t) = (a(1− sin t), a(1− cos t)) (öèêëîèäà).

38. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ó÷àñòîê êðèâîé ïðÿìîëèíååí, òî êðèâèçíà íà ýòîì ó÷àñòêå òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ.

39. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè êðèâèçíà â òî÷êå íåíóëåâàÿ, òî â îêðåñòíîñòè êðèâàÿ ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó
îò êàñàòåëüíîé ïðÿìîé.

40. Âû÷èñëèòü êðèâèçíó êðèâîé, çàäàííîé íåÿâíîé ôóíêöèåé F (x, y) = 0.

41. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé γ èíòåãðàë ïî âñåé êðèâîé

êðèâèçíû k(s) ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó s êðàòåí 2π:∫
γ

k(s)ds = 2πn.

(Â ÷àñòíîñòè, ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò äåôîðìàöèè êðèâîé â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ïàðàìåòðèçàöèé.)

42. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ëþáîå ÷èñëî n ðåàëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîé çàìêíóòîé ðåãóëÿð-
íîé êðèâîé.

43. Íàéòè êðèâèçíó ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b â åãî âåðøèíàõ.

44. Íàéòè êðèâèçíó êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì F (x, y) = 0.

45. Êðèâûå çàäàíû ñâîèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. Íàéòè èõ êðè-
âèçíó.

46. Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ êðèâèçíû ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì
r = r(φ).

Òðåõìåðíûå êðèâûå:

47. Çàìåíèòü ïàðàìåòð t íà âèíòîâîé ëèíèè

r(t) = (a cos t , a sin t , bt) , b > 0 ,

íà íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð s.

48. Çàìåíèòü ïàðàìåòð t íà êðèâîé

r(t) = (et cos t , et sin t , et)

íà íàòóðàëüíûé.

49. Çàìåíèòü ïàðàìåòð t íà êðèâîé
r(t) = (ch t , sh t , t)

íà íàòóðàëüíûé.

Íàéòè êðèâèçíó è êðó÷åíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ñëåäóþùèõ ëèíèé:

50. r = (et, e−t, t
√
2);

51. r = (2t, ln t, t2);

52. r = (et sin t, et cos t, et);

53. r = (3t− t3, 3t2, 3t+ t3);

54. r = (cos3 t, sin3 t, cos 2t).
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55. Íàéòè êðèâèçíó è êðó÷åíèå êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè

x2 + z2 − y2 = 1
y2 − 2x+ z = 0,

â òî÷êå M(1, 1, 1).

56. Íàéòè êðèâèçíó è êðó÷åíèå êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè

x+ shx = sin y + y
z + ez = x+ ln(1 + x) + 1

â òî÷êå M(0, 0, 0).

57. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè îáõîäà êðèâîé âåêòîð íîðìàëè íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèÿ, âåêòîð
áèíîðìàëè ìåíÿåò.

58. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðèçâîäíàÿ âåêòîðà áèíîðìàëè ðàâíà íóëþ â èíòåðâàëå ïàðàìåòðà, òî êðèâàÿ
ëåæèò â ñâîåé ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè.

59. Âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè y = y(x),
z = z(x), è íàéòè ðåïåð Ôðåíå ýòîé êðèâîé.

60. Äàíà êðèâàÿ
r = (t2 , 1− t , t3) .

Íàéòè ðåïåð Ôðåíå. Âû÷èñëèòü êðèâèçíó è êðó÷åíèå ýòîé êðèâîé.

61. Äîêàçàòü, ÷òî êðèâèçíà è êðó÷åíèå âèíòîâîé ëèíèè ïîñòîÿííû. È îáðàòíî, îïèñàòü êðèâûå ó
êîòîðûõ êðèâèçíà è êðó÷åíèå ïîñòîÿííû.

62. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè h âèíòîâàÿ ëèíèÿ

x = a cos t, y = a sin t, z = ht

èìååò íàèáîëüøåå êðó÷åíèå.

63. Íàéòè ðåïåð Ôðåíå äëÿ âèíòîâîé ëèíèè

r = (a cos t, a sin t, ht).

Ñîñòàâèòü íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâûõ:

64. x = a cos3 t , y = a sin3 t ;

65. y = x3/2 ;

66. y = x2 ;

67. y = lnx ;

68. y = a ch(x/a) ;

69. y = ex ;

70. x = a
(
(ln tg t

2 + cos t
)
) , y = a sin t ;

71. r = a(1 + cosφ) ;

72. x = a(cos t+ t sin t) , y = a(sin t− t cos t) .

73. r = a(1 + cosφ)

74. r = (a(t− sin t), a(1− cos t))

Íàéòè ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ, çíàÿ èõ íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ (çäåñü R = 1/k):
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75. R = as ;

76. s2

a2 + R2

b2 = 1 ;

77. Rs = a2 ;

78. R = a+ s2/a ;

79. R2 = 2as ;

80. R = 1
s

81. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ êðèâàÿ èìååò ñëåäóþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå: x = s, y = y(s), z = z(s),
ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð?

82. Íàéòè ïëîñêóþ êðèâóþ, ó êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ îáðàçóåò ïîñòîÿííûé óãîë α ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì
êðèâîé.

83. Ïóñòü p � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà ðàäèóñ-âåêòîðîâ äî êàñàòåëüíîé ê êðèâîé γ â òî÷êå M , à l �
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî òî÷êè M . Äîêàçàòü, ÷òî

k =

∣∣∣∣ dpl dl
∣∣∣∣ .

84. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíèÿ
x2 = 2az, y2 = 2bz

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé.

85. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå M êðèâîé C êðó÷åíèå îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ÷àñòè êðèâîé,
áëèçêèå ê òî÷êå M ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè.

86. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè êðèâîé ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó,
òî êðèâàÿ ïëîñêàÿ.

87. Íàïèñàòü âûðàæåíèå òðåòüåé è 4-îé ïðîèçâîäíûõ ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó â ðåïåðå Ôðåíå.

88. Âûðàçèòü d
dsr,

d2

ds2 r,
d3

ds3 r ÷åðåç τ , ν, b, k è κ.

89. Äîêàçàòü, ÷òî (τ,b, ddsb) = κ, ãäå (·, ·, ·) îáîçíà÷àåò ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ.

90. Âû÷èñëèòü ( ddsb,
d2

ds2b,
d3

ds3b).

91. Äîêàçàòü, ÷òî ( ddsτ,
d2

ds2 τ,
d3

ds3 τ) = k5 d
ds

(
κ
k

)
.

92. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êðèâàÿ áèðåãóëÿðíà (ò.å. k(s) 6= 0 ïðè âñåõ s) è âñå íîðìàëüíûå ïëîñêîñòè
ëèíèè ñîäåðæàò âåêòîð e, òî äàííàÿ ëèíèÿ èëè ïðÿìàÿ, èëè ïëîñêàÿ.

93. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè êðèâîé γ, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðÿìîé ëèíèåé,
ñîäåðæàò îäèí è òîò æå âåêòîð, òî êðèâàÿ ïëîñêàÿ.

94. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êðèâàÿ ðåãóëÿðíà è k = 0, òî ýòî � ïðÿìàÿ ëèíèÿ.

95. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè b = const, òî êðèâàÿ ïëîñêàÿ.

96. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êðèâàÿ áèðåãóëÿðíà è κ = 0, òî êðèâàÿ ïëîñêàÿ.

97. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè êðèâîé èìåþò îäèí è òîò æå íàêëîí, òî êðèâàÿ
ïëîñêàÿ.
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Ïîâåðõíîñòè

Âû÷èñëèòü ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñëåäóþùèõ ïîâåðõíîñòåé:

98. r = (a cosu cos v, a sinu cos v, a sin v) (ñôåðà);

99. r = (a cosu cos v, b sinu cos v, c sin v) (ýëëèïñîèä);

100. r = (av cosu, bv sinu, cv) (êîíóñ);

101. r = (a cosu, b sinu, cv) (öèëèíäð).

Âû÷èñëèòü ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñëåäóþùèõ ïîâåðõíîñòåé:

102. r = ~ρ(s) + λ~e, e = const (öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü);

103. r = v~ρ(s) (êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü);

104. r = ~ρ(s) + λ~e(s) (|~e(s)| = 1) (ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü);

105. r = ~ρ(s) + ~v(s) cosφ+~b(s) sinφ (êàíàëîâàÿ ïîâåðõíîñòü);

106. r = (φ(v) cosu, φ(v) sinu, ψ(v)) (ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ);

107. r = ((a+ b cos v) cosu, (a+ b cos v) sinu, b sin v) (òîð);

108. r = (v cosu, v sinu, ku) (ãåëèêîèä);

109. r = ~ρ(s) + λ~b(s) (ïîâåðõíîñòü ãëàâíûõ íîðìàëåé);

110. r = ~ρ(s) + λ~b(s) (ïîâåðõíîñòü áèíîðìàëåé);

111. r = (a ch z
a cosφ, a ch

z
a sinφ, z) (êàòåíîèä).

112. Íàéäèòå ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè (ïñåâäîñôåðû Áåëüòðàìè)

x = a sinu cos v,
y = a sinu sin v,
z = c(ln tg u

2 + cosu),

ãäå u 6= π/2, a = const .

113. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ëèíèÿìè v = u+ 1 è v = 3− u íà ïîâåðõíîñòè

x = u cos v, y = u sin v, z = u2.

114. Íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (u, v) äàíà ìåòðèêà ds2 = du2+2dv2, íàéäèòå óãîë ìåæäó ëèíèÿìè
v = 2u è v = −2u.

115. Íà ïîâåðõíîñòè
(u cos v, u sin v, av)

íàéòè óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè

u+ v = 0, u− v = 0.

116. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ëèíèÿìè v = 2u+ 1 è v = −2u+ 1 íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (u, v), åñëè
ìåòðèêà çàäàåòñÿ ìàòðè÷íî-çíà÷íîé ôóíêöèåé

G =

(
2 1
1 4

)
.

Âû÷èñëèòü âòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñëåäóþùèõ ïîâåðõíîñòåé:

117. r = (R cosu cos v,R cosu sin v,R sinu) (ñôåðà),
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118. r = (a cosu cos v, a cosu sin v, c sinu) (ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ),

119. r = ((a+ b cosu) cos v, (a+ b cosu) sin v, b sinu) (òîð),

120. r = (a ch u
a cosv, a ch

u
a sin v, u) (êàòåíîèä),

121. r = (a sinu cos v, a sinu sin v, a(ln tg u
2 + cosu));

122. r = (u cos v, u sin v, av) (ïðÿìîé ãåëèêîèä),

123. xyz = a3.

124. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîé ïàðàìåòðèçàöèè ïëîñêîñòè åå âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ðàâíà íóëþ.

125. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîé ïàðàìåòðèçàöèè ñôåðû åå ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðîïîðöèîíàëü-
íà âòîðîé.

126. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ó ïîâåðõíîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ ãàóññîâà è ñðåäíÿÿ êðèâèçíû, òî ýòî
ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ èëè åå ÷àñòüþ.

127. Äàíà êðèâàÿ ~ρ = ~ρ(s) ñ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì s, êðèâèçíîé k = k(s) 6= 0 è êðó÷åíèåì κ =
κ(s) 6= 0. Ïóñòü ~τ = ~τ(u) � îðò êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé. Äëÿ ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé
êàñàòåëüíûìè ê äàííîé êðèâîé, ò. å.

~r(s, u) = ~ρ(s) + u~τ(s), u > 0

íàéòè êðèâèçíû K è H.

128. Íàéòè ãàóññîâó è ñðåäíþþ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè z = f(x, y).

129. Íàéòè ãàóñcîâó è ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = 0

130. Íàéòè ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè y = x tg z
a .

131. Íàéòè ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

x = cos v − u sin v,
y = sin v + u cos v,

z = u+ v.

132. Âû÷èñëèòü ãàóññîâó è ñðåäíþþ êðèâèçíû âèíòîâîé ïîâåðõíîñòè

x = u cos v, y = u sin v, z = u+ v.

133. Âû÷èñëèòü ãàóññîâó è ñðåäíþþ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

x = 3u+ 3uv2 − u3,
y = v3 − 3v − 3u2v,

z = 3(u2 − v2).

next
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134. Äîêàçàòü, ÷òî H2 ≥ 4K. Êîãäà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?

Íàéòè ãàóññîâó è ñðåäíþþ êðèâèçíû ñëåäóþùèõ ïîâåðõíîñòåé:

135. Ïëîñêàÿ êðèâàÿ γ çàäàíà óðàâíåíèåì ~ρ = ~ρ(s), ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð; k = k(s) - åå

êðèâèçíà, 0 < k < 1/a ; ~n(s) � îðò ãëàâíîé íîðìàëè ê γ, ~b � îðò íîðìàëè ê ïëîñêîñòè êðèâîé γ.
Ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâíåíèåì

~r(s, ϕ) = ~ρ(s) + a~n(s) cosϕ+ a~e sinϕ.

136. r = ~ρ(s) + λ~e, e = const (öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü);

137. r = λ~ρ(s) (êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü);

138. r = ~ρ(s) + λ~e(s) (|~e(s)| = 1) (ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü);

139. r = ~ρ(s) + ~τ(s) cosφ+ ~b(s) sinφ (êàíàëîâàÿ ïîâåðõíîñòü);

140. r = (φ(v) cosu, φ(v) sinu, ψ(v)) (ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ);

141. r = ((a+ b cos v) cosu, (a+ b cos v) sinu, b sin v) (òîð);

142. r = (v cosu, v sinu, ku) (ãåëèêîèä);

143. r = ~ρ(s) + λ~b(s) (ïîâåðõíîñòü ãëàâíûõ íîðìàëåé);

144. r = ~ρ(s) + λ~b(s) (ïîâåðõíîñòü áèíîðìàëåé);

145. r = (a ch z
a cosφ, a ch

z
a sinφ, z) (êàòåíîèä).

146. Äîêàçàòü, ÷òî íà ñôåðå íåïëîñêàÿ ðåãóëÿðíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ íå ìîæåò èìåòü ïîñòîÿííóþ êðè-
âèçíó.

147. Äîêàçàòü, ÷òî ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé íà ñôåðå ðàäèóñà R íå áîëüøå, ÷åì R.

148. Êðèâàÿ íà ñôåðå îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñâîåé èëè êðèâèçíû èëè êðó÷åíèÿ êàê ôóíêöèè äëèíû
äóãè.

149. Ïóñòü ~r = ~r(t) � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, è ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà ~a, ëåæàùàÿ âî âñåõ íîðìàëüíûõ
ïëîñêîñòÿõ êðèâîé ~r = ~r(t). Äîêàçàòü, ÷òî ~r = ~r(t) ëåæèò íà íåêîòîðîé ñôåðå.

150. Îïðåäåëèòü òèï òî÷åê òîðà.

151. Îïðåäåëèòü òèï òî÷åê íà ïîâåðõíîñòÿõ

à) z = a2x4 + b2y4;

á) z = x4 + y4 + x2y2;

â) y = x4.

152. Äîêàçàòü, ÷òî ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû íå ïîãðóæàåòñÿ
â R3.
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