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Çàäà÷è
1. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà Y ⊂ X îòêðûòî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà X \ Y çàìêíóòî.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî îò êîíå÷íîñòè â ñâîéñòâàõ ïåðåñå÷åíèé îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ.

3. Äîêàçàòü, ÷òî øàð Bε(x) ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x íåêîòîðîãî
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

4. Ïðèâåñòè ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ), íå èíäóöèðî-
âàííîãî íè êàêîé ìåòðèêîé (ãîâîðÿò: òîïîëîãèÿ íå ìåòðèçóåìà)

5. Ïóñòü Y1 ⊂ X è Y2 ⊂ X � îòêðûòûå ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà. Òîãäà
Y = Y1 ∩ Y2 � îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî.

6. Äîêàçàòü, ÷òî X × Y è Y ×X ãîìåîìîðôíû.

7. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : E → F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì
�íà� è ïóñòü E êîìïàêòíî. Äîêàçàòü, ÷òî F êîìïàêòíî.

8. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-
íûì.

9. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå îäíî-
òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî.

10. Ïðèâåñòè ïðèìåð áèåêòèâíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, íå ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

11. Âåðíî ëè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, çàìêíó-
òûìè ìíîæåñòâàìè íà ïëîñêîñòè (íà ïðÿìîé) âñåãäà áîëüøå 0?

12. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íåïðåðûâíî.
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13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ âå-
ùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî K = f−1(0).

14. Ïóñòü G ⊂ I1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà îòðåçêå. Äîêàçàòü, ÷òî G �
îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

15. Îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñâÿçåí.

16. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñâÿçíîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè fn : X−→Y � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé è fn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê f (Y � ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî), òî f íåïðåðûâíî.

18. Äîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûé äèñê (|x| < 1) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

19. Äîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûé äèñê x2 + y2 < 1 è ïëîñêîñòü R2(x, y) ãî-
ìåîìîðôíû. Äîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûé êâàäðàò {|x| < 1, |y| < 1} è
ïëîñêîñòü R2(x, y) ãîìåîìîðôíû. Äîêàçàòü, ÷òî èíòåðâàë 0 < x < 1 è
îòêðûòûé êâàäðàò {|x| < 1, |y| < 1} íå ãîìåîìîðôíû.

20. Ïóñòü f : X−→X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå õàóñäîðôîâà ïðîñòðàí-
ñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê Ff := {x ∈ X|f(x) =
x} çàìêíóòî.

21. Ïóñòü f : X−→R1 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå X. Òîãäà f îãðàíè÷åíà è ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå
çíà÷åíèÿ.

22. Äîêàçàòü, ÷òî êóá {|xi| ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n} è øàð {∑n
i=1 x2

i ≤ 1} ãî-
ìåîìîðôíû. Äîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûé êóá è îòêðûòûé øàð äèôôåî-
ìîðôíû.

23. Ãîìåîìîðôíû ëè îòðåçîê 0 ≤ x ≤ 1 è áóêâà T?

24. ∗ Ãîìåîìîðôíû ëè äèñê D2 è ñôåðà S2?

25. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 3×3 � êîìïàêò-
íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

26. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèåì èíòåðâàë y = 0, 0 < x < 1, ëåæàùèé íà
ïëîñêîñòè R2 ?

27. ßâëÿåòñÿ ëè GL(n,R) ìíîãîîáðàçèåì?

28. Äîêàçàòü, ÷òî n�ìåðíàÿ ñôåðà Sn, çàäàâàåìàÿ â Rn óðàâíåíèåì x2
0 +

x2
1 + · · ·+ x2

n = 1, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.
à) Ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò.
á) Ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà êàðò.

2



â) Ïîñòðîèòü àòëàñ èç ìèíèìàëüíîãî êàðò ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ
êàðòà ãîìåîìîðôíà äèñêó.
ã) Ïîñòðîèòü àòëàñ èç n + 2 êàðòû, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå êàðòû è
âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ êàðò ãîìåîìîðôíû äèñêàì.

29. Äîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíûé òîð T2, çàäàííûé êàê ïîâåðõíîñòü âðàùå-
íèÿ âîêðóã îñè Oz îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè Oxy è íå ïåðå-
ñåêàþùåéñÿ ñ îñüþ Oz, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.
à) Ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò.
á) Ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà êàðò.
â) Ïîñòðîèòü àòëàñ èç 4-õ êàðò ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ êàðòà ãîìåî-
ìîðôíà äèñêó.
ã) Ïîñòðîèòü àòëàñ èç 6-òè êàðò, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå êàðòû è âñåâîç-
ìîæíûå íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ êàðò ãîìåîìîðôíû äèñêàì.

30. Äîêàçàòü, ÷òî n�ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êèì (è âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèì) ìíîãîîáðàçèåì.

31. Äîêàçàòü, ÷òî n�ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì) ìíîãîîáðàçèåì.

32. Ââåäèòå ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ïðÿìûõ
â R2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî ëèñòó Ì¼-
áèóñà.

33. Äîêàçàòü ãîìåîìîðôíîñòü ìíîãîîáðàçèé S2 è CP1.

34. Äîïóñêàþò ëè ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãðàíèöà êâàäðàòà?
âîñüìåðêà? (îáà êàê ïîäìíîæåñòâà R2)

35. Äîêàçàòü, ÷òî èç ãëàäêîñòè ôóíêöèè ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé êàðòå
ñëåäóåò åå ãëàäêîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé äðóãîé êàðòå íà îáùåì
ïåðåñå÷åíèè

36. Ïîñòðîèòü ÿâíûå ôîðìóëû, îñóùåñòâëÿþùèå äèôôåîìîðôèçì ìåæäó
îòêðûòûì øàðîì Bε(0) ⊂ Rn ðàäèóñà ε è åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì
Rn.

37. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íûå ãðóïïû SL(n,R), O(n), SO(n), GL(n,C),
SL(n,C), U(n), SU(n) ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè è äîïóñêàþ ñòðóê-
òóðó ãëàäêîãî (àíàëèòè÷åñêîãî) ìíîãîîáðàçèÿ. Âû÷èñëèòü ðàçìåðíî-
ñòè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé è ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò íà íèõ.

38. Îïèñàòü äâóìåðíûé òîð (ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ îêðóæíîñòè âîêðóã
îñè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå) ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè.
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39. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ òâåðäîãî ñòåðæíÿ â R2,
ñîåäèíåííîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.

40. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ òâåðäîãî ñòåðæíÿ â R3,
ñîåäèíåííîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.

41. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ äâóçâåííîãî ïëîñêîãî
ìàÿòíèêà â R2, ñîåäèíåííîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.

42. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ äâóçâåííîãî ìàÿòíèêà
â R3, ñîåäèíåííîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.

43. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïàðû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
â R3, ñîåäèíåííûõ òâåðäûì ñòåðæíåì

44. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ òâåðäîãî òåëà â R3,
ñîåäèíåííîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.

45. Íà ïëîñêîñòè R2(x, y) çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå

ξ =
{

ξ1 = y,
ξ2 = −x

Îïèñàòü äèíàìè÷åñêèé ïîòîê, êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðå-
îáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè.

46. Íà äâóìåðíîì òîðå T2 ñ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè (ϕ1, ϕ2) çàäàíî
âåêòîðíîå ïîëå

ξ =
{

ξ1 = p ≡ const ,
ξ2 = q ≡ const .

Îïèñàòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Âûÿñíèòü, êîãäà èíòåãðàëüíûå êðè-
âûå çàìêíóòû, à êîãäà íåò.

47. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ξ, η : C∞(X)−→C∞(X)

âäîëü âåêòîðíûõ ïîëåé ξ, η îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èõ êîììó-
òàòîð [ξ, η], ò.å.

[ξ, η](f)
def
= ξ (η(f))− η (ξ(f))

òîæå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü íåêîòîðîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ. Çàïèñàòü êîìïîíåíòû êîììóòàòîðà [ξ, η] ÷åðåç êîìïî-
íåíòû âåêòîðíûõ ïîëåé ξ, η â íåêîòîðîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
íà ìíîãîîáðàçèè X.

48. Äîêàçàòü, ÷òî íà ëþáîì ñâÿçíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X äëÿ ëþáûõ
äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîé äèôôåîìîðôèçì ϕ : X−→X,
÷òî ϕ(x) = y.
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49. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ãëàäêîìó
ìíîãîîáðàçèþ îáðàçóåò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè.

50. Îïèñàòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîãî ìàÿòíèêà.

51. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè êîìïîçèöèè äâóõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ìàòðèö ßêîáè ñîìíîæèòåëåé.

52. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò.

53. Âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ

f(x, y) = (x, 0) : R2−→R2. (1)

54. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
∑

z2
i = 0,

∑ |zi|2 = 2
(2)

â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn çàäàåò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, êîòî-
ðîå äèôôåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê
ñôåðå §n−1 ⊂ Rn.

55. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå
z2
1 + z2

2 = 1 (3)
â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå C2 îïðåäåëÿåò ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðô-
íîå öèëèíäðó.
.

56. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n 6= m ïðîñòðàíñòâà Rn è Rm íå äèôôåîìîðôíû.

57. Äîêàçàòü, ÷òî n�ìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 2n.

58. Ïîêàçàòü, ÷òî îêðóæíîñòü S1, ñôåðà Sn, òîð T2 ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðó-
åìûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

59. Äîêàçàòü, ÷òî ëèñò Ì¼áèóñà, ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü RP2, áóòûëêà
Êëåéíà ñóòü íåîðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ.

60. Îïðåäåëèòü âàëåíòíîñòü òåíçîðîâ, êîìïîíåíòû êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) Ti = ∂f
∂xi ;

(b) Tij = ∂2f
∂xi∂xj â òî÷êàõ, ãäå ãðàäèåíò ôóíêöèè f ðàâåí íóëþ;

(c) T i
j � êîìïîíåíòû ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà;
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(d) Tij � êîìïîíåíòû ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîðìû íà âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

61. Ïóñòü
δi
j =

{
0 åñëè i 6= j,
1 åñëè i = j.

(4)

Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïîíåíòû {δi
j} îáðàçóþò òåíçîð âàëåíòíîñòè (1,1).

62. Ïóñòü ξ = {ξij} � òåíçîð âàëåíòîñòè (2,0), à ÷èñëà {ηij} óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì

ξijηjk = δi
j (5)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ i, j. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïîíåíòû
{ηij} îáðàçóþò òåíçîð âàëåíòíîñòè (0,2).

63. Ïóñòü òåíçîð âàëåíòíîñòè (0,2) çàäàåòñÿ â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò (x1, ..., xn) ìàòðèöåé g = {gij(x)}. Äîïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà g

(a) ñèììåòðè÷íà,
(b) íåâûðîæäåíà è
(c) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâà (63a), (63b), (63c) ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ëþáîé ðå-
ãóëÿðíîé çàìåíåíå êîîðäèíàò.

64. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îïðåàöèÿ ïåðåñòàíîâêè âåðõíå-
ãî èíäåêñà ñ íèæíèì èíäåêñîì íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îïåðàöèåé.

65. Ïóñòü T = {T i1,...,ip

j1,...,jq
(x)} � òåíçîðíîå ïîëå. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ

T
i1,...,ip

j1,...,jq
⇒ S

i1,...,ip

j1,...,jq+1
:

S
i1,...,ip

j1,...,jq+1
= ∂

∂xjq+1
T

i1,...,ip

j1,...,jq

(6)

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îïåðàöèåé òîëüêî ïðè p = 0 è q = 0.
×åðåç V m

n áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ òåíçîðîâ âàëåíòíîñòè (m,n).

66. Îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü òåíçîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V m
n .

67. Ïóñòü f : V m
n → V p

q �ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû (îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò òåíçîðîâ â
ïðîñòðàíñòâàõ V m

n è V p
q ) ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f îáðàçóþò òåíçîð.

Îïðåäåëèòü åãî âàëåíòíîñòü.

68. Íàéòè òèï òåíçîðà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñóòü êîýôôèöèåíòû

(a) âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
(b) ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ
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âåêòîðîâ â R3 . Ïîêàçàòü, ÷òî ýòè òåíçîðû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà
ïóòåì ïîäûìàíèÿ èëè îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ.

69. Ïóñòü δij =
{

1 ïðè i = j,
0 ïðè i 6= j.

Äîêàçàòü, ÷òî δij íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì
(òèïà (0, 2)).

70. Ïóñòü δi
j =

{
1 ïðè i = j,
0 ïðè i 6= j.

Äîêàçàòü, ÷òî δi
j ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà

(1, 1). ×òî çà îïåðàòîð (â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ðàññìàòðèâàå-
ìîìó ìíîãîîáðàçèþ) îòâå÷àåò ýòîìó òåíçîðó?

71. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn. Äîêàçàòü, ÷òî vi = ∂f
∂xi

âåêòîðîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ.

72. Ïóñòü ui è vj � âåêòîðà (â îäíîé òî÷êå). ßâëÿåòñÿ ëè âåêòîðîì wi =
uivi?

73. Ïóñòü ui (i = 1, 2) � âåêòîð â íåêîòîðîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè. ßâëÿåòñÿ
ëè âåêòîðîì vi, ãäå v1 = −u2, v2 = u1?

74. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn. Äîêàçàòü, ÷òî ∂2f
∂xi∂xj òåí-

çîðîì (òèïà (0, 2)), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ.

75. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn. Äîêàçàòü, ÷òî â êðèòè-
÷åñêèõ òî÷êàõ ôóíêöèè f (ò.å. â òî÷êàõ, â êîòîðûõ ∂f

∂xi = 0) ∂2f
∂xi∂xj

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (0, 2).

76. Ïóñòü vi = vi(x) � âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè Mn. Äîêàçàòü,
÷òî ∂vi

∂xj òåíçîðîì (òèïà (1, 1)), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ.

77. Ïóñòü vi = vi(x) � âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè Mn. Äîêàçàòü,
÷òî T ij = ∂vi

∂xj òåíçîðîì (òèïà (2, 0)), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ.

78. Ïóñòü ui = ui(x) è vi = vi(x) � âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn.
ßâëÿåòñÿ ëè âåêòîðíûì ïîëåì wi = uj ∂vi

∂xj − vj ∂ui

∂xj .

79. Ïóñòü αi = αi(x) � êîâåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè Mn. Äîêàçàòü,
÷òî ∂αi

∂xj òåíçîðîì (òèïà (0, 2)), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ.

80. Ïóñòü T ij
kl � òåíçîð òèïà (2, 2). Äîêàçàòü, ÷òî T̂ i

` = T ij
j` ÿâëÿåòñÿ òåí-

çîðîì (òèïà (1, 1)).

81. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ëþáîì (êîìïàêòíîì)
ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè
à) ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åäèíèöû;
á) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Óèòíè.

82. Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð òèïà (1, 1), èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî îðòîãî-
íàëüíûõ çàìåí êîîðäèíàò, ïðîïîðöèîíàëåí òåíçîðó δi

j .
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83. Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð òðåòüåé âàëåíòíîñòè, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëü-
íî ïðîèçâîëüíûõ çàìåí êîîðäèíàò, ðàâåí íóëþ.

84. Íàéòè îáùèé âèä òåíçîðà ÷åòâåðòîé âàëåíòíîñòè, èíâàðèàíòíîãî îò-
íîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò.

85. Âûðàçèòü ñëåä ìàòðèöû â âèäå ðåçóëüòàòà òåíçîðíûõ îïåðàöèé.

86. Âûðàçèòü äåòåðìèíàíò ìàòðèöû â âèäå ðåçóëüòàòà òåíçîðíûõ îïåðà-
öèé.

87. Ïóñòü X èìååò âàëåíòíîñòü (1, 0), W � (0, 1). Íàéòè ðàíã îïåðàòîðà
X ⊗W .

88. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Γi
jk � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, òî Γi

jk − Γi
kj ÿâ-

ëÿåòñÿ òåíçîðîì.

89. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Γi
jk, Γ̃i

jk � êîýôôèöèåíòû äâóõ ñâÿçíîñòåé, òî Γi
jk−

Γ̃i
jk ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì.

90. Äîêàçàòü, ÷òî ∇kδi
j = 0.

91. Îïèñàòü âñå ëèíåéíûå ñâÿçíîñòè íà îêðóæíîñòè. Íàïèñàòü ôîðìó-
ëó äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîñòè íà
îêðóæíîñòè.

92. Ïóñòü N ⊂ M ïîäìíîãîîáðàçèå ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïóñòü
∇, ∇0 � ñèììåòðè÷åñêèå ðèìàíîâû ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè M è
ïîäìíîãîîáðàçèè N (ñ èíäóöèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà íåì).
Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå íà M , êàñàòåëüíîå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ N .
Äîêàçàòü ôîðìóëó

∇0
ηξ = pr(∇ηξ) (7)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà η, êàñàòåëüíîãî ê ïîäìíîãîîáðàçèþ N , ãäå pr �
îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîäìíîãîîá-
ðàçèþ N .

93. Ïðîâåðèòü ïðàâèëî Íüþòîíà-Ëåéáíèöà êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé.

94. Ðèìàíîâà ñâÿçíîñòü ∇ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè êîììóòèðóåò ñ
îïåðàöèÿìè ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ.

95. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíåñåíèè âåêòîðà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ðèìà-
íîâîé ñâÿçíîñòè óãîë ìåæäó íèì è êàñàòåëüíûì âåêòîðîì îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì.

96. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âåêòîðîâ íà ïëîñêî-
ñòè.
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97. Îïèñàòü îïåðàöèþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ ïî îñíîâàíèþ ïðÿìîãî
êðóãîâîãî êîíóñà.

98. Âû÷èñëèòü, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð íà ïðÿìîì
êðóãîâîì êîíóñå â ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü çà-
ìêíóòîé êðèâîé. Óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü îò ñïîñîáà ðàñïîëîæåíèÿ
êðèâîé íà êîíóñå.

99. Âû÷èñëèòü, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð íà ñôåðå â
ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü ïàðàëëåëè.

100. Îïèñàòü îïåðàöèþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ ïî òðåóãîëüíèêó íà
ñôåðå, îáðàçîâàííîìó äâóìÿ ìåðèäèàíàìè è ýêâàòîðîì.

101. Óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó óãëîì ïîâîðîòà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà
íà ñôåðå â ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü çàìêíóòîé
êðèâîé è ïëîùàäüþ îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé êðèâîé.

102. Âûïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå ôîðìóëó êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé íà
ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

103. Ïîêàçàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 âïîëíå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì: â êàæ-
äîé òî÷êå, ãäå åå êðèâèçíà îòëè÷íà îò íóëÿ, íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè
êîëëèíåàðíà ñ íîðìàëüþ ê êðèâîé.

104. Ïóñòü ïðÿìàÿ ëèíèÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè â R3. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà
ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé íà ïîâåðõíîñòè.

105. Ïóñòü äâå ïîâåðõíîñòè ñîïðèêàñàþòñÿ ïî íåêîòîðîé ëèíèè, êîòîðàÿ
ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà îäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ëè-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé è íà äðóãîé ïîâåðõíîñòè.

106. Íà ïîâåðõíîñòè r(u, v) ∈ R3 çàäàíà êðèâàÿ ëèíèÿ u = u(s), v = v(s).
Ïîêàçàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(
m(u(s), v(s)),

d

ds
r,

d2

ds2
r
)

= 0, (8)

ãäå m � âåêòîð íîðìàëè ïîâåðõíîñòè.

107. Äîêàçàòü, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå è òîëüêî îíè.

108. Äîêàçàòü, ÷òî ìåðèäèàíû ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷å-
ñêèìè ëèíèÿìè.

109. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðàëëåëü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷å-
ñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàñàòåëüíàÿ ê ìåðèäèàíó â åå òî÷êàõ
ïàðàëëåëüíà îñè âðàùåíèÿ.
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110. Íàéòè âñå ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè äâóìåðíîé ñôåðû.

111. Ïîêàçàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè ïîâåðõíîñòè ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìîé

ds2 = v
(
du2 + dv2

)
(9)

èçîáðàæàþòñÿ íà ïëîñêîñòè (u, v) ïàðàáîëàìè.

112. Ïóñòü äâå ïîâåðõíîñòè òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî ëèíèè,êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà êàæäîé èç ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Äîêàçàòü,
÷òî ýòà ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.

113. Âû÷èñëèòü òåíçîð êðèâèçíû íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ.

114. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ: ñôåðû S2 ⊂ R3,

115. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ: òîðà T2, âëîæåííîãî â R3 êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ,

116. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ: òîðà T2, âëîæåííîãî â C2, çàäàâàåìîãî óðàâíåíèÿìè

|z|2 + |w|2 = 1,
|z| = |w|; (10)

117. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ: ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà;

118. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ: öèëèíäðà;

119. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ: ñôåðû §n ⊂ Rn+1.

120. Ïîêàçàòü, ÷òî ó äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè òåíçîð Ðè÷÷è ïðîïîðöèîíàëåí
ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó. Íàéòè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

121. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω èìååò ïîðÿäîê p, ò.å.
ω ∈ Λp (V ∗), à âåêòîðà v1, v2, . . . , vp ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

V (v1, v2, . . . , vp) = 0. (11)

122. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôîðìû ω1, ω2, . . . , ωp ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωp = 0. (12)

123. Ïóñòü ω1, ω2, . . . , ωp ∈ V ∗; v1, v2, . . . , vp ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî

(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωp) (v1, v2, . . . , vp) =
1
n!

det ‖ωi(vj)‖n
i,j=1. (13)
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124. Ïóñòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íà îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè çàäàí
ñâîèìè êîìïîíåíòàìè gij â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xn).
Ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå âèäà

√
det(gij)dx1 ∧ · · · ∧ xn (14)

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó íà ìíîãîîáðàçèè.

125. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = f(x2 + y2)(xdx + ydy) â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

126. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω =
√

x2 + y2(dx ∧ dy) â ïîëÿð-
íûõ êîîðäèíàòàõ.

127. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = xdx + ydy + zdz â ñôåðè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ.

128. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

ω =
xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy

(x2 + y2 + z2)3/2

â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

129. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = dx ∧ dy ∧ dz â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ.

130. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
z2dx ∧ dy + (z2 + 2y)dx ∧ dz;

131. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
13xdx + y2dy + xyzdz;

132. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
xdx+ydy

x2+y2 ;

133. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
ydx−xdy

x2+y2 ;

134. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
f(x2 + y2)(xdx + ydy);

135. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
fdg, ãäå f è g � ãëàäêèå ôóíêöèè.

136. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M , dim M = n, îðèåíòèðóåìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà íà M ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω
ðàíãà n, íåâûðîæäåííàÿ â êàæäîé òî÷êå.
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137. Ïóñòü ω � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà 1, íèãäå íå îáðàùàþùàÿñÿ
â íîëü, à Ω �ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìà ðàíãà p > 0. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìà
Ω äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Ω = θ ∧ ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ω ∧ ω = 0.

138. Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå çàìêíóòîé ôîðìû íà ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìêíóòîé ôîðìîé.

139. Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå òî÷íîé ôîðìû íà ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷íîé ôîðìîé.

140. Äîêàçàòü, ÷òî H0(R) = R è Hi(R) = 0 ïðè i 6= 0.

141. Îïèñàòü íóëüìåðíûå êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî
êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

142. Äîêàçàòü, ÷òî íà Rn ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìà ðàíãà k > 0 òî÷íà, à
çàìêíóòàÿ ôîðìà ðàíãà 0 åñòü ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

143. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M ðàçëàãàåòñÿ â íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ìíî-
ãîîáðàçèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, M = M1 t M2. Äîêàçàòü, ÷òî
Hp(M) = Hp(M1)⊕Hp(M2).

144. Ïîêàçàòü, ÷òî íà îêðóæíîñòè S1 ôîðìà ω ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∫
S1

ω = 0.

145. Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà èíòåðâàëà (a, b) è åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà Rn.

146. Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ìíîãîîáðàçèé îêðóæíîñòè S1.

147. Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ñôåðû S2.

148. Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïëîñêîñòè R2 ñ îäíîé âûêîëîòîé
òî÷êîé.

149. Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïëîñêîñòè R2 ñ äâóìÿ âûêîëîòûìè
òî÷êàìè.

150. Äîêàçàòü ëåììó Ïóàíêàðå: ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìà íà ëþáîì ìíîãî-
îáðàçèè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òî÷íîé.

151. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
M

((x + y)dx + (x− y)dy)) ïî ýëëèïñó

M = {x2

a2
+

y2

b2
= 1}.
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152. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

M

(xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy)

ïî ñôåðå M = {x2 + y2 + z2 = 1}.
153. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫

M

((y − z)dy ∧ dz + (z − x)dz ∧ dx + (x− y)dx ∧ dy)

ïî ñôåðå M = {x2 + y2 + z2 = 1}.
154. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫

M

((y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz)

ïî êðèâîé

M = {x = a sin2 t, y = 2a cos t sin t, z = a cos2 t, 0 ≤ t ≤ 2π.}

155. Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà ôîðìóëó Ãðèíà.

156. Âûâåñòè èç îáùå ôîðìóëû Ñòîêñà ôîðìóëó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî.

157. Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà òðåõìåðíóþ ôîðìóëó Ñòîêñà.

158. Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òðåõ-
ìåðíîìó îáúåìó V , îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ Σ:

∫∫

V

∫
(ϕ∆ψ + (grad ϕ,grad ψ)) dV =

∫∫

Σ

ϕ
∂ψ

∂n
dσ,

ãäå ∂
∂n � ïðîèçâîäíàÿ âäîëü íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ.

159. Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òðåõ-
ìåðíîìó îáúåìó V , îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ Σ:

∫∫

V

∫
(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ) dV =

∫∫

Σ

(
ϕ

∂ψ

∂n
− ψ

)
dσ,

ãäå ∂
∂n � ïðîèçâîäíàÿ âäîëü íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ.

160. Ïóñòü f : S2−→S2 � öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ. Âû÷èñëèòü ñòåïåíü
deg f îòîáðàæåíèÿ f .
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161. Íàéòè ñòåïåíü êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

S2k+1−→RP2k+1

.

162. Ïðèâåñòè â ÿâíîì âèäå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ f : Sn−→Sn ñòåïåíè k.

163. Ïîñòðîèòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå òîðà T2 íà ñôåðó S2 ñòåïåíè 1.

164. Ïîñòðîèòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå òîðà T2 íà ñôåðó S2 ñòåïåíè k

165. Äîêàçàòü, ÷òî äâà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèÿ S1−→S1 ãîìîòîïíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ.

166. Äîêàçàòü, ÷òî äâà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèÿ Sn−→Sn ãîìîòîïíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ.

167. Äëÿ ñòàíäàðòíîãî âëîæåíèÿ òîðà T2 â R3 ïóñòü f : T2−→S2 ñîïî-
ñòàâëÿåò òî÷êå x ∈ T2 åå íîðìàëü f(x) = n. Âû÷èñëèòü ñòåïåíü îòîá-
ðàæåíèÿ f .
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