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Âàðèàíò �: 1
1. Äîêàçàòü, ÷òî øàð Bε(x) ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
2. Äîêàçàòü, ÷òî êóá {|xi| ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n} è øàð {∑n

i=1 x2
i ≤ 1} ãîìåîìîðôíû.

Äîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûé êóá è îòêðûòûé øàð äèôôåîìîðôíû.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà SL(n,R) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì è äîïóñêàåò

ñòðóêòóðó ãëàäêîãî (àíàëèòè÷åñêîãî) ìíîãîîáðàçèÿ. Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ìíîãîîá-
ðàçèÿ è ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò íà íåì.

4. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ äâóçâåííîãî ïëîñêîãî ìàÿòíèêà â
R2, ñîåäèíåííîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.

5. Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð òèïà (1, 1), èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ çà-
ìåí êîîðäèíàò, ïðîïîðöèîíàëåí òåíçîðó δi

j .
6. Îïèñàòü îïåðàöèþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ ïî òðåóãîëüíèêó íà ñôåðå, îáðà-

çîâàííîìó äâóìÿ ìåðèäèàíàìè è ýêâàòîðîì.
7. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ: òîðà T2,

âëîæåííîãî â C2, çàäàâàåìîãî óðàâíåíèÿìè

|z|2 + |w|2 = 1,
|z| = |w|; (1)

8. Ïóñòü ω1, ω2, . . . , ωp ∈ V ∗; v1, v2, . . . , vp ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî

(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωp) (v1, v2, . . . , vp) =
1
n!

det ‖ωi(vj)‖n
i,j=1. (2)

9. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû z2dx∧ dy + (z2 +
2y)dx ∧ dz;

10. Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå çàìêíóòîé ôîðìû íà ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòîé ôîðìîé.
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Âàðèàíò �: 2
1. Ïóñòü Y1 ⊂ X è Y2 ⊂ X � îòêðûòûå ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà. Òîãäà Y = Y1 ∩Y2 �

îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîêàçàòü, ÷òî îò ñâîéñòâà îòêðûòîñòè â çàäà÷å íåëüçÿ
îòêàçàòüñÿ.

2. Ãîìåîìîðôíû ëè äèñê D2 è ñôåðà S2?
3. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà O(n) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì è äîïóñêàåò

ñòðóêòóðó ãëàäêîãî (àíàëèòè÷åñêîãî) ìíîãîîáðàçèÿ. Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ìíîãîîá-
ðàçèÿ è ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò íà íåì.

4. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ äâóçâåííîãî ìàÿòíèêà â R3, ñî-
åäèíåííîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.

5. Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð òðåòüåé âàëåíòíîñòè, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîëüíûõ çàìåí êîîðäèíàò, ðàâåí íóëþ.

6. Óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó óãëîì ïîâîðîòà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà íà ñôåðå â
ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé è ïëîùàäüþ îáëàñòè,
îãðàíè÷åííîé ýòîé êðèâîé.

7. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ: ïðÿìîãî
êðóãîâîãî êîíóñà;

8. Ïóñòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íà îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè çàäàí ñâîèìè êîì-
ïîíåíòàìè gij â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xn). Ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå
âèäà √

det(gij)dx1 ∧ · · · ∧ xn (3)

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó íà ìíîãîîáðàçèè.
9. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû 13xdx + y2dy +

xyzdz;
10. Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå òî÷íîé ôîðìû íà ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé

ôîðìîé.
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Âàðèàíò �: 3
1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà E è F ìåòðè÷åñêèå, è E êîìïàêòíî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f :

E → F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì �íà�. Äîêàçàòü, ÷òî F êîìïàêòíî.
2. Äîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíûé òîð T2, çàäàííûé êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã îñè

Oz îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè Oxy è íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ îñüþ Oz, ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà GL(n,C) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì è äîïóñêàåò
ñòðóêòóðó ãëàäêîãî (àíàëèòè÷åñêîãî) ìíîãîîáðàçèÿ. Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ìíîãîîá-
ðàçèÿ è ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò íà íåì.

4. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïàðû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â R3, ñî-
åäèíåííûõ òâåðäûì ñòåðæíåì.

5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Γi
jk � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, òî Γi

jk − Γi
kj ÿâëÿåòñÿ òåíçî-

ðîì.
6. Ïîêàçàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â ýâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå R3 âïîëíå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì: â êàæäîé òî÷êå, ãäå åå êðèâèçíà îò-
ëè÷íà îò íóëÿ, íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè êîëëèíåàðíà ñ íîðìàëüþ ê êðèâîé.

7. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ: öèëèí-
äðà;

8. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω =
√

x2 + y2(dx ∧ dy) â ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàòàõ.

9. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû xdx+ydy
x2+y2 ;

10. Îïèñàòü íóëüìåðíûå êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ.
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Âàðèàíò �: 4
1. Âåðíî ëè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, çàìêíóòûìè ìíîæå-

ñòâàìè íà ïëîñêîñòè (íà ïðÿìîé) âñåãäà áîëüøå 0?
2. Äîêàçàòü, ÷òî n�ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (è

âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèì) ìíîãîîáðàçèåì.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà U(n) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì è äîïóñêàåò

ñòðóêòóðó ãëàäêîãî (àíàëèòè÷åñêîãî) ìíîãîîáðàçèÿ. Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ìíîãîîá-
ðàçèÿ è ïîñòðîèòü àòëàñ êàðò íà íåì.

4. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ òâåðäîãî òåëà â R3, ñîåäèíåííîãî
øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.

5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Γi
jk, Γ̃i

jk � êîýôôèöèåíòû äâóõ ñâÿçíîñòåé, òî Γi
jk − Γ̃i

jk ÿâëÿ-
åòñÿ òåíçîðîì.

6. Ïóñòü ïðÿìàÿ ëèíèÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè â R3. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé íà ïîâåðõíîñòè.

7. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ñëåäóþùåãî ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ: ñôåðû
§n ⊂ Rn+1.

8. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = xdx + ydy + zdz â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ.

9. Âû÷èñëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ydx−xdy
x2+y2 ;

10. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M ðàçëàãàåòñÿ â íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé
îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, M = M1 tM2. Äîêàçàòü, ÷òî Hp(M) = Hp(M1)⊕Hp(M2).
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Âàðèàíò �: 5
1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ âåùåñòâåí-

íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî K = f−1(0).
2. Äîêàçàòü, ÷òî n�ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêèì (è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì) ìíîãîîáðàçèåì.
3. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ òâåðäîãî ñòåðæíÿ â R2, ñîåäèíåí-

íîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.
4. Äîêàçàòü, ÷òî íà ëþáîì ñâÿçíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê

x, y ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîé äèôôåîìîðôèçì ϕ : X−→X, ÷òî ϕ(x) = y.
5. Âû÷èñëèòü, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð íà ïðÿìîì êðóãîâîì

êîíóñå â ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé. Óñòàíîâèòü
çàâèñèìîñòü îò ñïîñîáà ðàñïîëîæåíèÿ êðèâîé íà êîíóñå.

6. Ïóñòü äâå ïîâåðõíîñòè ñîïðèêàñàþòñÿ ïî íåêîòîðîé ëèíèè, êîòîðàÿ ÿâëÿþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêîé íà îäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé
è íà äðóãîé ïîâåðõíîñòè.

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω èìååò ïîðÿäîê p, ò.å. ω ∈ Λp (V ∗),
à âåêòîðà v1, v2, . . . , vp ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

ω (v1, v2, . . . , vp) = 0. (4)

8. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

ω =
xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy

(x2 + y2 + z2)3/2

â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
9. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M , dim M = n, îðèåíòèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íà M ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω ðàíãà n, íåâûðîæäåííàÿ â êàæäîé
òî÷êå.

10. Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ìíîãîîáðàçèé îêðóæíîñòè S1.
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Âàðèàíò �: 6
1. Ïóñòü G ⊂ I1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà îòðåçêå. Äîêàçàòü, ÷òî G � îáúåäèíåíèå

íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.
2. Äîêàçàòü ãîìåîìîðôíîñòü ìíîãîîáðàçèé S2 è CP1.
3. Îïèñàòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ òâåðäîãî ñòåðæíÿ â R3, ñîåäèíåí-

íîãî øàðíèðîì ñ íåïîäâèæíîé îïîðîé.
4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ

îáðàçóåò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè.
5. Âû÷èñëèòü, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð íà ñôåðå â ðåçóëüòàòå

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü ïàðàëëåëè.
6. Ïóñòü äâå ïîâåðõíîñòè òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî ëèíèè,êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà êàæäîé èç ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé.

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôîðìû ω1, ω2, . . . , ωp ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωp = 0. (5)

8. Çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = dx∧dy∧dz â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
9. Ïóñòü ω � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà 1, íèãäå íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü, à

Ω �ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìà ðàíãà p > 0. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìà Ω äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
Ω = θ ∧ ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω ∧ ω = 0.

10. Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïëîñêîñòè R2 ñ äâóìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè.


