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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå äàåòñÿ îïèñàíèå ýêâèâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

ñ äåéñòâèåì äèñêðåòíîé ãðóïïû G äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýòî äåéñòâèå íà

áàçå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ñâîáîäíûì ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì, ò.å. ó âñåõ òî-

÷åê áàçû ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èëè

åé ñîïðÿæåííàÿ ïîäãðóïïà. Îïèñàíèå äàåòñÿ â òåðìèíàõ íåêîòîðîãî

êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

1 Ââåäåíèå

Ýòà çàäà÷à åñòåñòâåííî âîçíèêàåò èç ìåòîäà Êîííåðà-Ôëîéäà ([2]) îïèñàíèÿ
áîðäèçìîâ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìîé ôèêñïîèíò-
êîíñòðóêöèè. Êîíñòðóêöèÿ Êîííåðà-Ôëîéäà ñâîäèò çàäà÷ó îïèñàíèÿ áîð-
äèçìîâ ê äâóì çàäà÷àì: à) îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ (èëè, áîëåå
îáùèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíûõ) òî÷åê, êîòîðûå îáðàçóþò ïîäìíîãîîáðàçèÿ,
îñíàùåííûå ñòðóêòóðîé íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ òîæå ñ äåéñòâèåì ãðóï-
ïû G, îäíàêî ýòî äåéñòâèå èìååò óæå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè áîëåå íèçêîãî
ðàíãà, á) îïèñàíèÿ áîðäèçìîâ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G áîëåå íèçêîãî ðàíãà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó H < G è
ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åêMH , íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû
H. Åñëè ïîäãðóïïàH ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñðåäè òåõ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï
K < G, äëÿ êîòîðûõMK 6= ∅, òî ñîïðÿæåííûé ïîäãðóïïû H ′ = gHg−1 ïðè-
âîäÿò ëèáî ê òîìó æå ìíîæåñòâó íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ò.å.MH = MH′ , ëèáî
ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ MH ∩MH′ = ∅. Â ëþáîì ñëó÷àå îáúåäèíå-
íèå

M ′ =
⋃
g∈G

MgHg−1

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì, ðåãóëÿðíàÿ òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü êîòîðîãî
ýêâèâàðèàíòíî ãîìåîìîðôíà âåêòîðíîìó G-ðàññëîåíèþ ξ, äåéñòâèå ãðóï-
ïû G íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå óæå íå èìååò â êà÷åñòâå ñòàöèîíàðíûõ
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ïîäãðóïï H èëè åé ñîïðÿæåííûå ïîäãðóïïû. Òîãäà ïîäìíîãîîáðàçèå M ′

ðàñïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû

M ′ =
∐

[[g]∈G/N(H)]

g(MH),

ãäå N(H) � íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû H, ïðè÷åì íà MH äåéñòâóåò ôàêòîð
ãðóïïà N(H)/H. Ýòî âñå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷è îïèñàíèÿ ñòðóêòó-
ðû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìåòîäîì Êîííåðà-Ôëîéäà äîñòàòî÷íî èñêàòü îïè-
ñàíèÿ ýêâèâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé òîëüêî ñî ñïåöèàëüíûì òè-
ïîì äåéñòâèÿ ãðóïïû G (èëè íîðìàëèçàòîðà N(H)) íà áàçå ðàññëîåíèÿ �
òàê íàçûâàåìûõ êâàçè-ñâîáîäíûõ äåéñòâèé. Ðàíåå ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè
(ñì., íàïðèìåð [3]) áûëè ðàññìîòðåíû òîëüêî ñâîáîäíûå äåéñòâèÿ è òðè-
âèàëüíûå äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèÿ òîæå áûë
ðàññìîòðåí â ðàáîòå ([4, 7.2]), íî íå äëÿ ðàññëîåíèé, à äëÿ ïîðîæäåííîãî
èìè K-ôóíêòîðà, äà è òî, òîëüêî äëÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï. Âñå ýòî ïîçâîëÿ-
åò ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ýêâèâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
äëÿ êâàçè-ñâîáîäíûõ ñîáñòâåííûõ äåéñòâèé äèñêðåòíûõ ãðóïï ïðåäñòàâëÿ-
åò ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ.

Êðàòêîå èçëîæåíèå è ðàçëè÷íûå ïðåäâàðèòåëüíûå èçëîæåíèÿ áûëè îïóá-
ëèêîâàíû â ([8],[7],[11],[9],[10]). Ïåðâûé àâòîð áûë ÷àñòè÷íî ïîääåðæàí ãðàí-
òàìè ÐÔÔÈ �08-01-00034-à, � 10-01-92601-ÊÎ-à è ïðîåêòîì Ìèíîáðàçîâà-
íèÿ ÐÔ � 2.1.1/5031

2 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì G-ýêâèâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ξ íàä áàçîé M :

ξy
M

(1)

Ïóñòü H C G � êîíå÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, êîòîðàÿ òðèâèàëüíûì
îáðàçîì äåéñòâóåò íà áàçå M . Òîãäà äåéñòâèå ãðóïïû G íà áàçå M ðåäóöè-
ðóåòñÿ ê ôàêòîð ãðóïïå G0 = G/H:

G×M

$$

��

M.

G0 ×M

::

(2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåéñòâèå G0×M−→M ñâîáîäíî, è äðóãèõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû H íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ ξ íåò.
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Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

G× ξ −→ ξy y
G0 ×M −→ M

(3)

Îïðåäåëåíèå 1 Â ñîîòâåòñòâèè ñ [5, p. 210], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåé-
ñòâèå ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ñâîáîäíûì íàä áàçîé è èìååò íîðìàëüíóþ
ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó H.

Îãðàíè÷èâàÿ äåéñòâèå íà ïîäãðóïïó H, ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòóþ äèàãðàì-
ìó:

H × ξ −→ ξy y
M = M

(4)

Ïóñòü ρk : H−→U(Vk) ñåðèÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ (óíèòàðíûõ) ïðåäñòàâ-
ëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû H. Òîãäà H-ðàññëîåíèå ξ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììû:

ξ ≈
⊕
k

(
ξk
⊗

Vk

)
, (5)

ïðè÷åì äåéñòâèå ãðóïïû H íà ðàññëîåíèÿõ ξk òðèâèàëüíî, à Vk îáîçíà÷àåò
òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì Vk è ñ ïîñëîéíûì äåéñòâèåì ãðóïïû H
ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ ρk.

Ëåììà 1 Íà êàæäîì ñëàãàåìîì ñóììû (5) ãðóïïà G äåéñòâóåò íåçàâèñè-
ìî, ò.å. êàæäîå ñëàãàåìîå ξk

⊗
Vk èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G â òîòàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ ξ. Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈M . Äåéñòâèå ýëåìåíòà g ∈ G
ïîñëîéíî, è îòîáðàæàåò ñëîé ξx â ñëîé ξgx:

Φ(x, g) : ξx−→ξgx.

Ïðè ýòîì äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G èìååì:

Φ(x, g1g2) = Φ (g2x, g1) ◦ Φ (x, g2) , (6)

Φ(x, g1g2) : ξx
Φ(x,g2)−→ ξg2x

Φ(g2x,g1)−→ ξg1g2x.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè g2 = h ∈ H CG, òî g2x = hx = x. Çíà÷èò

Φ(x, gh) : ξx
Φ(x,h)−→ ξx

Φ(x,g)−→ ξgx.
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Àíàëîãè÷íî, åñëè g1 = h ∈ H CG, òî g1gx = hgx = gx. Çíà÷èò

Φ(x, hg) : ξx
Φ(x,g)−→ ξgx

Φ(gx,h)−→ ξgx.

Îïåðàòîð Φ (x, h) íå çàâèñèò îò òî÷êè x ∈M ,

Φ(x, h) = Ψ(h) :
⊕
k

(
ξk,x

⊗
Vk

)
−→

⊕
k

(
ξk,x

⊗
Vk

)
,

ïðè÷åì, ïîñêîëüêó äåéñòâèå ãðóïïû H çàäàåòñÿ íà êàæäîì ïðîñòðàíñòâå
Vk ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ρk, òî

Ψ(h) =
⊕
k

(
Id
⊗

ρk(h)
)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Φ(x, gh) = Φ(x, g) ◦Ψ(h) = Φ(x, ghg−1g) = Ψ(ghg−1) ◦ Φ(x, g). (7)

Ïóñòü îïåðàòîð Φ(x, g) çàïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû äëÿ ðàçëîæåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà ξx â âèäå ïðÿìîé ñóììû

ξx =
⊕
k

(
ξk,x

⊗
Vk

)
:

Φ(x, g) =


Φ(x, g)1,1 · · · Φ(x, g)k,1 · · ·

...
. . .

...
Φ(x, g)1,k · · · Φ(x, g)k,k · · ·

...
...

. . .

 (8)

Ïðè k 6= l Φ(x, g)k,l = 0, ò.å. ìàòðèöà Φ(x, g) äèàãîíàëüíà,

Φ(x, g) =
⊕
k

Φ(x, g)k,k :
⊕
k

(
ξk,x

⊗
Vk

)
−→

⊕
k

(
ξk,gx

⊗
Vk

)
,

Φ(x, g)k,k :
(
ξk,x

⊗
Vk

)
−→

(
ξk,gx

⊗
Vk

)
,

3 Îïèñàíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ξ
⊗

V

Ðàññìîòðèì G-âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ξ = ξ0 ⊗ V íàä áàçîé M .

ξ0 ⊗ Vy
M
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ñ êâàçè-ñâîáîäíûì äåéñòâèåì ãðóïïû G íàä áàçîé è ñ êîíå÷íîé íîðìàëüíîé
ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé H CG. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ñëîé ðàññëîåíèÿ ξ0.

Ãðóïïà H íà ðàññëîåíèè ξ äåéñòâóåò òðèâèàëüíî, V îáîçíà÷àåò òðè-
âèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì V è ïîñëîéíûì äåéñòâèåì ãðóïïû H ïðè
ïîìîùè íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ.

Îïðåäåëåíèå 2 Êàíîíè÷åñêîé ìîäåëüþ ñëîÿ â G-ðàññëîåíèè ξ = ξ0
⊗
V c

ñî ñëîåì F ⊗ V íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèå íàä îäíîé îðáèòîé, ãîìåîìîðôíîé
G0, è ñëîåì (F ⊗ V ), ò.å. äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâåäåíèå W = G0 ×
(F ⊗ V ) ñ åñòåñòâåííîå ïðîåêöèåé

W = G0 × (F ⊗ V )−→G0

è ñ ïîñëîéíûì äåéñòâèåì ãðóïïû G

G×W φ−→ Wy y
G×G0

µ−→ G0

ò.å.
G× (G0 × (F ⊗ V ))

φ−→ G0 × (F ⊗ V )y y
G×G0

µ−→ G0

ãäå µ îáîçíà÷àåò ëåâîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ôàêòîð-ãðóïïå G0, à ïîñëîé-
íîå äåéñòâèå

φ(g1, [g]) : [g]× (F ⊗ V )→ [g1g]× (F ⊗ V ) , g1 ∈ G, [g] ∈ G0,

çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

φ(g1, [g]) = Id⊗ ρ(u(g1g)u−1(g)). (9)

ãäå
u : G−→H

ôèêñèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ H-ìîäóëåé ïî óìíîæåíèþ, êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

u(gh) = u(g)h, u(1) = 1, g ∈ G, h ∈ H.

Ëåììà 2 Îïðåäåëåíèå (9) äåéñòâèÿ ãðóïïû G êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
à) ôîðìóëà (9) çàäàåò àññîöèàòèâíîå äåéñòâèå, ò.å.

φ(g2g1, [g]) = φ(g2, [g1g]) ◦ φ(g1, [g]),

äëÿ ëþáûõ g ∈ G, g1 ∈ G, g2 ∈ G è
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á) ôîðìóëà (9) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ gh ∈ [g]:

φ(g1, [g]) = φ(g1, [gh]),

ò.å.

Id⊗ ρ(u(g1g)u−1(g)) = Id⊗ ρ(u(g1gh)u−1(gh))

äëÿ ëþáûõ g ∈ G, g1 ∈ G è h ∈ H.
Â ñàìîì äåëå,

φ(g2g1, [g]) = Id⊗ ρ(u(g2g1g)u−1(g)) =

Id⊗ ρ(u(g2g1g)u(g1g)u−1(g1g)u−1(g)) =
= Id⊗ ρ(u(g2g1g)u(g1g)) ◦ Id⊗ ρ(u−1(g1g)u−1(g)) =

= φ(g2, [g1g]) ◦ φ(g1, [g]),

÷òî äîêàçûâàåò à). Èç óðàâíåíèÿ u(gh) = u(g)h äëÿ ëþáûõ g ∈ G è h ∈ H
ÿñíî, ÷òî

u(g1gh)u−1(gh) = u(g1g)hh−1u−1(g) = u(g1g)u−1(g),

îòêóäà è ñëåäóåò á).

Êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âûáîðà ãîìîìîðôèçìà
u : G−→H, íî ïðè ýòîì êàíîíè÷åñêèå ìîäåëè îêàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3 Äëÿ ðàçëè÷íîãî âûáîðà ãîìîìîðôèçìîâ u : G−→H è u′ : G−→H
ñîîòâåòñòâóþùèå êàíîíè÷åñêèå ìîäåëè W è W ′ ýêâèâàðèàíòíî èçîìîðô-
íû, ò.å. èìååòñÿ ïîñëîéíûé ýêâèâàðèàíòíûé èçîìîðôèçì

W ψ−→ W ′y y
G0 = G0

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïîñðîèòü ïîñëîéíî ýêâèâàðèàíòíûé èçîìîð-
ôèçì

G0 × (F ⊗ V )
ψ−→ G0 × (F ⊗ V )y y

G0 = G0

Çàäàäèì ψ ôîðìóëîé

ψ([g]) : [g]× (F ⊗ V )−→[g]× (F ⊗ V )

ψ([g]) = Id⊗ ρ
(
u′(g)u−1(g)

)
(10)
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Ôîðìóëà (10) êîððåêòíà, ïîñêîëüêó à) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòà-
âèòåëÿ â êëàññå ñìåæíîñòè g ∈ [g], è çàäàåò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå
êàíîíè÷åñêèõ ìîäåëåé, ò.å. äèàãðàììà

[g]× (F ⊗ V )
φ(g1,[g])−→ [g1g]× (F ⊗ V )yψ([g])

yψ([g1g])

[g]× (F ⊗ V )
φ′(g1,[g])−→ [g1g]× (F ⊗ V )

êîììóòàòèâíà.

Ðàññìîòðèì íà áàçå M àòëàñ ýêâèâàðèàíòíûõ êàðò {Oα},

M =
⋃
α

Oα,

[g]Oα = Oα, [g] ∈ G0.

Ëåììà 4 Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìåëêèé àòëàñ {Oα} òàêîé, ÷òî êàæ-
äàÿ êàðòà Oα ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ ïîä-
êàðò:

Oα =
⊔

[g]∈G0

[g]Uα,

ïðè÷åì ñäâèãè êàðòû Uα ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å.

[g]Uα ∩ [g′]Uα = ∅ äëÿ [g] 6= [g′],

è äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ α 6= β, íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå Uα ∩ [gαβ ]Uβ 6= ∅,
ìîæåò áûòü òîëüêî äëÿ åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà [gαβ ] ∈ G0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè [g] 6= [gαβ ], òî Uα ∩ [g]Uβ = ∅.
Ýòî âñå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ èíâàðèàíòíàÿ êàðòà Oα ãîìåîìîðôíà äå-

êàðòîâîìó ïðîèçâåäåíèþ
Oα ≈ Uα ×G0,

à ïåðåñå÷åíèå äâóõ êàðò Oα ∩ Oβ òîæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äåêàðòîâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

Oα ∩Oβ ≈ (Uα ∩ [gαβ ]Uβ)×G0.

Â ðàìêàõ ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëîãîì óòâåðæäåíèÿ î ëîêàëüíî òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð,
([1])).

Òåîðåìà 1 Ðàññëîåíèå ξ = ξ0
⊗
V ëîêàëüíî ýêâèâàðèàíòíî ãîìåîìîðô-

íî äåêàðòîâîìó ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðîé êàðòû Uα íà êàíîíè÷åñêóþ ìî-
äåëü. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîãî àòëàñà ñóùåñòâóþò G-
ýêâèâàðèàíòíûå òðèâèàëèçàöèè

ψα : Oα × (F ⊗ V )→ ξ|Oα , (11)

7



ïðè÷åì
Oα × (F ⊗ V ) ≈ Uα × (G0 × (F ⊗ V ))

è äèàãðàììà

ξ|Oα
g−→ ξ|Oαxψα xψα

Uα × (G0 × (F ⊗ V ))
Id×φ(g)−→ Uα × (G0 × (F ⊗ V ))

(12)

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ìåëêèé àòëàñ êàðò {Oα},
óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì ëåììû 4. Ïîñòðîèì òðèâèàëèçàöèþ (11), èñ-
ïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíóþ H-ýêâèâàðèàíòíóþ òðèâèàëèçàöèþ

ψα,1 : Uα × (F ⊗ V )→ ξ|Uα

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèàãðàììà

ξ|Uα
g−→ ξ|[g]Uαxψα,1 xψα,[g]

Uα × (F ⊗ V )
Id×φ(g,[1])−→ [g]Uα × (F ⊗ V )

(13)

êîììóòèðîâàëà äëÿ ëþáîé g ∈ [g], ãäå ëåâàÿ, âåðõíÿÿ è íèæíèå ñòðåëêè çà-
äàíû, à ïðàâàÿ ñòðåëêà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàì-
ìû. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ψα,[g],
ò.å åãî íåçàâèñèìîñòü îò ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà ñìåæíîñòè [g],

ψα,[g] = ψα,[hg], h ∈ H.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó èçîìîðôèçì ψα,1 ÿâëÿåòñÿH-ýêâèâàðèàíòíûì,
òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

ξ|Uα
h−→ ξ|[g]Uαxψα,1 xψα,1

Uα × (F ⊗ V )
Id×φ(h,[1])−→ Uα × (F ⊗ V )

(14)

Ñîåäèíèì äèàãðàììû (13,14) âìåñòå

ξ|Uα
h−→ ξ|[g]Uα

g−→ ξ|[g]Uαxψα,1 xψα,1 xψα,[g]
Uα × (F ⊗ V )

Id×φ(h,[1])−→ Uα × (F ⊗ V )
Id×φ(g,[1])−→ [g]Uα × (F ⊗ V )

(15)
ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

ξ|Uα
gh−→ ξ|[g]Uαxψα,1 xψα,[g]

Uα × (F ⊗ V )
Id×φ(gh,[1])−→ [g]Uα × (F ⊗ V )

(16)
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ïîñêîëüêó
φ(g, [1]) · φ(h, [1]) = φ(gh, [1]),

÷òî è îçíà÷àåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ψα,[g].
Òåîðåìà äîêàçàíà.

×åðåç AutG (G0 × (F ⊗ V )) îáîçíà÷èì ãðóïïó ýêâèâàðèàíòíûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà G0× (F ⊗ V ) êàê âåêòîðíîãî G-ðàññëîåíèÿ íàä áàçîé
G0 ñ ñëîåì F ⊗ V è êàíîíè÷åñêèì äåéñòâèåì ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 1 Ôóíêöèè ñêëåéêè íà ïåðåñå÷åíèè (Uα ×G0) ∩ (Uβ ×G0) =
(Uα ∩ [gαβ ]Uβ)×G0 ò.å. ãîìåîìîðôèçìû Ψαβ = ψ−1

β ψα â äèàãðàììå

(Uα ∩ [gαβ ]Uβ)× (G0 × (F ⊗ V ))
Ψαβ−→ (Uα ∩ [gαβ ]Uβ)× (G0 × (F ⊗ V ))y y

(Uα ∩ [gαβ ]Uβ)×G0
Id−→ (Uα ∩ gαβUβ)×G0

(17)

ýêâèâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê êàíîíè÷åñêîìó äåéñòâèþ ãðóïïû G íà
áàçå íà êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè, ò.å.

Ψαβ(x) ◦ φ(g1, [g]) = φ(g1, [g]) ◦Ψαβ(x),

x ∈ Uα ∩ [gαβ ]Uβ , g1 ∈ G, [g] ∈ G0. Äðóãèìè ñëîâàìè

Ψαβ(x) ∈ AutG (G0 × (F ⊗ V ))

Èçó÷èì ãðóïïó AutG (G0 × (F ⊗ V )). Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíò ãðóïïû
AutG (G0 × (F ⊗ V )) - ýòî ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå Aa òàêîå, ÷òî ïàðà
îòîáðàæåíèé (Aa, a) îïðåäåëÿåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(G0 × (F ⊗ V ))
Aa

−→ G0 × (F ⊗ V )y y
G0

a−→ G0,

â êîòîðîé ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè êîììóòèðóåò ñ êàíîíè÷åñêèì äåéñòâè-
åì, ò.å. îòîáðàæåíèå a ïðèíàäëåæèò ãðóïïå AutG(G0) ≈ G0, ò.å.

a[g] = [ga], [g] ∈ G0, a ∈ G0.

Îòîáðàæåíèå Aa = {Aa[g]}[g]∈G0
,

Aa[g] : [g]× (F ⊗ V )→ [ga]× (F ⊗ V )

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G:

[g]× (F ⊗ V )
Aa[g]−→ [ga]× (F ⊗ V )yφ(g1, [g])

yφ(g1, [ga])

[g1g]× (F ⊗ V )
Aa[g1g]−→ [g1ga]× (F ⊗ V )

,
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φ(g1, [ga]) ◦Aa[g] = Aa[g1g] ◦ φ(g1, [g]) (18)

ò.å.

(Id⊗ ρ(u(g1ga)u−1(ga)))Aa[g] = Aa[g1g](Id⊗ ρ(u(g1g)u−1(g))) (19)

ãäå [g] ∈ G0, g1 ∈ G.

Ëåììà 5 Èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

1→ GL(F )
ϕ−→AutG (G0 × (F ⊗ V ))

pr−→G0 → 1 (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîìîðôèçì

pr : AutG (G0 × (F ⊗ V ))−→G0

ñîïîñòàâëÿåò îòîáðàæåíèþ

Aa : G0 × (F ⊗ V )−→G0 × (F ⊗ V )

åãî îãðàíè÷åíèå íà áàçó a : G0 → G0, ò.å. a ∈ AutG(G0) ≈ G0.
Ïðîâåðèì, ÷òî pr ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, ÿäðî êîòîðîãî èçîìîðôíî

ãðóïïå GL(F ). Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ÿäðî, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé
âèäà A1. Óñëîâèå (19) â ýòîì ñëó÷àå äàåò

(Id⊗ ρ(u(g1g)u−1(g)))A1[g] = A1[g1g](Id⊗ ρ(u(g1g)u−1(g))) (21)

Åñëè g1 = h ∈ H, òî

(Id⊗ ρ(u(hg)u−1(g)))A1[g] = A1[g](Id⊗ ρ(u(hg)u−1(g)))

Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå ρ íåïðèâîäèìî, òî

A1[g] = B1[g]⊗ Id.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëàãàÿ â (21) g = 1, ïîëó÷àåì

(Id⊗ ρ(u(g)))A1[1] = A1[g](Id⊗ ρ(u(g))),

ò.å.

(Id⊗ ρ(u(g)))(B1[1]⊗ Id) = (B1[g]⊗ Id)(Id⊗ ρ(u(g))),

èëè
(B1[g]⊗ Id) = (B1[1]⊗ Id).
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Çíà÷èò, ÿäðî ker pr èçîìîðôíî ãðóïïå GL(F ).
Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà [a] 6= 1 âû÷èñëåíèå îïåðàòîðà Aa[g] â òåðìèíàõ

åãî çíà÷åíèÿ íà åäèíèöå ïðîèçâîäèòñÿ èç ôîðìóëû (19): ïîëàãàÿ g = 1,
ïîëó÷àåì (çàìåíÿÿ g1 íà g):

(Id⊗ ρ(u(ga)u−1(a)))Aa[1] = Aa[g](Id⊗ ρ(u(g))), (22)

ò.å.

Aa[g] = (Id⊗ ρ(u(ga)u−1(a)))Aa[1](Id⊗ ρ(u−1(g))), (23)

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïî åãî çíà÷åíèþ

Aa[1] : [1]× (F ⊗ V )→ [a]× (F ⊗ V )

íà åäèíèöå g = 1.
Òåïåðü, îïèøåì îïåðàòîð Aa[1] â òåðìèíàõ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è åãî ñâîé-

ñòâà.
Èìååòñÿ óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ ñ äåéñòâèåì ïîäãðóïïû H:

[1]× (F ⊗ V )
Aa[1]−→ [a]× (F ⊗ V )yφ(h, [1])

yφ(h, [a])

[1]× (F ⊗ V )
Aa[1]−→ [a]× (F ⊗ V )

,

Çíà÷èò,

Aa[1] ◦ φ(h, [1]) = φ(h, [a]) ◦Aa[1],

ò.å.

Aa[1] ◦ (Id⊗ ρ(h)) = (Id⊗ ρ(g′−1(a)hg′(a))) ◦Aa[1],

ò.å.

Aa[1] ◦ (Id⊗ ρ(h)) = (Id⊗ ρg′(a)(h)) ◦Aa[1],

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðAa[1] ïåðåñòàâëÿåò ýòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, à ýòî òîëüêî âîçìîæíî òîãäà, êîãäà ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è ρg′(a)

îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Íà îñíîâå óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ (7) ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è ρg′(a) ýêâèâàëåíòíû.

Èòàê, åñëè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è ρg ýêâèâàëåíòíû, òî èìååòñÿ (îáðàòèìûé)
ñïëåòàþùèé îïåðàòîð C(g), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ρg(h) = ρ
(
g−1hg

)
= C(g)ρ(h)C−1(g). (24)
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Îïåðàòîð C(g) çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðíûé îïåðàòîð
µg ∈ S1 ⊂ C1.

Çíà÷èò

Aa[1] ◦ (Id⊗ ρ(h)) = (Id⊗ C(g′(a)) ◦ ρ(h) ◦ C−1(g′(a))) ◦Aa[1],

èëè

(Id⊗C−1(g′(a))) ◦Aa[1] ◦ (Id⊗ ρ(h)) = (Id⊗ ρ(h)) ◦ (Id⊗C−1(g′(a))) ◦Aa[1],

Çíà÷èò,

(Id⊗ C−1(g′(a))) ◦Aa[1] = Ba[1]⊗ Id,

ò.å.
Aa[1] = Ba[1]⊗ C(g′(a)),

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (23), ïîëó÷àåì

Aa[g] = (Id⊗ ρ(u(ga)u−1(a)))(Ba[1]⊗ C(g′(a)))(Id⊗ ρ(u−1(g))),

ò.å.

Aa[g] = Ba[1]⊗ (ρ(u(ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g))). (25)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî çàäàâ òîëüêî ìàòðèöó Ba[1], ïîëó÷àåì âñå îïåðàòîðû
Aa[g], êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êîììóòèðîâàíèÿ (23).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü îáùèé çàêîí êîììóòèðîâàíèÿ (19), ò.å. â ôîðìóëó

(Id⊗ ρ(u(g1ga)u−1(ga)))Aa[g] = Aa[g1g](Id⊗ ρ(u(g1g)u−1(g)))

ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå èç (25):

(Id⊗ ρ(u(g1ga)u−1(ga))) ◦ (Ba[1]⊗ (ρ(u(ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g)))) =

= (Ba[1]⊗ (ρ(u(g1ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g1g)))) ◦ (Id⊗ ρ(u(g1g)u−1(g)))

ò.å.

Ba[1]⊗ ρ(u(g1ga)u−1(ga))) ◦ (ρ(u(ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g)))) =

= Ba[1]⊗ (ρ(u(g1ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g1g)))) ◦ (ρ(u(g1g)u−1(g)))
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Â ÷àñòíîñòè ýòî òîæäåñòâî íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû Ba[1], çíà÷èò
íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî òîæäåñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, g è g1:

ρ(u(g1ga)u−1(ga))) ◦ (ρ(u(ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g)))) =

= (ρ(u(g1ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g1g)))) ◦ (ρ(u(g1g)u−1(g))),

÷òî î÷åâèäíî ïîñëå åñòåñòâåííîãî óïðîùåíèÿ

ρ(u(g1ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g)))) =

= (ρ(u(g1ga)u−1(a)) ◦ C(g′(a)) ◦ ρ(u−1(g))),

Èòàê, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà [a] ∈ G0 ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò (Aa, a) ∈ AutG (G0 × (F ⊗ V )). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãîìîìîðôèçì

AutG (G0 × (F ⊗ V ))
pr−→G0

ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðíûìè G-
ðàññëîåíèÿìè ñî ñëîåì G0×(F ⊗ V ) íà (êîìïàêòíîé) áàçå X, ãäå G äåéñòâó-
åò òðèâèàëüíî íà áàçå è êàíîíè÷åñêè íà ñëîÿõ, è ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè
îòîáðàæåíèé X â ïðîñòðàíñòâî BAutG (G0 × (F ⊗ V )).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç VectG(M,ρ) êàòåãîðèþ G-ýêâèâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé ξ = ξ0 ⊗ V íà áàçå M , ñ êâàçè-ñâîáîäíûì äåéñòâèåì ãðóïïû
G ñ êîíå÷íîé ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé H < G, ãäå ãðóïïà H äåéñòâó-
åò òðèâèàëüíî íàä ðàññëîåíèåì ξ0, V îäíîâðåìåííî îáîçíà÷àåò òðèâèàëü-
íîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì V è ïîñëîéíûì äåéñòâèåì ãðóïïû H ïðè ïîìîùè
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ. Çäåñü ìû òðåáóåì, ÷òîáû ïðåäñòàâëåíèÿ
ρg(h) = ρ(g−1hg) áûëè ýêâèâàëåíòíû äëÿ ëþáîãî g ∈ G, èíà÷å, ó÷èòûâàÿ
óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ (7), êàòåãîðèÿ ìîãëà áû îêàçàòüñÿ ïóñòîé.

Îáúåêòû êàòåãîðèè VectG(M,ρ) ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè âåêòîðíûìè ðàñ-
ñëîåíèÿìè íà áàçåM , òåíçîðíî óìíîæåííûìè íà ôèêñèðîâàííîå òðèâèàëü-
íîå ðàññëîåíèå V . Äåéñòâèå ãðóïïû G îïðåäåëÿåòñÿ íàä ýòèìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè ïîñëå òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ è âëîæåíèå

GL(F ) ↪→ AutG (G0 × (F ⊗ V ))

èç ëåììû 5 îáåñïå÷èâàåò åäèíèöàìè ýòîé êàòåãîðèè.

Ñëåäñòâèå 2 Èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

VectG(M,ρ) ≈ [M,U(F )] (26)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bundle(X,L) êàòåãîðèþ ãëàâíûõ L-ðàññëîåíèÿ íà áàçå
X.
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Òåîðåìà 2 Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

VectG(M,ρ) −→ Bundle(M/G0,AutG (G0 × (F ⊗ V ))). (27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, îáúåêòû ξ ∈ VectG(M,ρ)
îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñêëåéêàìè

Ψαβ : (Uα ∩ [gαβ ]Uβ)→ AutG (G0 × (F ⊗ V ))

ãäå ïî ïîñòðîåíèþ, åñëè [g] 6= [gαβ ], òî èìååì Uα ∩ [g]Uβ = ∅, à åñëè [g] 6= 1,
òîãäà Uα ∩ [g]Uα = ∅ è Uβ ∩ [g]Uβ = ∅. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâà Uα è Uβ
îòîáðàæàþòñÿ ãîìåîìîðôíî íà îòêðûòèå ìíîæåñòâà ÷åðåç åñòåñòâåííóþ
ïðîåêöèþ M → M/G0. Ïîýòîìó, ýòè ôóíêöèè ñêëåéêè êîððåêòíî îïðåäå-
ëåíû íà àòëàñå ôàêòîðïðîñòðàíñòâàM/G0 è, òàêèì îáðàçîì, îíè îáðàçóþò
G-ðàññëîåíèå ñî ñëîåì G0 × (F ⊗ V ) íà ýòîì ôàêòîðïðîñòðàíñòâå.

Ïî òåì æå àðãóìåíòàì î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå G-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðà-
æåíèå

hα : Oα × (F ⊗ V )→ Oα × (F ⊗ V ) (28)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îòîáðàæåíèå

hα : Uα × (G0 × (F ⊗ V ))→ Uα × (G0 × (F ⊗ V )) (29)

ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà Oα ≈ Uα ×G0, ãäå ìíîæåñòâî Uα ìîæíî ñ÷è-
òàòü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà M/G0. Ýêâèâàëåíòíî,

hα : Uα → AutG (G0 × (F ⊗ V )) (30)

ãäå Uα ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó ìíîæåñòâó ïðîñòðàíñòâà M/G0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îòîáðàæåíèå (27) îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Îáðàòíî, çàäàíû îòîáðàæåíèÿ âèäà (30), ãäå ìíîæåñòâà Uα îòêðûòû â
M/G0, èçìåëü÷èâ àòëàñ ïî íåîáõîäèìîñòè, ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðîîáðàçû ìíîæåñòâ Uα ïîä ôàêòîðîòîáðàæåíèåì M →M/G0 ãîìåîìîðô-
íû ïðîèçâåäåíèþ Uα × G0 è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèÿ âèäà
(28). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå (27) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

Îòîáðàæåíèå (27), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì , ïîñêîëü-
êó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàòåãîðèè VectG(M,ρ) ìû ôèêñèðóåì ðàññëîåíèåM →
M/G0 èëè, ýêâèâàëåíòíî, êëàññ ãîìîòîïèè â [M/G0, BG0].

Òåîðåìà 3 Åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òîãäà

Bundle(X,AutG (G0 × (F ⊗ V ))) ≈
⊔

M∈Bundle(X,G0)

VectG(M,ρ). (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5, èìååòñÿ îòîáðàæåíèå⋃
M∈Bundle(X,G0)

VectG(M,ρ) −→ Bundle(X,AutG (G0 × (F ⊗ V ))). (32)
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Ïîñòðîèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íà (32). Ïóñòü

Ψαβ : (Uα ∩ Uβ)→ AutG (G0 × (F ⊗ V ))

� ôóíêöèè ñêëåéêè ðàññëîåíèÿ ξ ∈ Bundle(X,AutG (G0 × (F ⊗ V ))). Ïî
ëåììå 5, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïðîåêöèÿ ãðóïï pr : AutG (G0 × (F ⊗ V ))→
G0. Òîãäà êîìïîçèöèÿ ñ pr äàåò ðàññëîåíèå ñ äèñêðåòíîé ñëîåì G0 è, êàê
õîðîøî èçâåñòíî, G0 äåéñòâóåò ïîñëîéíî è ñâîáîäíî íà òîòàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå M ýòîãî ðàññëîåíèÿ è M/G0 = X.

Êðîìå òîãî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîãî àòëàñà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

M ≈
⋃
α

(Uα ×G0) ≈
⋃
α

 ⊔
[g]∈G0

[g]Uα


ãäå ïåðåñå÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

[1]Uα ∩ [gαβ ]Uβ ≈ Uα ∩ Uβ
ãäå [gαβ ] = pr ◦Ψαβ .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì

ξ ≈
⋃
α

(Uα × (G0 × (F ⊗ V )))

ãäå Uα × (G0 × (F ⊗ V )) ïåðåñåêàåò Uβ × (G0 × (F ⊗ V )) â òî÷êàõ (x, g, f ⊗
v) = (x,Ψαβ([g], f ⊗v)) = (x, [gαβg], Aαβ [g](f ⊗v)), ãäå x ∈ Uα∩Uβ çäåñü, ìû
îïÿòü ïðèìåíèëè ëåììó 5 è îïèñàíèå â åå äîêàçàòåëüñòâå îïåðàòîðîâ Ψαβ .

Ó÷èòûâàÿ ãîìåîìîðôèçì

Uα ×G0 ≈
⊔

[g]∈G0

[g]Uα

ìîæíî çàïèñàòü

([g]x, f ⊗ v) = ([ggαβ ]x,Aαβ [g](f ⊗ v))

.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ

(Uα ×G0)× (F ⊗ V )→ Uα ×G0

îáîáùàåòñÿ äî êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ïðîåêöèè

ξ →M.

Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ÿñíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïðîåêöèÿ áóäåòG-ýêâèâàðèàíòíîé,
åñëè G äåéñòâóåò êàíîíè÷åñêè íà ñëîÿõ è ëåâûìè ñäâèãàìè íà ñâîåì ôàê-
òîðå G0. Çíà÷èò, ξ ∈ VectG(M,ρ).

×òîáû ñîâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðèè ãëàâíûõ G0-
ðàññëîåíèé, ïðîñòðàíñòâî M ñòðîèòñÿ ñ òî÷íîñòè äî ýêâèâàðèàíòíîãî ãî-
ìåîìîðôèçìà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íà (32) îïðåäåëåíî
êîððåêòíî.
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Ñëåäñòâèå 3 Åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òîãäà

[X,B(AutG (G0 × (F ⊗ V )))] ≈
⊔

M∈[X,BG0]

[M,U(F )]. (33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç îáùåé òåîðèè. Íåîáõîäèìî
òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî VectG(M,ρ) 6= ∅, äëÿ ëþáîãî M ∈ Bundle(X,BG0).
Íàïðèìåð,

M × F ⊗ V ∈ VectG(M,ρ).

4 Ñëó÷àé, êîãäà ïîäãðóïïà H < G íå ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíîé

Ðàññìîòðèì ýêâèâàðèàíòíîå G-âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ξ íàä áàçîé M .

ξyp
M.

ÏóñòüH < G� êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ýòîé ïîäãðóïïû, òî÷íåå

M =
⋃

[g]∈G/N(H)

MgHg−1

, (34)

è äðóãèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ ïîäãðóïï â êëàññå ñîïðÿæåííîñòè H
íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ ξ íåò. Çäåñü,MH îáîçíà÷àåò ìíîæå-
ñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû H íà ìíîãîîáðàçèèM , N(H)

íîðìàëèçàòîð ãðóïïû H â G. Ìû ïðèìåíèëè ðàâåíñòâî gMH = MgHg−1

è
òîò ôàêò, ÷òî lHl−1 = gHg−1 òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà g−1l ∈ N(H).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fξ ñåìåéñòâî ïîäãðóïï ãðóïïû G ñ íåòðèâèàëüíûìè
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè â òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ ξ, ò.å.

Fξ = {K < G|ξK 6= ∅}.

Ýòî � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå çàìêíóòî ïî îòíîøåíèþ
äåéñòâèÿ ãðóïïû G ïðè ïîìîùè ñîïðÿæåíèÿ 1. Äåéñòâèå

G× Fξ −→ Fξ,
(g,K) 7→ gKg−1

òîæå ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê.

1Åñëè ξK 6= ∅, òî ξgKg−1
= gξK 6= ∅.
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Îïðåäåëåíèå 3 Ñêàæåì, ÷òî H < G ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé äëÿ G-ðàññëîåíèÿ ξ, åñëè
êàæäàÿ ñîïðÿæåííàÿ ïîäãðóïïà gHg−1 ìàêñèìàëüíà â Fξ è äðóãèõ ìàêñè-
ìàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ýòîì ñåìåéñòâå íåò.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî H < G åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Ëåììà 6 Åñëè H 6= gHg−1, òî MH ∩MgHg−1

= ∅

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íàéäåòñÿ x ∈ MH ∩MgHg−1

òî, òî÷êà x íåïî-
äâèæíà ïîä äåéñòâèåì ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé H è gHg−1, íî ýòà ãðóïïà
íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé ïîäãðóïïå âèäà lH−1l, l ∈ G.

Ëåììà 7 Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (34), òî G-ðàññëîåíèå ξ ÿâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íûì îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî èçîìîðôíûõ ðàññëîåíèé ñ êâàçè-ñâîáîäíûì äåé-
ñòâèåì íà áàçå. Òî÷íåå

ξ =
⊔

[g]∈G/N(H)

ξ[g],

ãäå
ξ[g] = p−1(MgHg−1

)

� ðàññëîåíèå ñ êâàçè-ñâîáîäíûì äåéñòâèåì íà áàçå ãðóïïû N(gHg−1) è
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G îòîáðàæåíèå

g : ξ[1]−→gξ[1] = ξ[g]

îïðåäåëÿåò ýêâèâàðèàíòíûé èçîìîðôèçì ýòèõ ðàññëîåíèé, ò.å. äèàãðàì-
ìà

N(H)× ξ[1] −→ ξ[1]ysg × g yg
N(gHg−1)× ξ[g] −→ ξ[g]

(35)

êîììóòàòèâíà, ãäå

sg : N(H)−→N(gHg−1) = gN(H)g−1, (g, n) 7→ gng−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî

M =
⊔

[g]∈G/N(H)

MgHg−1

è, çíà÷èò,

ξ =
⊔

[g]∈G/N(H)

ξ[g].
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Òàê êàê G äåéñòâóåò ïîñëîéíî, òî g · ξ[1] = ξ[g] äëÿ ëþáîãî g ∈ G. Îãðàíè-
÷èâàÿ íà ïðîñòðàíñòâà ξ[g] ïðîåêöèè ξ−→M ïîëó÷èì ðàññëîåíèÿ

ξ[g]yp
MgHg−1

.

Íà ðàññëîåíèè ξ[g] äåéñòâóåò íîðìàëèçàòîð N(gHg−1):

N(gHg−1)× ξ[g] −→ ξ[g],

è èìååòñÿ ðàâåíñòâî N(gHg−1) = gN(H)g−1, ò.å. ξ[g] ÿâëÿåòñÿ N(gHg−1)-
ðàññëîåíèåì äëÿ ëþáîãî g ∈ G.

Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïîâîå ñîïðÿæåíèå sg : N(H)−→N(gHg−1) îïðåäåëÿåò
èçîìîðôèçì ýòèõ ãðóïï, êîòîðûé ìîæíî âêëþ÷èòü â êîììóòàòèâíóþ äèà-
ãðàììó

N(H)× ξ[1] −→ ξ[1]y y
N(gHg−1)× ξ[g] −→ ξ[g].

ò.å. gng−1 · gx = g · nx. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàññëîåíèÿ ξ[1] è ξ[g] åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ýêâèâàðèàíòíî èçîìîðôíû.

Îòîáðàæåíèÿ â äèàãðàììå (35), î÷åâèäíî, íå çàâèñÿò îò ýëåìåíòà n ∈
N(H), íî îíè çàâèñÿò îò ýëåìåíòà g ∈ G.

Äåéñòâèå ãðóïïû N(H) íà áàçå MH ðåäóöèðóåòñÿ ê ôàêòîð ãðóïïå
N(H)/H:

N(H)× ξ[1] −→ ξ[1]y y
N(H)/H ×MH −→ MH

ïðè÷åì, ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ãðóïïû H, äåéñòâèå N(H)/H×M−→M ñâî-
áîäíî, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ äðóãèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ ïîäãðóï-
ïû H íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ ξ íåò, ò.å. N(H) äåéñòâóåò
êâàçè-ñâîáîäíî íàä áàçîé è èìååò íîðìàëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó H.

Îïðåäåëåíèå 4 Â îïèñàííîì âûøå ñëó÷àå, áóäåì ãîâîðèò, ÷òî íà ðàññëî-
åíèå ξ ãðóïïà G äåéñòâóåò êâàçè-ñâîáîäíî ñ (íå íîðìàëüíîé) ñòàöèîíàð-
íîé ïîäãðóïïîé H.

Ïóñòü X(ρ) êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : H−→GL(F ) ñ
äåéñòâèåì ãðóïïû N(H). Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêóþ ìîäåëü X(ρg) äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ

ρg : gHg−1
sg−1

−→H ρ−→GL(F ),

sg(n) = gng−1. Äåéñòâèå ãðóïïû N(gHg−1) íà X(ρg) çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ãîìîìîðôèçìà ïðàâûõ gHg−1-ìîäóëåé

ug : gHg−1
sg−1

−→H u−→N(H)
sg−→N(gHg−1)
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ïî ôîðìóëå

φ([g], g1) =
⊕

k

(
Id⊗ ρk(u(g1g)u−1(g))

)
= ρ(u(g1g)u−1(g)). (36)

Ïóñòü

GX(ρ) :=
⊔

[g]∈G/N(H)

X(ρg)

ò.å. åñëè lHl−1 = gHg−1, òî ïðîñòðàíñòâà X(ρg) è X(ρl) ñîâïàäàþò. Ïðåäû-
äóùåå îáîçíà÷åíèå îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 8 Íà ïðîñòðàíñòâå GX(ρ) ãðóïïà G äåéñòâóåò êâàçè-ñâîáîäíî ñ
(íå íîðìàëüíîé) ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé H, ïðîñòðàíñòâî GX(ρ) ñîâ-
ïàäàåò ñ îðáèòîé ïðîñòðàíñòâà X(ρ). Â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî ñîîò-
íîøåíèÿ

N(H) (X(ρ)) = X(ρ)

è
(GX(ρ))gHg

−1

= N(gHg−1)/gHg−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèå G × GX(ρ) → GX(ρ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: äëÿ ôèêñèðîâàííîãî g ∈ G îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

g : X(ρ)−→X(ρg)

êàê
sg × Id : N(H)0 × F−→N(gHg−1)0 × F,

(N(H)0 = N(H)/H), ïðè÷åì , åñëè lHl−1 = gHg−1, òî îòîáðàæåíèå l :
X(ρ)−→X(ρl) âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèàãðàììà

X(ρg)
s−1
g ×Id−→ X(ρ)

‖
yl−1g

X(ρl)
l−1

−→ X(ρ).

(37)

áûëà êîììóòàòèâíà, ò.å.

l = (sg × Id) ◦ (g−1l),

ãäå îòîáðàæåíèå
g−1l : X(ρ)−→X(ρ) = X(ρg−1l) (38)

� ýòî êàíîíè÷åñêèé ëåâûé ñäâèã íà ýëåìåíò g−1l ∈ N(H).

Ñëåäñòâèå 4 Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

g : AutN(H) (X(ρ))
≈−→AutN(gHg−1) (X(ρg)) , (39)

êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà [g] ∈ G/N(H).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó (35) äëÿ ξ = GX(ρ). Äèà-
ãðàììà òàêîãî âèäà âñåãäà èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

AutN(H) (X(ρ))
≈−→AutN(gHg−1) (X(ρg))

ïî ïðàâèëó
A 7→ gAg−1,

ïðè÷åì, åñëè l ∈ [g] ∈ G/N(H), òî ýëåìåíò l−1g ∈ N(H) êîììóòèðóåò ñ
ýëåìåíòîì A ∈ AutN(H) (X(ρ)). Ñëåäîâàòåëüíî,

gAg−1 = g(g−1l)(l−1g)Ag−1 = g(g−1l)A(l−1g)g−1 = lAl−1.

Îïðåäåëåíèå 5 Ïðîñòðàíñòâî GX(ρ) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ìîäåëüþ
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà H < G íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Ëåììà 9 Èìååòñÿ èçîìîðôèçì ãðóïï

AutG (GX(ρ)) ≈ AutN(H) (X(ρ)) . (40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíò ãðóïïû AutG (X) � ýòî
òàêîå ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå Aa, ÷òî ïàðà (Aa, a) îïðåäåëÿåò êîììó-
òàòèâíóþ äèàãðàììó

X
Aa

−→ Xy y
G/H

a−→ G/H,

ãäå îòîáðàæåíèå a ∈ AutG(G/H) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

a ∈ AutG(G/H) ≈ N(H)/H, a[g] = [ga], [g] ∈ N(H)/H.

Ñëåäîâàòåëüíî Aa = (Aa[g])[g]∈N(H)/H ∈ AutN(H)(X(ρ)).
Çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ (Aa[g])[g]∈G/H âû÷èñëÿþòñÿ â òåðìèíàõ îïåðàòîðà

Aa[1], êàê è â ëåììå 5 (ôîðìóëà (23)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ṼectG(M,ρ) êàòåãîðèþ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ñ êâàçè-
ñâîáîäíûì äåéñòâèåì ãðóïïû G íà áàçå è íå íîðìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé ïîä-
ãðóïïîé.

Òåîðåìà 4 Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ṼectG(M,ρ) ≈ VectN(H)(M
H , ρ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî ðàññëîåíèÿ ξN(H) è ξN(gHg−1)

ýêâèâàðèàíòíî èçîìîðôíû è çàäàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè

MgHg−1

/N(gHg−1)0−→BAutN(gHg−1) (X(ρg)) ,

è
MH/N(H)0−→BAutN(H) (X(ρ)) ,
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êîòîðûå ìîæíî âêëþ÷èòü â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

MH/N(H)0 −→ BAutN(H) (X(ρ))yḡ yḡ
MgHg−1

/N(gHg−1)0 −→ BAutN(gHg−1) (X(ρg)) .

Çäåñü, g : ξH−→ξgHg−1

� ýòî äåéñòâèå íà ðàññëîåíèè ξ, à ñòðåëêà ñïðàâà èí-
äóöèðóåòñÿ èçîìîðôèçìîì (39) è íå çàâèñèò îò ýëåìåíòà g ∈ [g] ∈ G/N(H).
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