
Áîðäèçìû ìíîãîîáðàçèé ñ ñîáñòâåííûìäåéñòâèåì äèñêðåòíûõ ãðóïïÀ.Ñ. Ìèùåíêî(Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà)20 îêòÿáðÿ 2010 ã.1 Ââåäåíèå1.1 Îò À.Ïóàíêàðå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè. ÍåìíîãîèñòîðèèÏóñòü βk îáîçíà÷àåò k− ÷èñëî Áåòòè çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî êîìïàêòíîãîìíîãîîáðàçèÿ M , dimM = n.Òåîðåìà 1 (À. Ïóàíêàðå)
βk = βn−k.À.Ïóàíêàðå íå ïðåäñòàâèë ñòðîãîãî ïîíÿòèÿ ÷èñåë Áåòòè. Ïîòðåáîâàëîñüïîÿâëåíèå ðàáîò Ý.Íåòòåð (1926), Äæ.Àëåêñàíäåðà è À.Í.Êîëìîãîðîâà (1935),â êîòîðûõ áûëè îïðåäåëåíû ãðóïïû ãîìîëîãèé è êîãîìîëîãèé. Ïîñëå ýòîãîäâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå ïðèîáðåëà áîëåå òî÷íûé è ÿñíûé ñìûñë:

Hk(M) ≈ Hn−k(M)1.2 Àëãåáðàè÷åñêèé êîìïëåêñ ÏóàíêàðåÄâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå èìååò ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå ïîñòðîåíèå â âèäåàáñòðàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ Ïóàíêàðå (ÀÊÏ) â âèäå êîììóòàòèâíîéäèàãðàììû
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oo Cn

dn
oo

Cn

D0

OO

Cn−1

d∗

n

oo

D1

OO

Cn−2

d∗

n−1

oo
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ãäå Ck def
= Hom(Ck,K) îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííûå ãðóïïû, K � êîëüöîñêàëÿðîâ, ïðè÷åì äëÿ äèàãðàììû âûïîëíÿþòñÿ åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà1



1. dk−1dk = 0,2. dkDk + (−1)k+1Dk−1d
∗
n−k+1 = 0,3. Dk = (−1)k(n−k)D∗

n−k.4. H(Dk) : H(Cn−k)−→H(Ck) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â ãîìîëîãèÿõ.1.3 Àëãåáðàè÷åñêèé êîìïëåêñ Ïóàíêàðå îðèåíòèðóåìîãîìíîãîîáðàçèÿÐàññìîòðèì çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå M , dimM = n.Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè M ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñèìïëèöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà,òî àëãåáðàè÷åñêèé êîìïëåêñ Ïóàíêàðå ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
• Ck

def
= Ck(M), - ãðóïïà ñèìïëèöèàëüíûõ öåïåé íà M ,

• Ck def
= Ck(M) =Hom(Ck(M),K)

• dk : Ck−→Ck−1 - ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì,
• Dk = D[M ] : Cn−k = Hom(Cn−k(M),K)−→Ck = Ck(M), � îïåðàöèÿïåðåñå÷åíèÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíûì öèêëîì ìíîãîîáðàçèÿ M .Åñëè u ∈ Cn−k, òî îïåðàöèÿ Dk(u)

def
= [M ]∩u îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùèåñòåñòâåííîé ôîðìóëû

Dk(u)
def
=

=
∑

σ(a0<···<an)

(−1)ε(a0<···<an)u(a0 < · · · < an−k)σ(an−k < · · · < an),ãäå σ(a0 < a1 < · · · < ak) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì, ïîðîæäåííûì óïîðÿäî÷åííûìñåìåéñòâîì âåðøèí a0 < a1 < · · · < ak, à ε(a0 < · · · < an) îáîçíà÷àåòîðèåíòàöèþ ñèìïëåêñà σ(a0 < a1 < · · · < ak), ñîîòâåòñòâóþùóþ îðèåíòàöèèíà ìíîãîîáðàçèè M .Òåîðåìà 2 (Ïóàíêàðå) Òåîðåìà Ïóàíêàðå óòâåðæäàåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì
D = {Dk} èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãðóïï ãîìîëîãèé:

H0(M) H1(M) · · · Hn−1(M) Hn(M)

Hn(M)

D0≈

OO

Hn−1(M)

D1≈

OO

· · · H1(M)

Dn−1≈

OO

H0(M)

Dn≈

OOÄëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì
Hi(M) ≈ Hom(Hi(M),K).2



Ñëåäîâàòåëüíî,
· · · Hk(M) Hk+1(M) · · ·

· · · Hom(Hn−k(M),K)

Dk≈

OO Hom(Hn−k−1(M),K)

Dk+1≈

OO

· · ·Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå M ÷åòíîìåðíî, dim M= n=2m, òî
•

Dm : Hom(Hm(M),K)
≈

−→Hm(M)ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, è
•

Dm = (−1)m(n−m)D∗
n−m = (−1)mD∗

m.Â ñëó÷àå dimM = n = 4l ïîëó÷àåì áîëåå ñïåöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå:
•

D2l : Hom(H2l(M),K)
≈

−→H2l(M)ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì èçîìîðôèçìîì :
•

D2l = D∗
2l.1.4 Ñèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèéÎïðåäåëåíèå 1 Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå

M , dimM = 4l. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ñèãíàòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ÷èñëî signM
def
= sign D2lêàê ñèãíàòóðà êîíå÷íîìåðíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà D2l .Çàìå÷àíèåÑòðîãî ãîâîðÿ, ñèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèÿ M , âîçìîæíî, çàâèñèò îò âûáîðàñèìïëèöèàëüíîé ñòðóêòóðû íà M . Íî, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ãðóïïû ãîìîëîãèéè êîãîìîëîãèé ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè, âêëþ÷àÿ âñå ãîìîëîãè÷åñêèåîïåðàöèè, â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ãîìîëîãèé ñ êîãîìîëîãèÿìè.Ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàòóðà signM ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì,ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèìïëèöèàëüíîé ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè.
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1.5 Èíâàðèàíòíîñòü ñèãíàòóðû ïî îòíîøåíèþ ê áîðäèçìàìÁîëåå ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü ñèãíàòóðû ïî îòíîøåíèþ êîðèåíòèðîâàííûì áîðäèçìàì.Òåîðåìà 3 Ïóñòü M åñòü îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, dimM = 4k.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå W ñ ãðàíèöåé,
dimW = 4k + 1, è

M ≈ ∂W.Òîãäà signM = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ðàññìîòðåòü òî÷íóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïàðû (W,∂W = M):
· · · // Hi+1(W,M) // Hi(M) // Hi(W ) //

// Hi(W,M) // Hi−1(M) // Hi(M) // · · ·è ñîîòâåòñòâóþùóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
· · · // Hn−i(W ) // Hn−i(M) // Hn+1−i(W,M) //

// Hn+1−i(W ) // Hn−(i−1)(M) // Hn+2−i(W,M) // · · ·
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Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè êëàññàìè ãîìîëîãèé
[W ] ∈ Hn+1(W,M) è [M ] ∈ Hn(M), ïîëó÷èì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
· · · // Hi+1(W,M) // Hi(M) // Hi(W ) // · · ·

· · · // Hn−i(W ) //

DW≈

OO

Hn−i(M) //

DM≈

OO

Hn+1−i(W,M) //

DW≈

OO

· · ·Â ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ êàðòèíà
· · · // H2k+1(W,M)

∂
// H2k(M)

i∗
// H2k(W ) // · · ·

· · · // H2k(W )
i∗

//

DW≈

OO

H2k(M)
∂∗

//

DM≈

OO

H2k+1(W,M) //

DW≈

OO

· · ·Çíà÷èò, â äèàãðàììå
0 // Im ∂ // H2k(M) // Im i∗ // 0

0 // Im i∗ //

DW≈

OO

H2k(M) //

DM≈

OO Im ∂∗ //

DW≈

OO

0âñå âåðòèêàëüíûå ãîìîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.Ìîæíî ïðîèçâåñòè ðàñùåïëåíèå
H2k(M) // Im ∂ ⊕ Im i∗

H2k(M) //

DM≈

OO Im i∗ ⊕ Im ∂∗

≈

OOòàêèì îáðàçîì, ÷òî îïåðàòîð DM ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé5



DM =

(
0 DW

DW ∗

)
, sign DM = 0.1.6 Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå äëÿ îòêðûòûõ ìíîãîîáðàçèéÄëÿ íåêîìïàêòíûõ (îðèåíòèðîâàííûõ) ìíîãîîáðàçèé ïîëàãàåì

• Ck
def
= Ck(M), � ïðîñòðàíñòâî öåïåé ìíîãîîáðàçèÿ M ñ êîýôôèöèåíòàìèâ ïîëå ñêàëÿðîâ K.

• Ck def
= Ck

0 (M) =Hom0(Ck(M),K) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîìñ êîíå÷íûìè íîñèòåëÿìè ïî îòíîøåíèþ ê åñòåñòâåííîìó áàçèñó â ãðóïïå
Ck.Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ck òîæå èìååò åñòåñòâåííûé áàçèñ, â êîòîðîìãîìîìîðôèçì

q : Ck
≈
−→Hom0(C

k,K), q(u)(ϕ) = ϕ(u),ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì.Òîãäà îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ Dk = [M ]∩,
Dk : Cn−k = Hom0(Cn−k(M),K)−→Ck = Ck(M),çàäàåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

Dk(u)
def
=

=
∑

σ(a0<···<an)

(−1)ε(a0<···<an)u(a0 < · · · < an−k)σ(an−k < · · · < an),
(1)ãäå σ(a0 < a1 < · · · < ak) åñòü ñèìïëåêñ, ïîðîæäåííûé óïîðÿäî÷åííûììíîæåñòâîì âåðøèí a0 < a1 < · · · < ak, à ε(a0 < · · · < an) åñòü îðèåíòàöèÿñèìïëåêñà σ(a0 < a1 < · · · < ak) (ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðèåíòàöèè íà ìíîãîîáðàçèè

M). Çàìåòèì, ÷òî ñóììà â ôîðìóëå (1) îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ïîñêîëüêóêîöèêë u èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü.Ïîëó÷àåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà, ïîäîáíàÿ äèàãðàììå äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõêîìïëåêñîâ Ïóàíêàðå:
C0 C1

d1
oo C2

d1
oo · · ·

d1
oo Cn−1

dn−1
oo Cn

dn
oo

Cn

D0

OO

Cn−1

d∗

n

oo

D1

OO

Cn−2

d∗

n−1

oo

D2

OO

· · ·
d∗

n−2

oo C1

d∗

2

oo

Dn−1

OO

C0

d∗

1

oo

Dn

OO

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò åñòåñòâåííûì ñâîéñòâàì6



1. dk−1dk = 0,2. dkDk + (−1)k+1Dk−1d
∗
n−k+1 = 0,3. q ◦Dk = (−1)k(n−k)D∗
n−k.4. H(Dk) : H(Cn−k)−→H(Ck) åñòü èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå , ò.å.
H(Dk) : H

n−k
0 (M)−→Hk(M).Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî ãðóïïû êîãîìîëîãèé Hn−k
0 (M) ñ êîíå÷íûìè íîñèòåëÿìè íåèìåþò ïîäõîäÿùåãî âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ ãðóïï ãîìîëîãèé Hk(M) êàêýòî ïîëó÷àåòñÿ â êîìïàêòíîì ñëó÷àå.1.7 Ñâîáîäíîå äåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû GÏóñòü G

def
= π1(M) åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

M . Òîãäà ãðóïïà G ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè M̃ ,çàäàâàÿ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:
M̃yp
M

:

G× M̃ −→ M̃yId× p
yp

G×M
Id
−→ MÏîëàãàåì Ck

def
= Ck(M̃), Ck def

= Ck
0 (M̃). Êëþ÷åâàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ âñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè:Ïðåäëîæåíèå 1 Ïðîñòðàíñòâà Ck è Ck ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìèñâîáîäíûìè ìîäóëÿìè íàä ãðóïïîâûì êîëüöîì K[G], è ïîýòîìó ãðóïïàêîöåïåé èìååò ïðîñòîå âûðàæåíèå â òåðìèíàõ ãðóïïû öåïåé:

Ck = Hom0(Ck,K) ≈ HomK[G](Ck,K[G]).Ñëåäîâàòåëüíî, êîãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì d∗k : Ck−1−→Ck ñîïðÿæåí êãðàíè÷íîìó ãîìîìîðôèçìó dk íàä ãðóïïîâûì êîëüöîì K[G]:
Ck−1 d∗

k−→ Ck

‖ ‖HomK[G](Ck−1,K[G])
d∗

k−→ HomK[G](Ck,K[G])
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1.8 ÀÊÏ äëÿ íå îäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿÒàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïîõîæóþ äèàãðàììó:
C0 C1

d1
oo C2

d2
oo · · ·

d3
oo Cn−1

dn−1
oo Cn

dn
oo

Cn

D0

OO

Cn−1

d∗

n

oo

D1

OO

Cn−2

d∗

n−1

oo

Dn−2

OO

· · ·
d∗

n−2

oo C1

d∗

2

oo

Dn−1

OO

C0

d∗

1

oo

Dn

OO

1. dk−1dk = 0,2. dkDk + (−1)k+1Dk−1d
∗
n−k+1 = 0,3. Dk = (−1)k(n−k)D∗

n−k.4. H(Dk) : H(Cn−k)−→H(Ck) åñòü èçîìîðôèçì.Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì
Fk = ik(k−1)Dk.Ìîäèôèöèðîâàííàÿ äèàãðàììà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

C0 C1
d1

oo C2
d2

oo · · ·
d3

oo Cn−1

dn−1
oo Cn

dn
oo

Cn

F0

OO

Cn−1

δn

oo

F1

OO

Cn−2

δn−1

oo

Fn−2

OO

· · ·
δn−2

oo C1

δ2

oo

Fn−1

OO

C0

δ1

oo

Fn

OO

Íîâûé ãîìîìîðôèçì Fkóäîâëåòâîðÿåò áîëåå ïðîñòûì ñîîòíîøåíèÿì:1. dkFk + Fk−1d
∗
n−k+1 = 0,2. Fk = F ∗

n−k.3. H(Fk) : H(Cn−k)−→H(Ck) òîæå èçîìîðôèçì.Äåëî â òîì, ÷òî êàê ìîäóëü H(Ck) = Hk(M̃), òàê è ìîäóëü H(Ck) =

Hk
0 (M̃) íå ÿâëÿþòñÿ íè ñâîáîäíûìè, íè äàæå ïðîåêòèâíûìè ìîäóëÿìè.Ïîýòîìó óäîáíåé ðàññìîòðåòü òàê íàçûâàåìûé öèëèíäð äèàãðàììû
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0 C0
oo

C1

⊕
Cn

H1
oo

C2

⊕
Cn−1

H2
oo · · ·oo

· · ·
C2k

⊕
C2k+1

H2k
oo

C2k+1

⊕
C2k

H2k+1
oo · · ·

H2k+2
oo

· · ·
Cn−1

⊕
C2

Hn−1
oo

Cn

⊕
C1

Hn
oo C0

Hn+1
oo 0ooÃîìîìîðôèçìû Hk èìåþò ñëåäóþùóþ ìàòðè÷íóþ ôîðìó:

Hk =

(
dk Fk−1

0 d∗n−k+2

)
.Òåïåðü ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî àëãåáðà K[G] çàìåíåíà åå ïîïîëíåíèå

A = C∗[G] (ïîïîëíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ðåãóëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû
G). Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâà öåïåé (êîöåïåé) çàìåíÿòñÿ íà ìîäóëè íàäàëãåáðîé A,

Ck
def
= Ck ⊗K[G] A,

C
k def

= Ck ⊗K[G] A,Â ýòîì ñëó÷àå A�ìîäóëè Ck (Ck) èìåþò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðóãèëüáåðòîâûõ C∗�ìîäóëåé, è çíà÷èò îíè èçîìîðôíû ïðè ïîìîùè èçîìåòðèè
φk : C

k
−→Ck.Ãðàíè÷íûå îïåðàòîðû d∗k ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìèïî îòíîøåíèè ê ýòîé ãèëüáåðòîâîé ñòðóêòóðå C∗�ìîäóëåé.Ïîëàãàåì

Ai = Ci ⊕ C
n−i+1è

Aev =

2l⊕

k=0

A2k, Aodd =

2l⊕

k=0

A2k+1.Òîãäà íåñëîæíûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãîìîìîðôèçì
Gev = d+ d∗ + F

def
= G|Aev

: Aev−→Aev9



ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è îáðàòèìûì.Îïðåäåëåíèå 2 Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà Gev â ïðÿìóþ ñóììóïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî îïåðàòîðà
Gev =

(
G+

ev 0
0 G−

ev

)
: A+

ev ⊕A−
ev−→A+

ev ⊕A−
ev .Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îáîçíà÷èì ôîðìàëüíóþ ðàçíîñòü ÷åðåçsign Gev = sign (d+ d∗ + F )

def
= [A+

ev]− [A−
ev] ∈ K(A).Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé ñèãíàòóðîé:sign (d+ d∗ + F ) = sign (H(F )) = signM.2 Ñîáñòâåííîå äåéñòâèå äèñêðåòíîé ãðóïïû íàíåêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè2.1 ÎïðåäåëåíèÿÎïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü G äèñêðåòíàÿ (ñ÷åòíàÿ) ãðóïïà , à M ãëàäêîåîðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà M

G×M−→Míàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M ñòàöèîíàðíàÿïîäãðóïïà Gx ⊂ G, Gx
def
= {g ∈ G : gx = x} êîíå÷íà. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿêî-êîìïàêòíûì, åñëè ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî M/G êîìïàêòíî. Äåéñòâèåíàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè êàæäûå ýëåìåíò g ∈ G äåéñòâóåò íà M ïðèïîìîùè äèôôåîìîðôèçìà.Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:Îïðåäåëåíèå 4 Äåéñòâèå ãðóïïû G íà M ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì,åñëèîòîáðàæåíèå

G×M−→M ×M, (g, x) 7−→ (gx, x), g ∈ G, x ∈ M,ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.
10



2.2 Ñèìïëèöèàëüíûå è ãëàäêèå äåéñòâèÿÏóñòü H CG - êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç MH ïîäìíîæåñòâîíåïîäâèæíûõ òî÷åê
MH def

= {x ∈ M : ∀g ∈ H : gx = x}.Ýòî ïîäìíîæåñòâî MH ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì (ñì., íà ïðèìåð,([?], p.79) à òàêæå Òåîðåìó î ñëîÿõ [?], Thm. (5.6) íà ñòð. 40, [?] Thm. 4.10íà ñòð. 184, [?] ñòð. 171 è ñëåäñòâèå 2.4 íà ñòð. 308).Ïóñòü H(G) - ñåìåéñòâî âñåõ (êîíå÷íûõ) ïîäãðóïï H ⊂ G, äëÿ êîòîðûõ
MH 6= ∅. Ñåìåéñòâî H(G) îáðàçóåò êàòåãîðèþ ïî îòíîøåíèþ ê âêëþ÷åíèÿìïîäãðóïï äðóã â äðóãà. Ïóñòü H(H) ⊂ H(G) åñòü ìíîæåñòâî ïîäãðóïï
H ′ ∈ H(G), òàêèõ ÷òî H ′ ⊃ H, H ′ 6= H .ßñíî, ÷òî, åñëè H1 ⊂ H2 ⊂ G, òî MH2 ⊂ MH1 .Ìíîæåñòâî

V H def
= MH \


 ⋃

H′∈H(H)

MH′


 .îáðàçóåò ãëàäêóþ ñòðàòèôèêàöèþ íà ìíîãîîáðàçèè M .2.3 Ñèìïëèöèàëüíîå ñîáñòâåííîå äåéñòâèåÑ.Èëëìàí ([?]) è Ò.Êîðïïè ([?]) äîêàçàëè, ÷òî ãëàäêîå ñîáñòâåííîå äåéñòâèåÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ñèìïëèöèàëüíîé ñòðóêòóðåíà ìíîãîîáðàçèè M .Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèå ïîëó÷àåì äèàãðàììó:

C0 C1
d1

oo · · ·
d2

oo Cn−1
dn−1

oo Cn
dn
oo

Cn

D0

OO

Cn−1

δn

oo

D1

OO

· · ·
δn−1

oo C1

δ2

oo

Dn−1

OO

C0

δ1

oo

Dn

OOÎòëè÷èå îò íåîäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â îòëè÷èåîò ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ âñå ìîäóëè
C0

def
= C0(M)è

C0 def
= Hom0(C0(M),K)íå ÿâëÿþòñÿ íè ñâîáîäíûìè íè ïðîåêòèâíûìè ìîäóëÿìè, îäíàêî îíè êîíå÷íîïîðîæäåíû íàä ãðóïïîâûì êîëüöîì K[G] â ñëó÷àå K ≈ Z.Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà K ÿâëÿåòñÿïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü, (íà ïðèìåð, K ≈ Q,R,C) ïîëó÷àåòñÿ11



Òåîðåìà 4 Âñå ìîäóëè Ck íàä ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ÿâäÿ.òñÿêîíå÷íî ïîðîæäåííûìè ïðîåêòèâíûìè ìîäóëÿìè.
Ck ≈HomK(Ck,K).Ñëåäñòâèå 1 Ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî X = M/G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþäâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå â ãîìîëîãèÿõ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

D : Hk(X ;Q)
≈
−→Hn−k(X ;Q)Ïóñòü Kp(A) îáîçíà÷àåò àíàëîãè÷íûå ãðóïïû ýðìèòîâîé K�òåîðèè,îñíîâàííîé íà ïðîåêòèâíûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ìîäóëÿõ

K(A)−→Kp(A).Òåîðåìà 5 Åñëè A - C∗�àëãåáðà, òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿèçîìîðôèçìîì
K(A) ≈ Kp(A).Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü íåêîììóòàòèâíóþ ñèãíàòóðó äëÿ ìíîãîîáðàçèéñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì äèñêðåòíîé ãðóïïû, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ àíàëîãè÷íîêëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ:signM

def
= sign (ACP (M,G)) ∈ Kp(A).2.4 Áîðäèçìû ìíîãîîáðàçèé ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåìÎïðåäåëåíèå 5 Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå X ñ ñîáñòâåííûìäåéñòâèåì ãðóïïû G.Ñêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X áîðäàíòíî íóëþ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîåîðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå W ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû G,÷òî

∂W = X.×åðåç pΩ
G
n îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ áîðäèçìîâ îðèåíòèðóåìûõìíîãîîáðàçèé ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû G.Òåîðåìà 6 Íåêîììóòàòèâíàÿ ñèãíàòóðà sign (ACP (M,G)) óäîâëåòâîðÿåòñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• îíà ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì,
• îíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì áîðäèçìîâ.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåòñÿ êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿsign : pΩ

G
n−→Kp(A).12



Ïóñòü fΩ
G
n îáîçíà÷àåò ïîäîáíóþ ãðóïïó áîðäèçìîâ äëÿ ñâîáîäíîãîêîêîìïàêòíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

pΩ
G
n

sign
−→ Kp(A)

∪ ∪

fΩ
G
n

sign
−→ K(A)Ïóñòü BG îáîçíà÷àåò êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. êîìïëåêñÝéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà BG = K(G, 1). Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå M ñî ñâîáîäíûìäåéñòâèåì ãðóïïû G ïîðîæäàåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

ϕM : M/G−→BG, ÷òî äèàãðàììà
M

ϕ̃M

−→ EGy
y

M/G
ϕM

−→ BGêîììóòàòèâíà. Òîãäà ñëåäóþùèå ãðóïïû áîðäèçìîâ
fΩ

G
n ≈ ΩG

n (BG)èçîìîðôíû, ò.å. ñèãíàòóðà çàäàåò îòîáðàæåíèå èç êëàññè÷åñêèõ áîðäèçìîâêëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
ΩG

n (BG)
sign
−→ K(A),è ïîýòîìó âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ â âèäåèçâåñòíîé ôîðìóëû Õèðöåáðóõà.2.5 Ôîðìóëà ÕèðöåáðóõàÝòà ôîðìóëà ãëàñèò, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ

M signM = 〈L(M), [M ]〉,ãäå L(M) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ Õèðöåáðóõà, âûðàæàåìûé ÷åðåçêëàññû Ïîíòðÿãèíà. Åñëè æå M åñòü ìíîãîîáðàçèå ñî ñâîáîäíûì êîêîìïàêòíûìäåéñòâèåì ãðóïïû G, òî èìååò ìåñòî ïîõîæàÿ ôîðìóëà:signM = 〈L(M/G)chA(ξA), [M/G]〉 ∈ K(A)⊗Q,ãäå A = C∗[G] åñòü ãðóïïîâàÿ C∗�àëãåáðà ãðóïïû G.2.6 Êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ ñîáñòâåííîãîäåéñòâèÿÒåîðåìà 7 (Ï.Áàóì, À.Êîí, Í.Õèãñîí) Äëÿ ñîáñòâåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû
G ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ïðîñòðàíñòâî pEG ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì13



ãðóïïû G òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåìãðóïïû G èìååòñÿ ýêâèâàðèàíòíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
f : X → BGñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàðèàíòíîé ãîìîòîïèè.Ýòî çíà÷èò, ÷òî

pΩ
G
n ≈ pΩ

G
n (pEG).Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå M ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû G ïîðîæäàåòñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè M ′ = M/G. Äðóãèìèñëîâàìè èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

pΩ
G
n

/
−→sΩn(pEG/G).2.7 Êîíñòðóêöèÿ Êîííåðà�Ôëîéäà íåïîäâèæíûõ òî÷åê×òîáû ïðîÿñíèòü ïîíÿòèå áîðäèçìîâ äëÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèéìîæíî ïðèìåíèòü òàê íàçûâàåìóþ êîíñòðóêöèþ Êîííåðà�Ôëîéäà íåïîäâèæíûõòî÷åê äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì. Â ðàáîòàõ ([?], [?]) îïðåäåëÿåòñÿêàòåãîðèÿ èçîòðîïíûõ ïîäãðóïï

H(M)
def
= {Hx : x ∈ M, Hx 6= {1}}.Îáîçíà÷èì ÷åðåç {H} ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï, ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïïå

H ⊂ G. Ïóñòü F îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïîäãðóïï, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíîñîïðÿæåíèÿ è ñîäåðæàùèõ âñå ïîäãðóïïû. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî max{F}ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ â F. Ïîëàãàåì H0
def
= max{H(M)}, H′

0
def
=

H(M) \ H0, à òàêæå Hk
def
= max{H′

k−1}, H′
k

def
= H′

k−1 \ H
′
k−1. Âñå ñåìåéñòâàâ óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

H0 � H1 � H2 � · · · � Hk � . . .èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ.Ìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê MH0 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì (âîçìîæíîðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè íà ñâîèõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè), èíâàðèàíòíîå ïîîòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì òðóá÷àòóþ èíâàðèàíòíóþîêðåñòíîñòü U0 ⊃ MH0 , äèôôåîìîðôíóþ òîòàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ýêâèâàðèàíòíîãîíîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ0 ñ áàçîé MH0 , dim ξ0 + dimMH0 =
dimM = n.Ñëåäîâàòåëüíî ìû ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêâèâàðèàíòíûõáîðäèçìîâ:

· · · −→ nΩG(H
′
0)

inclusion
−→ nΩG(H0 tH′

0)
fixedpoint

−→

fixedpoint
−→ nΩ

v
G(H0,H

′
0)

∂
−→ n−1ΩG(H

′
0) −→· · ·14



È, àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k òîæå èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
· · · −→ nΩG(H

′
k)

inclusion
−→ nΩG(H

′
k−1)

fixedpoint
−→

fixedpoint
−→ nΩ

v
G(Hk,H

′
k)

∂
−→ n−1ΩG(H

′
k) −→· · ·3 Open problems

• Ñðàâíèòü èíäåêñ ñèãíàòóðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íà ìíîãîîáðàçèèñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì ñ íåêîììóòàòèâíîé ñèãíàòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè.
• Íàéòè ôîðìóëó òèïà Õèðöåáðóõà äëÿ âûðàæåíèÿ íåêîììóòàòèâíîéñèãíàòóðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ñîáñòâåííûì äåéñòâèåì.
• Âû÷èñëèòü íåêîììóòàòèâíóþ ñèãíàòóðó ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñîáñòâåííûìäåéñòâèåì â òåðìèíàõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
• Ñðàâíèòü äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ ñîáñòâåííûìäåéñòâèåì è äëÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà êàê ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè,èñïîëüçóÿ, íà ïðèìåð êîãîìîëîãèè ïåðåñå÷åíèÿ Ãîðåñêè�Ìàêôåðñîíà.
• Ñðàâíèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà ñ ãðóïïîéñîáñòâåííîãî äåéñòâèÿ íà ìíîãîîáðàçèè.4 ÁëàãîäàðíîñòèÐåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíû ãðàíòîì ÐÔÔÈNo 05-01-00923-a, ãðàíòîìÏðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïîääåðæêè íàó÷íûõøêîë No NSh-1562.2008.1è ïðîåêòîì No. RNP.2.1.1.5055
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