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ç[ó ��Î0È)õFEfö.ÜHDTôlõFE0ñ�ÜVÐ0È`Ï¶ËfÌ[É|Ðlã)Ñ Û ÌNÊ)ËfÏ¶ÉSÊ`Ð�É ÉSÊ)Ë��3ÎOÈ+ÉAÔSÕOÐlß Û ÈXÈ+Ó`Ýyã�Ë?Ô|Ì$Ð0ÔAË Û È+Ø�Ð0Ô Û ÐlÈ+É Ö Û ÉSÊZÔSËTÌAÚ ËfÍ�É
ÉAÎ Û È+ÉSË?ÔSÈ`ÐlÑ+Ê)Î0Ý�ÎOÑÙÎOß0Õ·çNó ��ÎOÈ)õFITö.ÜfÉAÊ)ËTÎ0ÔSË?ÝKJOñ�á6L:Ì Û È)ß7ÉAÊ)Ë ÌNÓ`ÔAßOË?ÔSÕ²ÉAÊ`Ë?Î0ÔSÕtÒQÎ0Ô3ÌNÝ�ÎVÎlÉSÊ�Ý�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ)Ì
� áNM$ÔSÎ�Ö²Ï¡Ë?Ô�Ð0È`ÏO�sá3ë²Î�Ø Û èOÎ�ØåÚ)ÔSÎ�Ø0ËfÏåÉSÊ`Ð�É�ÉSÊ)Ë¶Ó)È Û C+Ó)Ë¶Ê`Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ Û ÈVØ�Ð0Ô Û ÐlÈ+É�Í|Ê`Ð0ÔSÐOÍ�ÉAËTÔ Û ÌNÉ Û Í
��Î0È+ÉAÔSÕOÐ0ß Û ÈÈVÓ)Ý·ã ËTÔyÍ�Î Û È`Í Û Ï)ËTÌWÖ Û ÉAÊ ÉAÊ)ËZÌ Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSË�ÎlÒ2ÐlÈ Î0Ô Û ËTÈ+ÉAËTÏ Í�ÎOÝ�Ú`Ð0Í�É�Ý�Ð0È Û ÒQÎ0ÑbÏ�Ö Û ÉAÊ
ÔSËTÌAÚ ËfÍ�ÉtÉAÎZÉAÊ)ËA��Î Û È`Í?Ð0Ô�P-Ï¡Ó`ÐlÑ Û É[Õ0ájæ Ê)Ë·ÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ�ÉSÊ`Ð�É Û Ï)Ë?È+É Û ×`ËTÌ:ÉSÊ)Ë�Ì Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSËyÎ0Ò�Ð¶Ý�Ð0È Û ÒQÎOÑYÏ
Ö Û ÉAÊ Ð�Í?Ë?ÔAÉSÐ Û È'Í|Ê ÐlÔ|Ð0Í�ÉSË?Ô Û ÌNÉ Û ÍQ��ÎOÈOÉSÔAÕ+Ðlß Û È�ÈVÓ)Ý·ã ËTÔ Û Ì-È)Î�Ö èVÈ)Î�Ö2ÈîÐ0Ì·ÉAÊ`Ë-� Û Ô R?ËTã)ÔSÓ`Í|Ê�ÒQÎOÔNí
ÝyÓ`ÑYÐïçNó � Û Ô8E!J�öQñ�Ü4ÉAÊ)ÎOÓ)ß0Ê Û ÉSÌ�ÌAÚ�ËTÍ Û ÐlÑ�Í?Ð0ÌAË�Ö$ÐOÌWËTÌNÉSÐ0ã)Ñ Û ÌAÊ)ËTÏ ãVÕTS·á4â�áVU2Î0èVÊ)Ñ Û ÈïÐ
ÕOËTÐlÔWã�Ë�ÒQÎOÔAË
ç[ó U2ÎOè=EXWföQñ�á

æ Ê)ËY��Î Û È`ÍTÐlÔ P"Ï¡Ó`Ð0Ñ Û É[ÕWÐlÈ`ÏtÉSÊ)ËZ� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|ÊWÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ2Ê`Ð�ØOËGÐ²ÑYÎ0È)ß2Ê Û ÌNÉAÎ0ÔSÕ0ÜTÚ`ÐlÔAÉAÑYÕWÍ�Î0È`È)ËTÍ�ÉAËTÏ
Ö Û ÉAÊZÍ?Î0Ý Û È)ß Û ÈOÉSÎyã�Ë Û È)ßyÎ0Ò�È)Î0È Í�Î0Ý�Ý·Ó¡ÉSÐlÉ Û Ø0Ë²ßOË?Î0Ý�Ë?ÉAÔSÕ-Ð0È`Ï�ÔSËTÌAÓ)ÑrÉ|ÌGÎ0Ò�ÉAÊ)Ë�	�ÎOÌSÍ�Î�ÖîÉSÎ0Ú�Î0ÑYÎ0ßlí
Û Í?ÐlÑsÌSÍ|Ê)ÎVÎ0Ñ`Î0Ò�ÉAÊ`Ë:ÌAËTÍ�ÎOÈ`Ï�Ê`Ð0ÑrÒ�ÎlÒjÉAÊ`Ë�W@[�ÉAÊZÍ�Ë?È+ÉSÓ)ÔAÕOá+æ Ê`Ë:ÌNÉAÓ`Ï¡Õ�Î0ÒjÉAÊ)ËfÌNË:Ú)ÔSÎ0ã)ÑYË?Ý�Ì�ã ËTßOÐlÈ¶ÉAÊ)Ë
Ú)ÔSÎ0Ý Û È)Ë?È+É Ú`ÐlÚ�Ë?Ô"ÞAâ²È`Ð0ÑÙÕ¡Ì Û Ì Ì Û ÉSÓ`Ì[à:ãVÕ$��á=��Î Û È`ÍTÐlÔ P Û È\D6]0ô�E¶ç[ó ��Î Û ôXEföQñ�á æ Ê)Ë?ÔSË��yá=��Î Û È`Í?Ð0Ô�P Û È
Ú`Ð0ÔNÉ Û Í?Ó)ÑYÐ0ÔDÒQÎ0Ô·ÉAÊ`Ë¶×`Ô|Ì[ÉyÉ Û Ý-ËXÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ�ÉSËTÏ ÉSÊ)ËXÉSÊ)Ë?ÎOÔAËTÝ èVÈ)Î�Ö2ÈïÈ`Î�Ö ÐOÌDÉSÊ)Ë$��Î Û È`ÍTÐlÔ PXÏ¡Ó`Ð0Ñrí
Û É[Õ¶ÒQÎ0Ô²Í?ÑÙÎ+ÌNËfÏJÎ0Ô Û ËTÈOÉSËTÏZÝ�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ)ÌTá)â²ÑÙÉAÊ)ÎOÓ)ß0ÊJÉAÊ`ËyÍ�ÎOÝ-Ú`ÑÙË?ÉAË�ÌNÉSÐ�ÉSË?Ý�Ë?È+É²ÐlÈ ÏXÉSÊ)ËDÚ)ÔSÎVÎlÒ�ÎlÒ3ÉAÊ)Ë
��Î Û È`Í?Ð0Ô�P�Ï)Ó`ÐlÑ Û É[ÕZÖ�ËTÔAËDÚ`ÔAËfÌNËTÈOÉSËTÏ
Í�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔSÐ0ã)ÑYÕ¶ÑYÐlÉAËTÔTÜ��yá^��Î Û È`ÍTÐlÔ PWÓ)È`Ï¡ÎOÓ)ã¡ÉAËfÏ¡ÑYÕJÏ Û ÌSÍ�Î�Ø0ËTÔAËfÏ
ÉAÊ`Ë�ÉAÊ)ËTÎ0ÔSË?Ý
á�ò�Ë?ÔAÉSÐ Û È)ÑYÕT�yá_��Î Û È`Í?Ð0Ô�P-Î�Ø0ËTÔSÌ Û Ý-Ú`Ñ Û ×`ËTÏåÉAÊ)Ë¶ÌNÉSÐlÉAËTÝ-ËTÈ+ÉTá_�7Ë�Ý-ËfÐlÈ+ÉDÉAÊ`Ë¶Í�Î Û È`Í Û í
Ï¡ËTÈ`Í�ËWÎlÒ4ÉAÊ)Ë�M$Ë�ÉAÉ Û ÈVÓ)Ýyã�Ë?Ô|Ì$ÉAÊ Ð�É Ö�ËTÔAËtË4C+Ó Û Ï Û Ì[É|ÐlÈ+É ÒQÔAÎOÝ ÉAÊ)ËWË?È Ï)ÌDç[ó ��Î Û ôXEfö.Ü¡Ú�áVõOôX[Oñ�áVÇLÈ
ÐlÈVÕ
Í?ÐOÌNË ÉSÊ)Ë²È)Î0É Û Î0È�ÎlÒ�ÉAÊ`Ë`M$Ë�ÉNÉ Û ÈVÓ)Ý·ã ËTÔSÌoÔSË4C+Ó Û ÔSËTÌoÐDÝ�Î0ÔSË Ú)ÔSËTÍ Û ÌAË²Ï¡Ë�×`È Û É Û ÎOÈ�Ö2Ê Û Í|Êa�yá@��Î Û È`Í?Ð0Ô�P
Ú`Ð0ÔNÉSÑÙÕ
ßOÐ�ØOË Û ÈÊ Û ÌWÌNÓ`ã`ÌNË6C+Ó)Ë?È+ÉWÚ`ÐlÚ�Ë?Ô|Ì?ásæ Ê)ËTÔAË Û Ì:ÉAÊ`Ë-Ë?÷)Í�Ë?ÑYÑYË?È+É:Ú`Ð0Ú ËTÔWã+Õ+��á_�sájâ7ÑÙË?÷¡Ð0È`Ï¡ÔSÎ ù
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Í�ÎOÈ+ÉSÐ Û È Û È)ßÊ Û Ì�ÌAÚ ËTËTÍ|Ê'Ï)Ë?Ø0Î0ÉAËfÏ�ÉAÎ�ÉAÊ)Ë
Í�ËTÈ+ÉAË?È`È Û Ð0Ñ ÎlÒ �yáV��Î Û È`ÍTÐlÔ P�� Ìyã Û ÔAÉAÊ`Ï`Ð�Õ ÎOÈ�ÉSÊ)ËJÌAÚ�Ë�í
Í Û ÐlÑ�Ý�Ë?Ë�É Û È`ßÎlÒ2ÉSÊ)ËJÇLÈOÉSË?ÔSÈ`Ð�É Û ÎOÈ`ÐlÑ ò�Î0È)ßOÔAËfÌAÌDÎ0Ò`	åÐ�ÉSÊ)Ë?Ý�ÐlÉ Û Í Û ÐlÈ`ÌZç^â²Ý�ÌNÉAËTÔSÏ)Ð0Ý
ÜZDfôXE�õVñ�ç^ÌAË?Ë
ó â²ÑYË
I!W�ö¸ÜsÚ�áH] D6JOñ�á^� Ë-ÍTÐlÈ�Ê`ÐlÔ|Ï¡ÑYÕ
ÐOÏ)ÏÐ0ÈVÕOÉSÊ Û È)ßXÝ�Î0ÔSË�ÉSÎ¶ÉSÊ Û ÌWË?÷)Í�Ë?ÑYÑYË?È+ÉtÍ|Ê`Ð0ÔSÐOÍ�ÉSË?Ô Û RfÐ�É Û Î0È
Î0Ò
ÉAÊ`Ë�Í�Î0È+ÉSÔ Û ã)Ó¡É Û ÎOÈZÎ0ÒV��á��3Î Û È Í?ÐlÔ PtÉAÎ-ÉAÊ`ËDÊ)Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ�ÉAÊ)ËTÎ0ÔSÕ¶ÎlÒ3Ý�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ)ÌTá

� Ë$ÌAÊ)Î0Ó`ÑYÏ·ËTÌAÚ ËfÍ Û ÐlÑYÑÙÕWÚ�Î Û È+É�ÎOÓ¡É�ÉAÊ)Ë�ÒQÎ0ÑYÑYÎ�Ö Û È)ßtÈ)ËTÖ Û Ý�Ú�Î0ÔAÉSÐ0ÈOÉ�Î0ã)ø[ËTÍ�É|Ì Û È�ÐlÑYß0ËTã)ÔSÐ Û ÍGÉAÎOÚ ÎOÑrí
Î0ßOÕsä�ÉAÊ)ËåÊ`Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ�ß0ÔSÎ0Ó)Ú Ì�ç��²á ë²ÎVË�ÉSÊ)Ë?ÔfÜ DfôXW@EOñ�Ü�ÉSÊ)ËÍ�ÎOÊ)Î0Ý�ÎOÑÙÎOß0Õïß0ÔSÎ0Ó`Ú`Ì�ç�� á�â7ÑÙË?÷¡Ð0È`Ï¡ËTÔTÜ
â�á�ëyá��:Î0ÑYÎ0Ý�Î0ßOÎ0ÔSÎ�Ø�Ü_DTô@J0õ+ñ�Ü�Ï¡Ó ÐlÑ Û É[Õåã�Ë�É[Ö$Ë?ËTÈÉSÊ)Ë?Ý ç�	"á_�sáH��Î0È+ÉAÔSÕOÐ0ß Û È ñ�ájæ Ê)Ë�Ý�ÎOÌNÉ�Ì Û ß0È Û ×)í
Í?Ð0È+É²Ë?Ø0ËTÈ+É Ö Ð0Ì$ÉSÊ)Ë�Í�ÔSËTÐlÉ Û Î0ÈJÎlÒoÍ|Ê`ÐlÔ|Ð0Í�ÉAËTÔ Û Ì[É Û ÍtÍ�ÑbÐ0ÌSÌAËTÌDç �VÉ Û Ë�ÒQË?Ñ¸Ü���Ê Û ÉSÈ)Ë?ÕOÜ_DTôXJXE�
���ÎOÈOÉSÔAÕ+Ðlß Û È�Ü
DTô0õFI�
3ò�Ê)Ë?ÔSÈ�Ü DTô0õX]Oñ�á��GØOË?ÔSÕ+ÉAÊ Û È)ßã�ËTÍTÐlÝ�ËXÚ`ÔAËTÚ`ÐlÔSËTÏ ÉSÎ�Í�ÎOÈ)È)ËfÍ�ÉyÉSÊ)Ë$��Î Û È`ÍTÐlÔ PXÏ¡Ó`Ð0Ñ Û É[ÕïÐlÈ`Ï
Û ÈOÉSË?ßOÔSÐ0Ñ Û È+Ø�Ð0Ô Û ÐlÈ+ÉSÌ7ÎlÒ�Í|Ê ÐlÔ|Ð0Í�ÉSË?Ô Û ÌNÉ Û ÍDÍ�ÑbÐ0ÌSÌAËTÌTá æ Ê Û Ì:Í?Î0È)È`ËTÍ�É Û ÎOÈ Û Ì:È`Î�Ö èVÈ)Î�Ö2È�Ð0Ì7ÉAÊ)Ë:� Û Ô�RTË�í
ã)ÔSÓ`Í|ÊJÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ)á)æ Ê`Ë2� Û Ô�RTË?ã)ÔSÓ`Í|ÊZÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ�ß Û Ø0ËfÌ Ó`Ì²ÐlÈ
Ë?÷¡Í?Ë?ÑYÑÙËTÈ+É Ë?÷)ÐlÝ�Ú)ÑYËDÎlÒ3ÉAÊ)ËyÐ0Ú)Ú)Ñ Û ÍTÐ�É Û ÎOÈ
ÎlÒ²ÍTÐ�ÉAËTß0ÎOÔ Û Í?Ð0Ñ3Ý�Ë?ÉAÊ)Î¡Ï)Ì Û È�Ð0ÑÙßOË?ã)Ô|Ð Û Í�ÐlÈ`ÏïÏ Ûrù Ë?ÔSË?È+É Û ÐlÑGÉAÎ0Ú�Î0ÑYÎ0ßOÕ0á4â²ÒCÉAËTÔ Û ÈOÉSÔAÎ¡Ï¡Ó Í�É Û Î0ÈïÎ0Ò ÉAÊ)Ë
È)Î0É Û Î0ÈðÎ0Ò7Ê)ÎOÝ-ÎOÑÙÎOß0Õ ß0ÔSÎ0Ó)Ú4Ü4ÉSÊ)Ë ��Î Û È`ÍTÐlÔ PZÏ¡Ó ÐlÑ Û É[ÕïÖ Ð0Ì·Ý�ËTÐlÈ+É�Ð0Ì-Í�Î Û È`Í Û Ï)Ë?È`Í?ËXÎlÒ:ÔSÐ0È)è¡ÌyÎ0Ò
Ê)ÎOÝ-ÎOÑÙÎOß0Õ�ßOÔAÎOÓ)Ú`ÌTá!B)ÎOÔ�ÉAÊ)Ë`M$Ë?ÉNÉ Û ÈVÓ)Ýyã�Ë?Ô|Ì Û É"Ö$ÐOÌ Û È`ËTÌSÌNËTÈOÉ Û Ð0Ñ)Ö2Ê`ÐlÉGè Û È`Ï�Î0Ò�Ê)ÎOÝ�Î0ÑYÎ0ß0Õyß0ÔSÎ0Ó)Ú`Ì
Ö$Ë?ÔSË·Í�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔAËfÏ�G Û È+ÉAËTß0ËTÔ²Î0ÔtÔSÐlÉ Û Î0È`Ð0Ñ<Ü�Ì Û È`Í?Ë�ÉAÊ`Ë·Ô|ÐlÈ)è
Î0ÒoÉAÊ)Ë Û È+ÉSË?ß0ËTÔ:Ê`Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕZßOÔAÎOÓ)Ú`Ì7Í?Îlí
Û È`Í Û Ï¡ËTÌ$Ö Û ÉAÊXÉAÊ)ËDÏ Û Ý�Ë?È`Ì Û ÎOÈ¶ÎlÒ4ÉAÊ)ËWÔ|Ð�É Û Î0È ÐlÑ`Ê`Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ·ßOÔAÎOÓ)Ú`ÌTá�M$Ó¡É$ÉAÊ)ËtÈ)Î0É Û Î0ÈXÎ0Ò4Ê)ÎOÝ-ÎOÑÙÎOß0Õ
ß0ÔSÎ0Ó`Ú`Ì²ÐlÑYÑYÎ�Ö�ËfÏXÉSÎXËTÈ)Ô Û Í|Ê
ÉAÊ`Ë1��Î Û È`Í?Ð0Ô�P�Ï)Ó`ÐlÑ Û É[ÕJãVÕ�Í�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô Û È)ß�ÉAÊ)Ë·Ê)Î0Ý�ÎOÑÙÎOß0Õ¶ßOÔAÎOÓ)Ú`Ì²Ö Û ÉAÊ
Í�ÎVË��Í Û ËTÈ+ÉSÌ Û ÈZ×`È Û ÉAËt×`ËTÑYÏ`Ì?á)æ Ê)ËTÔAË?ÒQÎ0ÔSË0ÜVÍ�Î Û È`Í Û Ï)Ë?È`Í?ËtÎ0ÒNM$Ë�ÉAÉ Û ÈVÓ)Ýyã�Ë?Ô|Ì Í?Ð0ÈZã�Ë Û È+ÉAËTÔAÚ`ÔAË?ÉAËTÏZÐ0Ì
Û ÌNÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ ÎlÒ²Ô|Ð�É Û Î0È ÐlÑGÊ)ÎOÝ�Î0ÑYÎ0ß0Õ ß0ÔSÎ0Ó`Ú`Ì?á�æ�Ð0è Û È)ß Û È+ÉAÎ�Ð0Í?Í?Î0Ó)È+É�ÉSÊ)ËZÉAÎ0Ô|Ì Û ÎOÈïÎ0È)ËXÌAÊ)ÎOÓ)ÑYÏ
Û ÈOÉSË?ÔSÚ)ÔSË�É¶ÉSÊ)ËÍ�Î Û È Í Û Ï¡Ë?È`Í?ËåÎlÒWÉSÊ)Ë�ÉAÎOÔSÌ Û Î0È�Ð0Ì¶Ð0È Û ÌAÎ0Ý�ÎOÔAÚ)Ê Û ÌAÝ Î0ÒWÈ`Ë?Ö ß0ÔSÎ0Ó)Ú Ì?á�M$Ó¡ÉXÉAÊ)ËfÌNË
È)ËTÖ ßOÔAÎOÓ)Ú`Ì2ÍTÐlÈ)È)Î0É²ã Ë·Ê)Î0Ý�ÎOÑÙÎOß0Õ¶ßOÔAÎOÓ)Ú`Ì ã�ËTÍ?Ð0Ó`ÌAËWÉAÊ)ËyÉAÎ0Ô|Ì Û ÎOÈJÍ?Î Û È`Í Û Ï¡ËTÌ Û È
ÉSÊ)Ë·Ï Û Ý�Ë?È`Ì Û Î0È`Ì
Ï ÛÙù ËTÔAËTÈ+É�ÒQÔAÎOÝ ÉAÊ)ËåÍ?Î Û È`Í Û Ï¡ËTÈ`Í�Ë
ÎlÒtÉAÊ`Ë M�Ë?ÉNÉ Û ÈVÓ)Ýyã�Ë?Ô|Ì?áGæ Ê Û Ì¶Ð0Ú)Ú`Ð0ÔAËTÈOÉ Û È`Í�ÎOÈ`Ì Û ÌNÉAË?È Í�Õ�Ö Ð0Ì
Ó)È`Ï)Ë?Ô|Ì[ÉSÎ+Î¡Ï�ÐlÒCÉAË?Ô"ÉAÊ)Ë:Í�ÔSËTÐ�É Û ÎOÈ�ÎlÒsÉAÊ)ËtÍ�ÎOÊ)Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ�ß0ÔSÎ0Ó`Ú`ÌoÐlÈ`Ï-ÉSÊ)Ë Û Ô$ÔAËTÑYÐlÉ Û Î0È`Ì3ÉSÎDÉAÊ)Ë:Ê)Î0Ý�ÎOÑrí
Î0ßOÕ·ßOÔAÎOÓ)Ú`ÌTá@B Û È ÐlÑYÑÙÕOÜlÉAÊ`Ë`��Î Û È`Í?Ð0Ô�P:Ï¡Ó`ÐlÑ Û É[Õ·Ö Ð0Ì Û È+ÉAËTÔAÚ`ÔAË?ÉAËTÏ�ÐOÌ"Ð0È Û ÌAÎ0Ý�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌAÝ ã�Ë�É[Ö$Ë?Ë?È¶ÉAÊ)Ë
Ê)ÎOÝ-ÎOÑÙÎOß0Õ�ßOÔAÎOÓ)Ú`Ì ÐlÈ`ÏXÉAÊ`Ë�Í�Î0Ê`Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ-ßOÔAÎOÓ)Ú`Ì Î0Ò3Í�ÎOÝ�Ú)ÑÙËTÝ�Ë?È+ÉSÐ0ÔAÕ¶Ï Û Ý�Ë?È`Ì Û Î0È`ÌTä
ç D�ñ

Hk(M ;Z) ≈ Hn−k(M ;Z).

æ Ê)ËWÍ�ÔSÓ`Í Û ÐlÑsÓ)È Ï¡Ë?Ô|Ì[É|ÐlÈ`Ï Û È)ß-Ê)ËTÔAË Û Ì$ÉSÊ`Ð�É ÉSÊ Û Ì Û ÌNÎOÝ�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌNÝ Û Ì$È)ÎlÉ²Ðlã Ì[ÉSÔSÐOÍ�É ã)Ó¡É Û Ì$ßOË?È)ËTÔNí
Ð�ÉSËTÏXã+Õ¶ÐyÈ`Ð�ÉSÓ)Ô|ÐlÑsß0ËTÎ0Ý�Ë�ÉSÔ Û Í2Î0Ú�Ë?Ô|Ð�É Û ÎOÈ�áFB)Î0Ô Ë?÷¡Ð0Ý�Ú)ÑÙËOÜ Û ÈZÉAÊ)ËWÍ?ÐOÌNË:ÎlÒ�ÉSÊ)ËWÝ Û Ï)Ï¡ÑYËWÏ Û Ý�ËTÈ`Ì Û Î0È
Ö2Ê)ËTÔAË

dimM = n = 2m
ÉAÊ)Ë�Í?Î0È`Ï Û É Û Î0È�ç D�ñ$ã ËfÍ�ÎOÝ-ËfÌ2Ð·ÉAÔ Û Ø Û ÐlÑjÎ0È`ËWÌ Û È`Í�Ë

ç WOñ
Hm(M ;Q) = Hom(Hm(M ;Q), Q) ≡ Hm(M ;Q).

M$Ó¡É Û È�ÉSÊ)Ë7Ë6COÓ ÐlÑ Û É[Õ
ç D�ñ�ÉAÊ`Ë Û ÌNÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ Û Ì�È)ÎlÉ Ð0Í?Í Û Ï)Ë?È+ÉSÐ0Ñ<á+æ Ê Û Ì Û ÌAÎ0Ý�ÎOÔAÚ)Ê Û ÌAÝ Û ÌGßOË?È)ËTÔSÐlÉAËfÏ
ãVÕ�ÉAÊ`Ë Û È+ÉAËTÔSÌAËTÍ�É Û Î0ÈJÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�É Û ÎOÈXÖ Û ÉAÊJÉAÊ)ËWÒQÓ`È`Ï)ÐlÝ�ËTÈOÉ|ÐlÑ�Ê`Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ¶Í�ÑbÐ0ÌSÌ

[M ]
ä

∩ [M ] : Hn−k(M ;Q)→ Hk(M ;Q).
æ Ê Û Ì�Ý�ËTÐ0È`ÌDÉSÊ`Ð�É·ÉAÎ�ÉSÊ)ËXÝ�Ð0È Û ÒQÎOÑYÏ

M
ÎOÈ)ËXÍ?Ð0È�Ð0ÌSÌ Û ß0È ÉSÊ)ËXÈ)ÎOÈ`Ï¡ËTß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËaC+Ó`ÐOÏ¡ÔSÐlÉ Û Í-ÒQÎ0ÔSÝ

Ö2Ê Û Í|ÊZÊ Ð0Ì2ÐlÈ�ÐOÏ)Ï Û É Û Î0È`Ð0Ñ Û ÈVØ�ÐlÔ Û Ð0È+É G ÉAÊ)ËWÌ Û ß0È Ð�ÉAÓ`ÔAËWÎlÒ�ÉAÊ)Ë2C+Ó`ÐOÏ¡Ô|Ð�É Û Í:ÒQÎ0ÔSÝ
á
æ Ê)Ë�� Û Ô�RTË?ã)ÔSÓ`Í|Ê�ÒQÎ0ÔSÝyÓ`ÑYÐ Û Ì"ÉAÊ)ËtË�÷¡Ú)ÔSËTÌSÌ Û ÎOÈ�ÎlÒjÉAÊ`Ë:ÔSË?ÑbÐ�É Û ÎOÈ�ã Ë?É[Ö�ËTË?È�ÉSÊ)ËtÌ Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSË²ÎlÒ4ÉAÊ)Ë

Ý�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ
M

Ð0È`ÏZÌAÎ0Ý�ËDÍ|Ê`Ð0ÔSÐOÍ�ÉAËTÔ Û ÌNÉ Û Í7ÈVÓ)Ý·ã ËTÔ2ÎlÒ4ÉSÊ)Ë�ÌSÐlÝ�ËWÝ�Ð0È Û ÒQÎ0ÑbÏ
M
á

æ Ê)Ë+� Û Ô R?Ë?ã`ÔAÓ`Í|Ê'ÒQÎ0ÔSÝyÓ`ÑYÐ�ÌSÐ�ÕVÌ·ÉSÊ`Ð�É�ÒQÎOÔ¶Ð
4k
êVÏ Û Ý�Ë?È`Ì Û Î0È`Ð0Ñ$ÎOÔ Û Ë?È+É|Ðlã)ÑYË�Í�Î0Ý�Ú`ÐOÍ�É¶Í�ÑYÎOÌAËTÏ

Ý�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ
X
ÉSÊ)ËDË4C+Ó`Ð0Ñ Û É[Õ

ç�J+ñ
signX = 2k〈L(X), [X ]〉
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Ê)ÎOÑYÏ)ÌTá@�7Ë?ÔSË
signX= sign(H2k(X,C),∪)

Û ÌoÉAÊ)Ë7Ì Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSË2ÎlÒ�ÉAÊ)Ë7È)Î0È`Ï)Ë?ß0ËTÈ)Ë?Ô|Ð�ÉSË�COÓ Ð0Ï¡Ô|Ð�É Û Í
ÒQÎ0ÔSÝ Û ÈJÉAÊ)Ë�Í?Î0Ê)ÎOÝ-ÎOÑÙÎOß0Õ�ß0ÔSÎ0Ó`Ú`Ì

H2k(X,C)
Ü`Ï¡Ë�× È)ËTÏJãVÕ�ÉAÊ`Ë ∪ í¸Ú)ÔSÎ¡Ï¡Ó`Í�ÉTä

([ω1], [ω2])
def
= 〈[ω1] ∪ [ω2], [X ]〉 = 〈[ω1 ∧ ω2], [X ]〉 =

∫

X

ω1 ∧ ω2.

æ Ê)Ë�Í?ÑYÐOÌAÌ
L(X) =

∏

j

tj/2ÉSÊ
(tj/2)

Û Ì$ÉAÊ)Ë2� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|ÊJÍ|Ê`Ð0ÔSÐOÍ�ÉSË?Ô Û ÌNÉ Û Í:Í?ÑYÐOÌAÌ Ï¡Ë?×`È)ËfÏZãVÕ�ÒQÎOÔAÝ�Ð0Ñjß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAÎOÔSÌ
tj
ÌNÓ`Í|ÊZÉAÊ Ð�É

σk(t1, . . . , tn) = ck (cTX) ∈ H2k(X ; Z),
Ö2Ê)ËTÔAË

σk
Û Ì2ÐlÈ
Ë?ÑYË?Ý�ËTÈOÉ|ÐlÔSÕ¶ÌNÕVÝ�Ý�Ë�ÉSÔ Û ÍtÚ ÎOÑÙÕVÈ)ÎOÝ Û ÐlÑ¸á

æ Ê)ËTÔAË2ÐlÔSË2Ï ÛÙù ËTÔAËTÈOÉGÖ Ð�Õ¡Ì�ÉAÎDß0ËTÈ)Ë?Ô|ÐlÑ Û R?Ë�ÉAÊ)Ë`� Û Ô R?ËTã)ÔSÓ`Í|ÊyÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑbÐ
G�Ý�Ð Û È`ÑÙÕWÒQÎOÔGÈ)Î0È)í.Ì Û Ý�Ú)ÑYÕ
Í�ÎOÈ)È)ËfÍ�ÉAËfÏåÝ�ÐlÈ Û ÒQÎOÑYÏ)ÌtÖ2Ê Û Í|Ê Ú)ÑYÐ�Õ�ÐJÍ�ÔSÓ`Í Û ÐlÑ�ÔSÎ0ÑYË Û È Ï Ûrù Ë?ÔSË?È+ÉWÚ)ÔAÎOã)ÑYË?Ý�ÌtÎlÒ"È)ÎOÈ`Í�ÎOÝ�ÝyÓ¡É|Ð�É Û Ø0Ë
ß0ËTÎ0Ý�Ë�ÉSÔAÕ¶Ð0È`ÏZÉAÎOÚ ÎOÑÙÎOß0Õ0á

�Æ��2Å<¾�Å^¿���Â3Å����V¾��TÅ<Á ¾�	�
�À����À������V¾s¿�	¡¿TÅ<Á ¾��
�Æ��Æ���������(,/ #����a/7���8��������& %=�^��( �!�8) ��/�� � /��7/7��(,��(*�������7? 	4Ë�É

X
ã Ë$Ð7Í?ÑÙÎ+ÌNËfÏWÎ0Ô Û ËTÈOÉ|Ðlã)ÑYËGÈ)ÎOÈyÌ Û Ý�Ú)ÑYÕ

Í�ÎOÈ)È)ËfÍ�ÉAËfÏXÝ�Ð0È Û ÒQÎOÑYÏ
Ð0È`ÏXÑYË�É
π = π1(X)

Ü
fX : X → Bπ

ã�Ë�ÉAÊ`Ë·Í?Ð0È)Î0È Û ÍTÐlÑ�Ý�ÐlÚ`Ú Û È`ßZÏ¡Ë?×`È)ËTÏ
Ó`Ú�ÉAÎZÊ)Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ¶ÉSÊ`Ð�É Û È Ï¡Ó`Í�ËfÌ:Ð0È Û ÌAÎ0Ý�ÎOÔAÚ)Ê Û ÌAÝ Î0ÒoÒQÓ)È¡í
Ï)Ð0Ý-ËTÈ+ÉSÐlÑjßOÔAÎOÓ)Ú`Ì

(fX)∗ : π1(X)→ π.
ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô²Ð·×`È Û ÉSË�Ï Û Ý�ËTÈ`Ì Û Î0È ÐlÑjÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉSÐlÉ Û Î0È

ρ : π → U(N).
L7Ì Û È)ß-ÉAÊ)ËDÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+É|Ð�É Û Î0È

ρ
Î0È`ËWÍTÐlÈ
Í�ÎOÈ`Ì[ÉSÔAÓ Í�É²ÌNËTØ0ËTÔSÐ0Ñ�ÎOã¡ø[ËTÍ�ÉSÌTä

Dfñ$æ Ê)Ë���Ð�É�ç^Í?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷`ñ$Ø0ËfÍ�ÉAÎOÔ ã)Ó)È`Ï¡ÑYË
ξρ
Î�ØOË?Ô

Bπ
Ü Û È`Ï¡Ó Í�ËTÏJãVÕ¶ÉSÊ)ËDÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉSÐlÉ Û Î0È

ρ
á

W0ñ7æ Ê)Ë�� Ð�É�ç^Í?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷`ñ7Ø0ËTÍ�ÉAÎOÔ7ã)Ó)È Ï¡ÑÙË
ξρX

Î�ØOË?Ô
X
Û È Ï¡Ó`Í�ËfÏåãVÕ
ÉAÊ`Ë�ÌSÐlÝ�Ë·ÔAËTÚ)ÔAËfÌNËTÈ+ÉSÐ�É Û ÎOÈ

ρ
Ü
ξρX = f∗Xξ

ρ á
JOñ"æ Ê)Ë:Í?Î0Ê)ÎOÝ�Î0ÑYÎ0ß0Õ·ß0ÔSÎ0Ó)Ú Ì

H2k(X, ρ)
Ö Û ÉSÊ¶ÉSÊ)Ë7ÑYÎ¡Í?ÐlÑsÌAÕVÌNÉAËTÝ ÎlÒ4Í�ÎVË��Í Û ËTÈ+ÉSÌ Û È`Ï)Ó`Í�ËfÏ�ãVÕ

ÉAÊ`ËDÔAËTÚ)ÔAËfÌNËTÈ+ÉSÐ�É Û ÎOÈ
ρ

H2k(X, ρ) = H2k(X, ξρX ).
æ Ê)Ë ∪ í.Ú)ÔSÎVÏ)Ó`Í�É Û È`Ï¡Ó`Í?ËTÌ²Ð-È)ÎOÈ`Ï¡Ë?ßOË?È)ËTÔSÐlÉAË��²ËTÔAÝ Û É Û ÐlÈZÒQÎ0ÔSÝ Û ÈXÉSÊ)ËDß0ÔSÎ0Ó)Ú

H2k(X, ρ)
ä

H2k(X, ξρX )×H2k(X, ξρX)
∪−→H4k(X, ξρX ⊗ ξρX)

〈·,·〉−→H4k(X,C) ≈ C.
æ Ê)Ë�Ì Û ßOÈ`Ð�ÉSÓ)ÔSË:Î0Ò�ÉSÊ Û Ì$ÒQÎOÔAÝ Ö Û ÑYÑjã�Ë�Ï¡Ë?È)Î0ÉAËfÏZãVÕ

signρX = sign(H2k(X, ρ),∪).
Ç.É Û Ì ËTÐ0ÌAÕ�ÉSÎ�Í|Ê`ËTÍ|è�ÉSÊ`Ð�É
çQõVñ

signρX = 2k〈L(X) ch ξρX , [X ]〉.
� Û È`Í�Ë

ξρ
Û Ì²Ð�� Ð�É:ã)Ó)È`Ï¡ÑYËDÎ0È`Ë�Ê`Ð0Ì

ch ξρ = dim ξρ = N
á��7Ë?È`Í?Ë�ã Î0ÉAÊJÉAÊ`Ë�ÑÙË?ÒCÉ:Ì Û Ï¡Ë·ÐlÈ`ÏJÔ Û ßOÊOÉ

Ì Û Ï¡ËWÎ0Ò�ÉSÊ)ËWÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ
çQõVñ�Í?Î Û È`Í Û Ï¡ËWÖ Û ÉAÊJÉAÊ`ÐlÉ²ÎlÒ2ç�J+ñ$Ó)ÚXÉSÎ¶ÐlÈ Û È+ÉSË?ß0ËTÔ Ò^Ð0Í�ÉAÎ0Ô
N
á
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æ Ê Û Ì-Ý-ËfÐlÈ`Ì-Ð�É�ÑYËTÐ0ÌNÉ-ÉAÊ`ÐlÉ·ÉSÊ)ËJÌ Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSË
signρX

Ï¡ËTÚ ËTÈ`Ï)Ì-Î0È)ÑYÕïÎ0ÈðÉAÊ)Ë
Ï Û Ý�Ë?È`Ì Û ÎOÈðÎ0Ò
ÉAÊ`Ë¶×`È Û ÉAË
Ï Û Ý�Ë?È`Ì Û ÎOÈ`ÐlÑ�Ó)È Û ÉSÐ0ÔAÕ ÔAËTÚ)ÔSËTÌAË?È+ÉSÐlÉ Û Î0È

ρ
á�ë²ËTØ0ËTÔNÉSÊ)Ë?ÑYËTÌSÌDÉSÊ Û Ì-Í?ÐOÌNË¶Ý Û ß0Ê+É·ã�ËXÓ ÌNË?ÒQÓ)Ñ

ÒQÎ0Ô²ÒQÓ)ÔNÉSÊ)Ë?Ô7ß0Ë?È`Ë?Ô|ÐlÑ Û RfÐ�É Û Î0È Ì?á¡ë7Ð0Ý�Ë?ÑYÕXÎ0È`ËWÍTÐlÈ�Í�ÎOÈ`ÌNÉAÔSÓ`Í�É7ÐlÉ²ÑÙËfÐ0ÌNÉ$ÉSÊ)Ë�Ô Û ßOÊ+É Ê ÐlÈ`Ï�Ì Û Ï)ËDÎlÒ3ÉAÊ)Ë
ÒQÎ0ÔSÝyÓ`ÑYÐ
çQõVñ"ÒQÎ0Ô2Ý�Î0ÔSËWß0Ë?È`Ë?Ô|ÐlÑsÔAËTÚ)ÔSËTÌAË?È+ÉSÐlÉ Û Î0È`Ì$ÎlÒ�ÉAÊ)ËWÒQÓ`È`Ï)ÐlÝ�ËTÈOÉ|ÐlÑ�ßOÔAÎOÓ)Ú

π
á

�Æ���Æ���������(,/ #����a/7���8��������&=%=����(,���8) ��/�� ��/ �7/;�^( �!( ���!����� ��( .<��/ � � / �7(H( ��� � �7/7%�#@��0</;�8�A��( ���!� �8( �8%����
(*%=��/1� 9�(�.�/2(*) � /

(p, q)
?-ò�Î0È`Ì Û Ï¡Ë?Ô2Ð-ÔAËTÚ)ÔSËTÌAË?È+ÉSÐlÉ Û Î0È

ρ : π → U(p, q)
Û ÈOÉSÎ�ÉSÊ)Ë:Ý�ÐlÉAÔ Û ÷�ß0ÔSÎ0Ó`Ú

U(p, q)
ÉSÊ`Ð�É Ú)ÔSËTÌAË?ÔSØ0ËTÌ"ÐlÈ Û È`Ï¡Ë?×`È Û ÉAË��²Ë?ÔSÝ Û É Û Ð0ÈXÈ)ÎOÈ`Ï¡ËTß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAË ÒQÎOÔAÝ

ÎlÒyÉAÊ)Ë�É[ÕVÚ Ë
(p, q)

á²æ Ê)ËTÈ�Ð0ßOÐ Û È�ÎOÈ)Ë�ÍTÐlÈ�Í?Î0È`ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉXÉAÊ`Ë ÎOÚ ËTÔSÐlÉ Û Î0È�Î0Ò�ÉAÊ)Ë É[ÕVÚ�Ë ∪ Ö2Ê Û Í|Ê
ß0ËTÈ)Ë?Ô|Ð�ÉSËTÌ Ð-È)Î0È Ï¡Ë?ßOË?È)ËTÔSÐlÉAË��²Ë?ÔSÝ Û É Û Ð0ÈJÒQÎ0ÔSÝ Û È+ÉSÎ-Ý Û Ï)Ï¡ÑYË�Í�ÎOÊ)Î0Ý�Î0ÑYÎ0ß Û ËfÌ

H2k(X ; ρ)
á

� ÈZÉAÊ)ËDÎ0ÉAÊ)ËTÔ2Ê`ÐlÈ`ÏXÉAÊ`Ë�� Ð�É²ØOËTÍ�ÉSÎ0Ô ã)Ó)È Ï¡ÑÙË
ξρX

Í?Ð0ÈZã�Ë�ÌNÚ`Ñ Û É Û È+ÉSÎ�ÉAÊ)ËDÏ Û ÔAËfÍ�É7ÌAÓ)Ý

ξρX = ξρ+ ⊕ ξρ−,ÌAÓ`Í|Ê�ÉAÊ Ð�É Î0È¶ËfÐ0Í|ÊXÌAÓ)Ý�Ý�ÐlÈ`Ï�ÉSÊ)Ë:ÒQÎ0ÔSÝ Û ÌtçQÚ�ÎOÌ Û É Û ØOËtÐ0È`Ï�È)ËTßOÐ�É Û ØOËfñoÏ)Ë�×`È Û ÉAËOá¡æ Ê)Ë?ÈXÉAÊ)Ë�� Û Ô�RTË�í
ã)ÔSÓ`Í|ÊZÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ-Ê`Ð0Ì$ÉSÊ)ËWÒQÎ0ÑYÑÙÎ�Ö Û È)ß·ÒQÎ0ÔSÝ
ä

signρX = 2k〈L(X) ch(ξρ+ − ξρ−), [X ]〉.
�²ËTÔAËtÉSÊ)Ë·ò�Ê)Ë?ÔSÈ
Í|Ê`ÐlÔ|Ð0Í�ÉAË?Ô Î0Ò4ÉAÊ`ËDã)Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ

ξρ±
Ý�Ð�ÕXã ËDÈ)ÎOÈ+ÉAÔ Û Ø Û ÐlÑoç�	4Ó`Ì R?É Û ß�ó 	4Ó`Ì8I!W+Ü�Dfô�I!W�öCñ�á

�Æ��4Æ���������(,/:#����a/;� � ���!� �!&N%=�^��( �!�8)a��/ ����/ �;/7��(,��(*����� �	� ��(�. ��/ � ��/ �;( (,�$� ��
X/�� 01/7�8�<��(*����� �8( �8%����
(*%=��/4?Wæ3Ðlè Û È)ßXÐ¶ÌAè0ËTÖK�²Ë?ÔSÝ Û É Û Ð0È�ÒQÎ0ÔSÝ

ϕ
ÎOÈ

CN Ð0È`Ï
ÉAÊ`ËyÝ�Ð�ÉSÔ Û ÷JßOÔAÎOÓ)Ú
Sp(N)

Ö2Ê Û Í|ÊåÚ)ÔSË�í
ÌAË?ÔSØ0ËTÌ�ÉSÊ Û Ì2ÒQÎ0ÔSÝ Î0È)ËDÍTÐlÈ
Í�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô²Ð-ÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+É|Ð�É Û Î0È

ρ : π → Sp(N)
ÐlÈ ÏJÐ���Ð�É²Ø0ËfÍ�ÉSÎ0Ôyç<Í�Î0Ý�Ú)ÑYË�÷`ñ$ã)Ó`È`Ï¡ÑYË

ξρX
á`Ç.Ò

dimX = 4k + 2
ÉSÊ)Ë?È Û È
ÉAÊ`ËDÝ Û Ï)Ï¡ÑYËyÏ Û Ý�Ë?È`Ì Û Î0È

Î0È`Ë�Ê`Ð0Ì�Ð�È)ÎOÈ`Ï¡ËTß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAË+�7Ë?ÔSÝ Û É Û ÐlÈîÒQÎOÔAÝ Û ÈîÉSÊ)Ëåß0ÔSÎ0Ó`Ú
H2k+1(X, ρ)

ßOË?È)ËTÔSÐlÉAËfÏðãVÕ�ÉSÊ)Ë
∪ í.Ú)ÔAÎ¡Ï¡Ó Í�ÉTä

H2k+1(X, ξρX)×H2k+1(X, ξρX)
∪−→H4k+2(X, ξρX ⊗ ξ

ρ
X)
〈·,·〉−→H4k+2(X,C) ≈ C.

æ Ê)Ë�� ÐlÉ²Ø0ËTÍ�ÉAÎOÔ$ã`Ó)È`Ï¡ÑYË
ξρX

ÍTÐlÈJã Ë�ÌAÚ)Ñ Û É Û È+ÉAÎ-ÉAÊ)Ë�Ï Û ÔSËTÍ�É7ÌNÓ)Ý

ξρX = ξρ+ ⊕ ξρ−,ÌAÓ`Í|ÊJÉAÊ`ÐlÉ7Î0È
ËTÐOÍ|ÊJÌAÓ)Ý�Ý�ÐlÈ`ÏJÉSÊ)Ë1�7Ë?ÔSÝ Û É Û ÐlÈJÒQÎOÔAÝ
i · ϕ Û ÌyçQÚ�ÎOÌ Û É Û Ø0Ë�ÐlÈ ÏZÈ`Ë?ßOÐlÉ Û Ø0Ë�ñ Ï¡Ë�×`È Û ÉSË0áæ Ê)ËTÈ
Ð0ßOÐ Û ÈXÉAÊ)Ë2� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|ÊXÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑYÐ·Ê`ÐOÌ$ÉAÊ)ËWÒQÎOÑÙÑYÎ�Ö Û È`ß·ÒQÎOÔAÝ
ä

signρX = 2k
〈
L(X) ch(ξρ+ − ξρ−), [X ]

〉
ç^ÌAË?Ë�	ïá�étÔAÎOÝ-Î�Ø�ó£étÔSÎOôXE+Ü�

8 1
2

öQñ�á
�Æ���Æ��Y��� � (*�8%��7( ���!�\� 9�� ��&'��( (*����� � 9����!(���/ �;(,���157%=� #F&>/��Y9;���1� �!& �;%=&>��(*����� � 9�( . / � ���@� �!( %=� /4?�B`Î0Ô
ÐlÑYÑsÉAÊ`ÔAËTË�Í?Ð0ÌAËTÌ2Ð0ã Î�ØOËtÐ�Ì Û Ý Û ÑYÐ0Ô²Í�ÎOÈ`Ì[ÉSÔAÓ Í�É Û Î0È Û Ì²Ð�Ø�Ð Û ÑYÐ0ã)ÑÙËWÐlÈ Ï Û Ì ã`ÐOÌNËfÏXÎOÈZÉSÊ)Ë�Í�ÎOÈ`ÌNÉAÔSÓ`Í�É Û ÎOÈ
ÎlÒ3ÉAÊ`Ë��7Î¡Ï¡ß0ËDÎOÚ ËTÔSÐlÉAÎ0Ôfá

	�Ë?É
X
ã�Ë�Ð0È�ÎOÔ Û Ë?È+ÉSËTÏÍ?Î0Ý�Ú`ÐOÍ�ÉWÝ�Ð0È Û ÒQÎ0ÑbÏjÜ

dimX = n
Ü
ξ → X

ã�Ë�Ð ��Ð�É¶çQÔSËTÐ0Ñbñ7Ø0ËfÍ�ÉAÎOÔ
ã)Ó)È Ï¡ÑÙËDÖ Û ÉAÊ�Ð
ç^ÌAè0ËTÖ7ñ[ÌAÕVÝ-Ý�Ë?ÉAÔ Û Í:ÒQÎ0ÔSÝ 〈•, •〉ϕ Û ÈJÉAÊ)ËW×`ã�Ë?Ô Rm Ü)ÉAÊ`ÐlÉ Û Ì

〈u, v〉ϕ = ε〈v, u〉ϕ ∈ R, u, v ∈ Rm, ε = ±1,
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ÐlÈ ÏÍ�ÎOÈ`ÌNÉSÐlÈ+É:ÉAÔ|ÐlÈ`Ì Û É Û ÎOÈ�ÒQÓ)È`Í�É Û Î0È`ÌWÚ`ÔAËfÌNËTÔAØOËDÉAÊ Û Ì:ÒQÎ0ÔSÝ
ásæ Ê Û ÌtÝ�ËTÐ0È`Ì Û È Ú`ÐlÔAÉ Û Í�Ó)ÑbÐlÔ7ÉAÊ`ÐlÉWÉAÊ)Ë
ÒQÎ0ÔSÝ 〈•, •〉ϕ ÒQÎOÔAÝ�Ì2Ð-ã Û Ñ Û È)ËTÐ0Ô�ç^ÌAè0ËTÖ7ñ[ÌAÕ+Ý�Ý�Ë�ÉSÔ Û ÍtÝ�ÐlÚ

ξ ⊕ ξ → ξ ⊗ ξ ϕ→1.
ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô�ÉAÊ`ËWÏ)Ë�U²Ê`ÐlÝ Í?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷XÎ0Ò�Ï ÛÙù ËTÔAËTÈOÉ Û Ð0Ñ�ÒQÎ0ÔSÝ�Ì$ÎOÈXÉSÊ)ËWÝ�Ð0È Û ÒQÎ0ÑbÏ

X
Ø�Ð0ÑÙÓ)ËfÏ Û ÈZÉAÊ)Ë

ã)Ó)È Ï¡ÑÙË
ξ
ä

0→ Ω0(X ; ξ)
d→Ω1(X ; ξ)

d→Ω2(X ; ξ)
d→ · · · d→Ωn(X ; ξ)→ 0.

æ Ê)ËDÍ�ÎOÔAÔSËTÌAÚ�Î0È`Ï Û È)ß�Í�ÎOÊ)Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ�Í�Î0Ý�Ú)ÑYË�÷
0→ H0(X ; ξ)

0→H1(X ; ξ)
0→H2(X ; ξ)

0→ · · · 0→Hn(X ; ξ)→ 0
Ú�ÎOÌSÌNËfÌAÌAËTÌ�ÉAÊ`Ë��3Î Û È Í?ÐlÔ PWÏ¡Ó`ÐlÑ Û É[ÕXÖ Û ÉAÊ
ÔAËfÌNÚ�ËTÍ�É ÉAÎ-ÉAÊ)ËDÚ Ð Û Ô Û È)ß

〈ω1, ω2〉 def=

∫

X

ϕ(ω1 ∧ ω2), ω1, ω2 ∈ H∗(X ; ξ).

æ Ê Û Ì$ÒQÎ0ÔSÝ Û Ì2È)Î0È Ï¡Ë?ßOË?È)ËTÔSÐlÉAËWÐlÈ`Ï ç^ÌAè0ËTÖ7ñ[ÌAÕ+Ý�Ý�Ë�ÉSÔ Û Ílá)ë:ÐlÝ�Ë?ÑYÕ0Ü
〈ω2, ω1〉 = ε(−1)dimω1·dimω2〈ω1, ω2〉.

� Ë Û È+ÉAËTÈ`ÏZÉAÎ�Í?Ð0ÑYÍ?Ó)ÑbÐ�ÉAËtÉSÊ)Ë�Ì Û ß0È Ð�ÉAÓ`ÔAËtÎlÒ3ÉAÊ)ËWÒQÎOÔAÝ Û ÈJÉAËTÔAÝ�Ì Î0Ò�Í|Ê`Ð0ÔSÐOÍ�ÉSË?Ô Û ÌNÉ Û Í7Í?ÑYÐOÌAÌAËTÌTá
B)ÎOÔ²ÉSÊ`Ð�ÉtÑÙË?É:Ó`ÌtÍ�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔ:ÐlÈ�ÐlÈ`Ð0ÑÙÎOß0Ó)ËDÎ0ÒoÉAÊ)Ë�ÌAÍTÐlÑbÐlÔ2ÒQÎOÔAÝ�Ì7ß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËfÏ
ãVÕ
Ð$U Û ËTÝ�ÐlÈ)È Û ÐlÈ

Ý�Ë�ÉSÔ Û Í
g = (gij(x))

Î0È
X
ÐlÈ Ï�Ð�Ý�Ë�ÉAÔ Û ÍWÉAËTÈ`ÌNÎOÔ

u = (uαβ(x))
Û È�ÉSÊ)Ëyã)Ó`È`Ï¡ÑYË

ξ
á B Û ÷åÐ�ÑÙÎ¡ÍTÐlÑ

Í�ÎVÎOÔSÏ Û È`ÐlÉAËDÌNÕ¡ÌNÉAËTÝ
(x1, . . . , xn) = (xi)

Î0È
X
ÐlÈ`ÏJÐ�ã`ÐOÌ Û Ì

(e1, . . . , em) = (eα)
Û ÈJÉAÊ)ËW×`ã�Ë?Ô|Ì

ÎlÒ3ÉAÊ`Ëtã`Ó)È`Ï¡ÑYË
ξ
á)â²ÈVÕJÏ Ûrù Ë?ÔSË?È+É Û Ð0ÑsÒQÎ0ÔSÝ

ω1 ∈ Ω1(X ; ξ)
ÍTÐlÈJã ËDÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉSËTÏXÐOÌ

ω1 = (1f
α
i (x)eα)dxi.

Ç.Ò�Ö�ËWÊ`Ð�ØOËWÐ0È)ÎlÉSÊ)Ë?Ô$ÒQÎOÔAÝ
ω2 = (2f

α
i (x)eα)dxi,

ÉAÊ`Ë�ÌAÍTÐlÑbÐlÔ Ú)ÔSÎVÏ)Ó`Í�É Û Ì²Ï¡Ë�× È)ËTÏ
Ð0Ì

(ω1, ω2)g,u
def
=

∫

X

((1f
α
i )(2f

β
j )uαβg

ij(x)) dµ,

Ö2Ê)ËTÔAË
dµ

Û ÌWÉSÊ)ËXÏ ÛÙù ËTÔAËTÈ+É Û ÐlÑoÒQÎOÔAÝ Ö2Ê Û Í|Ê�Ï)Ë�ÉAËTÔAÝ Û È)ËTÌDÉAÊ)Ë¶Ý�ËfÐ0ÌAÓ)ÔAË�ÎOÈ
X
Ü4Ð0ÌSÌAÎVÍ Û ÐlÉAËfÏÖ Û ÉAÊ

ÉAÊ`Ë2U Û ËTÝ�ÐlÈ)È Û ÐlÈJÝ�Ë�ÉSÔ Û Í
gij
Ü

dµ
def
=
√

det(gij)dx
1 ∧ · · · ∧ dxn.

æ Ê)ËDÌSÍ?ÐlÑbÐlÔ Ú)ÔSÎ¡Ï¡Ó`Í�É
(ω1, ω2)g,u

Û Ì²ÌAÕVÝ-Ý�Ë?ÉAÔ Û ÍWÐlÈ ÏXÈ)ÎOÈ`Ï¡ËTß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËOá
æ Ê)Ë$ÒQÎ0ÔSÝ

(•, •)g,u
Í?Ð0È·ã�Ë2Ë�÷VÉSË?È`Ï¡ËfÏ·ÉAÎDÌNÚ Ð0Í�ËfÌ3ÎlÒ`ÒQÎOÔAÝ�Ì�Î0Ò�Î0ÉAÊ)ËTÔ�Ï Û Ý�Ë?È Ì Û Î0È`ÌTä�ÑYË�É

ω1, ω2 ∈
Ωk(X, ξ)

Ü

ω1 =
∑

i1,i2,...,ik

(∑

α

1f
α
i1,i2,...,ik

(x)eα

)
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik ,

ω2 =
∑

i1,i2,...,ik

(∑

α

2f
α
i1,i2,...,ik (x)eα

)
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik .

æ Ê)ËTÈ

(ω1, ω2) =

∫ ( ∑

i1,i2,...,ik
j1,j2,...,jk

(∑

αβ

1f
α
i1,i2,...,ik(x)2f

β
j1,j2,...,jk

(x)uαβ

)
gi1j1gi2j2 · · · gikjk

)
dµ.
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�

æ ÊVÓ`Ì$Î0ÈZÉAÊ)ËDÌAÚ`Ð0Í?Ë
Ω∗(X ; ξ) =

⊕n
k=0 Ωk(X ; ξ)

Î0È)ËWÊ`ÐOÌ"É[Ö$Î·ÒQÎ0ÔSÝ�ÌTä 〈•, •〉 ÐlÈ Ï (•, •)g,u
Ü

ã�ÎlÉAÊ
È)ÎOÈ`Ï¡ËTß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËOá=�²Ë?È Í�ËWÉAÊ`Ë?ÔSË Û Ì²Ð0È Û ÈVØ0Ë?ÔAÉ Û ã)ÑYËWÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉAÎOÔ
�

: Ω∗(X ; ξ)→ Ω∗(X ; ξ),
�
k : Ωk(X ; ξ)→ Ωn−k(X ; ξ),

ÌAÓ`Í|ÊXÉSÊ`Ð�É
〈ω1, ω2〉 = (

�
ω1, ω2)g,u.æ Ê)ËWÝ�Ë�ÉSÔ Û ÍtÉAËTÈ`ÌNÎOÔ

u
Í?ÐlÈ
ã�Ë�Í|Ê)ÎOÌAË?ÈJÌNÓ Í|ÊXÉSÊ`Ð�É

ç EOñ �
n−k · �

k = ε(−1)(n−k)k ½�Â .
U2ËfÐlÑYÑÙÕOÜ)ÐlÈVÕ¶Ý�Ë�ÉSÔ Û Í:ÉAË?È ÌNÎOÔ

v
Û ÈZÉAÊ`ËDã)Ó)È`Ï¡ÑYË

ξ
Ï)Ë�×`È)ËfÌ ÉAÊ`ËWÒQÎ0ÔSÝ

(ω1, ω2)g,v = (Aω1, ω2)g,u.
�GÓ¡ÉAÉ Û È)ß

A =
√
| � 2| ÜVÒQÎ0Ô ÉSÊ)ËDÈ)ËTÖ�ÎOÚ ËTÔSÐlÉAÎ0Ô Ö Û ÉAÊ
ÔSËTÌAÚ ËfÍ�É ÉAÎ-ÉAÊ`ËWÒQÎ0ÔSÝ v

Ü

〈ω1, ω2〉 = (
�
vω1, ω2)g,v ,Î0È`ËtÊ Ð0Ì$ÉAÊ`ËDÔAËTÑYÐlÉ Û Î0È

�
v = A−1 �

,
ÉAÊ Ð�É Û Ì?Ü

(
�
v)

2 = | � 2|−1 � 2.
æ Ê)Ë�Í?Î0È`Ï Û É Û Î0È�ç EOñ Í?Ð0ÈZã�Ë�Í|Ê)ËTÍ|èOËTÏZÐ�É²ËTÐOÍ|ÊXÚ�Î Û È+ÉTá

B)Ó`ÔNÉSÊ)Ë?ÔfÜ Û Ò
ω1 ∈ Ωk

Ü
ω2 ∈ Ωn−k−1 Ü¡ÉSÊ)Ë?È

(
�
k+1(dkω1), ω2) = 〈dkω1, ω2〉 = (−1)k+1〈ω1, dn−k−1ω2〉

= (−1)k+1(
�
k(ω1), dn−k−1ω2) = (−1)k+1(d∗n−k−1

�
k(ω1), ω2),

ÉAÊ Ð�É Û Ì?Ü
�
k+1dk = (−1)k+1d∗n−k−1

�
kÎ0Ô

�
k+1dk

�
n−k = ε(−1)k+1+(n−k)kd∗n−k−1Î0Ô

δk = ε(−1)nk+1 �
n−k+1dn−k

�
k,Ö2Ê)ËTÔAË

δk = d∗k−1 : Ωk → Ωk−1.
ÇLÈJÎlÉAÊ`Ë?Ô2Ö$Î0Ô|Ï)Ì

(−1)nk+1+(n−k+1)(k−1) �
k−1δk = dn−k

�
k,Î0Ô

ç��+ñ �
k−1δk = (−1)(n−k)dn−k

�
k,ÐlÈ Ï

ç*I0ñ �
k+1dk = (−1)(k+1)δn−k

�
k.

�GÓ¡É
αk = (−1)

k(k−1)
2

�
k
á)æ Ê)ËTÈ

−(αk+1dk +
�
k−1δk) = (dn−k + δn−k)αk.
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æ Ê Û Ì Ý�ËTÐlÈ Ì$ÉAÊ`ÐlÉ²Î0ÈZÉAÊ)Ë�ÌAÚ`Ð0Í?Ë
Ω∗ =

⊕
Ωk

ÉSÊ)ËDÔAËTÑYÐlÉ Û Î0È
�

(d+ δ) = − (d+ δ)
�

Ê)ÎOÑYÏ)ÌTáVÇ.Ò
n = 4s

ÐlÈ`Ï
ε = 1

ÜVÉAÊ)ËTÈ
α2 =

½�Â�á¡Ç.Ò
n = 4s+ 2

Ð0È`Ï
ε = −1

Ü+ÉSÊ)Ë?È
Ðlß+Ð Û È
α2 =

½�Â�á
ÇLÈåã�ÎlÉSÊ�Í?ÐOÌNËfÌ2ÉSÊ)Ë·Ì Û ßOÈ`Ð�ÉSÓ)ÔSË�ÎlÒGÉSÊ)Ë<C+Ó`ÐOÏ¡Ô|Ð�É Û ÍWÒQÎOÔAÝ 〈•, •〉ϕ Î0ÈÍ?Î0Ê)ÎOÝ-ÎOÑÙÎOß0ÕOÜ¡ÉAÊ`ÐlÉ Û Ì?Ü�Î0È

Ker(d+ δ) = Ker d ∩Ker δ
Í�Î Û È`Í Û Ï)ËTÌ$Ö Û ÉSÊ
ÉAÊ)Ë Û È`Ï¡Ë?÷ZÎlÒ3ÉAÊ`ËDÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉAÎOÔ

d+ δ : Ω+ → Ω−,
Ö2Ê)ËTÔAË

Ω+ Ð0È`Ï
Ω−

Ð0ÔAË:ÉAÊ`ËDË Û ß0Ë?È ÌNÚ`ÐOÍ�ËfÌ�Î0Ò4ÉSÊ)ËDÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0Ô
α
Ü)Ö2Ê Û Í|Ê
Í�ÎOÔAÔSËTÌAÚ ÎOÈ`Ï�ÉSÎ-ÉAÊ)ËDË Û ßOË?È¡í

Ø�ÐlÑYÓ)ËTÌ
1
Ð0È`Ï −1

á

��Æ��·Á�¾s¿TÅ^¾jÃ3Á�Ã ��� 	���Å 
�� Á�����¾�Å^¿���Â3Å����V¾��TÅ<Á ¾�	�
DÀ���3À �����V¾s¿�	¡¿fÅ^Á�¾ �OÆ 	4Ë�É�Ó`Ì�Í�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔ�Ð
Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì�Ò^ÐlÝ Û ÑÙÕZÎlÒ�ÔAËTÚ)ÔSËTÌAË?È+ÉSÐlÉ Û Î0È`Ì
ç�]+ñ

ρt : π → U(N), t ∈ T.
æ Ê Û Ì Ò^ÐlÝ Û ÑÙÕXß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËfÌ ÐyÒ^Ð0Ý Û ÑYÕXÎ0ÒVC+Ó`Ð0Ï)ÔSÐlÉ Û Í7ÒQÎOÔAÝ�Ì ÎOÈXÉSÊ)ËWÒ^ÐlÝ Û ÑÙÕZÎlÒ4ÉSÊ)ËDÊ)ÎOÝ-ÎOÑÙÎOß0Õ¶ÌAÚ`Ð0Í?ËTÌ

(H2k(X, ρt),∪).
æ Ê)Ë²Ú`ÔAÎOã)ÑÙËTÝ Û Ì�ÉAÎ·Ï¡ËTÌSÍ�Ô Û ã�Ë ÉAÊ Û ÌGÒ^ÐlÝ Û ÑYÕ�Ð0ÌGÐDÍ?Î0È+É Û ÈVÓ)Î0Ó`ÌoÒ^ÐlÝ Û ÑYÕ-ÎlÒHCOÓ Ð0Ï¡Ô|Ð�É Û Í$ÒQÎOÔAÝ�ÌTá@B)ÎOÔoÉAÊ Û Ì
Ö$ËtÈ`Ë?ËTÏZÉSÎ Û È`Í?ÑÙÓ`Ï)ËWÉAÊ)ËWÒ^Ð0Ý Û ÑYÕ (

H2k(X, ρt),∪
) Û ÈOÉSÎ�Ð·ÑbÐlÔSß0ËTÔ2ÌNÚ`ÐOÍ�Ë�ç^ÌAË?Ë�ó 	 Û Ì�[�D�öCñ�á

é Û Ø0Ë?È Ð Í�ÎOÝyã Û È`Ð�ÉSÎ0Ô Û Ð0ÑDÌ[ÉSÔAÓ`Í�ÉAÓ)ÔSË�Î0È
X
Ü2ÑYË�É

Ck = Ck(X)
Ï¡Ë?È`ÎlÉAË�ÉSÊ)Ëïß0ÔSÎ0Ó)Ú�ÎlÒ

k
í

Ï Û Ý�Ë?È`Ì Û ÎOÈ`ÐlÑWÍ|Ê`Ð Û È`ÌZÎlÒ
X
Ö Û ÉSÊ�Í�ÎVË��Í Û ËTÈ+ÉSÌ Û È

CN á2æ Ê)Ë?ÈûÉAÊ)Ë ÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉSÐlÉ Û Î0È`Ì ρt Ï¡Ë?×`È)Ëã�Î0Ó)È`Ï`ÐlÔSÕÊ)ÎOÝ-ÎOÝ�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌNÝ�Ì
dk

ÐlÈ`Ï ÉSÊ)ËQ��Î Û È`Í?Ð0Ô�P¶Ï)Ó`ÐlÑ Û É[Õ�Ê)Î0Ý�ÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ�Ì
Dk

Ö2Ê Û Í|Ê�Ð0ÔAË
Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì$Ö Û ÉAÊ�ÔSËTÌAÚ ËfÍ�É ÉAÎ

t ∈ T ä
C0

d1←− C1
d2←− · · · dn←− CnxD0

xD1

xDn
C∗n

d∗n←− C∗n−1

d∗n−1←− · · · d∗1←− C∗0æ Ê)ËDÚ)ÔSÎ0Ú�Ë?ÔAÉ Û ËTÌ Ð0ÔAË

ç^ô+ñ
dk−1dk = 0,

dkDk + (−1)k+1Dk−1d
∗
n−k+1 = 0,

Dk = (−1)k(n−k)D∗n−k,

D
Û È Ï¡Ó`Í�ËfÌ2ÐlÈ Û ÌNÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ Û ÈJÊ`Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ�ß0ÔSÎ0Ó)Ú`ÌTá
�GÓ¡É

ç D6[Oñ
Fk = ik(k−1)Dk.æ Ê)ËTÈ
Ð�Ì Û Ý Û ÑYÐ0Ô²Ï Û Ðlß0Ô|ÐlÝ

ç DXDfñ C0
d1←− C1

d2←− · · · dn←− CnxF0

xF1

xFn
C∗n

d∗n←− C∗n−1

d∗n−1←− · · · d∗1←− C∗0Ê`ÐOÌ Ý-ÎOÔAËWÈ`ÐlÉAÓ)Ô|ÐlÑsÚ)ÔSÎ0Ú�Ë?ÔAÉ Û ËTÌ
ç D
W0ñ

dkFk + Fk−1d
∗
n−k+1 = 0, Fk = F ∗n−k.
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�

ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô$ÉSÊ)Ë�Í�ÎOÈ)ËDÎlÒ
F
Ü)Ö2Ê Û Í|Ê Û Ì2ÐlÈ�ÐOÍ�Õ¡Í�Ñ Û ÍWÍ?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷XÖ Û ÉAÊ
ÔSËTÌAÚ ËfÍ�É ÉAÎ�ÉSÊ)ËWÉAÎ0ÉSÐlÑ4ß0Ô|Ð0Ï¡Ó¡í

Ð�É Û ÎOÈJÐ0È`ÏZÉAÊ)ËDÌAÓ)Ý Î0Ò�Ï Ûrù Ë?ÔSË?È+É Û ÐlÑbÌ
d
Ð0È`Ï

F
ä

ç D6JOñ
0←−A0

H1←−A1
H2←− · · · H2l←−A2l

H2l+1←− A2l+1
H2l+2←− · · · H4l←−A4l

H4l+1←− A4l+1←− 0
Ö2Ê)ËTÔAË
ç DTõ+ñ

Ak = Ck ⊕ C∗n−k+1, Hk =

(
dk Fk−1

0 d∗n−k+2

)
.

�GÓ¡É

A =

n+1⊕

k=0

Ak = Aev ⊕Aodd,

Ö2Ê)ËTÔAË

Aev =

2l⊕

k=0

A2k, Aodd =

2l⊕

k=0

A2k+1.

æ Ê)ËTÈ

Aev ≈ Aodd ≈
n⊕

k=0

Ck ,

ÐlÈ Ï
d+ d∗ + F : Aev → Aodd

Û Ì2ÐlÈ Û ÌAÎ0Ý�ÎOÔAÚ)Ê Û ÌAÝ
á
æ3Ðlè Û È`ß Û È�Ð0Í?Í?Î0Ó)È+É ÉAÊ Ð�É

d = dt
Ü
F = Ft

ÎOÈ)ËDÊ`ÐOÌ
���������	��
���

sign(At) = sign(X, ρt)
�N. /7��/

At = dt + d∗t + Ft
?

��Æ��Æ��1/�� ����(*�����O� 9 �8���!����(*%=��/ 9;���:�+� ����(*����%��!%���9;���A��&')
At : Vt → Vt, Vt ≈ V.

æ Ê`Ë?ÔSË Û Ì:Ð
ÌAÚ)Ñ Û ÉNÉ Û È`ß

V = V +
t ⊕ V −t ,ÌAÓ`Í|ÊXÉSÊ`Ð�É

At
Û Ì2Ú�ÎOÌ Û É Û ØOËtÎOÈ

V +
t

Ð0È`ÏZÈ)Ë?ß+Ð�É Û Ø0ËWÎOÈ
V −t

á)æ Ê)Ë?È

ξ+ =
∐

V +
t , ξ− =

∐
V −tÐlÔSËDÌNÓ`ã)ã)Ó)È`Ï)ÑÙËfÌ?á M$ÕZÏ)Ë�×`È Û É Û Î0È

sign(At) = [ξ+]− [ξ−] ∈ K(T ).
æ ÊVÓ`Ì

signρt(X) = sign(dt + d∗t + Ft) ∈ K(T ).
� ËDÊ`Ð�Ø0ËWÐ-ß0Ë?È`Ë?Ô|ÐlÑ Û RfÐ�É Û Î0ÈZÎlÒ3ÉAÊ)Ë�� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|ÊXÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑYÐ`ä
ç D
E0ñ

K(T ) 3 signρt X = 2k〈L(X) chX(ξρtX×T ), [X ]〉 ∈ K(T )⊗Q,
Ö2Ê)ËTÔAË

chX(ξρtX×T ) ∈ H∗(X ;K∗(T )⊗Q)
á
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�4Æ�� 
�� ���3À�	)Å^Ä ���+¿?¿fÅ^¾��4Æ·æ Ê)Ë Ý-Î+Ì[É�ß0ËTÈ)Ë?Ô|ÐlÑ+Ú Û Í�ÉSÓ)ÔAË�ÒQÎ0Ô3ÉSÊ)Ë � Û Ô R?ËTã)ÔSÓ`Í|Ê�ÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑYÐ²ÒQÎ0Ô�Î0Ô Û Ë?È+ÉAËfÏ
ÌAÝ-ÎVÎ0ÉAÊJÝ�Ð0È Û ÒQÎ0ÑbÏ)Ì²Í?Ð0ÈZã�ËDÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉAËfÏXÐOÌ$ÒQÎ0ÑYÑÙÎ�Ö²ÌWç^ÌAË?Ë�ó 	 Û Ì I![�ö.Ü�ó 	 Û ÌSôXEföQñ�á

	�Ë?É
Ω∗(Bπ)

Ï¡ËTÈ)ÎlÉSË
ÉAÊ)Ëã ÎOÔSÏ Û ÌAÝ ß0ÔSÎ0Ó`Ú'Î0ÒtÚ`Ð Û Ô|Ì
(M, fM )

á U2ËTÍTÐlÑYÑ2ÉAÊ`ÐlÉ
Ω∗(Bπ)

Û ÌXÐ
Ý�Î¡Ï¡Ó)ÑYËDÎ�Ø0Ë?Ô$ÉSÊ)ËDÔ Û È)ß

Ω∗ = Ω∗({
Ú¡É }) á � È`ËWÍTÐlÈ
Í�ÎOÈ`Ì[ÉSÔAÓ Í�É²Ð�Ê)Î0Ý�ÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ

ç D �Oñ
sign : Ω∗(Bπ)→ L∗(Cπ)

Ö2Ê Û Í|Ê�ÉAÎyË?Ø0ËTÔAÕ-Ý�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ
(M, fM )

ÐOÌAÌ Û ßOÈ`Ì�ÉSÊ)Ë7ËTÑÙËTÝ-ËTÈ+É
sign(M) ∈ L∗(Cπ)

ÜOÖ2Ê)ËTÔAË
L∗(Cπ)Û Ì$ÉAÊ)Ë���ÐlÑYÑ�ß0ÔSÎ0Ó`Ú¶ÒQÎ0Ô²ÉAÊ)ËWß0ÔSÎ0Ó`ÚZÔ Û È`ß

Cπ
á

�4Æ��Æ�� & ��/457���!����� �!���8( �8%��7(*����� � 9 �8)��<�a/7( �8��� �8���!����(*%=��/\B)Î0ÔGÍ?Î0Ý·ã Û È Ð�ÉAÎOÔ Û ÐlÑVÝ�ÐlÈ Û ÒQÎOÑYÏ)Ì�Ö$Ë Ê`Ð�Ø0Ë
Ð�Ì Û Ý Û ÑbÐlÔ²Í?Î0Ý·ã Û È Ð�ÉAÎOÔ Û ÐlÑjÏ Û ÐlßOÔSÐ0Ý

C0
d1←− C1

d2←− · · · dn←− CnxD0

xD1

xDn
Cn

d∗n←− Cn−1
d∗n−1←− · · · d∗1←− C0

Ö2Ê)ËTÔAË
Ck

def
= Ck(X̃), Ck

def
= Ck0 (X̃) ≈ HomCπ(Ck,Cπ).

�²ËTÔAË
Ck(X̃)

Ý�ËTÐ0È`ÌWÉSÊ)ËZÍ|Ê`Ð Û ÈïÍ?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷�Î0Ò ÉAÊ)Ë¶Ó`È Û ØOË?Ô|ÌAÐ0ÑGÍ�Î�ØOË?Ô Û È)ß
X̃
Ö Û ÉAÊïÔSËTÌAÚ ËfÍ�ÉDÉAÎåÉAÊ)Ë

Í�ÎOÝyã Û È`ÐlÉAÎ0Ô Û ÐlÑ¡Ì[ÉSÔAÓ Í�ÉAÓ`ÔAË ÎlÒ
X
Ü
Ck0 (X̃)

Ý�ËTÐlÈ Ì3ÉAÊ)Ë²Í?ÎVÍ|Ê Ð Û È-Í?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷yÖ Û ÉAÊ�Í�ÎOÝ�Ú`Ð0Í�É"ÌNÓ)Ú`Ú ÎOÔNÉ|Ì?Ü
Cπ

Û Ì�ÉAÊ)Ë�ß0ÔSÎ0Ó)ÚDÔ Û È)ß2ÎlÒ¡ÉSÊ)ËGÒQÓ)È Ï)ÐlÝ�Ë?È+É|ÐlÑ0ßOÔAÎOÓ)Ú
π
Ö Û ÉAÊyÍ?Î+Ë�¶Í Û Ë?È+ÉSÌ Û ÈDÉSÊ)ËG× Ë?ÑbÏ

C
Î0Ò¡ÔSÐlÉ Û Î0È`Ð0Ñ<Ü

ÔSËTÐlÑjÎOÔ2Í�Î0Ý�Ú)ÑYË�÷ZÈ+Ó`Ýyã�Ë?Ô|Ì?á
æ Ê)ËWÊ)ÎOÝ-ÎOÝ�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌNÝ

sign
ÌAÐlÉ Û Ì[×`ËfÌ$ÉAÊ)ËWÒQÎOÑÙÑYÎ�Ö Û È)ß-Í?Î0È`Ï Û É Û ÎOÈ`Ì?ä

ç^Ð+ñ
sign(M)

Ï¡Ë?Ú�Ë?È`Ï`Ì2Î0È)ÑYÕ¶ÎOÈXÉSÊ)ËDÊ)Î0Ý�Î0ÉAÎ0ÚVÕ¶Ë6C+Ó Û Ø�Ð0ÑÙËTÈ`Í�ËDÍ�ÑbÐ0ÌSÌ$ÎlÒ3ÉAÊ)ËDÝ�Ð0È Û ÒQÎOÑYÏ
M
á

çQã�ñ$Ç.Ò
N
Û Ì7Ð-Ì Û Ý-Ú`ÑÙÕJÍ�Î0È`È)ËTÍ�ÉAËTÏZÝ�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏJÐlÈ`Ï

τ(N)
Û Ì Û ÉSÌ²Ì Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSË7ÉSÊ)Ë?È

ç D�Ilñ
sign(M ×N) = sign(M)τ(N) ∈ L∗(Cπ).

� ËWÌAÊ`Ð0ÑÙÑjã�Ë Û È+ÉSË?ÔSËTÌNÉAËTÏXÎ0È)ÑYÕ Û ÈJÉAÊ)ËWß0ÔSÎ0Ó`Ú`Ì Ð�ÒCÉAËTÔ ÉAËTÈ`ÌNÎOÔ ÝyÓ)ÑÙÉ Û Ú)Ñ Û ÍTÐ�É Û Î0ÈJÖ Û ÉAÊJÉAÊ)ËW× Ë?ÑbÏXÎ0Ò
Ô|Ð�É Û Î0È ÐlÑsÈVÓ)Ýyã�Ë?Ô|Ì

Q
Ü Û ÈJÎlÉAÊ`Ë?Ô2Ö$Î0Ô|Ï)Ì Û ÈZÉAÊ`ËDÊ)Î0Ý�Î0Ý�ÎOÔAÚ)Ê Û ÌAÝ

sign : Ω∗(Bπ)⊗Q→ L∗(Cπ)⊗Q.
� È)ËWÊ`ÐOÌ

Ω∗(Bπ)⊗Q ≈ H∗(Bπ; Q)⊗ Ω∗ ≈ Ωframe∗ (Bπ)⊗Q⊗ Ω∗
Ö2Ê)ËTÔAË

Ωframe∗ (Bπ)
Û Ì�ÉAÊ)ËWÌAÎ·Í?Ð0ÑÙÑYËTÏ·ÞLÒQÔ|ÐlÝ�ËTÏVà2ã�Î0Ô|Ï Û ÌNÝ�ÌTÜ+ÉAÊ`ÐlÉ Û Ì?Ü+ã�Î0Ô|Ï Û ÌAÝ�Ì"Ö2Ê Û Í|ÊJÐlÔSË²ÔAËTÚ)ÔSË�í

ÌAË?È+ÉAËfÏ¶ãVÕ�Ý�Ð0È Û ÒQÎ0ÑbÏ)Ì$Ö Û ÉSÊ¶ÉAÔ Û Ø Û ÐlÑsÈ)ÎOÔAÝ�Ð0Ñ ã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌTáVæ Ê`Ë?ÔSË�ÒQÎ0ÔSË²ÉSÊ)ËtÊ)Î0Ý�Î0Ý�ÎOÔAÚ)Ê Û ÌAÝ
sign

Í?ÐlÈ
ã�Ë�Í�Î0È Ì Û Ï¡Ë?ÔSËTÏZÐ0Ì2Ð�Ú)ÔSÎ¡Ï¡Ó`Í�É Î0Ò�É[Ö$Î-Ê)Î0Ý�Î0Ý�ÎOÔAÚ)Ê Û ÌAÝ�Ì

σ ⊗ τ : H∗(Bπ; Q)⊗ Ω∗ ≈ Ωframe∗ (Bπ) ⊗Q⊗ Ω∗ → L∗(Cπ)⊗Q.
�²ËTÔAË

σ : H∗(Bπ; Q) ≈ Ωframe∗ (Bπ)⊗Q→ L∗(Cπ)⊗Q.
Û Ì$ÉAÊ)ËDÔSËTÌNÉAÔ Û Í�É Û Î0ÈZÎlÒ

σ
ÉAÎ

Ωframe∗ (Bπ)⊗Q ⊂ Ω∗(Bπ)⊗Q
á � ÈXÉSÊ)ËDÎlÉSÊ)Ë?Ô Ê`Ð0È`Ï¶ÉSÊ)ËDÊ)ÎOÝ-Î0í

Ý�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌNÝ
sign

ÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉSÌ�ÉSÊ)Ë�Í�ÎOÊ)Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ�Í�ÑbÐ0ÌSÌ

σ ∈ H∗(Bπ;L∗(Cπ)⊗Q) = 	 Á � (H∗(Bπ; Q), L∗(Cπ) ⊗Q)
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ÌAÓ`Í|ÊXÉSÊ`Ð�É Û Ò
M

Û Ì²Ð·ÒQÔSÐ0Ý-ËfÏXÝ�Ð0È Û ÒQÎOÑYÏ�Ü
M ∈ Ωframe∗ (Bπ)

Ü`ÉAÊ)ËTÈ
sign(M) = σ(M) = 〈f∗M (σ), [M ]〉.

æ Ê)ËZè0Ë?Õ Û Ï¡ËTÐ Û ÌyÉAÊ Ð�É-ÒQÎ0Ô�ÐlÈVÕ�Ý�Ð0È Û ÒQÎOÑYÏ
(M, fM )

ÉAÊ`ËJÌ Û ßOÈ`Ð�ÉSÓ)ÔSËXÍ?Ð0È�ã ËZÔAËTÚ)ÔSËTÌAË?È+ÉAËfÏ�ã+Õ�Ð
Ø0ËTÔSÌ Û Î0ÈXÎ0Ò�ÉSÊ)ËWß0ËTÈ)Ë?Ô|ÐlÑ�� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|Ê¶ÒQÎ0ÔSÝyÓ`ÑYÐ
ç D6]Oñ

sign(M, fM ) = 〈L(M)f∗M (σ), [M ]〉 ∈ L∗(Cπ)⊗Q.
ÇLÈ`Ï¡ËTËTÏjÜ`ÑÙË?É

M = M1 ×M2
Ü
M1 ∈ Ωframe∗ (Bπ)

Ü
M2 ∈ Ω∗

á æ Ê)Ë?È
sign(M) = sign(M1)τ(M2) = 〈f∗M (σ), [M1]〉〈L(M2), [M2]〉

= 〈L(M1 ×M2)f∗M (σ), [M1 ×M2]〉 = 〈L(M)f∗M (σ), [M ]〉.
�4Æ���Æ�0����
. /7� �8���@� �!( %=��/6? 	4Ë�É

x ∈ H∗(Bπ; Q)
ã�Ë·ÐlÈåÐ0ÔAã Û ÉSÔSÐ0ÔAÕJÍ�Î0Ê`Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕXÍ�ÑbÐ0ÌSÌ?á æ Ê)Ë?È�ÉSÊ)Ë

ÈVÓ)Ýyã�Ë?Ô
signx(M, fM ) = 〈L(M)f∗M (x), [M ]〉 ∈ Q

Û Ì²Í?Ð0ÑÙÑYËTÏZÉAÊ`Ë�Ê Û ß0Ê)ËTÔ²Ì Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSËDÏ¡Ó)ËDÉSÎ$�sá ��á ë7Î�Ø Û èOÎ�Ø�á¡ÇLÈJÉSÊ)ËyÍ?ÐOÌNËWÎ0Ò�Ð0È
ÐOÏ)Ï Û É Û Ø0ËWÒQÓ)È Í�É Û Î0È ÐlÑ
α : L∗(Cπ) ⊗Q→ Q

ÉAÊ)ËDÊ Û ßOÊ)Ë?Ô²Ì Û ßOÈ`Ð�ÉSÓ)ÔSË
signx(M, fM )

Ü Ö2Ê)Ë?ÔSË
x = α(σ) ∈ H∗(Bπ; Q)ÐlÔ Û ÌNËfÌ"ÒQÔSÎ0Ý ÉAÊ)Ë2� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|ÊXÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑYÐ
ç D4]Oñ$Ð0ã Î�ØOË0á

æ Ê Û Ì4ß Û ØOËTÌ3Ð7Ï¡ËfÌAÍ?Ô Û Ú¡É Û ÎOÈ�ÎlÒ)ÉSÊ)Ë�Ò^ÐlÝ Û ÑYÕDÎlÒ`Ð0ÑÙÑVÊ)ÎOÝ�ÎlÉAÎOÚVÕOí Û È+Ø�Ð0Ô Û ÐlÈ+É�Ê Û ß0Ê)ËTÔ3Ì Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSËTÌTáTæ Ê Û Ì
Î0ã ÌNËTÔAØ�Ð�É Û ÎOÈ Û Ì2È)Î0É7Ð�Ï Û ÔAËfÍ�É7Í�ÎOÈ`ÌAË4C+Ó)Ë?È Í�ËtÒQÔAÎOÝ ÉSÊ)Ë?Ú)ÔSË?Ø Û Î0Ó`Ì7ÐlÔSß0Ó)Ý�Ë?È+É2ã)Ó¡ÉtÍ?ÐlÈ
ã�ËDÎ0ã¡É|Ð Û È)ËTÏ
ÒQÔSÎ0ÝúÉSÊ)ËtÉAÊ)ËTÎ0ÔSÕ�ÎlÒ�È`Î0È¡íLÌ Û Ý�Ú)ÑYÕ¶Í�Î0È`È)ËTÍ�ÉAËTÏJÌAÓ)ÔAßOË?Ô Û ËfÌ"ãVÕåó ��ÐlÑ IFD�ö.á¡ÇLÈ`Ï¡ËTËTÏjÜVÒQÎOÑÙÑYÎ�Ö Û È`ßZó � Ð0Ñ�I=D�ö
Î0È`ËJÍTÐlÈ Í�Î0È Ì[ÉSÔAÓ`Í�É�Ð0ÈðÎOã`Ì[ÉSÔAÓ Í�É Û Î0ÈðÉAÎ ÉAÊ`ËJË?÷ Û ÌNÉAËTÈ`Í�ËJÎlÒWÌNÓ)ÔSß0ËTÔAÕ�Î0Ò:È)ÎOÔAÝ�ÐlÑ$Ý�ÐlÚ)Ú Û È)ß ÉSÎ�Ð
Ê)ÎOÝ-Î0ÉAÎOÚ+ÕXË4C+Ó Û Ø�Ð0ÑÙËTÈ`Í�ËDÖ2Ê Û Í|Ê Û Ì²Ï¡ËTÌSÍ�Ô Û ã ËfÏJÐOÌ²Ð�Ï ÛÙù ËTÔAËTÈ`Í�ËDÎ0ÒoÌAÕVÝ�Ý-Ë?ÉAÔ Û ÍDÌ Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSËTÌWç D �Oñ$Î0Ò
É[Ö$Î�Ý�Ð0È Û ÒQÎ0ÑbÏ)Ì?á æ Ê)Ë?ÔSË�ÒQÎOÔAËDÐlÑYÑ�Î0ÉAÊ)ËTÔ²Ê Û ß0Ê)ËTÔ7Ì Û ß0È Ð�ÉAÓ`ÔAËfÌ�ã�Ë?Ê Û È`Ï

x = α(σ)
ÐlÔSËWÈ)ÎlÉ²Ê`Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ

Û È+Ø�Ð0Ô Û ÐlÈ+ÉTá

��Æ���Ã�¾3Äl¿fÅ^Á�¾ 	�
�� �+À��TÅ<Á ¾�Á �t¿�� � 	 ÅQÀ�� ���3À�Ã�Ä�� �.Á`À�� Ã 
 	jÆ"½�¾ ��¾�Å^¿�� Â�Å ���V¾ �fÅ^Á�¾ 	 
�À���3À ���
���+¾s¿�	¡¿TÅ<Á ¾��OÆ 	�Ë?É

C∗[π]
ã�Ë²ÉSÊ)Ë

C∗
í.ß0ÔSÎ0Ó`Ú¶ÐlÑYß0Ë?ã`ÔSÐWÎ0Ò�ÉAÊ)Ëtß0ÔSÎ0Ó`Ú

π
áVâ7ÈVÕ-Ó`È Û É|ÐlÔSÕ�ÔAËTÚ)ÔAËfÌNËTÈ+ÉSÐ�í

É Û Î0È
ρ : π → 	 ¾�Â (H)

ÎlÒ�ÉAÊ`Ë²ß0ÔSÎ0Ó)Ú
π
ÜDÖ2Ê)ËTÔAË

H
Û Ì"Ð�� Û ÑYã ËTÔNÉ�ÌAÚ`ÐOÍ�Ë0ÜlÍTÐlÈ�ã�Ë2Ó)È Û C+Ó)Ë?ÑYÕ·Ë?÷VÉAË?È Ï¡ËTÏ-ÉSÎ�ÐWÔAËTÚ)ÔAËfÌNËTÈ+ÉSÐ�É Û ÎOÈ

ρ : C∗[π]→ 	 ¾�Â (H)
ÎlÒ3ÉAÊ`ËWÐ0ÑÙßOË?ã)Ô|Ð

C∗[π]
á �GÓ¡É

A =
½ �

ρ ⊂ 	 ¾�Â (H)
Ü
ρ : C∗[π]→ A

á
M$Õ

ξρ
Ö�ËGÏ)Ë?È)Î0ÉAËoÉSÊ)ËGØ0ËfÍ�ÉSÎ0Ô�ã)Ó`È`Ï¡ÑYËGÎ�Ø0ËTÔ

Bπ
Ö Û ÉAÊWÉAÊ`Ëo×`ã ËTÔ

A
ÜTÖ2Ê)Î+ÌNË�ÉSÔSÐ0È`Ì Û É Û ÎOÈ:ÒQÓ`È`Í�É Û ÎOÈ`Ì

ÐlÔSË Û È`Ï¡Ó`Í?ËTÏJãVÕXÉSÊ)ËyÐ0Í�É Û Î0ÈJÎlÒ�ÉAÊ`Ë�ß0ÔSÎ0Ó)Ú
π
Î0ÈJÉAÊ`ËyÐlÑYß0ËTã)ÔSÐ

A
ãVÕXÉAÊ)Ë�ÔSË?Ú`ÔAËfÌNËTÈOÉ|Ð�É Û ÎOÈ

ρ
á�æ Ê)Ë

Ø0ËfÍ�ÉSÎ0Ô ã)Ó)È`Ï)ÑÙË
ξρ
ß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËfÌ�ÉAÊ)ËDËTÑÙËTÝ-ËTÈ+É Î0Ò�ÉSÊ)Ë

K
í.ß0ÔSÎ0Ó`Ú

ξρ ∈ KA(Bπ).
æ Ê)ËTÔAË Û ÌoÐtßOË?È)ËTÔSÐ0Ñ Û RTÐlÉ Û Î0È�Î0Ò ÉSÊ)Ë7ò�Ê)Ë?ÔSÈ-Í|Ê ÐlÔ|Ð0Í�ÉSË?Ô�ÉAÎWØ0ËfÍ�ÉSÎ0Ô�ã)Ó)È`Ï)ÑÙËfÌoÎ�Ø0ËTÔ4ÉSÊ)Ë

C∗
íLÐlÑYß0ËTã)Ô|Ð

A
ä
chA ξ ∈ H∗(X ;KA(

Ú¡É
)⊗Q)

á
�²ËTÈ`Í�ËWÖ$ËDÍ?ÐlÈ
Ö2Ô Û ÉSËtÉAÊ)ËDÔ Û ßOÊ+É2Ì Û Ï¡ËWÎlÒ3ÉAÊ)ËWÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑYÐJçQõVñ�ä

? = 2k 〈L(X) chA ξ
ρ
X , [X ]〉 ∈ KA(

Ú¡É
)⊗Q.

æ Ê)Ë�ÑYË�ÒCÉDÌ Û Ï¡ËyÎlÒ�ÉAÊ)ËyÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ�Í?Ð0È�ã Ë-Í?Ð0ÑYÍ?Ó)ÑYÐlÉAËfÏ�Ð0Ì7ÐXÌNÕVÝ�Ý�Ë�ÉAÔ Û Í�Ì Û ß0È Ð�ÉAÓ`ÔAËDÎ0Ò3ÉSÊ)ËyÝ�Ð0È Û ÒQÎOÑYÏ
X
ãVÕðÔSË?Ú)ÑbÐ0Í Û È)ßïÎ0ÒtÔ Û È)ßOÌTÜ Û È`Ï¡Ó`Í?ËTÏ ãVÕ�ÉSÊ)ËåÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉSÐlÉ Û Î0È

ρ
Ü"ÌAÎïÖ$Ë�Î0ã¡É|Ð Û È ÉAÊ)ËÌAÎ�Í?Ð0ÑÙÑYËTÏ
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ß0ËTÈ)Ë?Ô|ÐlÑ Û R?ËTÏ � Û Ô�RTË?ã)ÔSÓ`Í|ÊZÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐyÒQÎ0Ô²ÐlÈ�Ð0ÔAã Û ÉAÔ|ÐlÔSÕ
C∗
í.Ð0ÑÙßOË?ã)Ô|Ð

A
ä

KA(
Ú¡É

) 3 signρ(X) = 22k 〈L(X) chA ξ
ρ
X , [X ]〉 ∈ KA(

Ú¡É
)⊗Q.

� Æ�� ��Á�Á ¿ � � �+À �fÅ^Á�¾ Á��J¿ ��� 	 ÅQÀ�� � �3À�Ã3Ä�� �¸Á À���Ã�
�	�Æyæ Ê)ËåÑYË�ÒCÉ
Ì Û Ï¡ËåÎ0ÒtÉSÊ)ËT� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|Ê
ÒQÎ0ÔSÝyÓ`ÑYÐ�ç^õ+ñ Û Ì"Ï¡ËfÌAÍ?Ô Û ã ËfÏ Û È�ÉSË?ÔSÝ�ÌGÎlÒsÉAÊ)Ë:Í�Î0Ý·ã Û È`Ð�ÉSÎ0Ô Û Ð0Ñ)Ì[ÉSÔAÓ`Í�ÉAÓ)ÔSË2ÎlÒ�ÉAÊ`Ë²Ý�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ

X
á0æ Ê)ËTÔAË

Û Ì$Ð�ÌAÝ�Î+Î0ÉAÊZØ0Ë?Ô|Ì Û ÎOÈ¶ÎlÒ�ÉAÊ Û Ì$Ë�÷¡Ú)ÔSËTÌSÌ Û Î0ÈXÐOÌ$Ö�ËTÑÙÑ¸á)ë7Ð0Ý-ËTÑÙÕOÜ¡Í�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô$ÉSÊ)ËDÏ¡Ë�U²Ê`ÐlÝ Í?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷¶Î0Ò
Ï ÛÙù ËTÔAËTÈ+É Û ÐlÑsÒQÎ0ÔSÝ�Ì Î0ÈZÉAÊ)ËDÝ�Ð0È Û ÒQÎOÑYÏ

X
Ö Û ÉSÊ
Ø�Ð0ÑÙÓ`ËTÌ Û ÈZÉSÊ)Ë�� ÐlÉ ØOËTÍ�ÉAÎ0Ô2ã`Ó)È`Ï¡ÑYË

ξρ
ä

ç DfôOñ
0→ Ω0(X, ξρ)

d→Ω1(X, ξρ)
d→ · · · d→Ω4k(X, ξρ)→ 0.

Ç.É Û Ì�Ö�ËTÑÙÑ¡èVÈ)Î�Ö2È·ÉAÊ`ÐlÉoÉAÊ)Ë²Í?Î0Ê)ÎOÝ�Î0ÑYÎ0ß0ÕWßOÔAÎOÓ)Ú`Ì3ÎlÒ ÉAÊ)Ë²Ï¡Ë�U2Ê ÐlÝ Í?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷Zç DTô+ñ�Ð0ÔAË Û ÌNÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û Í
ÉAÎ-ÉSÊ)Ë�Í�ÎOÊ)Î0Ý�Î0ÑYÎ0ßOÕ�ß0ÔSÎ0Ó)Ú Ì

H∗(X, ξρ)
á

æ Ê)Ë ∪ í.Ú)ÔSÎVÏ)Ó`Í�É Û Ì Û È`Ï¡Ó`Í?ËTÏ
ãVÕXË?÷+ÉSË?Ô Û ÎOÔ2Ú)ÔSÎVÏ)Ó`Í�É²Î0Ò�Ï ÛÙù Ë?ÔSË?È+É Û ÐlÑjÒQÎOÔAÝ�ÌTÜ`ÌAÎ�ÉAÊ)Ë2�7Ë?ÔSÝ Û É Û ÐlÈ
ÒQÎ0ÔSÝ Ö2Ê Û Í|Ê�Ï¡Ë�× È)ËTÌ$ÉSÊ)Ë���Î Û È`Í?Ð0Ô�PWÏ¡Ó`Ð0Ñ Û É[ÕZÍTÐlÈJã Ë�Ï¡Ë?ÉAËTÔAÝ Û È)ËTÏJãVÕ
ç W@[Oñ 〈ω1, ω2〉 =

∫

X

ω1 ∧ ω2.

� È�ÉSÊ)ËïÎlÉSÊ)Ë?Ô
Ê`Ð0È`Ï�Ó`Ì Û È)ß�Ð U Û ËTÝ�ÐlÈ)È Û ÐlÈ Ý�Ë�ÉSÔ Û Í Î0È�ÉSÊ)ËïÝ�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ
X
Ü

(ω1, ω2)
Ü²ÉAÊ)Ë

��Î Û È`Í?Ð0Ô�PWÏ¡Ó`Ð0Ñ Û É[Õ�ç*W![+ñ�ÍTÐlÈJã Ë�Ï)Ë�ÉAËTÔAÝ Û È)ËTÏJÖ Û ÉAÊ�Ð-ã ÎOÓ)È`Ï¡ËfÏJÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉAÎOÔ ∗ ä

(ω1, ω2) =

∫

X

ω1 ∧ ∗ω2,

Ö2Ê)ËTÔAË
∗ : Ωk(X)→ Ωn−k(X).

�GÓ¡É
α = ik(k+1) ∗ .

æ Ê)ËTÈ
αdα = −d∗; α2 = 1.

	�Ë?É
Ω+(X) = � �+À (α− 1); Ω−(α+ 1).

Ç.É Û Ì²Ë?Ø Û Ï)Ë?È+É ÉAÊ`ÐlÉ
(d+ d∗)(Ω+(X)) ⊂ Ω−(X).

ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô$ÉSÊ)ËDË?ÑYÑ Û Ú¡É Û ÍWÎOÚ ËTÔSÐlÉAÎ0Ô

D = (d+ d∗) : Ω+(X)→ Ω−(X).
æ Ê)ËTÈJÖ$ËWÊ`Ð�Ø0Ë

indexD = sign(X).
L7Ì Û È)ß-ÉAÊ)Ë�â$É Û Õ+ÐlÊVê � Û È`ß0Ë?Ô Û È`Ï¡Ë?÷¶ÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ·ÒQÎ0Ô2ËTÑÙÑ Û Ú)É Û ÍWÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉAÎOÔSÌ�Ö$ËDÊ`Ð�Ø0Ë

ç W Dfñ
index(D ⊗ ξ) = 2k〈L(X) ch ξ, [X ]〉.

ÒQÎ0Ô²Ð0ÔAã Û ÉSÔSÐ0ÔAÕ�Ø0ËfÍ�ÉSÎ0Ô2ã)Ó)È Ï¡ÑÙË
ξ
Î�Ø0ËTÔ"ÉSÊ)ËDÝ�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ

X
á

Ç.Ò3ÉAÊ)ËWã)Ó)È Ï¡ÑÙË
ξ
Û Ì � Ð�ÉfÜVÉAÊ`ÐlÉ Û ÌTÜ Û Ò�ÉSÊ)Ë?ÔSË Û Ì7Ð·ÔSË?Ú`ÔAËfÌNËTÈOÉ|Ð�É Û ÎOÈ

ρ
ÌNÓ Í|ÊXÉSÊ`Ð�É

ξ = ξρ
ÉAÊ)ËTÈ

index (D ⊗ ξ) = signρ(X)
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ÐlÈ ÏXÖ$Ë�Ðlß+Ð Û ÈXÎ0ã)ÉSÐ Û ÈZÉAÊ)Ë2� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|ÊXÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑYÐ`ä

signρ(X) = index(D ⊗ ξρ) = 22k〈L(X) ch ξρ, [X ]〉.

� Æ�� ���ð¾3Á ¿TÅ^Á�¾ Á�� 	�
 ��Á �?¿���	)¿ � �VÄl¿fÁ`À ��Ã�¾3Â�
���Æ �yÁ � �3Å<¾ 	¡¿fÁ`À�Å 	�
�
^Á�Ä 	�
 	 ÅQÀ�� � �3À�Ã3Ä��
�.Á`À�� Ã 
 	jÆyâðÈ`Ð Û Ø0ËoÚ�Î Û È+É�ÎlÒ¡Ø Û Ë?Ö Û Ì�ÉAÊ`ÐlÉ3Ð0ÑÙÑ0ÉAÔ|ÐlÈ`Ì Û É Û ÎOÈtÒQÓ)È`Í�É Û ÎOÈ`Ì

ϕαβ(x)
Ü
x ∈ Uαβ = Uα∩UβÒQÎ0Ô�ÐåØOËTÍ�ÉAÎ0Ô·ã)Ó)È`Ï)ÑÙË

ξ
ÐlÔSËXÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ-Í?Î0È`ÌNÉSÐ0ÈOÉfá�æ Ê)ËTÈðÎOÈ)ËZÍTÐlÈðÍ?Î0È`ÌNÉAÔSÓ`Í�É-ÐÌAÎ�Í?Ð0ÑÙÑYËTÏðÐlÑYÝ-Î+Ì[É

ÐlÑYß0ËTã)Ô|Ð Û Í`��Î Û È`ÍTÐlÔ PtÍ?Î0Ý�Ú)ÑYË�÷XÎ0Ò�ÒQÎOÔAÝ�ÐlÑ�Ï Û Ý�Ë?È Ì Û Î0È
n
Ö2Ê Û Í|Ê
Í�ÎOÈ`Ì Û ÌNÉSÌ ÎlÒoÍ|Ê`Ð Û È`Ì2Ð0È`ÏJÍ�Î¡Í|Ê`Ð Û È`Ì

Ö Û ÉAÊ
Ø�ÐlÑYÓ)ËTÌ Û ÈJ×`ã ËTÔSÌ Î0Ò�ÉSÊ)ËDã)Ó)È Ï¡ÑÙË
ξ
ä

C0(ξ)
d1←− C1(ξ)

d2←− · · · dn←− Cn(ξ)xD
xD

xD
Cn(ξ)

d∗n←− Cn−1(ξ)
d∗n−1←− · · · d∗1←− C0(ξ)

ÌAÓ`Í|ÊXÉSÊ`Ð�É

‖d2‖ ≤ ε, ‖Dd∗ ± dD‖ ≤ ε
‖D‖ ≤ ÄOÁ ¾��T¿ , D∗ = ±D.

Ç.Ò
ε
Û ÌDÌAÓ�¶Í Û Ë?È+ÉAÑYÕÌAÝ�ÐlÑYÑ�Ð0È`ÏÉAÊ)Ë�ÈVÓ)Ýyã�Ë?ÔDÎ0Ò�È)Ë Û ßOÊVã ÎOÔSÌ7ÒQÎ0ÔWËTÐOÍ|Ê�Í?Ë?ÑYÑ Û ÌWã�Î0Ó)È Ï¡ËTÏÉAÊ)ËTÈ ÉAÊ)Ë

Î0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0Ô
d+ d∗ +D : C∗(ξ)→ C∗(ξ)

Û Ì Û ÈVØOË?ÔAÉ Û ã)ÑÙËåÐ0È`Ï Ð�Ø0ËTÔSÌ Û ÎOÈ'Î0ÒWÉAÊ)Ë � Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|Ê'ÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑbÐîç^ÑÙÎ¡ÍTÐlÑ:Í?Î0Ý·ã Û È Ð�ÉAÎOÔ Û ÐlÑ�� Û Ô R?ËTã)ÔAÓ Í|Ê
ÒQÎ0ÔSÝyÓ`ÑYÐ+ñ"Ê`Î0ÑbÏ)Ì?ä

signC∗(X, ξ) = 22k 〈L(X) ch ξ, [X ]〉 .
Ç.Ò�Ý-ÎOÔAËTÎ�Ø0ËTÔ"ÉSÊ)Ë�Ì Û R?ËDÎ0Ò�Ð0ÑÙÑ�Í?Ë?ÑYÑYÌ Û Ì²ÌAÓ�¶Í Û Ë?È+ÉSÑÙÕ¶ÑbÐlÔSß0ËtÉSÊ)Ë?È
Ö$ËWÍ?Î0Ý�ËWÉAÎ-ÉSÊ)Ë�È)Î0É Û Î0ÈJÎlÒoÐlÑYÝ-Î+Ì[É
� ÐlÉ¶ã)Ó)È`Ï¡ÑYË�ÒQÎOÔ¶Ö2Ê Û Í|Ê'ÉSÊ)ËåÌ Û ßOÈ`Ð�ÉSÓ)ÔAË

signC∗(X, ξ)
Û Ì¶Ê`Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ Û È+Ø�Ð0Ô Û ÐlÈ+Éåç^ÌAË?Ëïó£étÔAÎ+ôXETö.Ü

ó 	 Û ÌSô0ô�öCñ�á
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�����	)¾���Æ�ò�Î0È)È)ËfÌ?ÜoétÔSÎ0Ý�Î�Ø Ð0È`ÏO	�Î+ÌAÍ?Î�Ø Û Í Û ó�ò é�	åô@[�ö²ÌAÊ)Î�Ö$ËTÏ ÉAÊ Ð�É-ÒQÎ0Ô�ÐlÈVÕïÐlÑYÝ-Î+Ì[É
� ÐlÉ²ã)Ó)È`Ï¡ÑYË

α
Î�Ø0Ë?Ô$ÉSÊ)Ë�Ý�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ

M,
ÉAÊ`Ë Û È`Ï)Ë�÷
ÎlÒ3ÉAÊ)ËyÌ Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSËWÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉAÎOÔ Ö Û ÉSÊ�Ø�Ð0ÑÙÓ`ËTÌ Û È

αÛ Ì�ÐDÊ`Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ Û ÈVØ�Ð0Ô Û ÐlÈ+É"Î0Ò
M.

Ç.É�ÒQÎ0ÑYÑÙÎ�Ö²ÌGÉAÊ`ÐlÉ$Ð�Í?Ë?ÔAÉSÐ Û È Û ÈOÉSË?ßOË?Ô"Ý·Ó)ÑÙÉ Û Ú)ÑÙË
n
ÎlÒsÉAÊ)Ë:ã)Ó)È`Ï)ÑÙË

αÍ�ÎOÝ�ËTÌ"ÒQÔAÎOÝ ÉSÊ)ËDÍ�ÑbÐ0ÌSÌ Û ÒQÕ Û È`ßyÌNÚ Ð0Í�Ë
Bπ1(M).

étË?Î0Ý�Ë?ÉAÔ Û Í:ÐlÔSß0Ó)Ý�Ë?È+É|Ì"ÌAÊ)Î�Ö ÉAÊ`ÐlÉ�ÉSÊ)Ëtã)Ó)È`Ï¡ÑYË
αÛ ÉSÌAË?ÑÙÒ[ÜlÐlÈ`ÏyÈ)ÎlÉoÈ)ËfÍ�ËTÌSÌSÐlÔ Û ÑYÕDÐ:Í?Ë?ÔAÉSÐ Û ÈyÝ·Ó)ÑÙÉ Û Ú)ÑÙË Î0Ò Û ÉTÜlÍ�ÎOÝ�ËTÌ�ÒQÔAÎOÝ ÐlÈ-ÐlÔSã Û ÉSÔSÐ0Ô Û ÑYÕtÑbÐlÔSß0Ë$Í�ÎOÝ-Ú Ð0Í�É

ÌAÓ)ã`ÌAÚ`Ð0Í?Ë
Y ⊂ Bπ1(M)

ÉSÊ)ÔSÎ0Ó)ßOÊ¶ÉAÊ`Ë�Í�ÑbÐ0ÌSÌ Û ÒQÕ Û È)ß�Ý�ÐlÚ`Ú Û È`ß`á
B)ÎOÔ$ÉAÊ Û Ì2Ö$ËtÝ�Î¡Ï Û ÒQÕ�ÉAÊ`ËDÈ)ÎlÉ Û ÎOÈZÎ0Ò3ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � Ð�É²ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔAËWÎOÈZã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ Î�Ø0ËTÔ2ÌNÝ�ÎVÎlÉSÊZÝ�ÐlÈ Û í

ÒQÎ0ÑbÏ)Ì3ÐlÈ`ÏyË�÷VÉAËTÈ`ÏDÉSÊ Û Ì�È`ÎlÉ Û Î0È�ÉAÎ7ã`Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ3Î�Ø0ËTÔ�Ð0ÔAã Û ÉAÔ|ÐlÔSÕ
CW

íLÌNÚ Ð0Í�ËfÌ4Ó Ì Û È)ß C+Ó`ÐOÌ Û íLÍ�Î0È`È)ËTÍ�É Û Î0È`Ì
ÎlÒoë�á æ4ËTÑÙËTÝ�Ð0È çNó æ�Ë?Ñ [lõlöCñ�á

L7Ì Û È)ß�Ð�È`Ð�ÉSÓ)ÔSÐ0Ñ4Í�ÎOÈ`ÌNÉAÔSÓ`Í�É Û ÎOÈZãVÕ Mtá��:ÐlÈ)èOËDÐlÈ`Ï
æWá �)Í|Ê Û Í|è�ç[ó � �=[0õlöQñ�Ü)ÎOÈ)Ë�Í?Ð0ÈJÚ`ÔAËfÌNËTÈOÉ7Ð
Ì Û Ý�Ú)ÑYË�Ï¡ËfÌAÍ?Ô Û Ú¡É Û ÎOÈ�ÎlÒ`ÌAÓ`Í|Ê�ã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ�Ð0Ì�Ð²ã)Ó)È Ï¡ÑÙË$Î�Ø0ËTÔ�Ð

C∗
íLÐlÑYß0ËTã)ÔSÐ2Ð0È`Ï�Í?ÑYÐ0Ô Û ÒQÕtÉAÊ)Ë�Ê)Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ

Û È+Ø�Ð0Ô Û ÐlÈ`Í?Ë:Î0Ò�Í?Î0ÔSÔAËfÌNÚ�Î0È Ï Û È`ßyÊ Û ß0Ê)ËTÔ²Ì Û ß0È Ð�ÉAÓ`ÔAËfÌ?á
	�ÎOÔAËTÎ�Ø0Ë?Ô Û É Û Ì3Ú Î+ÌAÌ Û ã`ÑÙË$ÉAÎWÍ�ÎOÈ`ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉoÐWÌNÎWÍ?Ð0ÑÙÑYËTÏ·Í�ÑbÐ0ÌSÌ Û ÒQÕ Û È)ßWÌAÚ`Ð0Í?Ë"ÒQÎOÔ�Ð0ÑÙÝ�Î+Ì[É�� Ð�Éoã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ

ç^ÌAË?Ë�ó 	åæ�[XE0Ð�ö.Ü�ó 	æ�[XE�ãVöQñ�á
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� Æ��Æ��A/��7�7�8� � (*����� � 9 ��&'�a� �8(����!(<5;%=��#F& / � ��� (,/7�8� �+� 9
C∗

� ��& ��/457����� #!%�/-(,���`? 0<��� 
X/T�!� #
�V?��H� .=��� 
X?��:Ó)ËDÉSÎåó£ò é�	ô@[�ö�ÐlÈ
Ë?ÑYË?Ý�ËTÈOÉ

α ∈ K(M)
Î�ØOË?Ô²Ð�ÌAÝ�Î+Î0ÉAÊ�Ý�ÐlÈ Û ÒQÎOÑYÏ

M
Û Ì:Í?Ð0ÑÙÑYËTÏ

ÐlÈ ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ ��Ð�É�ã)Ó)È`Ï)ÑÙË Û Ò:ÒQÎOÔ�ÐlÈVÕ
ε > 0

ÉAÊ)ËTÔAË�ÐlÔSËZÉ[Ö�Î�Ø0ËfÍ�ÉSÎ0Ô�ã)Ó)È`Ï)ÑÙËfÌ
ξ, η

Ö Û ÉSÊ Ñ Û È)ËTÐ0Ô
Í�ÎOÈ)È)ËfÍ�É Û Î0È Ì ∇ξ, ∇η ÌAÓ`Í|ÊZÉAÊ`ÐlÉTä

D0á
α = ξ − η ∈ K(M)

Ü
W¡á ‖Θξ‖ < ε, ‖Θη‖ < ε

Ü¡Ö2Ê`Ë?ÔSË
ç WXW0ñ ‖Θ‖ = sup

x∈M
{‖Θx(X ∧ Y )‖ : ‖X ∧ Y ‖ ≤ 1},

ÐlÈ Ï
Θx(X ∧ Y ) = [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ]

Û Ì$ÉSÊ)Ë�Í�Ó)ÔSØ�Ð�ÉSÓ)ÔAËtÒQÎOÔAÝ Î0Ò�ÉSÊ)ËDÍ�ÎOÈ)È)ËTÍ�É Û Î0È ∇ á
Ç.Ò
α
Û ÌDÐlÈ ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ���Ð�ÉDã)Ó)È`Ï)ÑÙË�ÐlÈ Ï

β
Û ÌDÐXÉAÔ Û Ø Û ÐlÑ�ã)Ó`È`Ï¡ÑYË�ÉAÊ)ËTÈ

α ⊕ β Û ÌWÐ0ÑYÌAÎJÐ0È Ð0ÑÙÝ�Î+Ì[É
� ÐlÉWã`Ó)È`Ï¡ÑYË0á�æ Ê Û ÌtÝ�ËTÐlÈ Ì7ÉSÊ`Ð�ÉDÖ Û ÉAÊ)ÎOÓ¡ÉDÑÙÎ+ÌAÌtÎ0Ò"ß0ËTÈ)Ë?Ô|ÐlÑ Û É[Õ
ÎOÈ)Ë-ÍTÐlÈ�Í�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔ:ËTÑÙËTÝ-ËTÈ+ÉSÌ:ÒQÔAÎOÝ
K
Ö2Ê Û Í|Ê
Ð0ÔAËtÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉAËfÏ¶ãVÕXÔSËTÐ0ÑsØ0ËTÍ�ÉAÎOÔ2ã)Ó)È`Ï¡ÑYËTÌTá
ÇLÈyÎ0ÉAÊ)ËTÔ�Ö$Î0Ô|Ï)Ì�Ö�Ë$Í?Ð0È·Í�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔ4É[Ö$Î:ÌAË4C+Ó)ËTÈ`Í�ËfÌ4Î0Ò`Ø0ËfÍ�ÉSÎ0Ô3ã)Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ

ξ = {ξk}
ÐlÈ`Ï

η = {ηk}Ö Û ÉAÊJ×)÷¡ËTÏ
Í�ÎOÈ)È)ËfÍ�É Û Î0È Ì ∇1
k

ÐlÈ Ï ∇2
k

ÌNÓ Í|ÊXÉSÊ`Ð�É
ç W@JOñ

ξk = ηk ⊕ α,
dimα = d

Ü
dim ξk = nk

Ü
dim ηn = mk = nk − d

á
â7ÌSÌAÓ)Ý�Ë:ÉSÊ`Ð�É

ç Wlõ+ñ
lim
k→∞

‖Θi
k‖ = 0, i = 1, 2.

�VÎ Û È`ÌNÉAËfÐ0Ï�Î0Ò"Ð�ã)Ó)È`Ï)ÑÙË
α
Ö$Ë·ÌAÊ`Ð0ÑÙÑ3Í�Î0È Ì Û Ï¡Ë?ÔtÐ�×`È)ËTÔtÌNÉAÔSÓ`Í�ÉAÓ)ÔSË�È`Ð0Ý-ËTÑÙÕ�ÌAÎXÍ?Ð0ÑÙÑYËTÏÐlÑYÝ-Î+Ì[É

� ÐlÉ²ã)Ó)È`Ï¡ÑYË�ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔAËWÖ2Ê Û Í|Ê
Í�Î0È Ì Û Ì[É|Ì ÎlÒ�ÉAÊ)ËWÒQÎOÑÙÑYÎ�Ö Û È`ß`ä
D0á_�¡Ë4C+Ó)Ë?È Í�ËTÌWÎ0Ò$ã`Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ

ξ = {ξk}
ÐlÈ`Ï

η = {ηk}
Ö Û ÉAÊ�×)÷¡ËTÏ Í�ÎOÈ)È)ËfÍ�É Û Î0È Ì ∇1

k

Ð0È`Ï ∇2
kÌAÓ`Í|ÊXÉSÊ`Ð�É

ç WXE0ñ
lim
k→∞

‖Θi
k‖ = 0, i = 1, 2,

W¡á)â ÌAË4C+Ó)ËTÈ`Í�ËWÎ0Ò Û ÌNÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ�Ì
ç W �Oñ

fk : ξk ≈ ηk ⊕ α.æ Ê)Ë7ÌSÐlÝ�Ë²ã`Ó)È`Ï¡ÑYË
α
Ý�Ð�Õ�Ð0Ï)Ý Û É�ÌAË?ØOË?Ô|ÐlÑ`Ð0ÑÙÝ�ÎOÌNÉ � ÐlÉ"ã)Ó)È Ï¡ÑÙËtÌ[ÉSÔAÓ Í�ÉAÓ`ÔAËfÌ?á!� Ë:ÌSÐ�Õ�ÉSÊ`Ð�É�É[Ö�Î

ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � Ð�É2ã)Ó)È Ï¡ÑÙË·Ì[ÉSÔAÓ`Í�ÉAÓ)ÔSËTÌ

P = {α; ξ = {ξk,∇1
k}; η = {ηk,∇2

k}, f = {fk}}ÐlÈ Ï
′P = {′α; ′ξ = {′ξk,′∇1

k}; ′η = {′ηk,′∇2
k}; ′f = {′fk}},ÐlÔSË²Ë6COÓ Û Ø�ÐlÑYË?È+É Û Ò4ÎOÈ)Ë:ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉAÓ)ÔSË:ÍTÐlÈ¶ã�Ë:ÎOã¡ÉSÐ Û È`ËTÏ�ÒQÔSÎ0Ý ÉAÊ`Ë:Î0ÉAÊ)ËTÔ�ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔAË:ãVÕ�Ð·ÌNË6C+Ó)Ë?È`Í?Ë7Î0Ò

ÉAÊ`ËWÒQÎ0ÑYÑÙÎ�Ö Û È)ß-Î0Ú�Ë?Ô|Ð�É Û Î0È Ì?ä
D0á=�oÐOÌAÌ Û È`ßyÉSÎ¶Ð-ÌAÓ)ã`ÌAË4C+Ó)ËTÈ`Í�Ë 

W¡á��7Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕDÎlÒ�Ñ Û È)ËTÐ0ÔoÍ�Î0È`È)ËTÍ�É Û Î0È`Ì ∇1

k

ÐlÈ`Ï ∇2
k

Û ÈyÉSÊ)Ë2Í�ÑbÐ0ÌSÌ3ÎlÒ�Í?Î0È)È`ËTÍ�É Û ÎOÈ`Ì�Ö2Ê Û Í|Ê-ÌSÐ�É Û ÌNÒQÕ
ÉAÊ`Ë�Í�Î0È Ï Û É Û ÎOÈ`ÌDç WXE0ñ�Ü)ÐlÈ`ÏJÊ)ÎOÝ-Î0ÉAÎOÚ+Õ�Î0Ò Û ÌAÎ0Ý�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌNÝ�Ì

f = {fk}



J)áH�+É|Ðlã Û Ñ Û RTÐlÉ Û Î0ÈåÎ0Ò�ÐlÑYÑ�ã)Ó)È`Ï)ÑÙËfÌ?Ü�ÉAÊ Ð�É Û ÌTÜjÐ0Ï)Ï Û È)ßXÉAÔ Û Ø Û ÐlÑ3ã)Ó)È`Ï¡ÑYËTÌtã�ÎlÉSÊåÉAÎ
ξ = {ξk}

Ü
η =

{ηk}
Ü`Ð0È`ÏJÉAÎ

α
Ö Û ÉSÊ�È`Ð�ÉSÓ)Ô|ÐlÑ�Ë?÷+ÉSË?È`Ì Û Î0È
ÎlÒ�ÉAÊ`ËyÍ�ÎOÈ)È)ËTÍ�É Û Î0È`Ì ∇1

k

ÐlÈ`Ï ∇2
k

ÐlÈ Ï Û ÌAÎ0Ý�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌAÝ�Ì
f = {fk}

ÉSÎ¶Ï Û ÔAËfÍ�É²ÌNÓ`Ý�ÌTá



K-THEORY OVER C∗-ALGEBRAS
±�®

â²È�Ë4C+Ó Û Ø�ÐlÑYË?È`Í?Ë·Í�ÑbÐ0ÌSÌ:ÎlÒ"ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � ÐlÉtã`Ó)È`Ï¡ÑYË-ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉAÓ)ÔSËTÌ Û ÌtÍ?Ð0ÑÙÑYËTÏ�ÐlÈÐ0ÑÙÝ�Î+Ì[É � Ð�ÉWã)Ó)È`Ï)ÑÙË
Î0ÈåÉAÊ)Ë-Ý�ÐlÈ Û ÒQÎ0ÑbÏ

M
ásâ²Ý�Î0È)ßJÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � Ð�Étã)Ó)È`Ï)ÑÙËfÌtÐ¶ÉAÔ Û Ø Û ÐlÑ�ã)Ó)È`Ï¡ÑYË Û Ì:Ý�ÐlÔSè0ËTÏ
ÎOÓ¡É:Ö2Ê Û Í|Ê Û Ì

ÔSË?Ú)ÔSËTÌAË?È+ÉAËfÏ¶ãVÕ¶ÉSÊ)ËWÉAÔ Û Ø Û ÐlÑjÐ0ÑÙÝ�ÎOÌNÉ � Ð�É²ã`Ó)È`Ï¡ÑYË�Ì[ÉSÔAÓ Í�ÉAÓ`ÔAË

P0 = {α0; ξ0 = {ξ0
k,∇1,0

k }; η0 = {η0
k,∇2,0

k }, f0 = {f0
k}},Ö2Ê)ËTÔAËtÐlÑYÑ ã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ

α0 Ü ξ0
k

Ü
η0
k

ÐlÈ`Ï¶Í?Î0È)È`ËTÍ�É Û ÎOÈ`Ì ∇1,0
k

Ü ∇2,0
k

Ð0ÔAË2ÉSÔ Û Ø Û Ð0Ñ�Ð0È`Ï�ÉSÊ)Ë Û ÌAÎ0Ý�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌAÝ�Ì
f0
k

Ð0ÔAË Û Ï¡Ë?È+É Û Í?Ð0Ñ<á$æ Ê)ËÌAË�É¶Î0ÒDÐ0ÑÙÑ:ÐlÑYÝ-Î+Ì[É ��Ð�ÉXã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ Û Ì¶ËTÈ`Ï¡Î�Ö$ËTÏ'Ö Û ÉSÊ�ÉAÊ`ËåÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�É Û ÎOÈ'Î0Ò
Ï Û ÔAËfÍ�É2ÌNÓ`Ý P ⊕′ P ÜVÉAÊ)Ë:ÉAÔ Û Ø Û ÐlÑsã)Ó`È`Ï¡ÑYËtã�Ë Û È)ß-ÉAÊ`ËtÈ`Ë?Ó¡ÉSÔSÐ0Ñ�ËTÑÙËTÝ�Ë?È+ÉTá��VÎ·ÉAÊ`ËWÌAË�É V/ �7( af (M)

ÎlÒ
Ë4C+Ó Û Ø�ÐlÑYË?È`Í?Ë:Í?ÑYÐOÌAÌAËTÌ�ÎlÒ4Ð0ÑÙÝ�ÎOÌNÉ ��Ð�É2Ì[ÉSÔAÓ`Í�ÉAÓ)ÔSËTÌ"ÒQÎ0ÔSÝ�Ì�Ð·ÌNËTÝ Û ßOÔAÎOÓ)Ú¶Ö Û ÉAÊXÔSËTÌAÚ�ËTÍ�É$ÉAÎyÉAÊ)ËWÏ Û ÔAËfÍ�É
ÌAÓ)Ý
á`æ Ê)Ë�étÔAÎ0ÉAÊ)ËTÈ`Ï Û ËTÍ|è¶ßOÔAÎOÓ)Ú Û Ì²Ï¡ËTÈ)ÎlÉSËTÏZãVÕ Kaf (M)

á
� Æ���Æ�� & � � �8� 9 )������ � ���@� /A9;��� ��&'�a� �8( ����(a5;%=��#F& / �;?yæ Ê)ËåßOÔAÎOÓ)Ú`Ì V/ �7( af (M)

Õ Û Ë?ÑbÏ�Ð�ÒQÓ)È Í�ÉAÎOÔ
ÒQÔSÎ0Ý ÉAÊ)ËtÍ?Ð�ÉSË?ßOÎ0ÔSÕ�ÎlÒ

CW
í.ÌAÚ`ÐOÍ�ËTÌoÉAÎDÉSÊ)Ë:ÍTÐ�ÉAËTß0ÎOÔAÕ�Î0Ò4Ðlã�Ë?Ñ Û Ð0È�ß0ÔSÎ0Ó)Ú`ÌTá0æ Ê)ËTÔAË?ÒQÎ0ÔSË ÉAÊ)Ë:È`Ð�ÉSÓ)Ô|ÐlÑ

C+Ó)ËTÌNÉ Û Î0È'ÐlÔ Û ÌAËTÌ·Ðlã�Î0Ó¡É�Ë�÷ Û Ì[É Û È)ß�ÎlÒ7Í?ÑYÐOÌAÌ Û ÒQÕ Û È)ß�ÌAÚ`ÐOÍ�Ë¶ÒQÎOÔ-Ð0ÑÙÝ�Î+Ì[É � Ð�É-ã)Ó)È`Ï¡ÑYËTÌTáoæ Ê Û Ì·Ý�ËfÐlÈ`Ì
ÉAÊ Ð�É$ÉAÊ)ËTÔAËtÌNÊ)ÎOÓ)ÑbÏ¶ã�ËtÐ·ÌNÚ`ÐOÍ�Ë

BAF
Ö Û ÉSÊ¶×)÷¡ËTÏZÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � ÐlÉ�ã)Ó)È Ï¡ÑÙË

ξB = {ξBk }
Ü
ηB = {ηBk }

Ü
fBk : ξBk ≈ ηBk ⊕αB

ÌNÓ Í|Ê�ÉAÊ`ÐlÉ"ÐlÈVÕ·Ð0ÑÙÝ�ÎOÌNÉ � ÐlÉGã)Ó)È`Ï¡ÑYË
ξ = {ξk}

Ü
η = {ηk}

Ü
fk : ξk ≈ ηk⊕αÎ�Ø0ËTÔ

M
Í?Ð0ÈZã�Ë�Í�ÎOÈ`ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSËTÏZã+ÕZÐ�Í�Î0È+É Û ÈVÓ)ÎOÓ`Ì$Ý�Ð0Ú

ϕ : M → BAF
Ó)ÚZÉAÎ�Ê`Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ0á

B Û Ô|ÌNÉ7ÎlÒGÐlÑYÑ¸Ü Í�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔ7Ð¶Ï¡ËfÌAÍ?Ô Û Ú¡É Û ÎOÈJÎ0ÒGÐlÑYÝ-Î+Ì[É � Ð�É7ã`Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ:Ï¡Ó)Ë�ÉSÎåó � �=[0õ�ö3Ó Ì Û È)ß¶ÌAÚ ËfÍ Û ÐlÑ
ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔSÐ0Ñjß0ÔSÎ0Ó)Ú Ì?á

�GÓ¡É A =
∏∞
i=1 K+ Ü"Ö2Ê)Ë?ÔSË K+ = K+(H) = C ⊕ K(H)

Û Ì-ÉSÊ)ËÐ0ÑÙßOË?ã)Ô|ÐÎ0ÒWÍ?Î0Ý�Ú`ÐOÍ�É
Î0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0Ô|ÌoÖ Û ÉAÊZÐ0ÈZÐOÏ�ø[Î Û È)ËTÏ Û Ï¡ËTÈ+É Û Í?ÐlÑ�Î0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0Ô Û È�ÉSÊ)Ë�� Û ÑÙã�Ë?ÔAÉ ÌAÚ`ÐOÍ�Ë

H
á+æ Ê)ËWÐlÑYß0ËTã)Ô|Ð A Û Ì ÐÓ)È Û ÉSÐ0Ñ4ÌAÓ)ã`ÐlÑYß0ËTã)Ô|Ð Û ÈZÉSÊ)Ë�ÐlÑYß0ËTã)Ô|ÐyÎ0Ò�Ð0ÑÙÑjã�Î0Ó)È Ï¡ËTÏJÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0Ô|Ì

B(H)
Ü
H =

⊕∞
i=1 H

á
ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?ÔJÐðÌAË4C+Ó)ËTÈ`Í�Ë�ÎlÒ�ã)Ó)È Ï¡ÑÙËfÌ

ξ = {ξk}
Ü

dim ξk = nk
Ü$Ð0È`Ï�×)÷�Í?Î+ÎOÔSÏ Û È`ÐlÉAËÌAè0ËTÖ

Ú)ÔSÎ¡Ï¡Ó`Í�É|Ì Î0ÈJÉAÊ`Ëtã`Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ2ãVÕXÉAÔ|ÐlÈ`Ì Û É Û ÎOÈ¶ÒQÓ)È Í�É Û Î0È Ì

ϕkij(x) ∈ GL(nk ,C), x ∈ UijÒQÎ0Ô²Ð�Í|Ê`Ð0ÔNÉ²ÐlÉAÑbÐ0Ì
Ui.ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô·ÉAÊ`ËåÍ?ÐlÈ`Î0È Û Í?Ð0Ñ Û Ýyã�ËTÏ)Ï Û È)ß�Î0Ò

GL(nk ,C)
Û ÈðÉSÊ)Ë
ß0ÔSÎ0Ó)Ú

G(K+)
ÎlÒ Û ÈVØOË?ÔAÉ Û ã)ÑÙË

Ë?ÑYË?Ý�ËTÈOÉ|Ì?Ü ãVÕ�Ð0ÌSÌ Û ßOÈ Û È`ßðËTÐOÍ|Ê�Ý�Ð�ÉSÔ Û ÷
Φ ∈ GL(nk ,C)

ÉSÎ Û ÉSÌ�Ï Û ÐlßOÎ0È`Ð0Ñ7Ë?÷+ÉSË?È`Ì Û Î0È Û È�ÉAÊ)Ë
� Û ÑYã ËTÔNÉ7ÌAÚ`Ð0Í?Ë

H = Cnk ⊕ (Cnk )
⊥ Ð0Ì

ç W�Ilñ
Φ̃ =

(
Φ 0

0
½�Â
)
∈ K+(H).

æ Ê)ËTÈXÉSÊ)Ë�ÌNË6C+Ó)Ë?È`Í?Ë
ϕkij(x)

Ï¡Ë?×`È)ËTÌ$ÉSÊ)ËWÒQÓ)È`Í�É Û Î0È

ç W@]Oñ
Φij(x)

def
=

∞∏

k=1

ϕ̃kij(x) =




ϕ̃1
ij(x) 0 0 0 · · ·
0 ϕ̃2

ij(x) 0 0 · · ·
0 0

á á á
0 · · ·

0 0 0 ϕ̃kij(x) · · ·ááá ááá ááá ááá á á á



∈ G(A).

ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô�ÉSÊ)Ë`C+Ó)Î0É Û Ë?È+É"ÐlÑYß0ËTã)ÔSÐ Q def
= A/A0

ÜOÖ2Ê)Ë?ÔSË A0 ⊂ A
Í?Î0È`Ì Û ÌNÉSÌGÎlÒsË?ÑYË?Ý�Ë?È+ÉSÌ

x ∈ A Ü
x = {xi ∈ K+} Ü)ÌNÓ`Í|ÊZÉAÊ Ð�É
ç W0ôOñ

lim
i→∞

‖xi‖ = 0.



± 
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	�Ë?É
Φij(x) ∈ Q ã ËJÉSÊ)Ë Û Ý�ÐlßOËXÎlÒ7ÉAÊ)Ë
Ë?ÑYË?Ý�ËTÈOÉ

Φij(x)
áGæ Ê)Ë?È {Φij(x)} Û Ì�ÐåÒ^ÐlÝ Û ÑYÕïÎlÒÉAÔ|ÐlÈ Ì Û É Û Î0ÈZÒQÓ)È`Í�É Û Î0È`Ì ÒQÎOÔ²Ð-ã)Ó)È`Ï¡ÑYË

ξQ
Î�ØOË?Ô$ÉAÊ`Ë�ÐlÑYß0Ë?ã`ÔSÐ Q áÇ.Ò3ÉAÊ)ËtÒQÓ)È`Í�É Û Î0È`Ì

ϕkij(x)
ÌSÐ�É Û ÌNÒQÕ�ÉAÊ)Ë�Í?Î0È`Ï Û É Û ÎOÈZÎ0Ò�Ð0ÑÙÝ�ÎOÌNÉ � Ð�É²ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔSË0ÜVÉAÊ Ð�É Û Ì?Ü

ç�JX[Oñ
lim
k→∞

sup
x,y∈Uij

‖ϕkij(x)− ϕkij(y)‖ = 0,

ÉAÊ`Ë?È�ÉAÊ`Ë�ÒQÓ)È`Í�É Û Î0È`Ì
Φij(x)

Ï¡Î0È � É·Ï¡ËTÚ ËTÈ`Ï�Î0È�ÉSÊ)ËXÐlÔSß0Ó`Ý-ËTÈ+É
x ∈ X á�æ Ê Û ÌDÝ�ËTÐ0È`ÌDÉSÊ`Ð�É�ÉSÊ)Ëã)Ó)È Ï¡ÑÙË

ξQ
Û Ì � Ð�Éfá

æ�Î�Ð0È Û È`Ï Û Ø Û Ï)Ó`ÐlÑ2ã)Ó`È`Ï¡ÑYË
α
Î0È)ËåÍTÐlÈ Ð0ÌSÌ Û ß0ÈðÉAÊ)Ë�ã`Ó)È`Ï¡ÑYË

αQ
Î�Ø0Ë?Ô Q ÜoãVÕðÏ¡Ë�× È Û È`ß�ÉAÊ)ËÌAË4C+Ó)Ë?È Í�Ë

α̃ = {αk}
Ü
αk = α

Ü�ÐlÈ`Ï
αQ

def
= α̃Q

á
ë²Î�ÖDÜ�Í�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔ7ÐlÈÐ0ÑÙÝ�Î+Ì[É ��Ð�É:ã`Ó)È`Ï¡ÑYË0Ü ÉAÊ`ÐlÉ Û Ì?Ü�ÌNË6C+Ó)Ë?È`Í?ËTÌ

ξ = {ξk}
Ð0È`Ï

η = {ηk}
Ö Û ÉAÊ

×)÷¡ËTÏZÉSÔSÐ0È`Ì Û É Û Î0ÈXÒQÓ)È`Í�É Û Î0È`Ì
ϕk,sij (x), x ∈ Uij , s = 1, 2,

ÒQÎ0Ô²Ð�Í|Ê`Ð0ÔNÉ²ÐlÉAÑbÐ0Ì
Ui
ÌAÓ`Í|ÊZÉAÊ`ÐlÉ

ç�J�Dfñ
lim
k→∞

sup
x,y∈Uij

‖ϕk,sij (x) − ϕk,sij (y)‖ = 0, s = 1, 2,

ÐlÈ ÏZÐ�ÌAË4C+Ó)ËTÈ`Í�ËWÎlÒ Û ÌAÎ0Ý�ÎOÔAÚ)Ê Û ÌAÝ�Ì
ç�J�W0ñ

fk : ξk ≈ ηk ⊕ α.
	�Ë?É

ϕk,1ij (x) ∈ GL(nk ,C)
Ü
ϕk,2ij (x) ∈ GL(mk ,C)

Ü
nk = mk + d

á 	4Ë�É�ÉAÊ)Ë
ã)Ó`È`Ï¡ÑYË
α
ã�Ë

Ï¡Ë?×`È)ËTÏJãVÕ�ÉSÊ)ËWÉAÔ|ÐlÈ`Ì Û É Û Î0ÈZÒQÓ)È`Í�É Û ÎOÈ`Ì
ψij(x) ∈ GL(d,C)

á æ Ê)ËTÈJÉAÊ)Ë�Ï Û ÔSËTÍ�É²ÌAÓ)Ý
ζk = ηk ⊕ αÊ`ÐOÌ$ÉAÔ|ÐlÈ`Ì Û É Û ÎOÈXÒQÓ`È`Í�É Û ÎOÈ`Ì

χij(x) ∈ GL(nk,C)
ÎlÒ�ÉAÊ)ËWÒQÎOÑÙÑYÎ�Ö Û È)ß-ÒQÎ0ÔSÝ

ç�JXJOñ
χij(x) =

(
ϕk,2ij (x) 0

0 ψij(x)

)
.

æ�Ó)ÔAÈ Û È)ßÉAÎÉAÊ)Ë
ÐlÑYß0ËTã)ÔSÐ Q Î0È`ËXÊ`ÐOÌ�ÉSÊ)ÔAËTËXã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ
ξQ
Ü
ηQ

Ð0È`Ï
ζQ

Ð0È`Ï�ÉAÊ`Ë Û ÌNÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ
F : ξQ → ζQ

Ü�ß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËfÏðãVÕ'ÉAÊ)Ë�ÌNË6COÓ`Ë?È`Í?Ë�ç�JXWOñ�á � ÈîÉSÊ)ËåÎlÉSÊ)Ë?ÔXÊ`ÐlÈ`ÏîÉSÊ)Ëåã)Ó`È`Ï¡ÑYË
ζQ

Û Ì
Û ÌNÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û Í7ÉAÎ�ÉSÊ)Ë�Ï Û ÔAËfÍ�É²ÌAÓ)Ý Î0Ò

ηQ
ÐlÈ`Ï

αQ
Ü

ç�J0õ+ñ
ξQ

F≈ ζQ ≈ ηQ ⊕ αQ.æ Ê)ËDÌAËTÍ�ÎOÈ`ÏZã)Ó)È`Ï¡ÑYË Û Ì²Ï¡Ë�× È)ËTÏZãVÕ¶ÉAÊ`ËWÉAÔ|ÐlÈ`Ì Û É Û ÎOÈXÒQÓ`È`Í�É Û ÎOÈ`Ì
Ψij(x)

Ü

ç�J�E0ñ
Ψij(x) =

∞∏

k=1

ψ̃ij(x) =




ψ̃ij(x) 0 0 0 · · ·
0 ψ̃ij(x) 0 0 · · ·
0 0

á á á
0 · · ·

0 0 0 ψ̃ij(x) · · ·ááá ááá ááá ááá á á á



.

� Æ��4Æ��^��� � &>/ �����4� 9 � 9$.����a��(,� � ) ��� �����8������� /\� 9$.F���
. /7� �8���!����(*%=��/��+� 9 �!&'�:���8(�����(:5;%=��#F& / �;?
L7Ì Û È)ß�ÉAÊ)Ë·Ï¡ËTÌSÍ�Ô Û Ú)É Û Î0È�Ðlã�Î�Ø0ËWÎ0È`Ë�Í?ÐlÈ
ÎOã¡ÉSÐ Û È�Ð�Ì Û Ý�Ú)ÑYËyÐlÈ ÏZËTÑÙËTßOÐ0ÈOÉ2Ú)ÔSÎVÎlÒ�ÎlÒ�ÉAÊ`ËDÊ)Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ
Û È+Ø�Ð0Ô Û ÐlÈ`Í?Ë2ÎlÒsÉAÊ`Ë7Ê Û ß0Ê)ËTÔ"Ì Û ßOÈ`Ð�ÉSÓ)ÔAË2Î0Ò�ÐlÈ¶ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � ÐlÉ"ã)Ó)È`Ï)ÑÙËOÜ0Ö2Ê Û Í|Ê¶Ö Ð0Ì�×`Ô|ÌNÉ"ËTÌNÉSÐ0ã)Ñ Û ÌAÊ)ËTÏ-ãVÕ
â�ásò�Î0È)È)ËfÌ?Ü 	�á étÔAÎOÝ�Î�Ø¶ÐlÈ`Ï ��á�	åÎOÌSÍ�Î�Ø Û Í Û ç[ó�ò é�	åô@[löCñ�á

ë7Ð0Ý�Ë?ÑYÕ0Ü Û Ò
α
Û Ì·Ð0ÈðÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � ÐlÉ·ã)Ó)È Ï¡ÑÙËZÉAÊ`Ë?È�ÉSÊ)ËXã`Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ

ξQ
ÐlÈ Ï

ηQ
Û È ç�J0õ+ñ�Ð0ÔAË � Ð�É

ã)Ó)È Ï¡ÑÙËfÌWÎ�Ø0ËTÔ²ÉAÊ`Ë�Ð0ÑÙßOË?ã)Ô|Ð Q á�� Û È`Í�Ë-ÉAÊ`Ë-ã`Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ
ξQ

Ð0È`Ï
ηQ

ÐlÔSË � ÐlÉTÜsÉSÊ)ËyÒQÎOÑÙÑYÎ�Ö Û È)ßZÊ Û ßOÊ)Ë?Ô
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Ì Û ßOÈ`Ð�ÉSÓ)ÔAËfÌ ÐlÔSËtÊ`Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ Û ÈVØ�ÐlÔ Û ÐlÈ+ÉTä

ç�J �Oñ
signx(M) ∈ K∗Q(

�¿
)⊗Q,

signy(M) ∈ K∗Q(
3¿

)⊗Q,

x = chQ(ξQ) ∈ H∗(M ; K∗Q(
3¿

)⊗Q),

y = chQ(ηQ) ∈ H∗(M ; K∗Q(
3¿

)⊗Q).
�²ËTÈ`Í�ËtÉSÊ)ËDÊ Û ß0Ê)ËTÔ²Ì Û ß0È`ÐlÉAÓ)ÔSË

ç�JFIlñ signz(M) ∈ K∗Q(
3¿

)⊗Q,

z = chQ(αQ) ∈ H∗(M ; K∗Q(
3¿

)⊗Q),Û Ì2ÐlÑbÌNÎ�Ê)ÎOÝ-Î0ÉAÎOÚ+Õ Û ÈVØ�ÐlÔ Û Ð0ÈOÉfá
ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô$ÉSÊ)ËDÊ)Î0Ý�ÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ

ç�JX]Oñ
θ : K∗(M)→ K∗Q(M),

Ö2Ê Û Í|ÊåÐ0ÌSÌNÎ¡Í Û ÐlÉAËTÌ2ÉAÎXÐ�× È Û ÉSË·Ï Û Ý�Ë?È`Ì Û Î0È`Ð0Ñ�ã)Ó)È`Ï)ÑÙË
α
ÉSÊ)Ë�ã)Ó)È Ï¡ÑÙË

αQ
Î�Ø0ËTÔ2ÉAÊ`ËyÐlÑYß0ËTã)ÔSÐ Q á`ÇLÈÉAÊ`ËDÚ`ÐlÚ�Ë?Ô�çNó ���=[lõ Ü=�GÔAÎOÚ Î+Ì Û É Û Î0È-J)á E�öQñ Û É²Ö Ð0Ì2ÌAÊ)Î�Ö2ÈZÉAÊ`ÐlÉ

ç�JOôOñ
K∗A(

3¿
) =

∞∏

k=1

Z, K∗Q(
�¿

) =
( ∞∏

k=1

Z
)
/J,

Ö2Ê)ËTÔAË
J =

∑∞
k=1 Z

áV� Û Ý Û ÑbÐlÔSÑÙÕ�Î0È)Ë�ÍTÐlÈïÌNÊ`Î�Ö ÉAÊ Ð�ÉDÉAÊ`Ë¶Ê)Î0Ý�ÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝ ç J@]Oñ:ÒQÎOÔ
M =

3¿
Ý�ÐlÚ`Ì$ÉSÊ)ËDß0ÔSÎ0Ó`Ú

K∗(
3¿

) = Z
ãVÕ�ÉAÊ)ËWÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑbÐ

çQõ�[Oñ
θ(a) =

[ ∞∏

k=1

a
]
∈
( ∞∏

k=1

Z
)
/J.

�²ËTÈ`Í�ËWÉSÊ)ËDÊ)ÎOÝ-ÎOÝ�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌNÝ
çQõ^Dfñ

θ ⊗Q : K∗(M)⊗Q→ K∗Q(M)⊗Q
Û ÌJÐ'Ý�Î0È)ÎOÝ�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌNÝ
á æ Ê Û Ì�Í?Î0Ý�Ú)ÑYË�ÉSËTÌZÉAÊ)Ë�Ú)ÔSÎVÎlÒ�Î0ÒyÉAÊ`Ë�Ê)ÎOÝ�ÎlÉAÎOÚVÕ Û ÈVØ�ÐlÔ Û Ð0È`Í�Ë�ÎlÒyÊ Û ßOÊ)Ë?Ô
Ì Û ßOÈ`Ð�ÉSÓ)ÔAËfÌ�ÒQÎ0Ô²ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � Ð�É²ã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ2Ì Û È`Í?Ë
çQõFW0ñ

signz(M) = θ(signu(M)),
Ö2Ê)ËTÔAË

u = ch(α)
á

� Æ���Æ�� / ���a/;(*�8��� � ��� � (*�8%��7( ���!�a� 9��;& ��� � � 9 )���� � � ���@� /H9;�!� �!&'�:���8( ����(N57%=� #F&>/��7?Dâ7ÑÙÝ�ÎOÌNÉ ��Ð�É�ã`Ó)È¡í
Ï¡ÑYËTÌ çQÖ Û ÉAÊ`Î0Ó¡É�×)÷¡ËTÏ·ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � ÐlÉ�ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉAÓ)ÔSËfñ�ÐlÔSË"Ó)È`Ñ Û è0ËTÑÙÕWÉSÎ:ã�Ë2Í�Î0È Ì[ÉSÔAÓ`Í�ÉAËfÏ�Ó`Ì Û È`ß:ÐtÍ�ÑbÐ0ÌSÌ Û ÒQÕ Û È)ß
ÌAÚ`Ð0Í?Ë²Ì Û È`Í�Ë ÉSÊ)Ë?Õ-Ï¡Î�È)Î0ÉoÒQÎ0ÔSÝ ÐWÊ)ÎOÝ�ÎlÉAÎOÚVÕDÒQÓ)È`Í�ÉAÎ0Ôfá � È-ÉSÊ)Ë²ÎlÉSÊ)Ë?ÔoÊ ÐlÈ`ÏjÜ+ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ���Ð�É"ã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ
Ö Û ÉAÊJ×)÷¡ËTÏ
ÐlÑYÝ�ÎOÌNÉ � Ð�É7ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉAÓ)ÔSËDÍ?ÐlÈ
ã�ËDÔAËTÚ)ÔSËTÌAË?È+ÉAËfÏXãVÕ¶ÉSÊ)Ë Û È+ØOË?Ô|ÌNË Û Ý�Ð0ß0ËDÎ0Ò�Ð�Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì
Ý�ÐlÚ Û È+ÉAÎ�ÐÍ?ÑYÐOÌAÌ Û ÒQÕ Û È)ßÌAÚ`Ð0Í?Ë0á�â2Í�ÉSÓ`ÐlÑYÑÙÕOÜ Û É�Ö$ÐOÌyÌAÊ)Î�Ö2ÈðÐlã�Î�Ø0Ë¶ÉAÊ`ÐlÉ-Ö Û ÉAÊ'ËTÐ0Í|Ê�Ð0ÑÙÝ�Î+Ì[É � Ð�É
ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔAËtÉSÊ)Ë?ÔSË Û Ì2ÐOÌAÌAÎ¡Í Û Ð�ÉAËfÏXÐ-Ú`Ð Û Ô2Î0Ò � ÐlÉ²ã)Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ

ξQ
ÐlÈ Ï

ηQ
Î�Ø0Ë?Ô$ÉSÊ)ËDÐlÑYß0Ë?ã`ÔSÐ Q ÐlÈ`ÏJÐlÈ

Û ÌNÎOÝ-ÎOÔAÚ`Ê Û ÌAÝúÎlÒ Q í¸ã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌ
çQõ�JOñ

F : ξQ → (ηQ ⊕ αQ) .
æ Ê)Ë�Ú)ÔSËTÌAË?È`Í?Ë·Î0Ò � ÐlÉ�ã)Ó)È`Ï)ÑÙËfÌ

ξQ
ÐlÈ Ï

ηQ
ÐlÈ`ÏÉAÊ)Ë Û ÌAÎ0Ý�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌNÝ

F
Í?Ð0È�ã�Ë Û È+ÉSË?ÔSÚ)ÔAË?ÉAËfÏ

Ó`Ì Û È`ß�Ý�ÐlÚ`Ì Û È+ÉAÎðÍ?ÑYÐOÌAÌ Û ÒQÕ Û È)ß�ÌAÚ`Ð0Í?ËTÌTá�ë:ÐlÝ�Ë?ÑYÕ0Ü"ÉAÊ)Ëåã`Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ
ξQ

ÐlÈ`Ï
ηQ

Ð0ÍTÍ�Î0Ô|Ï Û È)ß�ÉAÎ�ÉAÊ)Ë
Ï¡Ë?×`È Û É Û Î0È�Ê`Ð�ØOË�ÉSÊ)Ë7ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)Ô|ÐlÑ)ßOÔAÎOÓ)Ú

G(Q)
ÜOÖ2Ê Û Í|Ê�Í�ÎOÈ`Ì Û ÌNÉSÌoÎ0ÒjÐ0ÑÙÑ Û ÈVØ0ËTÔNÉ Û ã`ÑÙË2ËTÑÙËTÝ-ËTÈ+ÉSÌoÎ0Ò�ÉSÊ)Ë

ÐlÑYß0ËTã)Ô|Ð Q á�ÇLÈ�Î0ÉAÊ)ËTÔDÖ�ÎOÔSÏ`Ì?ÜsÖ$Ë�ÍTÐlÈ�Í�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔ:ÉSÊ)Ë�ã)Ó)È Ï¡ÑÙËfÌ ξQ Ð0È`Ï
ηQ

Ð0ÌWÎOÈ)Ë�íLÏ Û Ý�Ë?È`Ì Û ÎOÈ`ÐlÑ
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ã)Ó)È Ï¡ÑÙËfÌ�Î�Ø0ËTÔ�ÉAÊ`Ë
Ð0ÑÙßOË?ã)Ô|Ð Q Ü�Ö Û ÉSÊðÉSÊ)ËJ×`ã�Ë?Ô Q áGæ Ê`Ë?ÔSË�ÒQÎ0ÔSË¶ÉSÊ)Ë
ã)Ó)È`Ï)ÑÙËfÌ-Ð0ÔAË
Í�ÑbÐ0ÌSÌ Û ×`ËfÏïãVÕÍ�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì7Ý�Ð0Ú`Ì2ÒQÔSÎ0Ý ÉSÊ)Ëyã`ÐOÌNË
M

Û È+ÉAÎXÉAÊ)Ë�Í�ÑbÐ0ÌSÌ Û ÒQÕ Û È)ß¶ÌNÚ Ð0Í�Ë
BG(Q)

áH� Û È`Í�Ë·ÉAÊ`Ëyã)Ó)È Ï¡ÑÙËfÌ
ξQ
Ð0È`Ï

ηQ
Ð0ÔAË � Ð�ÉfÜ�Ö�Ë$ÌNÊ)ÎOÓ)ÑbÏDÉSÐ0è0Ë$Ð0Ì�ÉAÊ)Ë Í�ÑbÐ0ÌSÌ Û ÒQÕ Û È)ß:ÌAÚ`Ð0Í?Ë"È)Î0É

BG(Q)
Ü�ã)Ó¡É

BĜ(Q)
Ü�Ö2Ê)ËTÔAË

Ĝ(Q)
Û Ì4ÉAÊ)Ë ÌAÐ0Ý�ËGß0ÔSÎ0Ó)Ú

G(Q)
Ö Û ÉAÊ·Ï Û ÌSÍ�ÔSË�ÉSËoÉAÎOÚ ÎOÑÙÎOß0Õ0á�æ Ê)Ë Û Ï¡ËTÈ+É Û É[ÕtÝ�Ð0Ú

ι : Ĝ(Q)→ G(Q)Û Ì2Í�Î0È+É Û ÈVÓ)ÎOÓ`Ì?Ü¡Ö2Ê Û Í|Ê Û È Ï¡Ó`Í�ËfÌ ÉAÊ`ËDÈ`Ð�ÉSÓ)ÔSÐ0Ñ�Í�ÎOÈOÉ Û ÈVÓ)ÎOÓ`Ì$Ý�ÐlÚ
ÎlÒ�Í�ÑbÐ0ÌSÌ Û ÒQÕ Û È)ß�ÌAÚ`Ð0Í?ËTÌ
çQõOõ+ñ

Bι : BĜ(Q)→ BG(Q).
	�Ë?É

çQõFE0ñ ⊕ : BG(Q)×BG(Q)→ BG(Q)
ã�ËZÉSÊ)Ë
Ý�ÐlÚ'ÉAÊ`ÐlÉ�Í?Î0ÔSÔAËfÌNÚ�Î0È Ï)Ì�ÉSÎïÏ Û ÔSËTÍ�É¶ÌNÓ)Ý ÎlÒ7ã)Ó`È`Ï¡ÑYËTÌTáGæ Ê)Ë?È'ÉAÊ)Ë�ã`Ó)È`Ï¡ÑYËTÌ

ξQ
ÐlÈ`Ï

ηQÍ?Ð0È�ã�Ë�ÔAËTÚ)ÔSËTÌAË?È+ÉAËfÏÐ0Ì Û ÈVØ0Ë?Ô|ÌAË Û Ý�Ðlß0ËfÌtÎlÒ"ÉSÊ)Ë�Í?Ð0È)Î0È Û Í?Ð0Ñ�� Ð�É Q í¸ã)Ó`È`Ï¡ÑYË ÊQ Î�Ø0ËTÔ7ÉSÊ)Ë¶ÌNÚ Ð0Í�Ë
BĜ(Q)

ãVÕZÍ?Î0È+É Û ÈVÓ)Î0Ó Ì�Ý�Ð0Ú`Ì

fξ, fη : M → BĜ(Q),
çQõ �Oñ

ξQ = f∗ξ (ÊQ), ηQ = f∗η (ÊQ).
çQõ=Ilñ

� Û È`Í�Ë�ÉSÊ)Ë¶ã)Ó`È`Ï¡ÑYË
ÊQ

Û ÌDÉSÊ)Ë Û ÈVØOË?Ô|ÌNË Û Ý�Ð0ß0Ë�ÎlÒ ÉSÊ)Ë¶Í?Ð0È)Î0È Û Í?Ð0Ñoã)Ó)È`Ï)ÑÙË
EQ

Î�Ø0ËTÔ
BG(Q)Ö Û ÉAÊ
ÔAËfÌNÚ�ËTÍ�É ÉAÎ�ÉAÊ`ËDÝ�Ð0Ú

Bι
Ü

çQõ�]Oñ
ÊQ = B∗ι (EQ),

ÉAÊ`ËDÚ)ÔAËfÌNËTÈ`Í�ËWÎ0Ò4ÉAÊ`Ë Û ÌAÎ0Ý�Î0ÔSÚ)Ê Û ÌAÝ çQõXJ+ñ$Ý�ËTÐlÈ Ì$ÉAÊ`ÐlÉ2ÉAÊ)ËDÝ�ÐlÚ Ì
çQõ+ôOñ

M
fξ−→BĜ(Q)

Bι−→BG(Q)
ÐlÈ Ï
ç E@[Oñ

M
fη×fα−→ BĜ(Q)×BG(K+)

Bι×θ−→BG(Q)×BG(Q)
⊕−→BG(Q)

ÐlÔSËWÊ)Î0Ý�Î0ÉAÎ0Ú Û Í0á
æ Ê)Ë
Í�ÑbÐ0ÌSÌ Û ÒQÕ Û È`ß�ÌAÚ`Ð0Í?Ë

BG(Q)
Û Ì-Ï)Ë�ÉAËTÔAÝ Û È)ËTÏðÓ)È Û C+Ó)Ë?ÑYÕïÓ)Ú'ÉAÎ Ê)Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ�Ë4C+Ó Û Ø�ÐlÑYË?È`Í?Ë0á

æ Ê)ËTÔAË?ÒQÎ0ÔSË Û É Û ÌZÐlÚ)Ú`ÔAÎOÚ)Ô Û Ð�ÉSË
ÉAÎ'ÔAËTÚ)ÑYÐOÍ�Ë
ÉSÊ)Ë�ÌAÚ`Ð0Í?Ë
BG(Q)

ãVÕðÉSÊ)ËÊ)ÎOÝ�ÎlÉAÎOÚVÕðË4C+Ó Û Ø�ÐlÑYË?È+É
ÌAÚ`Ð0Í?Ë:ÉSÊ`Ð�É Û Ì$ÉAÊ`ËDÓ)È Û Î0È
ÎlÒ�É[Ö�Î�Ý�ÐlÚ)Ú Û È)ß�Í?Õ+Ñ Û È`Ï¡Ë?Ô|Ì

ç E Dfñ B̃G(Q)
def
= (BG(Q) ∪(Bι,0) ([0, 1]×BĜ(Q)))

∪(⊕·(Bι×θ),0)([0, 1]× (BĜ(Q) ×BG(K+))),
ÐlÈ ÏXÔSË?Ú)ÑbÐ0Í?ËtÉAÊ)ËDÝ�ÐlÚ Ì

Bι
Ð0È`Ï ⊕ · (Bι × θ) ãVÕ�ÉAÊ)Ë Û Ýyã�ËTÏ`Ï Û È`ßOÌ

ç EXW0ñ i0 = (
½�Â
, 1) : BĜ(Q) ↪→ ((0, 1]×BĜ(Q)) ⊂ B̃G(Q),

i1 = (
½�Â
, 1) : (BĜ(Q)×BG(K+)) ↪→

((0, 1]× (BĜ(Q)×BG(K+))) ⊂ B̃G(Q).
ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô$ÉSÊ)Ë�ÌNÚ Ð0Í�ËWÎ0Ò3Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì Ú`ÐlÉAÊ`Ì

ç E@JOñ
BAF

def
= Γ(BĜ(Q); B̃G(Q); (BĜ(Q)×BG(K+))),

ÉAÊ Ð�É7Í�ÎOÈ`Ì Û ÌNÉSÌ Î0Ò3ÐlÑYÑ�Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì Ú`ÐlÉAÊ`Ì
ç Elõ+ñ

γ : [0, 1]→ B̃G(Q),
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ÉAÊ Ð�É7ÌNÉSÐlÔAÉ Û ÈJÉSÊ)Ë�ÌNÓ`ã`ÌNÚ Ð0Í�Ë
B̂G(Q)

Ü¡ÉAÊ Ð�É Û ÌTÜ
ç EXE0ñ

γ(0) ∈ BĜ(Q) =
½ �

i0,

ÐlÈ Ï¶×`È Û ÌAÊ Û ÈJÉAÊ`Ë�ÌNÓ)ã ÌNÚ`ÐOÍ�Ë
(BĜ(Q)×BG(K+))

Ü¡ÉSÊ`Ð�É Û ÌTÜ
ç E �Oñ

γ(1) ∈ (BĜ(Q)×BG(K+)) =
½ �

i1.
�"ÐOÍ|ÊXã)Ó)È Ï¡ÑÙË

α
Ü)ËTÈ`Ï¡Î�Ö$ËTÏ¶Ö Û ÉAÊ�Ð0ÑÙÝ�ÎOÌNÉ � Ð�É7ÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔSËtÍ?Î0ÔSÔAËfÌNÚ�Î0È`Ï`ÌGÉSÎ�Ð�Í?Î0È+É Û ÈVÓ)Î0Ó`Ì$Ý�ÐlÚ

ÒQÔSÎ0Ý
M
ÉSÎ·ÉSÊ)ËDÌNÚ Ð0Í�Ë

BAF
á¡ÇLÈ`Ï¡ËTËTÏjÜ¡Ì Û È`Í?ËtÉAÊ)ËWÝ�ÐlÚ`ÌWç^õOôOñ�ÐlÔSË�ç E![+ñGÊ`Î0Ý�ÎlÉSÎ0Ú Û ÍlÜ+ÉAÊ`ËWÍ?Î0Ý�Ú�Îlí

Ì Û É Û ÎOÈ`Ì
i0 · fξ

ÐlÈ Ï
i1 · (fη × fα)

ÐlÔSËyÐlÑbÌNÎ�Ê`Î0Ý�ÎlÉSÎ0Ú Û Ílá Ç.É²ÒQÎ0ÑYÑÙÎ�Ö²Ì2ÉAÊ`ÐlÉ7ÉAÊ`Ë?ÔSË Û Ì:Ð¶Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì
Ý�ÐlÚ
ç E�Ilñ

Φ : M × [0, 1]→ B̃G(Q),
ÒQÎ0Ô2Ö2Ê Û Í|Ê
Î0È`ËtÊ Ð0Ì
ç E@]Oñ

Φ(x, 0) = i0fξ(x), Φ(x, 1) = i1(fη × fα)(x).
æ Ê Û Ì2Ý�ËTÐ0È`Ì$ÉAÊ`ÐlÉ ÉAÊ)ËDÝ�ÐlÚ

Φ
Û È`Ï)Ó`Í�ËfÌ²Ð-Ý�Ð0Ú

ç E0ôOñ
Φ̃ : M → BAF

ãVÕ�ÉAÊ`ËWÒQÎ0ÔSÝyÓ)ÑbÐ
ç��X[Oñ

Φ̃(x)(t) = Φ(x, t), x ∈M ; t ∈ [0, 1].
ò�Î0ÈVØOË?Ô|ÌNËTÑÙÕOÜ0ÉSÊ)Ë�ÌAÐ0Ý�Ë:ÒQÎOÔAÝ·Ó)ÑbÐJç �@[+ñ�Ï)Ë�×`È)ËfÌ É[Ö$Î·Ê)ÎOÝ�ÎlÉAÎOÚ Û Í:Ý�Ð0Ú`Ì

ç���Dfñ Φ(x, 0) : M → BĜ(Q),

Φ(x, 1) : M → (BĜ(Q)×BG(K+)),
Ö2Ê Û Í|Ê Û ÈîÉAÓ)ÔSÈ�Ï¡Ë�× È)Ë�Ð ��Ð�ÉXÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔAË
ÎOÈðÉSÊ)Ë�ã)Ó)È`Ï)ÑÙË�ßOË?È)ËTÔSÐlÉAËTÏðãVÕïÉAÊ)Ë�Ý�Ð0Ú)Ú Û È)ß�ÎlÒtÉAÊ)Ë
ÌAËTÍ�ÎOÈ`ÏJÍ�Î0Ý�Ú�Î0È)ËTÈ+É Î0Ò�ÉSÊ)ËDÝ�ÐlÚ

Φ(x, 1)
á

	�ÎOÔAËTÎ�Ø0Ë?ÔfÜlÎOÈ¶ÉAÊ`ËtÌAÚ`Ð0Í?Ë
BAF

ÉSÊ)Ë?ÔSË Û Ì Ðyã`Ó)È`Ï¡ÑYË0ÜVÉSÊ)Ë Û ÈVØ0ËTÔSÌAË Û Ý�Ðlß0Ë:ÎlÒ4Ö2Ê Û Í|ÊZÓ)È`Ï¡ËTÔ�ÉSÊ)Ë
Ý�ÐlÚ)Ú Û È)ß�ç*ElôOñ$Í?Î Û È`Í Û Ï¡ËTÌ Ö Û ÉAÊJÉSÊ)Ë�� Ð�É²ã`Ó)È`Ï¡ÑYË�Ï¡ËTÌSÍ�Ô Û ã ËfÏZÐ0ã Î�ØOË0á

ë²Î�Ö Ö$Ë¶Í?ÐlÈ�Ï)ËTÌSÍ�Ô Û ã�Ë�Ê)Î0Ý�Î0ÉAÎ0ÚVÕ�Ú)ÔAÎOÚ ËTÔNÉ Û ËfÌDÎlÒ$ÉAÊ`ËZÌAÚ`Ð0Í?Ë
BAF

Ó`Ì Û È)ßåÌ[É|ÐlÈ`Ï`ÐlÔ|Ï �¡Ë?ÔSÔAË
×`ã)Ô|Ð�É Û ÎOÈ`ÌTá�	�Ë�É2Ó`Ì7Ï¡Ë?È)Î0ÉAËWãVÕ

ç���W0ñ p0 : BAF → BĜ(Q),

p1 = (p′1 × p′′1 ) : BAF → (BĜ(Q)×BG(K+))
É[Ö$ÎWÌNÉSÐ0È`Ï)Ð0ÔSÏyÝ�Ð0Ú`Ì3ÉAÊ Ð�ÉoÉSÐ0è0Ë$ËTÐOÍ|Ê·Ú`ÐlÉAÊ

γ ∈ BAF
ÉAÎ Û ÉSÌ Û È Û É Û ÐlÑ¡ÎOÔ�×`È`ÐlÑ¡Ú�Î Û È+ÉSÌoÖ Û ÉAÊ-ÔSËTÌAÚ ËfÍ�É

ÉAÎ-ÉSÊ)Ë�Í�ÎOÈ`Ï Û É Û Î0È`ÌDç*E@E0ñ Ð0È`Ï ç E �+ñ�á)æ Ê)Ë�Í?Î0Ý·ã Û È`ËTÏZÝ�Ð0Ú
ç��XJOñ

p = (p0 × p1) : BAF→ BĜ(Q)× (BĜ(Q)×BG(K+))

Û Ì�ÉSÊ)Ë �¡Ë?ÔSÔAËo× ã)ÔSÐlÉ Û Î0È�Ö2Ê`ÎOÌAËG×`ã�Ë?Ô Û Ì4ÉAÊ`Ë�ÑYÎVÎ0ÚyÌAÚ`Ð0Í?Ë
V = Ω(B̃G(Q)) ≈ Ω(BG(Q)) ≈ G(Q)

á
� ÈZÉAÊ)ËDÎ0ÉAÊ)ËTÔ2Ê`ÐlÈ`ÏJÍ�ÎOÈ`Ì Û Ï¡ËTÔ²ÐlÈ)Î0ÉAÊ)ËTÔ �VË?ÔSÔAËt×`ã`ÔSÐlÉ Û Î0È

ç��0õ+ñ
p̃ = (p0 × p′1) : BAF

Γ0−→BĜ(Q)×BĜ(Q),

Ö2Ê)Î+ÌNË·×`ã�Ë?Ô Û Ì7ÉSÊ)Ë�ÌNÚ Ð0Í�Ë
Γ0 = Γ(x0; B̃G(Q);BG(K+))

Î0Ò�Ú`ÐlÉAÊ`Ì Û ÈÉSÊ)Ë�ÌNÚ`ÐOÍ�Ë
B̃G(Q) ≈

BG(Q)
Ü)ÉAÊ Ð�É7ÌNÉSÐlÔAÉ7Ð�É7Ð-×`÷VËfÏJÚ Î Û È+É

x0
ÐlÈ ÏX× È Û ÌAÊ Û È
ÉSÊ)Ë�ÌAÚ`Ð0Í?Ë

BG(K+)) ⊂ B̃G(Q)
á`æ Ê)Ë
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ÌAÚ`Ð0Í?Ë
Γ0

Û Ì$ÒQÎOÑ Û Ð�ÉSËTÏZãVÕ¶ÉAÊ`ËDÚ)ÔAÎ0ø[ËTÍ�É Û Î0È
ç���E0ñ

p′1 : Γ0
V−→BG(K+),

ÉAÊ`ËW×`ã ËTÔ²ã�Ë Û È)ß-ÉAÊ)Ë�ÌAÚ`Ð0Í?ËWÎlÒ�ÑYÎVÎ0Ú`Ì
V = Ω(BG(Q)) ≈ G(Q)

i0⊂ Γ0
á

� ��
 
�� ��� ��. / �������7/ �7( ���!�����
	��a� ��. ���a��(,� �����<( �Q(�.�/<� ��� �8( �!��(��a� � � ��� �X?
ÇLÈDÎlÉSÊ)Ë?Ô�Ö�ÎOÔSÏ`ÌjÉAÊ`Ë Û Ï¡Ë?È+É Û Í?Ð0Ñ0Ý�ÐlÚ`Ú Û È`ß²ÎlÒ

Γ0
Û Ì�Ê)ÎOÝ-Î0ÉAÎOÚ Û ÍoÉAÎ

ϕ : Γ0 → G(Q)
Ü
ϕ◦i0 ∼

½�Â�á
� ���6� 9;?yæ Ê)Ë·ÌNÉSÐlÉAËTÝ-ËTÈ+É7ÎlÒoÉSÊ)Ë·ÑYË?Ý�Ý�Ð Û Ì7Ë6C+Ó Û Ø�Ð0ÑÙËTÈOÉ:ÉAÎ�ÉSÊ)Ë Û È�ø[ËfÍ�É Û Ø Û É[ÕJÎ0ÒoÉAÊ)Ë·Ê)Î0Ý�ÎOÝ-ÎOÔNí

Ú)Ê Û ÌAÝ ç�JX]Oñ
θ : K∗(M)→ K∗Q(M),

Ö2Ê Û Í|ÊJÉSÐlèOËTÌ2Ð-×`È Û ÉSË�Ï Û Ý�ËTÈ`Ì Û Î0È ÐlÑ�ã)Ó`È`Ï¡ÑYË
α
ÉAÎ�ÉSÊ)ËDã)Ó)È Ï¡ÑÙË

αQ
Î�Ø0Ë?Ô$ÉSÊ)Ë�ÐlÑYß0ËTã)ÔSÐ Q á)ÇLÈJÒ^Ð0Í�ÉTÜÑYË�Éyç�JX]Oñ�ã�Ë Û È�ø[ËfÍ�É Û ØOË0á ò�Î0È Ì Û Ï¡Ë?Ô ÉSÊ)ËDã)Ó)È Ï¡ÑÙË

ξ
Î�Ø0ËTÔ�ÉSÊ)Ë�ÌAÚ`Ð0Í?Ë

Γ0
ß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËfÏ¶ãVÕ¶ÉSÊ)ËWÝ�ÐlÚ)Ú Û È)ß

ç���E0ñ�á)æ Ê)Ë?È
θ(ξ)

Û Ì$ÉSÊ)ËDã)Ó)È`Ï)ÑÙËDÎ�ØOË?Ô$ÉAÊ)Ë�Ð0ÑÙßOË?ã)Ô|Ð Q ß0Ë?È`Ë?Ô|Ð�ÉAËfÏ¶ãVÕ¶ÉSÊ)ËDÝ�ÐlÚ)Ú Û È)ß
ç�� �Oñ

i′1 · p′1 : Γ0 → BG(K+) ⊂ B̃G(Q).
æ Ê Û Ì�Ý�ÐlÚ`Ú Û È`ß Û ÌyÊ)Î0Ý�ÎlÉSÎ0Ú Û Í·ÉAÎ�ÉSÊ)ËXÍ?Î0È`ÌNÉSÐ0ÈOÉ�Ý�Ð0Ú)Ú Û È)ßåÐ0ÌWÉSÊ)ËXÌAÚ`Ð0Í?Ë

Γ0 = Γ(x0;BG(Q);

BG(K+))
Û ÌWÉSÊ)ËXÌAÚ`Ð0Í?Ë-Î0Ò$Ú Ð�ÉAÊ Ì Û È�ÉSÊ)Ë¶ÌAÚ`Ð0Í?Ë

B̃G(Q) ≈ BG(Q)
ÉSÊ`Ð�É·ÌNÉSÐ0ÔNÉ�ÐlÉ�ÉAÊ)Ë�×`÷VËfÏ

Ú�Î Û ÈOÉ
x0
Ð0È`Ï-×`È Û ÌNÊ Û È�ÉAÊ)Ë:ÌNÓ)ã ÌNÚ`ÐOÍ�Ë

BG(K+)) ⊂ B̃G(Q)
á0Ç.ÉGÒQÎOÑÙÑYÎ�Ö²Ì3ÉAÊ Ð�É"Ö$Ë²Í?Ð0È-Ý�Ð0Ú�ËTÐ0Í|Ê

Ú`ÐlÉAÊ
γ
ÉAÎ�ÐlÈ Û ÈOÉSË?ÔSÝ�ËTÏ Û Ð�ÉSËtÚ�Î Û È+É

γ(t)
Ü
0 ≤ t ≤ 1

ç Û È�Í�Î0È+ÉSÔSÐOÌ[É$ÉAÎ-ÉAÊ`ËDË?È`ÏZÚ Î Û È+É
γ(1)

Û ÈJÉAÊ)Ë
Ý�ÐlÚ)Ú Û È)ß�ç � �OñAñ�á

ò�Î0ÈVØOË?Ô|ÌNËTÑÙÕOÜ)Ð0ÌSÌNÓ)Ý�ËyÉAÊ`ÐlÉ7ÉAÊ`ËyÝ�ÐlÚ)Ú Û È)ß
p′1
Û Ì:Ê)Î0Ý�Î0ÉAÎ0Ú Û ÍWÉSÎZÐZÍ�Î0È Ì[É|ÐlÈ+É7Ý�ÐlÚ)Ú Û È)ß á 	4Ë�É

ξã�ËyÐ-ã)Ó)È`Ï¡ÑYË�Î�ØOË?Ô
M

ÌAÓ`Í|ÊJÉAÊ Ð�É
θ(ξ)

Û Ì2ÉAÔ Û Ø Û ÐlÑ¸á`æ Ê)ËDã)Ó)È Ï¡ÑÙË
ξ
Û Ì2ß0ËTÈ)Ë?Ô|Ð�ÉSËTÏZã+ÕXÉAÊ)ËDÝ�Ð0Ú)Ú Û È)ß

q : M → BG(K+))
ÐlÈ`Ï
ÉSÊ)Ë�ã)Ó`È`Ï¡ÑYË

θ(ξ)
Û Ì7ß0ËTÈ)Ë?Ô|Ð�ÉSËTÏJãVÕ

i′1 · q : M → B̃G(Q)
á�� Û È Í�Ë�ÉSÊ)Ë

ã)Ó)È Ï¡ÑÙË
θ(ξ)

Û ÌGÉAÔ Û Ø Û ÐlÑ¸ÜlÉSÊ)Ë7Ý�ÐlÚ`Ú Û È`ß
i′1 · q

Û Ì�Ê)ÎOÝ-Î0ÉAÎOÚ Û Í$ÉSÎ·Ð�Í?Î0È`ÌNÉSÐ0È+É"Ý�ÐlÚ)Ú Û È)ß áOæ Ê Û Ì"Ý�ËfÐlÈ`Ì
ÉAÊ Ð�É ÉAÊ)ËDÊ`Î0Ý�ÎlÉSÎ0ÚVÕ

F (x, t)
Ü
x ∈M Ü

0 ≤ t ≤ 1
Ü¡Ï¡Ë?×`È)ËfÌ$ÉAÊ)ËWÝ�ÐlÚ)Ú Û È)ß

F̃ : M → Γ0
Ü)Ð0È`ÏXÉAÊ)Ë

Í�ÎOÝ�Ú Î+Ì Û É Û Î0È
p′1 · F̃

Û Ì2Ë4C+Ó`Ð0ÑsÉAÎ
q
á�ò�Î0È`ÌAË4C+Ó)ËTÈ+ÉAÑYÕ0Ü

q
Û Ì Ê)ÎOÝ�ÎlÉAÎOÚ Û Í7ÉSÎ�Ð-Í?Î0È`ÌNÉSÐ0È+É Ý�Ð0Ú)Ú Û È)ß`á

	�Ë?É
ξ
ã�Ë·Ð�ã)Ó`È`Ï¡ÑYË-ÌAÓ`Í|Ê
ÉAÊ Ð�É7ÉSÊ)Ëyã`Ó)È`Ï¡ÑYË

θ(ξ)
Û Ì2ÉSÔ Û Ø Û Ð0Ñ4Î�Ø0ËTÔ2ÉAÊ`Ë·ÐlÑYß0ËTã)Ô|Ð Q Ü {Ui} ã�Ë-ÐÍ|Ê`Ð0ÔNÉ7ÐlÉAÑbÐ0Ì²Ð0È`Ï {ϕij(x) ∈ G(K+)} ã�ËDÉAÔ|ÐlÈ Ì Û É Û Î0È
ÒQÓ)È Í�É Û Î0È Ì²ÎlÒ�ÉSÊ)Ë�ã)Ó)È Ï¡ÑÙË ξ á�� Û ÉAÊ)ÎOÓ¡É:ÑYÎOÌSÌ

ÎlÒ�ß0Ë?È`Ë?Ô|ÐlÑ Û É[ÕJÖ�Ë�Í?Ð0ÈÐ0ÌSÌAÓ)Ý�Ë�ÉAÊ Ð�ÉDÐlÑYÑ�ÉSÔSÐ0È`Ì Û É Û ÎOÈ�ÒQÓ)È`Í�É Û Î0È`ÌWÐlÔSËyÓ`È Û É|ÐlÔSÕ0Ü�ÉAÊ Ð�É Û ÌTÜ {ϕij(x) ∈
U(K+)} á�æ Ê)ËDÉAÔ Û Ø Û ÐlÑ Û É[ÕZÎ0Ò3ÉSÊ)Ëyã`Ó)È`Ï¡ÑYË θ(ξ) Ý�ËTÐ0È`Ì2ÉSÊ`Ð�É7ÉAÊ)ËTÔAË-ÐlÔSËWÒQÓ)È`Í�É Û ÎOÈ`Ì hi(x) ∈ U(Q)ÌAÓ`Í|ÊXÉSÊ`Ð�É
ç��FIlñ

[ϕij(x)] = hi(x)h−1
j (x), x ∈ Uij .

æ Ê)Ë�ËTÑÙËTÝ�Ë?È+É
hi(x) ∈ U(Q) = (

∏
k U(K+))/(

∑
k U(K+))

ÍTÐlÈ�ã�Ë�ÔSËTÐlÑ Û R?ËTÏ
ÐOÌ7Ð�Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì
ÌAËTÍ�É Û ÎOÈ Û ÈXÉSÊ)ËWß0ÔSÎ0Ó)Ú

(
∏
k U(K+))

Î0Ò4ÉSÊ)ËtÒQÎ0ÔSÝ
hki (x) ∈ U(K+)

á)æ Ê)ËWÍ�ÎOÈ`Ï Û É Û Î0È�ç ��I0ñ�ÍTÐlÈZã Ë
Ö2Ô Û ÉAÉAË?È�ÐOÌ
ç��X]Oñ

lim
k→∞

‖ϕij(x)hkj (x) − hki (x)‖ = 0.

� È)Ë�Í?Ð0ÈÓ`ÌAËyÉSÊ)Ë�Ì[É|ÐlÈ`Ï`ÐlÔ|Ï�ÉAËfÍ|Ê)È Û C+Ó)Ë·Î0ÒGÉAÊ`Ë:L7ÔAÕ¡ÌAÎ0Ê)È�ÑÙËTÝ�Ý�ÐXÒQÎ0ÔWË?÷+ÉSË?È`Ì Û Î0ÈÎ0Ò�Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì
ÒQÓ)È`Í�É Û Î0È`ÌTá`â7È`ÏjÜ¡ÒQÎOÔ²Ð-ÌAÓ�¶Í Û Ë?È+ÉSÑÙÕZÑYÐ0ÔAßOË

k
Ü¡Ö$ËDÍ?Ð0ÈJÏ¡Ë?ÒQÎ0ÔSÝ ÉSÊ)ËWÒQÓ)È`Í�É Û ÎOÈ`Ì

hi(x)
ÉAÎ�ÒQÓ`È`Í�É Û ÎOÈ`Ì

h̃i(x)
ÌNÓ Í|ÊXÉSÊ`Ð�É

ç��OôOñ
ϕij(x) = h̃i(x)h̃−1

j (x), x ∈ Uij .
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CW
� � � �X� /1� ��( �8� �6����&>?
� ���6� 9;?yâ²ÈÐ0ÑÙÝ�Î+Ì[É � ÐlÉtÌNÉAÔSÓ`Í�ÉSÓ)ÔSË Û Ì:Ï¡Ë�× È)ËTÏ�ãVÕ
Ð¶Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì2Ý�Ð0Ú)Ú Û È)ß

f : M → BAF
á

� Û È`Í�ËZÉAÊ`ËJÍ?Î0Ý�Ú Î+Ì Û É Û Î0È
p · f : M → BĜ(Q) × BĜ(Q)

Î0Ò²ÉAÊ`ËZÚ)ÔSÎlø[ËfÍ�É Û ÎOÈ�ç��lõVñyÐ0È`Ï
f
Û Ì

Ê)ÎOÝ-Î0ÉAÎOÚ Û Í¶ÉAÎ�Ð�Í?Î0È`ÌNÉSÐ0È+É·Ý�ÐlÚ)Ú Û È)ßÒQÎ0Ô�ÐÌ Û Ý-Ú`ÑÙÕ�Í?Î0È)È)ËfÍ�ÉSËTÏðÌAÚ`ÐOÍ�Ë
M
Ü3ÉSÊ)ËZÝ�Ð0Ú)Ú Û È)ß

f
Û Ì

Ê)ÎOÝ-Î0ÉAÎOÚ Û ÍyÉAÎ
ÐZÝ�Ð0Ú)Ú Û È)ß Û È+ÉAÎ
Ð�× ã ËTÔ
Γ0
ájæ Ê)Ë�ÑbÐ�ÉAÉAË?Ô Û ÌtÝ�Ð0Ú)Ú�ËTÏ Û È+ÉAÎZÉAÊ)Ë�ÌAÚ`Ð0Í?Ë

BG(K+)ãVÕ¶Ý�ËTÐ0È`Ì ÎlÒ
p′1
ÉSÊ`Ð�É Û Ì²ÐlÑbÌNÎ-Ê)ÎOÝ-Î0ÉAÎOÚ Û Í:ÉSÎ¶Ð-Í?Î0È`ÌNÉSÐ0È+É Ý�Ð0Ú)Ú Û È)ß`á
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� fÁ�Å^¾s¿�
�� ��ÅQ¿�� �Æ�½�À���	)¿TÁ � ��Æ-ÇLÈ¶ÉSÊ)ËWÚ`ÐlÚ�Ë?ÔWó â �=[�E�ö_	ïá¡â$É Û Õ+ÐlÊ
ÐlÈ`ÏJé-á��VË?ß+ÐlÑsÊ`Ð�Ø0ËtÍ�ÎOÈ`Ì Û ÏVí
Ë?ÔSËTÏ¶Ò^ÐlÝ Û Ñ Û ËTÌ$ÎlÒVB)ÔSËTÏ¡Ê)ÎOÑÙÝúÎOÚ ËTÔSÐlÉAÎOÔSÌ�Ú`ÐlÔ|ÐlÝ�Ë?ÉAÔ Û RTËTÏ�ãVÕ�Ú�Î Û ÈOÉ|Ì$ÎlÒ�Ð-Í�ÎOÝ-Ú Ð0Í�É2ÌAÚ`Ð0Í?Ë

K
Ö2Ê Û Í|Ê

ÐlÔSË·Í?Î0È+É Û ÈVÓ)Î0Ó Ì Û È�ÐXÉAÎOÚ ÎOÑÙÎOß0Õ
Ö$ËTÐlèOË?Ô:ÉAÊ`Ð0ÈåÉSÊ)Ë�Ó)È Û ÒQÎ0ÔSÝ ÉAÎ0Ú�Î0ÑYÎ0ßOÕ0Ü Û á Ë0ásÉSÊ)Ë�È)Î0ÔSÝ ÉAÎOÚ ÎOÑÙÎOß0Õ
Û ÈZÉSÊ)Ë�ÌAÚ`Ð0Í?ËtÎ0Ò�ã�Î0Ó)È Ï¡ËTÏJÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0Ô|Ì

B(H)
Û È�Ð:M$Ð0È`Ð0Í|ÊJÌNÚ Ð0Í�Ë

H
á

æ Ê)ËTÔAË?ÒQÎ0ÔSË0Ü Û É Û Ì Û ÈOÉSË?ÔSËTÌNÉ Û È)ßDÉSÎ�ËTÌNÉSÐ0ã)Ñ Û ÌAÊ-Ö2Ê`Ë�ÉAÊ`Ë?ÔGÉSÊ)Ë:Í?Î0È`Ï Û É Û ÎOÈ`Ì?Ü+Í|Ê`ÐlÔ|Ð0Í�ÉAËTÔ Û R Û È)ß:Ò^ÐlÝ Û Ñ Û ËTÌ
ÎlÒ�B)ÔSËTÏ¡Ê`Î0ÑYÝìÎ0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0Ô|Ì?Ü�ÒQÔAÎOÝ ÉAÊ`ËJÚ ÐlÚ�Ë?Ô�ó â �=[�Efö²Ú)ÔSËTÍ Û ÌAË?ÑYÕ�Ï¡ËTÌSÍ�Ô Û ã�ËJÉAÊ)Ë
Ò^Ð0Ý Û Ñ Û ËfÌ�ÎlÒ�B)ÔSËTÏVí
Ê)ÎOÑÙÝ Î0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉAÎOÔSÌ:Ö2Ê Û Í|Ê ÒQÎ0ÔSÝ Ð+B)ÔSËTÏ¡Ê`Î0ÑYÝ Î0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0ÔWÎ�Ø0ËTÔ:ÉSÊ)Ë

C∗
í.Ð0ÑÙßOË?ã)Ô|Ð A = C(K)

ÎlÒ ÐlÑYÑ
Í�ÎOÈ+É Û È+Ó`Î0Ó`Ì�ÒQÓ)È`Í�É Û Î0È`Ì²Î0È

K
á

Ç.É Û ÌGÈ`ÎlÉ$ÌAÓ)Ú)Ú�ÎOÌAËTÏ�ãVÕ·ÉAÊ)ËWÐlÓ)ÉAÊ)ÎOÔSÌoÎ0ÒjÉAÊ)Ë:Ú`ÐlÚ�Ë?Ô:ó â��=[XE�ö ÉSÊ`Ð�É ÐlÈ�Î0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0ÔGÎ�ØOË?Ô A ÐOÏ¡Ý Û É|ÌÉAÊ`Ë�Ð0Ï�ø[Î Û È+É2Î0Ú�Ë?Ô|Ð�ÉSÎ0Ô Î0Ô Û ÈJÉAÊ)Ë Û Ô ÉSË?ÔSÝ Û È)ÎOÑÙÎOß0Õ0Ü¡Í?Î0È+É Û ÈVÓ Û É[ÕXÎlÒ3ÉAÊ)Ë�ÐOÏ�ø[Î Û È+É$Ò^Ð0Ý Û ÑYÕ0á
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