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JT-ТЕОРИЯ НА КАТЕГОРИИ БЕСКОНЕЧНЫХ КЛЕТОЧНЫХ 
КОМПЛЕКСОВ 

Основная цель работы заключается в вычислении когомологиче­
ских операций в Z-теории modp и операций из обычной теории кого-
мологий в Я-теорию. 

Предложенный метод основан на распространении Z-теории на кате­
горию бесконечных комплексов, что позволяет применять спектральные 
последовательности типа «бар-конструкции». 

Введение 

Как известно, классическая Z-теория строится для конечных клеточ­
ных комплексов. Для локально конечных клеточных комплексов, т. е. 
комплексов с конечными остовами, М. Атья (*), (2) предложил рассмат­
ривать группы У£(Х) как обратный предел по остовам, Ж(Х) = 
= ИтК(Хп). Однако вычисления группы У£(Х) затруднено тем обстоя-

<— 
тельством, что каждый раз приходится проверять, точна ли когомологи­
ческая последовательность пары (X, F ) , которая в общем случае неточна 
[см. (*>)]. 

М. Атья предложил и другой подход к построению i^-теории для ло­
кально конечных комплексов. Именно, согласно Дж. Милнору класси­
фицирующее пространство BU бесконечномерной унитарной группы U 
является гомотопическим коммутативным кольцом (см. Дополнение). 
Поэтому можно определить функтор к(Х) = [X, BU]0 со значениями в 
категории коммутативных колец. Из результатов Д. Пуппе (6) вытекает, 
что этот функтор определяет обобщенную теорию когомологий на катего­
рии локально конечных комплексов. 

Вычисления группы к(Х) естественным образом приводят к рассмот­
рению топологии в кольце к(Х), индуцированной некоторой возрастающей 
фильтрацией в пространстве X. Эта топология, вообще говоря, неотдели­
ма. Когда фильтрация в пространстве X задана остовами, то можно пока­
зать, что Ж(Х) I {0} (лемма 1.1). 

Спектральные последовательности, которые являются основным ин­
струментом для изучения когомологий, сходятся, как правило, к обратно­
му пределу относительно фильтрации, т. е. в нашем случае к группам 
Ж(Х). Поэтому необходимо изучать оба функтора Ж (X) и к(Х) и связь 
между ними. 

Во многих ситуациях имеет место равенство к(Х) = Ж(Х). Мы даем 
эффективно проверяемые необходимые и достаточные условия для ра-
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венства к(Х) = Ж(Х) в терминах характера Черна (теорема 3.2) и в 
терминах спектральной последовательности М. Атья и Ф. Хирцебруха (тео­
рема 3.3). В частности, для /с-теории modp имеет место равенство 
к*(Х, Zp) = Ж*(Х, Zp). Далее, используя те же критерии, мы даем по­
ложительный ответ на вопрос М. Атья и Ф. Хирцебруха (2) о совпадении 
групп CW* (BG) и к* (BG) для любой компактной группы Ли G. 

В § 3 исследуется вопрос о сильной сходимости спектральной последо­
вательности М. Атья и Ф. Хирцебруха (теоремы 3.4 и 3.4/). 

Особое внимание заслуживают когомологические теории, приведенные 
по модулю р. Из результатов § 3 вытекает, что любую теорию /г(Х, Zp), 
определенную на категории конечных комплексов, можно продолжить до 
теории когомологий на категории локально конечных комплексов, поло­
жив h(X, Zp) = limh(Xn, Zp), где Хп — конечные подкомплексы, X = 
= U Хп. При этом продолжении переносятся все вычислительные методы, 
в частности, спектральная последовательность, индуцированная любой 
фильтрацией, сильно сходится. 

В работе Дж. Адамса и Г. Уолкера (4) приведен пример двух комплек­
сов X и Y (причем Y — не локально конечный комплекс) и такого отоб­
ражения / : Х-> У, что / гомотопно отображению в точку на каждом 
остове, но не гомотопно отображению в точку на всем комплексе Х- Мы 
приводим примеры такого отображения, когда Y = BU. Существование 
таких отображений в точности означает, что к(Х) ф УС(X). 

Эффективным методом вычисления /с-функтора расслоенных прост­
ранств оказалась спектральная последовательность, индуцированная 
фильтрацией Милнора, являющейся геометрической реализацией бар-
конструкции. Именно, если Е ->- X — локально тривиальное G-расслое-
ние, где G « QX — группа Милнора пространства X, то существует муль­
типликативная спектральная последовательность, сильно сходящаяся к 
кольцу к*(Е, Zp), а член Ег равен cotorfe*(Gzp) (k*(F, Zp), к*(*, Zp)) 
(теоремы 9.1 и 9.2). 

Мы вычисляем ^-функтор от комплексов Эйленберга — Маклейна 
К (л, п). Например, JC*(k(Z, и)) = 0 , п > 3, №(K(Z, 2 л + 1)) = z 7 z , 
№(К{Ъ, 2га + 1)) = 0 . Здесь Z — пополнение группы Z по всем ее под­
группам. Вычисление групп k*(K(Z, n)) можно проводить по индукции, 
начиная с тг — 3. Этот метод приводит к следующей алгебраической за­
даче (см. § 5): вычислить гомологии коалгебры А = Zp[[t]] с диаго­
налью t-+t®l-{-t®t-\-l®i. Трудность вычисления заключается в том, 
что коалгебра А не имеет естественной градуировки, согласованной с 
диагональю, и имеет бесконечное число образующих. 

Результаты о группах к*(К(п,п)) позволяют вычислить /с-функтор от 
убивающих пространств локально конечных комплексов. Например, мы 
показываем, что естественное отображение BU(2n,..., оо) -+BSU инду­
цирует мономорфное отображение k*(BSU) ->- k*(BU(2n,..., ос)) на всю­
ду плотное подкольцо (см. § 7). 
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§ 9 посвящен вычислению кольца когомологических операций в &-тео-
рии mod p и алгебры стабильных операций. 

Результаты § 4, § 8, § 9, а также теоремы 1.1, 3.3, 3.4, 3.4', 3.5 полу­
чены В. М. Бухштабером. 

Результаты § 5, § 6 и теорема 3.2 получены А. С. Мищенко. 
Основные результаты этой работы опубликованы в тезисах докладов 

топологической конференции [см. (28) ] . 
В работе принята независимая нумерация в каждом параграфе, при­

чем теоремы нумеруются отдельно от следствий и лемм. 

§ 1. Функтор [,F] 
Обозначим через W категорию локально конечных комплексов и их 

непрерывных отображений; через Wo — категорию комплексов с отмечен­
ной точкой и непрерывных отображений, сохраняющих отмеченную 
точку. 

Произвольное топологическое пространство V определяет на категории 
W функтор [ , V] со значениями в категории множеств, где [ , V] — 
множество гомотопических классов непрерывных отображений. Если в про­
странстве V отмечена точка, то аналогично определяется функтор [ , V]o 
на категории W0. 

Как показал Пуппе [(6), теорема 6.2], для любой пары пространств 
Y cz X с отмеченными точками существует последовательность прост­
ранств и отображений (с отмеченными точками) 

YXx-ixi)CY-+SiY-+SiX-+Si(X\JCY)-+... 
i i 

(где CY обозначает ,приведенный конус над пространством Г), обладаю­
щая следующим свойством: функтор [ , V]0, где V — произвольное 
пространство с отмеченной точкой, переводит эту последовательность в 
точную последовательность множеств. При этом последовательность 

является точной последовательностью групп. Группа [б^Г, V]0 естествен­
ным образом определяется как группа операторов на множестве 
[X У CY, V]Q. При этом прообразом любого элемента множества [X, V]o 

г 

при отображении /* является некоторая орбита относительно действия 
группы операторов в множестве [X \j CY, V]0 [см. (6), § 4, пп. 3,5]. Как 

г 

известно, фактор-пространство X/ Y также принадлежит категории WQ 
[см. (7), § 8]. Если пара пространств (X, Y) e WQ., TO естественная проек­

ция X (J CY-+X U CY I CY = X/ Y является гомотопической эквива-
i i 

лентностью [см. (6), теорема 2]. Заметим, что если пространство X явля­
ется группой или кольцом в категории гомотопических типов, то после­
довательность 

[F, V]0+-[X, V]o+-[X/Y, 7 ] o « - . . . 
является точной последовательностью групп, колец, соответственно. 
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В дальнейшем, если специально не будет оговорено, в функторе 
[ , У]0 комплекс У будет предполагаться группой в категории гомото­
пических типов. 

Любая возрастающая фильтрация подкомплексами {Хп} в пространст­
ве X задает в группе [X, У]0 топологию (вообще говоря, неотделимую); 
именно, окрестностями нуля считаются группы Кег {[X, У]о-*- [Хп, У]о}. 
Если отображение комплексов /: X -> Y согласовано с фильтрациями, то 
оно индуцирует непрерывный гомоморфизм топологических групп /*: 
[F,F]o->[X,F] 0 . 

Положим 
hm{xn)[X,V]0 = lim[Xn,V]0; 

если Хп — ^-мерные остовы, то индекс {Хп} мы будем опускать. В группе 
lim{Zn}[X, У] о аналогичным образом определяется топология (которая 
уже будет отделимой), причем естественный гомоморфизм я : [X, У]о-> 
->- lim{Xn}[X, У]о является непрерывным. Пусть X = [} Хп. 

ЛЕММА 1.1. Гомоморфизм, я является эпиморфизмом, а Кег я равно 
замыканию нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а е lim {хп} [X, У]0. Элемент а является 
последовательностью 

{an; an e [Хп
х У]0, C-ian = an- i}, 

где in". Хп a Xn+1 — вложение. Пусть {/п} — представители элементов 
ап, fn- ХП->У, fn°in-± гомотопно / n - i . По теореме Борсука [см. (7), § 5 
(/) ] существует такое отображение gn'. Хп ->- У, что gn ~ /n, gn ° in-\ = 
= /n-i. Применяя индукцию по числу тг, строим такое отображение g: 
X-v У, что я([#]) = а. Второе утверждение очевидно. 

Пусть (У)п Д (У) n-i — последовательность «убивающих» прост­
ранств комплекса У и расслоений со слоем R(jtn-i(V), п — 2) [см. (8)]. 
Из работы (9) вытекает, что пространства (V)n являются комплексами, 
а расслоения локально тривиальны. 

ЛЕММА 1.2. Пусть дана такая последовательность отображений {фп: 
Х-»- (У)п), что фп ~ /п+1°Фп+1. Тогда все отображения фп гомотопны 
отображению в точку. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим в пространстве X фильтрацию по 
остовам {Хп}, п = О,1, Обозначим через Я;'. X/X*-^X/X i + 1 естест­
венные проекции. Мы покажем, что для каждого i существует последова­
тельность отображений {фп, г- Х/Х1 ->- (У)п} такая, что фп, о = Фп, 
Фп, г ~ fn+i ° Фп+i, г, cpn+i ~ фп, г+1Я*. Тогда будем иметь: 

фп = фп, 0 ~ фп, 1-Я! ^ фп, 2-Я2-Я1 ^ . . . , 

а в этом случае легко построить такое отображение g: CX-> (У)п, что 
g | X = фп. 

Построим теперь для каждого i такие последовательности отображений 
{фп,*: Х/Х*->(У)п}. Строить мы их будем индукцией по i. Для i — 0 
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такая последовательность уже существует по условию. Построим по пос­
ледовательности {фп, г) последовательность {фп, i+i}. Рассмотрим отобра­
жения <pn,i- Х/Х{-+ (V)n при тг > £ + 2 . Поскольку (V)n гг-связно, то 
имеет место коммутативная диаграмма 

/ \ 
х/х*-*х/хи1 

По точной последовательности Пуппе для пары (Xi+i / X' czX IX1) 

[Х/Х\ (V)n]0+-[X/X<+*, (V)n]o+-[SX<«/X*, (F)„]0 

заключаем, что с точностью до гомотопии существует только одно такое 
отображение /г, для которого фп, % ~ /г-яг-. Представитель этого гомотопи­
ческого класса мы и возьмем за фп, г+1. Осталось только проверить, что 
фп, г+1 ^ /п+1фп+1, г+1- Д Л Я ЭТОГО ЗаМвТИМ, ЧТО фп, г ~ /п+1 ° фп+1, г, НО ПО 
ПОСТроеНИЮ фп+1, г ~ фп+1, г+1 ° Яг, ЗНаЧИТ, ф п , г ~ (fn+i ° фп+1, г+i) ° Я г ; СЛв-
довательно, /n+i ° фп+i, г+i ~ Фп, г+1, что и утверждалось. 

Р1так, мы построили отображения фп, г+1 для п > i -f 1. Отображения 
Фп, г+i для меньших « определяются из соотношения (рп, г+1 ~ /n+i ° 
° фп+1, г+1-

ТЕОРЕМА 1.1. Пусть X и V — такие комплексы, что для любого i > О 
группа НЦХ, Q) ® яг-+1(7) = 0. ГогЗа гомоморфизм я : [X, F]o->-
->- lim [X, F] 0 является изоморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 1.1 вытекает, что достаточно доказать 
равенство кегл; = 0. Пусть ф: X-*~(V)n — отображение, гомотопное 
отображению в точку на каждом остове Xй. Докажем, что существует та­
кое отображение if>: X-> (V)n+i, что /n+i-^ ~ Ф, и ф тоже гомотопно 
отображению в точку на каждом остове Xh. 

Рассмотрим расслоение (V) - > (V)n. Ясно, что су­
ществует поднятие %: Х-+- (V)n+u т- е- fn+i ° % = ф. Как известно, в этом 
случае всякое другое поднятие однозначно определяется гомотопическим 
классом отображения пространства X в слой K(nn(V),n— 1). В нашей 
ситуации таких гомотопических классов конечное число. Следовательно, 
среди этих поднятий имеется хотя бы одно поднятие я)), гомотопное отоб­
ражению в точку на каждом остове Xh. 

По индукции построим последовательность отображений фп: X ->-
-^ ("Юп, удовлетворяющую условиям леммы 1.2. 

§ 2. Функторы &(Х), h{X,Zv) 
Пусть ВU — классифицирующее пространство бесконечномерной уни­

тарной группы. Известно, что BU является клеточным комплексом. Сог­
ласно Милнору [см. (2), стр. 4] пространство BU является коммутатив­
ным кольцом в категории гомотопических типов. Поскольку мы не обла­
даем изложением этого результата, мы приводим его в дополнении к на­
стоящей работе. 
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О п р е д е л е н и е , /с-функтором назовем функтор [ , BU]о. 
Стандартным образом определяется /с-функтор с коэффициентами в 

группе Zp : 
k(X,Zp) =k(X&(S*[)D*)). 

v 
Группы к(Х) и к(Х, Zp), как отмечалось в § 1, являются топологическими 
группами, причем в силу теоремы 1.1 топология в группе к(Х, Zp) отде­
лима. 

Заметим, что для конечных комплексов имеет место изоморфизм 
к(Х) ^ R(X) [см. (2), 1.3], где К(Х) —группа Гротендика стабильных 
векторных [/-расслоений над конечным комплексом X. В частности, имеем: 

С Z, если п четное, 
Л 0, если п нечетное. 

Обозначим через р образующую группы k(S2) = Z. Тогда можно опре­
делить гомоморфизм Ботта р: k(X) ~+k(S2X) по формуле р(а) = р ® аг 
а е к(Х). Классическая теорема Ботта утверждает, что для любого конеч­
ного комплекса гомоморфизм Ботта является изоморфизмом. 

ТЕОРЕМА 2.1. Гомоморфизм Ботта 

Р: к(Х)-+к(№Х) 

является изоморфизмом для любого комплекса. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В кольце k(BU) имеется канонический элемент, 

соответствующий тождественному отображению пространства BU в 
себя. Обозначим этот элемент через т). Рассмотрим такое отображение 
/: S^BU -+BU, при котором /*т) = р ® ц. Пусть X — конечный комплекс 
и а^к(Х). Рассмотрим композицию отображений % = f°g: ^Х-*-
->- S2BU ->- BU, где g = (id) ® а. Имеем равенства: 

%*Ц = (id ® а)*(Р ® г\) = р 0 а. 
По классической теореме Ботта отображение X = / ° (id ® а) гомотопно 
отображению в точку тогда и только тогда, когда таковым является отобра­
жение а. Для любых комплексов X и Y существует взаимно одозначное 
соответствие между множествами [S2X, Г ] 0 и [X, Q2Y]0, причем это соот­
ветствие задается правилом: если дано отображение <р: S2X-+- Г, то соот­
ветствующее ему отображение р(<р): X-^Q2Y удовлетворяет равенству 
[р (ф) (х) ] (z) = >ф (х, z), где z e S2, а пространство Q2Y рассматривается 
как пространство отображений с отмеченной точкой сферы S2 в простран­
ство Y [см., например, (и) , § 2]. Обозначим через/: BU-+- (Q2BU)0 отобра­
жение, соответствующее отображению /. Мы видим теперь, что отображе­
ние / о g; S2X-+BU переходит в композицию X^BU-^- (Q2BU)0, т. е. 
классическая теорема Ботта утверждает, что отображение f является сла­
бой гомотопической эквивалентностью. 

Из явного вида формулы 

р:[&ХхВЩМХу(№и)& 

&(£«) = &-*(£ 
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мы видим, что имеет место коммутативная диаграмма 

[X,BU]0-L[S*X,BU]0 

\ / 
/ о \ l/p 
[X, ( Q W ) 0 ] 0 

уже для любых комплексов. Поскольку отображения f * и р являются изо­
морфизмами, то и отображение р тоже является изоморфизмом. 

Группы к*(Х) и к*(Х, Zp) связаны формулой универсальных коэффи­
циентов: 

О -> к* (X) ®Zv^k* (X, Zp) ->- Tor (к* (X), Zp) -+ 0. (*) 
Точность последовательности (*) можно получить из рассмотрения пары 
(X & (Si и й 2 ) Д ^ S1) [см., например, р ) ] . 

Из формулы (*) и из того, что топология, в группе к(Х, Zp) отделима, 
вытекает 

С л е д с т в и е 2.1. Всякий элемент а е {0} cz k* (X) делится на любое 
целое число. В частности, подгруппа {0} с к* (X) имеет бесконечное число 
образующих. 

С л е д с т в и е 2.2. Если к1 (X) => Ж1 (X) и Y cz X — конечный под-
комплекс, то k*(XI Y) = Ж*(Х / Y), где Ж*(Х) = КтК*(Хп), Хп — 
n-мерные остовы комплекса X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим точную последовательность пары 
(X,Y): 

...+-ki(X)3+-ki(X/Y)+-ki-i(Y)+-... , 
Имеет место включение /*({0}) с: {0} = 0, т. е. {0} cz Ker/* = 1тб. По­
скольку 1т б — конечно порожденная группа, то в силу следствия 2.1 име­
ем: {0} =-0. 

ЛЕММА 2.3. Пусть /: X-*~Y— непрерывное отображение, и /*: 
kl(Y, Zp) -^k{(X, Zp) —мономорфизмы для всех простых чисел р. Тогда 
гомоморфизм /*: Ж* (X) -*J£*(Y) является мономорфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а е Ж*(Х), а =#= 0 и / * ( а ) = 0 . Пусть 
р е к* (X) и я(р) = а. Тогда существует такое число iVo, что если N > 7V0, 
то уравнение а = Nx неразрешимо. В самом деле, существует остов 
Хп czX такой, что Г (а) Ф 0. Поскольку к*(Хп) — конечно порожденная 
группа, то найдется такое No, что уравнение Г (а) = Ny неразрешимо в 
УГ(Хп) для всех N > 7V0. 

Пусть р > No — простое число. Рассмотрим коммутативную диаграмму: 
0-*k*(X)(g)Zp-*k*(X, Zp) 

| Т j /* 

Поскольку /* — мономорфизм, т о й / — мономорфизм. Значит, из равенства 
/ ( а ® 1) — 0 вытекает, что а = 0 mod р, т. е. а = рх, что невозможно. 

С л е д с т в и е 2.4. 2?с./ш &*(Х, Zp) = 0 для всех простых чисел р, то 
ЖЦХ) = 0. 
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§ 3. Спектральная последовательность и элементы бесконечной фильтрации 
1. Согласно общей теории [см. (10), гл. 15, § 7] по любой фильтрации 

ХР В комплексе X можно построить когомологическую спектральную после­
довательность для любой теории когомологий h. 

Именно, следует положить: 
H«(p,q)=h»(X*,XP), 

Z*" = Ы(НР+ЧР, р + г)-+ЕР+9{р, р + 1)К 

В™= 1Ш(ЯР+«-»(Р - г + 1, Р)^НР+Я(Р, р + 1)), 

Из определения видно, что 

E?'q=hP+v(Xp+t/XP), 
Фильтрацию {Хп} назовем надстроечной, если существуют такие ком­

плексы Yn и отображения in: Yn-^-Xn, что 

п 

Пусть Е -> X — локально тривиальное расслоение со слоем F. Тогда если 
в базе дана надстроечная фильтрация {X71}, то член Ei спектральной после­
довательности по фильтрации в пространстве Е, индуцированной фильтра­
цией {X71}, имеет вид: 

Ei** = №+*((ХР+ЧХ*) XF) /F). 
Мы будем рассматривать только такие фильтрации в X, у которых Х° 

есть точка. В этом случае для любого р существует такое г, что существует 
естественное вложение ЕР

+Х с= ЕР- Тогда положим 

Е£ = Г\Е?. 
г 

Введем еще одно обозначение: 
FP = Ker (h (X) -> /г ( Х Р ) ) . 

ЛЕММА 3.1. Существует естественное отображение 

-ф: FP/FP+I-^E*, 
являющееся мономорфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим коммутативную диаграмму: 
h(SXp) 

h (Xp+11 Xp) *- h (Xp+r I Xp) <-Ф- h (X I Xp) <?L h (XI Xp+1) 
*\ U ^ (1) 

h(Xp+1) ~ * h(X) 
Построим отображение ф: F* / Fv+i -^-E^. Сначала построим отображения 
Xr: FP -+E? для достаточно больших г. Пусть х е F^, т. е. а; = <ps(*/) для 
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некоторого у е h(X/Xv). Тогда элемент z = ф4фз(г/) принадлежит 7f. 
Положим %г(х) = [z] <= Erv. Если щ{у') = х, то tps(yf — у) = О, т. е. 
Уг — у = Ф1(и). Значит, ф4фз(г/) — Ф4фз(г/') = ф2(и) Е В ^ . Таким обра­
зом, отображение %г определено корректно. 

Итак, для достаточно большого г имеем коммутативную диаграмму: 

I t > 
I _^J7P 

X r + 1 

т. е. можно определить отображение %: .Fp ̂ -> 2?^. 
Докажем, что Ker % = FP+1. Пусть % (x) == 0- Тогда при некотором г 

Хг(я) = 0. Пусть ф8(г/) = х, ф4фз(г/) — Фг(и). Это значит, что ф5ф4фз(г/) = 
= 0, т. е. фб(^) = 0. Следовательно, х = фэ(^), v е /г(Х, Х Р + 1 ) , т. е. 
х е / ,Р+1 . Итак, Ker % cz .FP+1. Обратно, пусть х е F^+1, т. е. ж = фэ(^). 
Значит, ц)е(х) = 0. Положим г/ = ф7(^), 4>s(y) = ж, 2 = ф4фз(*/). Тогда 
Фб(2) = 0 , т. е. 2 = ф2(и) или 2 <= Б£. Таким образом, FP+iczKeY%. 
Лемма доказана. 

О п р е д е л е н и е 3.2. Спектральная последовательность {Ет, ^г} назы­
вается сильно сходящейся, если гомоморфизм 

является изоморфизмом. 
Заметим, что если для некоторого числа р имеет место равенство 

Xv = X, т. е. если фильтрация конечна, то спектральная последователь­
ность сильно сходится. Это вытекает из того, что в диаграмме (1) при до­
статочно большом г гомоморфизм ф3 становится изоморфизмом. 

Если спектральная последовательность сильно сходится, то по опреде­
лению Е*^ = Gh (X), где Gh (X) — градуированная группа, присоединен­
ная к группе h(X) относительно фильтрации FP. Очевидно, что 

Gh(X) =G(h(X)/[\F*). 
V 

Поэтому член й^несет информацию только о группе 

h (X) / П Fv = lim h (Xp) = Um{xP} h (X). 
v *— *— 

В связи с этим мы будем говорить, что спектральная последовательность 

сильно сходится к группе lim^xPyh(X). 
2. С л у ч а й h(X) = F ( Z , Z P ) , p > 2. 
О п р е д е л е н и е 3.3. Топологическая абелева группа называется про-

конечной, если она является обратным пределом последовательности конеч­
ных групп. 

Некоторые свойства проконечных групп изучены в работе (18). Пере­
числим необходимые нам в дальнейшем свойства проконечных групп: 

a) Проконечные группы компактны, и топология в них отделима. 
b) Обратный предел последовательности проконечных групп является 

проконечной группой. 
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c) Категория проконечных групп и непрерывных гомоморфизмов яв­
ляется абелевой категорией в смысле (19). Этот факт вытекает из того, что 
если непрерывный гомоморфизм /: Gi ->- G2, является алгебраическим изо­
морфизмом, Gi — проконечная группа, a G2 — отделимая группа, то / яв­
ляется топологическим изоморфизмом. 

d) Функтор обратного предела из категории обратных последователь­
ностей проконечных групп в категорию проконечных групп является точ­
ным функтором. 

Докажем свойство d). Пусть дана точная последовательность 

О ->- {Ап, Tin } -> {Вп, Яп } -> {Сп, Пп } -> О, 

т. е. система точных последовательностей 

О—>А п ~>В п —>С п —>0 , 
коммутирующих с проекциями я™. Положим А = lim^4n, В = ИтВп, 
С = lim Cn. Требуется доказать точность последовательности 

Доказательство точности в члене А тривиально. Пусть Ь е 5 , г|)(6) = О, 
Ъп — яп(5). Тогда существуют (причем единственные) такие элементы 
ап^Ап, что фп(#п) = Ьп. Легко проверить, что элементы ап образуют 
обратную последовательность, т. е. существует такой элемент o e i , что 
<р(а) = ' Ъ. 

Пусть теперь с G С, и с е Im ф. Поскольку В и С — проконечные груп­
пы, то группа Im а|) является замкнутой подгруппой в группе С, т. е. 
С \ Im г|) — открытое множество. Значит, существуют такое число п и от­
крытое множество U cz Сп, что я - 1 (U) Ф 0, а я"1 (£7) П 1ш г|? = 0, т. е. 

яр-'jtn (#) = пи ярп" (*7) • 
Значит, существует такое число iV, что 

Пп (BN) П фп1 .(#) = 0 
или 

(я*)-1*»* (Cf)#0. 
Поскольку (пп^-^п-Ци) = ^-Цпп^-Чи), а (яп*)" 1 ^) = ^ 0 и ^ -
эпиморфизм, то мы приходим к противоречию. 

Из теоремы 1.1 вытекает, что группа к(Х, Zp) =limk(Xn, Zp), где 

Xn — тг-мерные остовы, и поэтому является проконечной группой. Если 
Хп —• произвольная фильтрация подкомплексами, причем X —[] Хп, то и 

п 
в этом случае А(Х, Zp) = lim &(Xn, Zp). 

Это вытекает из леммы 1.1 и того факта, что фильтрация {Хп} мажо­
рирует фильтрацию по остовам. 
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ТЕОРЕМА 3.1. Пусть X — комплекс, {Хп}п^0 — возрастающая филь­
трация подкомплексами, [} Хп = X; {Er, dr} — спектральная последова-

П>0 

тельность, индуцированная фильтрацией {Хп} для теории когомологий 
к* ( , Zp) . Тогда эта спектральная последовательность сильно сходится к 
группе k*(X, Zv). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим обратную последовательность спек­
тральных последовательностей {Er(Xn),dr} относительно индуцированных 
фильтраций. Легко видеть, что Ei = limEi(Xn). Значит, в силу свойст­
ва (d) имеем равенство 

Е2 = Н(Е±) = l i m £ 2 ( X n ) , 
и, далее, по индукции 

Er = limEr{X")1 

E00 = limE00(Xn). 

Поскольку для каждого п спектральная последовательность {Er(Xn), dr} 
сильно сходится к k*(Xn,Zp), a Gk*(X,Zp) = lim Gk* (Xn, Zp), то Е^ = 

= Gk* (X, Zp), что и требовалось доказать. 
3. Э л е м е н т ы б е с к о н е ч н о й ф и л ь т р а ц и и в г р у п п е к*(X). 

Пусть Хп — фильтрация по остовам. Следуя работе (*), обозначим 
УГ(Х) = lira к*{Хп) (см. стр. 566). 

Имеет место естественный эпиморфизм к*(Х)^~Ж*(Х) (лемма 1.1). 
Этот эпиморфизм тогда и только тогда является изоморфизмом, когда 
{0} = 0; т. е. нет элементов бесконечной фильтрации в группе к* (X). 

ЛЕММА 3.4. Если H€V(X,Z) не имеет кручения, то У£°(Х) = к°(Х). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <р: X-^BU— отображение, тривиальное 

в целочисленных когомологиях. Построим отображения ф2?г: X-+BU(2n,... 
• • •» °°)> удовлетворяющие условиям леммы 1.2. 

Положим ф2 = ф. Пусть построены ф2, . . . , ф2п. Рассмотрим диаграмму 

JK(Z,2n-l) 
-> BU (2n, . . . , о о ) 

I em 
--> BU 

Препятствие к построению поднятия ф2п+2 равно ф*п (а), где а — обра­
зующая группы H2n(BU(2n,..., oo),Z). Известно, что g*n (cn) = 
= (п — 1) \а *. Значит, 

(П — 1) !ф2п (а) = ф2п gin (Сп) = ф* {Сп) = 0. 

Поскольку в группе Hev (X, Z) нет кручения, то ц>*2п (а) = 0. 
Итак, отображение можно построить. Далее применяем лемму 1.2. 
Докажем два критерия отсутствия элементов бесконечной фильтрации 

(теоремы 3.2 и 3.3). 
* Здесь сп — я-мерный класс Чженя канонического расслоения над BU. 
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ТЕОРЕМА 3.2. Пусть X — клеточный комплекс. Для того чтобы 
У£°(Х) = к°(Х), необходимо и достаточно, чтобы для любого элемента 
а е Hodd(X, Q) существовал такой элемент г\ €Е №(Х) и целое число N, что 
ch т] = Na + члены большей размерности. Аналогичное условие имеет 
место для равенства Jf1 (X) = к1 (X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам понадобится следующая вспомогательная 
ЛЕММА. Для клеточного комплекса X, удовлетворяющего условиям 

теоремы 3.2, существует комплекс Y, обладающий свойствами: 
a) I c F ; 
b) # 0 d d (7 ,Z) = 0 ; 
c) H€V(Y, Z) не имеет кручения; 
d) вложение индуцирует эпиморфизм Hev(Y, Q) ->- Hev(X, Q); 
e) №(Y)=№(Y) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . По условию для любого элемента 

a <^Hev(X, Q) существует такое отображение /а: X-+BU, что /* chg = 
= Na + члены большей размерности, где £ — канонический элемент из 
k°(BU), и поэтому такое, что /* (§) = а, где (3 = chn (I) IN, dim а = 2п. 
Ясно, что свойству d) можно удовлетворить, рассмотрев прямое произве­
дение отображений fa по всем а (или хотя бы по некоторой системе обра­
зующих) . Однако получающийся при этом комплекс не локально конечен. 
Поэтому конструкцию следует несколько усложнить. 

В первую очередь вместо отображений / а можно рассматривать анало­
гичные отображения X-+Yn = BU / [BU]2n~l, а вместо прямого произве­
дения пространств BU — прямой предел Y конечных произведений про­
странств Yn. Ясно, что получающийся комплекс Y локально конечен. Для 
него очевидным образом выполнены условия Ь), с) и d), а согласно 
лемме 3.4 и условие е). Наконец, переходя к цилиндру отображения, мы 
известным образом удовлетворим условию а). Лемма доказана. 

Перейдем теперь к доказательству достаточности условия теоремы 3.2. 
Пусть Y — комплекс, построенный в лемме. Рассмотрим диаграмму 

k1(X)Xko(Y/X) 

Jf1(X)-^j{;0(Y/X) 
Верхняя строка этой диаграммы является отрезком точной последова­

тельности пары (Y, X) и поэтому гомоморфизм i является мономорфизмом. 
Вертикальные отображения я являются эпиморфизмами (лемма 1.1). Бо­
лее того, правый гомоморфизм я представляет собой изоморфизм. Дейст­
вительно, из точной когомологической последовательности пары (Y,X) 
непосредственно вытекает, что # o d d (F /X,Q) = 0. Поэтому в силу теоре­
мы 1.1 имеет место равенство Jf°(Y/X) = k°(Y/X). Поскольку i моно-
морфно, а правое я изоморфно, левое я также изоморфно. Достаточность 
условий теоремы 3.2 тем самым полностью доказана. 

Докажем необходимость. Пусть имеется такой элемент О Е № ' ( Х , ( ) ) , 
что нельзя найти у е Ж0 (X) такой, чтобы ch у = Na + члены большей 
размерности. Рассмотрим пару (X, X21), а для нее коммутативную диа-



572 В. М. БУХШТАЕЕР, А. С. МИЩЕНКО 

грамму: 
.. .«-к\Х)<-к1 (XIX2i) Z-k°(X2i) £-k°(X)*-.. . 

[ ch | ch | ch 

. . . ^ # o d d ( X / X 2 \ Q)±-Hev(X2\ Q)<-Hev(X, <?)<- . . . 

Ясно, что ъ* (а) ф 0. Поскольку .У22' — конечный комплекс, то существует 
такой элемент г/i е ^ (Х 2 *) , что chz/i = Ni*(a). По условию, iV#i e 1ш Г 
ни для какого N. Тогда элемент z = 6*(z/i) =£ 0 бесконечного порядка и 
ch z = 0. Если бы Ж^{Х) = ^ ( Х ) , то в силу следствия 2.1 имело бы место 
равенство ^ ( ^ / ^ 2 ' ) = кЦХ/Х2*). Рассмотрим подгруппу Sc&^X/X 2 ' ) , 
порожденную элементом 2. Покажем, что пополнение S группы S конти­
нуально. Для этого достаточно заметить, что ограничение элемента z на 
каждый остов Хп / X2i, начиная с некоторого п, не равно нулю и имеет 
конечный порядок, т. е. группа S есть обратный предел нестационарной 
последовательности конечных групп. Таким образом, множество Im б* cz 
akl(XIX2i) незамкнуто (так как k°(X2i) —конечно порожденная груп­
па). Поскольку Im б* = Кег я*, то множество {0} ^к1(Х) незамкнуто, что 
противоречит предположению. 

ТЕОРЕМА 3.3. Пусть X —комплекс. Для того чтобы ЖЦХ) = £°(Х), 
необходимо и достаточно, чтобы в спектральной последовательности, инду­
цированной фильтрацией по остовам, для каждого q существовало такое 

Го = г0(д)щ что Er
2

0
q+i'° = E^q+i,°. Аналогичное условие имеет место 

для равенства CW (X) = k'(X). 
Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и . Пусть У£° (X) = к0 (X). 

Рассмотрим две спектральные последовательности {KEr*, dr}, {HE/, dr}, 
индуцированные фильтрацией по остовам, для теорий когомологий к* ( ) 
и Я* ( , Q), соответственно. Характер Черна индуцирует гомоморфизм 

ch: KEr-+HEr, 

причем при г — 2 группа Кег (КЕ\ -*HEf) конечна [см. (2)]. Поэтому 
в силу теоремы 3.2 в группе KE2

2
q+1 существует подгруппа конечного индек­

са, состоящая из циклов всех дифференциалов, т. е. существует такое чис­
ло |ы(д) < 00, что группа КЕ ^ , 0 состоит уже из циклов всех дифферен­
циалов. Если положить теперь r0 = max (\i(q), 2q + 1), то мы получим 

„ 2q+l,0 _ 2g+l,0 
треоуемое равенство ЕГо = Еоо 

Доказательству достаточности условий теоремы предпошлем две леммы. 
ЛЕММА 3.5. В каждом комплексе X существует такая фильтрация ко­

нечными подкомплексами Xn, X= \jXn, что #*(Ar, Z) = № ( X n , Z) при 
q^nuHQ(Xn, Z) =0npuq> п. 

Доказательство леммы вполне очевидно. 
Пусть S(X) —подгруппа в кР(Х), равная замыканию нуля (группа 

элементов бесконечной фильтрации). Очевидно, что соответствие X*-*~S(X) 
функториально. 
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ЛЕММА 3.6. Пусть Хп — подкомплекс, описанный в лемме 3.5. Тогда 
при выполнении условий теоремы 3.3 точна следующая последовательность'. 

0*-S(X)t-S(X/Xn). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим точную последовательность 

. . .^k°(Xn)t-k° (X)C~k° (X I Xn)Lk' (Xn)«- . . . 
Ясно, что i*(S(X)) = 0. Обозначим через А группу /*(S(X)). Ввиду 
функториальности S( ) имеем включение S(X / Xn) cz А. Рассмотрим ком­
мутативную диаграмму 

O^-S(X) < А< 1тЛ<-0 
У У V 

0*_ S(X) IС (S (X / X я )«- AIS (XI Х п ) ^ - 1 т б / 1 т б П S(X/Xn)+-0 
у у у 

0 0 0 
(2) 

Докажем, что при выполнении условий теоремы 3.3 группа Im б / Im б f| 
(]S(X/Xn) конечна. Допустим, что эта группа бесконечна. Заметим, что 
для любого N ограничение группы Im б на подкомплекс XN / Хп есть ко­
нечная группа. В самом деле, для конечных комплексов Y имеет место 
изоморфизм k°(Y) ® Q « Hev(Y, Q), а гомоморфизм б: #o d d(Xn , Q) -+ 
-+H€V(XN I Xn, Q) по условию нулевой. Следовательно, для любого N най­
дется элемент z G i ' ( X f l ) такой, что б (z) равен нулю на подкомплексе 
XN I Хп и не равен нулю на подкомплексе XN+i / Хп. Пусть максимальная 
фильтрация элемента z равна s ^ n, s — нечетное. Непосредственно из 
определения спектральной последовательности можно усмотреть, что эле­
менту z соответствует ненулевой элемент z e ES

N_S (X), элементу 8(z) 
соответствует ненулевой элемент у ^:E^__S (X), причем dN-s(z) = у. По­
скольку 1 ^ s ^ п, то при некотором нечетном s для бесконечного числа 
номеров г дифференциал dr: Er r+Es+r нетривиален. Это противоречив 
условиям теоремы 3.3. Таким образом, группа Im б / Im б f| S(X / Хп) ко­
нечна. 

Вернемся к диаграмме (2). Группа Р = S(X) / i*(S(X/Хп)) состоит 
из элементов, делящихся на любое число [см. следствие 2.1]. Группа 
L = A I S(X I Xn) не содержит элементов, делящихся на любое число, так 
как A I S(X I Xn) cz Ж<>(Х / Хп) (см. доказательство леммы 2.3). 

Пусть m — такое число, что уравнение а = тпх неразрешимо в груп­
пе L ни для какого a GE Im б / Im 6f] S(X/Xn) = R, т . е . mL(]R='0. 
С другой стороны, для любого ж б Р существует элемент г/, переходящий 
в х I m, т. е. ту переходит в х. Таким образом, группа тЬ изоморфна груп­
пе Р, а так как в группе L нет элементов, делящихся на любое число* то 
Р = mL = 0. Значит, S(X) = f(S(X/Xn)). Лемма 3.6 доказана. 

Ясно, что если пространство X удовлетворяет условиям теоремы 3.3, 
то и пространство X / Хп удовлетворяет тем же условиям. Значит, в силу 
леммы 3.6 для любого отображения /: X-+BU, гомотопного отображению 

4 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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в точку на каждом остове, существует отображение g: X / Хп ->- ВТ] такое, 
что / ^ ? ° л , а ^ тоже гомотопно отображению в точку на каждом остове 
(где л: Х-*Х/Хп— проекция). Применяя индукцию, можно построить 
продолжение отображения / на конус CX-+BU. Теорема 3.3 доказана. 

С л е д с т в и е 3.7. Если X — такой комплекс, что Hev(X, Q) Ф О, 
УСЦХ) = 0,ток'(Х) ФО. 

Следствие непосредственно вытекает из теоремы 3.2 и того факта, что 
на группе {0} гомоморфизм ch равен нулю. 

С л е д с т в и е 3.8. Имеет место равенство кп(К(л, п)) = У£п(К(л, п)), 
где л — конечно порожденная абелева группа. 

Следствие непосредственно вытекает из теоремы 3.2 и того факта, что 
Нп+*ь+1(К(п, n),Q) = 0 для любого к > 0. 

С л е д с т в и е 3.9. Пусть /: X-^Y —такое отображение, что /*: 
H*(Y, Q) ->1Г (X, Q) — эпиморфизм. Тогда из равенства k*(Y) = Ж*(Y) 
вытекает равенство к* (х) — У£*(Х). 

С л е д с т в и е 3.10. Пусть X — один из комплексов ВО(п,..., оо), 
BU(2n,...,oo). Тогда к*(X) = УГ(Х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как известно, существует каноническое отобра­
жение X-^BU, индуцирующее эпиморфизм в рациональных когомологиях. 
Соответствующее равенство для пространства BU вытекает из леммы 3.4. 

С л е д с т в и е 3.11. Пусть /: Х-+Х— регулярное накрытие. Тогда из 
равенства к* (X) — УС*(Х) вытекает равенство к* (X) = УС*(Х). 

С л е д с т в и е 3.12. Пусть G — компактная группа Ли. Тогда 
k*{BG{n,...,oo)) = УС*(BG(n,..., со)). 

Следствия 3.11 и 3.12 доказаны в (20). 
4. С л у ч а й h(X) = k*(X). 
ТЕОРЕМА 3.4. Если X — такой комплекс, что к* (X) = УС* (X), то 

спектральная последовательность, индуцированная фильтрацией по осто­
вам, для теории когомологий к* ( ) сильно сходится к группе УС* (X). 

В приложениях бывает полезна следующая эквивалентная в силу тео­
ремы 3.3 формулировка: 

ТЕОРЕМА ЗА'. Если в спектральной последовательности, индуцирован­
ной фильтрацией по остовам, для теории когомологий к* { ) для каждого 
номера q существует такое г = r(q), что Е? = Е^ , то эта спектральная 
последовательность сильно сходится у группы УС* (X). 

Теорема 3.4' является усилением результата Л. Ходжкина [см. (3), 
предложение 2.1], который доказал сильную сходимость спектральной по­
следовательности в случае, когда существует такое го, не з а в и с я щ е е 
от q, что Е% = 2?^для всех q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 3.1 следует, что достаточно доказать 
эпиморфность отображения 

г|к Fv/Fv+i-^Eoo. 
Из теоремы 3.2 вытекает, что при выполнении условий теоремы 3.4 группа 
Imo|) является подгруппой конечного индекса в группе Е^. Рассмотрим 

фильтрацию Хп в комплексе X, описанную в лемме 3.5. Элемент \ е к* (Хп) 
назовем отмеченным, если существует такая последовательность ЭЛФ-
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ментов i>N^k*(XN)1 N 5== п, что ограничение gjv на подкомплекс Хп 

равно | . 
ЛЕММА 3.13. Пусть выполнены условия теоремы 3.4. Тогда если 

^^к*(Хп) —отмеченный элемент, то существует такой отмеченный эле­
мент г] е &*(Xn+1), чго ограничение г\ на подкомплекс Хп равно g. 

Покажем сначала, что из леммы 3.13 вытекает теорема 3.4. В самом 
деле, пусть а ^ # ^ . Рассмотрим соответствующие спектральные последо­
вательности для подкомплексов Хп. Гомоморфизм Е^ (X) -+Е^(Хп) яв­
ляется мономорфизмом при q ^.п. Обозначим через ап е Е^ (Хп) образ 
элемента а при этом гомоморфизме. Поскольку для конечных фильтраций 
спектральная последовательность сильно сходится, то существуют такие 
элементы 1п ̂  к*(Хп), п ^ д, что г|э[£п] = ъп. Из диаграммы (1) легко 
усмотреть, что ограничение gjv на подкомплекс Z^+1 равно | g + i , т. е. эле­
мент £g+i — отмеченный элемент. По лемме 3.13 существует такая после­
довательность элементов г\п^к*(Хп), что r^+i = |g+i, а ограничение т)п 
на подкомплекс Z n _ 1 равно T]n-i для любого п^ q -\- 1. Тем самым суще­
ствует такой элемент т] е CfC* (X) = Hm &*(ХП), что ?! | ^g+i = £g+i. Сле­
довательно, в силу функториальности гомоморфизма а|), имеет место равен­
ство я|)(г|) = а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.13. Итак, даны такие элементы 
%N^k*(XN), что lN\Xn = %п. Выберем такое г, чтобы отображение 
Е^ (X) -+Е™о (Хг\ было изоморфизмом. Положим K\N = %N\xr — §r s 
GE&*(Xr). Ясно, что T]ivUn = 0 . Значит, ^(r\N) <=El0{Xr) для g ^ n. 
Если существует такая подпоследовательность r\Nfi, что яр (rjiv )̂ e Eq

oo(Xr) 
для g > тг, то элементы ^ |^n+i e &*(Х™+1) равны £r|x™+s т. е. элемент 
gr|Xn+i — отмеченный элемент. Пусть теперь I|)(T)JV) ^ Е7^ (Хг) почти для 
всех N. Не теряя общности, можно считать, что ф (r\N) e Z?^ (Хг) для 
всех Л7. Так как Е7^ (Хг) — конечно порожденная абелева группа, то 
Е1^ (Хг) = А © В, где А — свободная группа, а В — конечная группа. 
Выберем в группе А базис а±,..., as. Тогда существуют числа Ми . . . , Ms 
и такие элементы TJI, .. . ,TJS e к*(X), что ty(r\i) = Miai (см. доказательст­
во теоремы 3.3). Следовательно, существуют элементы ^ G U * ( Z ) такие, 
что 

*(riiv + £tfU0) = S ^ ^ + Ы bNe=B, 
причем \XiN\ ̂  Mi для всех N. Значит, последовательность ^(V\N + £iv| jr)* 
г ^ TV < оо, пробегает конечное множество. 

Итак, существует такая подпоследовательность Nu, что 
Ф(чмк + ZNk\xr) = сЕЕ £~ (Хг). 

Поэтому последовательность элементов ?#л + SJV̂  | N^ ЕЕ &* (X ) при 
ограничении на остов Xn+i дает один и тот же, а следовательно, отмечен­
ный элемент r\ ^k*(Xn+i). Поскольку £>яи \х* = 0, то г) \х^ = £. Лемма 
доказана. 

Заметим, что на самом деле мы доказали больше. А именно, верна сле­
дующая 

4* 
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ТЕОРЕМА 3.5. Пусть X — такой комплекс, что для некоторого ко­
нечного подкомплекса Y имеет место изоморфизм к* (X / Y) = CW* (X / Y). 
Тогда спектральная последовательность, индуцированная фильтрацией ос­
товами в комплексе X, для теории когомологий к* ( ) сильно сходится к 
группе W(X). 

§ 4. Формула Кюннета 
В работе (12) показано, что для любых двух конечных комплексов X и 

Y имеет место точная последовательность 

0^k*{X)<g>k'(Y)^k\X&Y)->ToT(V(X),V(Y))-+0, (1) 
естественная относительно непрерывных отображений комплексов. Мы 
обобщим этот результат на случай бесконечных комплексов для функ­
тора Ж*. 

ЛЕММА 4.1. Точная последовательность (1) расщепляется. 
С л е д с т в и е 4.1. Формула универсальных коэффициентов 

Q-+k* (X) ®Zv-+k* (X, Zp) ->- Tor (k* (X), Zp) -> 0 

расщепляется для всех простых р ^ 2. 
Результат следствия 4.2 впервые был получен в работе (21). 
С л е д с т в и е 4.3. Для любого комплекса X группа k*(X,Zp) является 

Zp-модулем. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 4.1. Пусть G — конечно порожденная 

абелева группа. Обозначим через nV (G), noo(G) число образующих поряд­
ка р1, оо, соответственно, в каноническом разложении группы G в прямую 
сумму циклических /ьпримарных групп. Как известно, эти числа явля­
ются инвариантами самой группы. Можно доказать, что если в точной по­
следовательности 0 —̂  G\—* G — G2-+O имеют место равенства 

nf(G) =nPi(G1) +nP(G2) 
для всех i и простых р, то эта последовательность расщепляется. Фикси­
руем некоторое простое число р. Обозначим 

тц = п?(к*(Х)), Псо = пх(к'(Х)), 
mt = n$(k'(Y)), 1»„ = и«(А*(У)), 

dt = в? (к* (X ft Y)), dM = nm (F (X ft У)) = п^тпос. 
Рассмотрим пространство X ft Y ft SpV. Вычисдим порядок конечной 
группы G = к* (X ft Y ft Spr) из последовательности (1), используя ра­
венство (XftY)ftSpr = Xft(YftSpr): 

О - к' (X ft Y) ® ЪрГ -+ G -* Тог (*' (X ft У), Zpr) -> 0, (2) 

0->k*(X)®k*(YftSpr)-+G-+Tor(k*(X), k*(YftSpr))~>0. (З) 

Докажем сначала, что из расщепляемое™ последовательности 

0-^k*(Y)®Zpr-*k*(YftSpr)^Tor(k*(Y), Z p r ) - 0 (4) 

для всех р и г вытекает расщепление последовательности (1). В самом 
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деле, из последовательности (4) в этом случае получаем: 

[ 2ти если i<^r, 
п\ (к* (У $S SpT)) = 2 (Lk>r mk) + m*» если i = r, 

(О, если г^>г. 
Тогда из последовательности (3) имеем: 

logp пор G = 

= 2 * (4wj/wг + 4дг- 2 mfe + 4лгг-,2 ^ + 2/гг7тгоо + 2псоШ{) + 
г О 

+ r ( 2 2 ^ + ^°°) (2 2 w^ + т°°) • (5) 
Положим 

аг- = 2и2-/7гг + 2щ 2 ^л + 2тi 2 ^ + '̂̂ <*> + / г»^ . 

Тогда равенство (5) примет вид: 

logp пор G = 2 2 *а; + 2г 2 «ft + гнутое. (6) 

С другой стороны, из последовательности (2) имеем: 

logp пор G = 2 2 ^г + 2г 2 ^ + Г<Ъ*>- (7) 

Обозначив Zi = щ — d\9 из (6) и (7) получаем систему уравнений 

2 ^ + г 2 ^ = 0, г>1. (8) 
г<",г h^r 

Поскольку Zi = 0, начиная с некоторого номера U единственным решением 
системы (8) является тривиальное решение z\ = 0, т. е. а* = &%. Заметим, 
что 

ai = n\ (к*(Х) ® Г ( У ) ) + ^ ( T o r ( / b * ( X ) , k*(Y))). 
Следовательно, последовательность (1) расщепляется. 

Чтобы закончить доказательство леммы, заметим, что последователь­
ность (4) для У = Svr расщепляется, так как k°(Spk) = Zpfc, 
а к'(Spk) = 0. Значит, лемма уже доказана в случае произвольного X и 
У = Sph, т. е. доказана расщепляемость последовательности (4) для лю­
бого У и всех р и г. 

ТЕОРЕМА 4.1. Пусть X и У — два комплекса, {Хп} и {Уп} —некото­
рые фильтрации конечными подкомплексами, X = [} Xn, Y — [} Уп. Тогда 
имеет место точная последовательность: 

0 -* lim (к* (Хп) (х) к* (Уп)) -> СНГ (X # У) -> lim Tor (Л* (Xn), fc* (Уп)) -* 0. (9) 
Доказательство основано на следующей лемме. 
ЛЕММА 4.2. Пусть задана обратная последовательность точных после­

довательностей 

0 — + А п - ^ В п - Л с п — > 0 Д (Юл) 
причем группы Сп конечные, а Вп — тривиальные расширения групп Ап. 
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Тогда предельная последовательность 
О ->- lim An->- lim Вп -+• lim Сп ->- О 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как функтор lim полуточен слева, то доста­
точно доказать точность в члене lim Cn. Пусть с е lim Cn. Элемент конеч­
ного порядка Ьп^Вп назовем отмеченным, если ^п{Ьп) = сп — пп(с) 
и для любого к> п существует такой элемент конечного порядка dh e Вь, 
что п\ (dh) = bn, tyk(dk) = ck. Если bn <^Bn — отмеченный элемент, то 
существует такой отмеченный элемент &n+i, что я™+1 (fcn+i) = &п- В са­
мом деле, множество элементов {я£ (dfe)} конечно, следовательно, для 
бесконечного числа номеров к элемент л^ (<2&) один и тот же и, значит, 
является отмеченным элементом. Обозначим его через bn+i- Очевидно, 
я*+1 (Ья+1) = Ья. 

Используя расщепление последовательностей (10г), легко увидеть, что 
существуют такие элементы конечного порядка dk е !?&, что tyk {dh) = с&. 

Вышеприведенное рассуждение показывает, что существует хотя бы 
один отмеченный элемент fri e Bim Значит, существует последователь­
ность Ъп е Вп такая, что 

Я п (Ьп+l) = Ьп , ^ n ( & n ) = Сп. 
Таким образом, {&п} является обратной последовательностью, т. е. 

определяет элемент b GE В, причем, *ф(Ь) = с. Лемма доказана. 
В случае, когда к* (X) = Ж*(Х), к* (У) = ^Г'(У), группы 

lim(A*(Xn) (g)£;*(Fn)) и lim Tor (й*(Хп), А* (У*)) из последовательности 

(9) можно вычислять следующим образом. Из результатов § 3 вытекает, 
что в случае к*(X) = У£*(X) обратная последовательность групп {к*(Xй)} 
удовлетворяет «условию Миттаг — Лефлера», а именно, для любого но­
мера п существует такой номер m > /г, что 

Im (к'(Хг) -+к*(Хп)) « Im (к*(Xm)-+к*(Хп)) 
для любого г ^ т. Поскольку последовательность {к* (Хп) ® к*(Y)} так­
же удовлетворяет условию Миттаг — Лефлера, то 

hm(k*(Xn)®k*(Yn))^yr(X)(k)K*(Y), 

где ® обозначает пополненное тензорное произведение. Для полных топо­
логических групп с топологией, порожденной последовательностью под­
групп, можно определить также функтор Тог л следующим образом: если 
А и В — две топологические группы, Ап, Вп — системы окрестностей в А 
и В, соответственно, то положим 

ТогЛ(Л, Я) = П т Т о г ( 4 / 4 я , В/Вп). 
Тогда имеем равенство: 

lim Tor (к* (Хп), к* (Y11)) = ТогЛ (Ж* (X), С/Г (У)). 
Таким образом, если к*(Х) « Ж*(Х), k*(Y) « ,Ж*(Г), то последова­

тельность (9) принимает следующий вид: 
0->JT(X) (g) «7Г ( У ) - > ^ * ( Х ^ - 7 ) - > Tor А(«7Г(Х), ЯГ(У))->0. (11) 
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В общем случае последовательность (11) не точна, как показывает при­
мер в работе (20). 

ЛЕММА 4.3. Если X — конечный комплекс, a k*(Y) = ^*(У) , то 
естественные гомоморфизмы 

k*(X)®k*(Y)-*k*{X) ®k*(Y), 
T o r ( A * ( X ) , r ( F ) ) - ^ T o r A ( r ( Z ) , ^ ( y ) ) 

являются изоморфизмами. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим свободную резольвенту конечно 

порожденной абелевой группы к* (X): 

0-^Gi-^Gz^k*(X)^0. 
Умножая тензорно на группу k*(Yn), получаем точную последователь­
ность 

0->Tor (к*(Х), k*(Y*))-+Gi ® km(Yn)-+G2 ® k*(Y") -+ 
-+к*(Х) ®kn(Yn)-+0. 

При условии леммы последовательности групп Тог (к* (X), k*(Yn)) и 
Gi ® k*(Yn) удовлетворяют «условию Миттаг — Лефлера». Следовательно 
[см. (26), 13.2.2], точна следующая последовательность: 

0->ТогА(/с*(Х), km(Y))^G1®k*(Y)^G2®k*(Y)^tf(X)®k*(Y)-*0. 
Поскольку для свободных групп G{, i = 1, 2, имеет место естественный 
изоморфизм Gi ® k*(Y) -*- Gi ® k*(Y), то, используя естественную ком­
мутативную диаграмму 
0->TorA(fc*(X), k*{Y))^G1®k*(Y)^G2®km(Y)-+km(X)®V(Y)-+0 

t I f f 
0->Tor^(/c*(X), k*(Y) -+G1®V(Y)-*G2®ki'(Y)->km(X)®k'(Y)-+0f 
получаем утверждение леммы. 

С л е д с т в и е 4.4. Если к*(Х, Zp) = 0 , то для любого комплекса Y 
имеет место равенство k* (Х-^- У, Zp) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Yn — остовы комплекса Y. Тогда (см. § 2) 

/с* (X & У, Zp) - lim /с* (X ^ Уп, Zp). 
Из последовательности (11) получаем: 

0 ^ r ( X , Z p ) ( Й ) ^ ( У - ) ^ F ( X ^ У ^ Z p ) - ^ T o r ^ ( / c Ч X , Z p ) , A : * ( n ) ^ 0 . 
Поскольку &*(Х, Z p ) = 0 , то k*(X&Yn, Zp) = 0. Значит, A'(X>fc 
^ у, Zp) = 0. 

В работах (21), (27) доказано, что в группе к* (X, Zp), p ^ 2, можно 
ввести естественное умножение и что это умножение коммутативно для 
р > 2 и ассоциативно для всех р. 

ЛЕММА 4.5. Естественный гомоморфизм 

/c*(X,Zp)(g)r(y,Zp)^/c*(X^y,Zp), 
индуцированный умножением, является изоморфизмом для всех р ^ 2. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X и Y — сначала конечные комплексы. 
Поскольку гомоморфизм |Ыр согласован с фильтрацией по остовам, то он 
индуцирует спаривание спектральных последовательностей, связанных с 
этой фильтрацией [см. i23) ] : 

Er(X)®Er(Y) ^>Er(X%Y). 
Так как Ev* q (X) ж НР(Х, №(*, Zp)) , то \лр

2 является изоморфизмом. 
Дифференциалы dr удовлетворяют формуле Лейбница. Значит, гомомор­
физм yj является изоморфизмом. Таким образом, Еоо(Х) ® Eoo(Y) изо­
морфно EooiX&Y). Значит, и к*(Х, Zp) ® k*(Y, Zp) изоморфно 
к* (X F, Zp) . Чтобы получить утверждение для бесконечных комплек­
сов, надо перейти к пределу по остовам. 

§ 5. Один результат из гомологической алгебры 
Этот параграф посвящен вычислению когомологий некоторых алгебр 

Ср, определение которых дано ниже. 
Пусть С*р обозначает кольцо формальных рядов от одной переменной t 

над полем Zp. Кольцо Ср является полным кольцом в топологии, порож­
денной идеалом всех рядов без свободного члена [см. (14), стр. 161]. Рас­
смотрим непрерывный кольцевой гомоморфизм А: С* т-*-С* & С*р такой, 
что A (t) =t®l-\-t®t-\-l®t. Ленко проверить, что Ср становится 
ассоциативной коммутативной коалгеброй [см. [15], стр. 24]. 

Пусть Ср — группа всех непрерывных гомоморфизмов группы Ср в 
группу Zp с дискретной топологией. Диагональное отображение А инду­
цирует в группе Cv кольцевую структуру. Легко проверить, что 
Нот {Ср, Zp) « С* . 

Нас будут интересовать когомологий алгебры Ср, т. е. группы 
Extcp (Zp, Zp), где Zp рассматривается как модуль над алгеброй Ср, дей­
ствие алгебры в котором индуцировано отображением группы Zp на ряды 
нулевой размерности в Ср . Существует стандартная ациклическая свобод­
ная над Ср резольвента Lp модуля Zp [см. (10), стр. 220 и 229 ] , причем 

V = Нот. (Lp, Zp) ж 2 / {Cl) (8)... (8) / (Cl), 
Р n = 0 "+ * ^ 

п раз 
а дифференциал d переводит элемент х± ® . . . ® хп в элемент 
2 (—1) i"±xi ® . . . ® Ах{ <g) . . . ® хп. 1(С*р ) обозначает подкольцо фор­
мальных рядов без свободного члена, изоморфное группе Ср / Z p . 

Рассмотрим гомоморфизмы ф и г|) коалтебры С в себя, определяемые 
формулами: 

у(х) = ХР, Ц(№) = tk, <ty(tkP+v) = 0, 0 < q < p. 
Легко проверить, что это действительно гомоморфизм коалгебр. Гомомор­
физмы ф и г|; индуцируют гомоморфизмы кольца Ср в себя: ф*: Ср->СР , 
if)*: Ср-^Ср. Выберем в алгебре Ср аддитивный базис Ьг-, определяемый 
равенствами: 

&*(<*)=ел 
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Формулы умножения имеют вид: 

b,bl = »„.1и«ж'(*-'»«+/-*)'(*-я.к <*> 
Пусть Ар — подгруппа в Ср, порожденная элементами 6 0 , . . . , &P-i. Фор­
мулы (*) показывают, что группа Ар является подалгеброй. Пусть Вр — 
подгруппа в Ср, порожденная элементами {bkp}k. Легко видеть, что груп­
па Вр является образом гомоморфизма а|Л Значит, группа Bv тоже явля­
ется подалгеброй. Рассмотрим отображение алгебр /: Av ®BV-^CV, опре­
деляемое формулами: 

f(bi ® bkp) = bibhp, 0 < г < р, 0 < к < оо. 

При фиксированном индексе к элементы ЬфнР выражаются по формулам 
(*) через базисные элементы bkp,..., b(fc+i)p-i c помощью треугольной 
матрицы с ненулевыми элементами по диагонали. Значит, гомоморфизм / 
является изоморфизмом. Итак, верна следующая 

ЛЕММА 5.1. Имеются- такие подалгебры Ар, Вр алгебры Cv, что 

Ар с= J5p-1, В™ « Лр + 1 ®5р + 1 . ^се алгебры В £ изоморфны алгебре 
Ср,а алгебры А изоморфны алгебре Ар. Пусть M™(N%) — ацикличе­
ская стандартная резольвента модуля Zp над алгеброй А™(В™), 

Мр* =Мр®АпЪр, Np* = Np®BnZv, Lp*=Lp®c Zp. 
V р * р 

Тогда Lp* = Мр* ® . . . ® М^* ® iVp71*. Для любого элемента х е £Р* 
существует такой номер п, что 

х = х{® ...® жп® 1, Xi = Mp*, l eA'p». 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку композиция <р*г|з*; СР-*СР является 

изоморфизмом, то г|)*: Ср ->• Ср — тоже изоморфизм. Положим Ар1 = 
= Лр, £1 = Б р . Поскольку 5 Р изоморфна Cv, то 5 р ^ А2

р ® В\ и т. д. 
Остальные утверждения очевидны. 

ЛЕММА 5.2. Алгебра Ар изоморфна фактор-алгебре Zp[i] / (№ — t). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Dv — фактор-алгебра Zp [/] / (tP — t). Вве­

дем в Dp диагональный гомоморфизм по формуле t-^l®i~\-t®l. До­
кажем, что Dv = Homzp (Dp, Zp) изоморфна алгебре Zp[t]/(tP) с диа­
гональным гомоморфизмом t-+l®l-\-t®tJ{-l®l, т. е. изоморфна 
алгебре Ар* = Нот zp(Ap, Zp). Определим в Dp* аддитивный базис £fer 

двойственный к {tk}, т. е. 
(&, Щ = б{. 

Легко видеть, что lub = Ck+ilk+u т. е. 

hk = к\ Ел, 1 < л < р - 1 . 
Значит, элементы {£*}, 0 < к ^ р — 1, образуют аддитивный базис 
алгебры Dp, а £.£,, = 0 — единственное соотношение. Диагональ в алгеб-
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ре D*p вычисляем по формуле 

Д(Ь0= 2 Ъ®Ь 
i+j=k(modp) 

P-t 
Таким образом, если g = 2 £ь> т о Д | = £ ® 1 + £ ® £ + 1 ® ? ; - Легко 

видеть, что элемент g является полиномиальной образующей в алгебре 
Z)p с единственным соотношением $р = 0. 

ЛЕММА 5.3. Н0(АР) = Zp, # ,(ЛР) = 0, * > 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим минимальную резольвенту для мо­

дуля Zp: 

где Ll — свободные модули с одной образующей щ, 

^2i+l(H2i+l) = tU2i, d2i(u2i) = (tP-1 — l)u2i-i. 

Легко видеть, что указанный комплекс ацикличен. Вычислить гомологии 
теперь не представляет труда. 

Из лемм 5.1 и 5.3 и теоремы 8.1 из книги (10) (стр. 96) вытекает 
ТЕОРЕМА 5.1. 

#o(rp)=zp, #;(z;)_-o, i>o. 
§ 6. Вычисление групп &(2f(Z, п)) 

В работе (9) было показано, что если п — конечно порожденная абе^ 
дева группа, то существует топологическая абелева группа (клеточный, 
комплекс) гомотопического типа К (тс, п). Мы ее так и будем обозначать. 
В работе (5) вводится в пространстве X каноническая фильтрация 
Хп а Х71-1 cz . . . с X, п 5* 0, причем 

Хп+1/Хп = S"+1 (G&G&...& G), 
п+1 раз 

где G — группа гомотопического типа QX. Следовательно, в спектральной 
последовательности относительно этой фильтрации, сходящейся к группе 
k*(X, Zp), имеет место равенство 

ЕТ*,9 = кп+*+9(Хп-и/Хп, Zp) . 

Дифференциал dt: E[*q—>Ei 'q~ индуцирован отображением /: 
G X G ->- G, задающим операцию умножения в группе G. Более точным об­
разом, по формуле Кюннета имеем: 

п+1 

кш(Х*+*, X", Z p ) « ® k*(G,Zp), 

где A*(G, Zp) —ядро аугментации, порожденной вложением точки в G. 
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Тогда 
п 

di(xi®...®xn)= 2 j ( - l ) ^ i ® . . . 
г = 1 

. . . ® /* Xi ® . . . ® Хп. 

Применим все эти результаты к случаю, когда группа G = i£(Z, 2) =СР°°, 
X = K(Z, 3) . Как известно, к*(СР°°, Zv) « Z p [ [£]] , а диагональный гомо­
морфизм 

Z p [ [ f ] ] - ^ z p [ W ] ® z p [ [ < ] ] 

порожден соответствием ^->1(8)^ + ^ ® ^ + ^ ® 1 [см., например, ( 3 ) ] . 
Таким образом, в этом случае член Е™* является резольвентой коал-

гебры Ср*, рассмотренной в § 5. Поэтому в силу теоремы 5.1 член Е™* 
рассматриваемой спектральной последовательности равен нулю при п ^ 1 

и потому El' *= Et *= О П Р И п > !• 
ТЕОРЕМА 6.1. ДАЯ пространств K(7J1 3) имеют место равенства: 
a) £;* (Z(Z, 3), Zp) = 0, для всех р > 2, 
b) Jr(K{Z, 3)) = 0 , 
c) W(K(Z,?>)) = 0 , 
d) &°(i£(Z, 3)) = Z / Z , гае Z — пополнение группы Z по всем под­

группам. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение а) вытекает из равенства 

Еж* — Е^* = 0, п ^ 1, в силу теоремы 3.1. Утверждение Ь) вытекает 
из следствия 2.4. Утверждение с) вытекает из Ь) и теоремы 3.2. Для дока­
зательства утверждения d) рассмотрим точную последовательность пары 
<*(Z,3) ,S3) : 

0+-k°(K(Z, 3)) -*-fto(X(Z, 3) / 5 3 ) -^/с°(54) « - 0 . 

Из теоремы 3.2 вытекает, что топология в группе k°(K(Z, 3) /53) отде­
лима. Поскольку Jf°(K(Z, 3)) = 0, то k°{K(Z, 3)) = {О}, значит, группа 
Im ф = Z всюду плотна в группе k°(K(Z, 3) / S3), т. е. k°(K(Z, 3) /&3) = 

= Im <p. Докажем, что топология в группе Im <p порождена всеми подгруп­
пами. Рассмотрим точную последовательность для любого простого р 3̂= 2: 

0 « - Р ( # (Z,3) # L~) ч - /с0 (К (Z, 3)/*S3 ̂  ££) « - /с0 (<S*L~) <- 0, 

где Z,^ — стандартная бесконечномерная р-линза. Из теоремы 3,2, след­
ствия 2.4 и следствия 4.3 вытекает, что &°(i£(Z, 3) fyL™) = 0. 

Пусть т] е kP(L™) — канонический элемент. Тогда тензорное умноже­
ние на элемент ц дает коммутативную диаграмму непрерывных отобра­
жений 

к* (К (Z, З)/^3 ^ 1%) Д &° ( ^L~) 
f (8)л *ч t ®Л 

fe° (A (Z, 3)/iS3) «- Im ф <- kQ (iS4). 
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Гомоморфизм <р является топологическим изоморфизмом, поскольку груп­
пы k°(K(Z, 3)) /S* &LP*>) и ^(S^Lp00) проконечны. Так как Л°(5*£°°) « 

v—i 
« © (?р, где Qp —кольцо целых р-адитических чисел [см. (*)], то в труп-

i = i 
пе Im ф = Z подгруппы psZ являются окрестностями нуля. 

ТЕОРЕМА 6.2. При п ^ 3 имеют место равенства: 
a) к* (K(Z, п), Zp) = 0 дл^ всея /? ^ 2; 
b) W(K(Z,n)) = 0 ; 
c) /^(Z(Z,rc)) = 0 ; 

; v v ' " AZ[M]/ZP], если п четно, 
где Z, пап и выше,— пополнение группы Z по всем подгруппам. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что утверждения Ь) и с) вытекают из 
утверждения а). Доказательство утверждения а) мы проведем по ин­
дукции по числу п. При п = 3 оно уже доказано. Пусть оно верно для 
(п — 1). Рассмотрим в пространстве i£(Z, n) фршьтрацию Милнора и 
соответствующую спектральную последовательность. По определению 

Ега>* = k*(K(Z, 7 i - l ) # . . .&K(Z, i i - l ) , Zp) 
q множителей 

и потому согласно следствию 4.4 в силу предположения индукции Е q±* = 
= 0 при q ^ 1. Следовательно, Е^* = 0 при д > 1 и, значит, в силу тео­
ремы 3.1, k*(K(Z, n), Zv) = 0. 

Докажем утверждение d). Пусть п нечетно. В силу теоремы 6.1 до­
статочно доказать, что каноническое отображение 

/: S2k^2K{Z, 3) -> Z(Z, 2& + 1) 

индуцирует изоморфизм 

/*: k'(K(Z,2k + l) -+k*(S2h~2K(Z,3)). 

Для простоты будем считать отображение / вложением. Из точной после­
довательности пары (i£(Z, 2/b + l ) , S2h~2K(Z, 3)) и уже доказанного 
утверждения а) теоремы 6.2 непосредственно вытекает, что 

k*(Y, Zp) = 0 , Y = Z(Z, 2k + 1) / S2k~2K(Z, 3). 
Поскольку H*(Y, Q) — 0, отсюда в силу теоремы 3.2 и следствия 2.4 вы­
текает, что k* (Y) = 0 и потому отображение /* изоморфно. 

Пусть теперь п = 2к. Рассмотрим отображение 
/: QSW-^KiZ, 2к), 

соответствующее образующей группы H2h(QS2k+i, Z). Снова считая это 
отображение вложением, рассмотрим точную последовательность пары 
(K(Zi, 2&), QS2^1). В силу уже доказанного утверждения с) эта последо­
вательность имеет вид 

0<-ki(K(Z,2k))^-ki(Y)Z-k^(QS2h+i)^-0, 
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ще Y = i£(Z, 2к) I QS2k+i. Известно (и легко видеть), что группа 
Л°(й^ + 1 ) аддитивно изоморфна группе формальных рядов Z[[£]]. С дру­
гой стороны, так как Ж1(К(Ъ, 2к)) = О, то к1{К(Ъ, 2к)) = {0} и потому 
группа Im ф всюду плотна в группе А"1 (У) (ибо последняя группа отдели­
ма, т. е. совпадает с группой Jfi(Y)). Таким образом, группа kf(Y) явля­
ется пополнением группы Z[[Z]] по некоторой топологии* более слабой, 
чем стандартная топология группы формальных рядов. Повторяя почти до­
словно рассуждения, проведенные в соответствующем месте при доказа­
тельстве теоремы 6.1, можно без труда убедиться, что к1 (Y) = Z[[£]]. 
Следовательно, 

V(K(Z,2k)) =Z[[t]]IZ[[l]]. 

§ 7. А?-функтор «убивающих» пространств клеточных комплексов 
Непосредственным следствием результатов предыдущих параграфов 

является следующая 
ТЕОРЕМА 7,1. Пусть Е-+К(п, тг), п ^ 4,— расслоение со слоем F, 

пространства Е, F и Е — клеточные комплексы и п — конечно порожден 
пая абелева группа. Тогда вложение слоя i: F-+E индуцирует изомор­
физмы Г: к* (/?, Zp) -> к* (F, Zp) для всех простых р ^ 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала я — Z. Рассмотрим в базе филь­
трацию Милнора {Хп}. Как отмечалось в § 6, пространство Х° есть одна 

точка, а пространство Хп = Хп^ (J С*!?*"1 (# (я, тг — 1) 9£ . . . 9£ К (я, п — 1)). 
В пространстве Е возьмем индуцированную фильтрацию {/_1(ХП)}. По­
скольку фильтрация Милнора является надстроечной, то, как указано 
в § 3 , 

E i ' ' e = ^ e ( r ^ I ) , r 1 ( X M ) , Z p ) = ^e(iSz(^(rt f п-1)&...&К(я,п-1))х 
X F, F, Zn). 

Так как к*(К(я, п — 1), Zp) = 0, п ^ 4, то, используя формулу Кюнне-
та, получаем: 

Е£ q = о, i > о, ^i0,9 = А* (*\ zp). 
Из коммутативной диаграммы 

F \Е 
I i 1 
* - i Z (я,?г) 

получаем утверждение теоремы. 
Пусть я ф Z. Тогда, как известно, существует расслоение с базой 

«-г а 

| [ Z^(Z, 7г-f 1) и слоем }|Zj(Z, гг), где а —число образующих группы 
г = 1 jb=i 

я, а г —ее ранг. Применяя теорему 7.1 в уже доказанном случае, полу­
чаем, что к* (К(л, тг), Zp) = 0, п ^ 3, для всех простых р. Этим дока­
зательство теоремы завершено. 
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Из определения «убивающих» пространств (Х)п [см. (8)] и теоремы 
7.1 получаем 

С л е д с т в и е 7.1. Для любого комплекса естественное отображение /n+i-
(X) n+i -> (X) п при п ^ 4 индуцирует изоморфизм 

fn+i : к* ((X) я, Z p ) ^ &* ((X) я + 1 Zp) й** *<** л/юсгаа /?. 
Из следствия 7.1 вытекает 
С л е д с т в и е 7.2. 2?с/ш четырехсвязный комплекс имеет конечную си­

стему Постникова [см. (16)], го A*(Z, Zp) = 0 для всех целых простых р 
иЖ*(Х) =0. 

ТЕОРЕМА 7.2. Пусть X — одно из пространств В(7(2п, . . . , оо), п > 2, 
соответственно, ВО(п,..., оо), тг ^ 3, a Y — пространство BSU, соот­
ветственно, BSpin, и пусть g — естественная проекция пространства X на 
У. Тогда верны следующие утверждения; 

a) гомоморфизм ?*: А*(У, Zp)-+k*(X, Zp) является изоморфизмом; 
b) к*(Х) = <7Г(Х); 
c) А ' ( Х ) = 0 ; 
d) гомоморфизм g*: Ж*(Y)-+Ж*(X) является мономорфизмом; 
e) группа g* (Ж* (У)) плотна в группе Ж* (X). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение а) вытекает из следствия 7.1. 

Утверждение Ь) доказано в § 3 (следствие 3.10). Утверждение с) вытекает 
из а) и Ь) и того факта, что Ж'(Y) = ИшЖ/(Уп), где Yn = BSU{n)y 

соответственно, SSpin (тг), а Ж'(Yn) = 0 [см. (2)]. Утверждение d) вы­
текает из а) и следствия 2.4. Для доказательства утверждения е) рас­
смотрим последовательность 

0^-^(УА)^А:0(Х)ч-А:0(У)^-0. (1) 

Поскольку к*(YIX, Zp) = 0 для любого р, то группа к*(У /X) = {0} и, 
значит, последовательность (1) точна, а группа Im ip плотна к к°(Х). 

§ 8. к -функтор «убивающих» пространств комплекса BU 
и характер Черна 

Мы докажем следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 8.1. Кольца Ж* (BU(2n:..., оо)) свободны от кручений. 

Более того, для любого ненулевого элемента а е Ж* (BU(2n1..., оо)), 
п ^ 1, элемент ch а ф 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим отображение 

fn: BU&CP^^BU^n,..., оо), 

при котором fn*(r[n) = T)i ® sft""\ ГДО Лп — канонический элемент в груп­
пе k°(BU(2n,..., оо)), g — мультипликативный образующий элемент в 
кольце к°(СР°°). Докажем, что отображение /п индуцирует мономорфизм 

fnJf*(BU(2n1..., ос^-^Ж^Ви^СР00). 
Легко видеть, что этим доказательство теоремы будет закончено, поскольку 
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кольцо Ж* (BU Щ: СР°°) не имеет кручений и для любою ненулевого эле­
мента а <= Ж*(Ви ^СР°°) элемент ch а ф 0. 

ЛЕММА 8.1. Естественное отображение g2n: BU{2n,..., оо) -+BSU 
индуцирует изоморфизм 

(g2n ® id)*: Ж* (BSU # 1%) -> Ж* (BU (2/г, . . ., оо) # L") 
для любого п и простого р ^ 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим точную последовательность 

^k^BU (2п, .. ., оо)у^ L^)^k* (BSU^L^)^-k* (Y ^6L^) < - . . . , 
где У = BSU/g2nBU(2п,..., оо). По теореме 7.2 а), имеет место равен­
ство А* (У, Zq) = 0. Тогда из следствия 4.4 вытекает, что F ( 7 # 
$£ L£°, Zq) = 0 для любого простого q. В силу следствия 2.4 и теоремы 
3.2, А;*(У &L™) = 0. Лемма доказана. 

ЛЕММА 8.2. Пусть /: X ->- У — гаков отображение, что гомоморфизм 

g*: Ж* (Y9£Ц?)-+Ж*(X &Ц?) 

является мономорфизмом для любого простого р. Тогда гомоморфизм /*: 
«ЯГ* (У) ->-$Г*(Х) является мономорфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а Е ^ * ( Г ) и Уп — такой остов, что 
а | уп ^= 0. Без ограничения общности можно считать, что порядок элемен­
та а| уп е Ж* (Yn) есть простое число р или бесконечность. Рассмотрим 
коммутативную диаграмму 

Ж (Yn) ® ЯГ* (L~) ^ ЯГ* (Уп & 1%) 

t *» t 
Ж* (У) <g) яГ (Ц?) А ЯГ (У 9& L~) 

if U* 
дГ (X) (х) ЯГ* (Z£) Л я " (X & 1%) 

Пусть г\ е Ж* (L™ ) — канонический элемент. В силу леммы 4.3 и после­
довательности (11) § 4, гомоморфизм фп является мономорфизмом. Значит, 
<р(а ® г]) =#= 0, так как £п *(а) ® ц ¥= 0. Поскольку £*ф(а ® т]) = 
= г|)/*(а® г]) = ф(/*(а) ® т]) и g* — мономорфизм, то /*(а) ^ 0. Лем­
ма 8.2 доказана. 

Обозначим через yi элемент из k°(BU), равный (ТгОЪ' — 1)» ГДе 

(r\j — 1) — образующие By в ^-теории и о* — элементарные симметриче­
ские полиномы, а ф:* = 2 (—l)i+i(4j — ! ) ' • Тогда группу 

j 
k*(BU & L™ ) « F(5C/) ® Ar*(Z,~ ) можно рассматривать как k*(L™)-
модуль, являющийся пополнением свободной к*(L™)-алгебры, порожден­
ной элементами у*. 

ЛЕММА 8.3. Пусть /: S^BU-*- BU — отображение, переводящее кано­
нический элемент т| в ц ® (£ — 1), где (£ — 1) —образующий в №(№). 
Тогда f {у*) = (Ф< —Ф*-4)®(Б —1), а f (Ф*) = *(Ф* — Ф*-1)® (s —1). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у1 (а) = 2^'уг'(а) (свойства операций у1 

см. в (17)). Вычислим 
У(г]® ( £ - 1 ) ) = Y ' f t ® S ) / Y * 0 l ) - (!) 

Заметим, что 

4®6 = S(4«-i)®6 = Si ( (4 iS- i ) -u- i ) ) . 
г г 

Поэтому имеют место следующие равенства: 

Y' (л ® 5) = П V' (л<£ - 1) /У(5 - 1) = 

= П(1 + '(ти5-1))/(1 + *(5-1)) = 

= П (1+*(л*-1)5+*(6-1))/(1+*и-1)) = 
г 

= П (1 + ((*/(1+«и-1)))(л*-1)) = ^(л), 
г 

где« = ig/ (1 + Z(g — 1)). Поскольку (g — I)2 = 0, то 

s = n(i - m-i)) = t&-i)(i-t(i-i))+HI-t(i-i)) = 
= t+(t-t?)(i-i). 

Аналогичным образом находим степени 

S* = (t + (/ - t*) (I - 1))* = ** + ttft(l - t) ( | - 1). 

Следовательно, выражение (l) принимает вид 

Y*(Л ® £) t(l — t) 2 Yft(Ti)№-1 

— = 1 + — — (5 — 1) = 
Y4n) v'Ol) 

= l + f ( l _ / ) A l o g ( Y * ( T , ) ) ( i _ l ) . 

d 
Поскольку формальный ряд -j- log (Y* ("П)) является аддитивной функцией 

пучка, то, проверяя на одномерном пучке, получаем равенство: 

i-iog(i + *(4-i)) = i n i ^ = S ( - i ) * ' * ( 4 - i ) ^ = 
оо 

= 2Ф*+ 1(Л)**. 
/1=0 

Таким образом, выражение (I) можно представить в виде 
оо 

У(л®(£-1 ) )=1 + ( S (1-0Фл + 1(л)^+ 1)(1-1) = 
fc=0 

оо 

= 1 + (3(1-*)Ф*(л)« к ) (1-1) . 
ft=l 
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Сравнивая коэффициенты при t\ находим: 

уЧч® ( £ - 1 ) ) = (Ф* — Ф*"1)(л) ® (6 — 1). 

Так как Ф1(ц) = *У(л) + разложимые элементы, то /*(Ф1') = ^*У{(ц)-
Лемма доказана. 

Обозначим через V пополнение свободного к* {L™) -модуля, порожден­
ного элементами у\ I ^ i < ОО, через W — пополнение свободного 
к* (L™)-модуля, порожденного элементами Ф\ 1 ^ i <С ос. Тогда /* оп­
ределяет гомоморфизм g: V -^ W по формуле giy1) = Фг — Ф*-1 и гомо­
морфизма h: W-+• W по формуле й(Ф*) = £(Ф* — Ф г - 1 ) . 

ЛЕММА 8.4. Ядро гомоморфизма g порождено элементом 

со 

Y = 2 V** 
г = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а = 2 Ĥ VS № е &* ( ^ ) >~ такой фор­
мальный ряд, что g(a) = 0; тогда 

g(a) = . 2 ' М Ф * - Ф^ 1) = 2 № - -^+1)Ф% 
т . е . |х» = M-i+i-

ЛЕММА 8.5. Ядро гомоморфизма h равно нулю. 
'СО 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а = 2 М^Ф*— такой элемент из W, 

что /г (а) = 0. Тогда 

А (а) = 2 ' И« • * (Ф* ~ Ф'"1) = 2 (*R - (ъ + 1) jii+i) Ф* = 0. 
Так как модуль W свободный, то получаем равенство i\\i = (i + 1)^+1 = 
= (ii. Поскольку к*(Е£) = ^ * ( Z . ~ ) , уравнение м: = ui не может иметь 
решений для всех L Таким образом, juti = 0. Так как к* (L™) не имеет кру­
чения, то \ii = 0. 

ЛЕММА 8.6. Рассмотрим замкнутый подмодуль V a V, порожденный 
элементами у2, у3, . . . , у\ . . . . Пусть / : S2NBU -*- BU — такое отображение, 
что Г(ц) = ц ® (s — 1)N.Тогда ограничение / * | v является мономорфиз­
мом, где 

7: k* (BU & Щ) — к* (S?NBU y£ 1%). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство проведем индукцией. Случай 
JV = 1 доказан в лемме 8.4. Пусть утверждение верно для N. Докажем его 
для N + 1. Рассмотрим последовательность отображений 

£2л+2 BU_XS2NBU-^BU, 

где hi — 22У-кратная надстройка над /i . Ясно, что отображение fN порож­
дает отображение V -->• W (как и в замечании перед леммой 8.4), a hi по­
рождает отображение /г: W-+W. Поскольку h является мономорфизмом, 
по лемме 8.5, то лемма 8.6 доказана. 

5 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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ЛЕММА 8.7. Гомоморфизм колец g: k*(Lp°°) [ [ у ] ] -> &*(£р°°) [[Ф*]], 
заданный формулой $(у1) = Ф{ — Ф1"1, является эпиморфизмом, а ядро 
является идеалом, порожденным элементом у = 2у*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сделаем замену переменных: 
х\ = у, Xi = y\ i ^ 2, 
у{ = ф* — фг-1? i ^> 2. 

Легко заметить, что имеют место изоморфизмы 

u*(VWD«**(V°)M, 

а гомоморфизм g определяется соответствиями 
Xi ->- 0, Xi ->- у и i ^ 2. 

ЛЕММА 8.8. Гомоморфизм колец h: k'(Lp°°) [[Ф :]] -> А*(^Р°°) [[ф*]]> 
заданный формулой /г(Ф2) = г(Ф* — Фг_1), является мономорфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сделаем замену переменных в области значений, 
а именно, положим yi = Фг" — Ф*-1, i ^ 2. Тогда имеет место изоморфизм 

**(£р»ЖФ<Ц»А , ,(£р«»)М 
и гомоморфизм А задается формулой 

Ф 1 — * 2 f r . Ф * - ^ ^ * ^ 2 . 
Для доказательства леммы достаточно показать, что, если х — ряд, состоя­
щий из мономов длины /V, и h (х) = 0, то х = 0. 

Представим элемент # в виде 

где /jv-fe = {ii ^ г2 ^ . . . ^ iN-h) — набор целых чисел ^ 2; одновремен­
но через IN-K будем обозначать произведение U ... IN-H- Тогда имеем ра­
венство 

Допустим, что h (x) = 0. Раскроем скобки и приравняем нулю коэффици­
ент при элементе yiN: 

S 2 £* • **, i Б_/г *̂ в = о, (*) 
k=0B<=N, \B\=N-h 

где СБ — некоторые биномиальные целые коэффициенты, не равные нулю, 
В — подмножества в целых числах [Z,... , N] и /в —- ограничение набора 
IN на В. Сумму (*) можно разбить на две части: 

2 CB-Kk,iB -1в+ ZjCB'-kh,iB, •7в' = 0, 
BdN-1 В' 
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где В' пробегает все подмножества, содержащие индекс IN» Первое слагае­
мое не зависит от выбора IN, а второе делится на число ijv. Значит, 

2i С в • kkt i в1в = 0. 
BczN-l 

Далее, по индукции получаем, что 

S Св-%к>1в-1в = 0 (**) 
BCZN-S 

для любого s ^ N. Следовательно, при s = N равенство (**) имеет вид 
ккФ=0. Допустим, что Xk, j = 0 для всех / s , s ^ п. Докажем, что 
Ал, j n + 1 = 0. Продолжим набор In+i до некоторого набора /д. Тогда 

2 J СвХк, i в1в = 0 
BC=IV-(IV-n-l) 

в силу равенства (**). Заметим, что по предположению %ь, iB
 = = 0> е с л и 

\В\ ^. п. Остается одно слагаемое, а именно, В = N— (N — п — 1); та­
ким образом, 

CjV-(W-n-l) hk, I • -?n+i = 0. 

Так как в кольце k*(L™) нет элементов конечного порядка, тоА,&, j = 0. 
Лемма 8.8 доказана. 

ЛЕММА 8.9. Пусть /: ВС/ 9£ (СР°° / СР*-*) ->-BU — такое отображение, 
что 

Г (л) = т ) ® (S- l )w . 
Тогда Kerg* есть идеал, порожденный элементом у = 2уг', где £*' 
А;* (Я?7 9£ l £ ) -^ Л* (BU 9£ СР~ I CPN-i & L™) - индуцированное отобра­
жение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим модуль k* (BU 9£ L™) в виде прямой 
00 

суммы ^ Vn> ГДе Vn ~~ подмодуль, порожденный мономами от у' длины п, 
П=1 

Легко видеть, что если х е Уп, то 
$•(*) =Л^-1ойг(а;) ® (g — 1)** + у ® (g - 1 ) ^ + z(g - 1)*»+S 

где у ^ ^ Vk ж g и А — гомоморфизмы, описанные в леммах 8.7 и 8.8. 

Ясно, что если g*(a) = О, то / ^ _ 1 о g(a:) ® (g — l)n i V = 0. Значит, в силу 
лемм 8.7 и 8.8, элемент х принадлежит указанному идеалу. 

Вернемся теперь к гомоморфизму 

/ / : Ж*(В11(2п, ..., ос))-> ж* (BU& СР*>). 

Рассмотрим коммутативную диаграмму 

hBU(2n,. . . , оо) 
1 я 

BUftCP^/CP^—l BSV 
I со 
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Ей соответствует следующая коммутативная диаграмма: 

Гп/к'(Ви(2щ...,оо)^Щ) 

к*(В[/& СР^/СР"'1 # 1%) к' (BSU ^ 1%) 
\ |°>* 
>*\ k*(BU&L~) 

В силу леммы 8.1 гомоморфизм л* является изоморфизмом. По лемме 8.9 
Кет f* = Кег со*, значит, fn* является мономорфизмом. Применяя, наконец, 
лемму 8.2, получаем, что гомоморфизм 

/n: W(BU(2n,..., oo))->W*(BU&CPs) 
является мономорфизмом. Таким образом, теорема 8.1 доказана. 

§ 9. Когомологические операции в ИГ-теории по модулю р 

1. Обозначим через Кр пространство всех непрерывных отображений 
в компактно открытой топологии р-сферы S' [] D2 в комплекс BSU. Согласно 

v 
Милнору (24), пространство Kv является клеточным комплексом. Из ра­
венства 

[X # (S' U D% BU) = [Х& (S' U D% BSU] = [X, Кр], 
Р Р 

где X— связный комплекс [см., например, ( и ) ] , вытекает, что комплекс 
Кр является представляющим пространством для функтора к ( , Zp), т. е. 
к(Х, Zp) = [X, Кр]о. Таким образом, задача вычисления когомологических 
операций в .ЙГ-теории mod р сводится к вычислению группы k* (Kp, Zp). 

Рассмотрим расслоение 
ви 

y:Kv—+SU, (1) 

соответствующее корасслоению 

р 

Здесь мы, как обычно, отождествили BU и Q2BSU, SU и QBSU. Из класса 
пространств, гомотопически эквивалентных пространству BU, выберем сле­
дующее пространство. Согласно Милнору существует топологическая груп­
па G и главное универсальное локально тривиальное расслоение со слоем 
G и базой SU. Группа G гомотопически эквивалентна пространству 
QSU ж BU. В дальнейшем группу G мы будем обозначать по-прежнему 
через BU, a k* (BU) будем рассматривать как коалгебру, диагональ в кото­
рой индуцирована групповой структурой в G. 

Докажем, что канонический элемент л е к* (BU) является примитив­
ным элементом относительно вышеуказанной диагонали. Для этого рас­
смотрим спектральную последовательность относительно фильтрации Мил-

нора в пространстве SU. Первый член фильтрации Х\ = SBU с : SU, при­
чем если I e k'(SU) -—канонический элемент, то Г(£) = т). Следователь-
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но, [п] е Ei1'1 = к'(SBU) является циклом всех дифференциалов. В част­
ности, г] является примитивным элементом, т. е. Ал = ц <g) 1 + 1 ® т). Этим 
полностью определяется диагональ в коалгебре k*(BU). Именно, справед­
лива 

ЛЕММА 9.1. Пусть у{ ^ к* (BU) —канонические мультипликативные 
образующие кольца k* (BU) (см. § 8). Тогда 

A(Y*) = S1
 у

а®7р-
а+р=г 

ЛЕММА 9.2. Существует главное локально тривиальное расслоение 
ви 

RV—+SU, 

индуцированное us универсального расслоения таким гомоморфизмом (р: 
BU —>- BU, что Ф*(т)) = РЦ и Rp-гомотопически эквивалентно пространст­
ву Кр. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование требуемого гомоморфизма выте­
кает из того факта, что если /: X ->- Y — произвольное отображение, то ин­
дуцированное отображение групп Милнора <р: G(X) -+G(Y) является го­
моморфизмом. Рассмотрим такое отображение /: SU ->- SU, что /* (|) = р%. 
Тогда, согласно Милнору, следующая диаграмма расслоений коммутативна: 

(2) 

Вернемся теперь к расслоению (1). Отождествляя пространства SU 
и QBSU, можно считать, что отображение / индуцировано отображением 
сферы S' на себя степени р. Следовательно, композиция / о if гомотопна 
отображению в точку. Значит, существует такое отображение %: Kv 
что диаграмма 

R р» 

К 
\ ф I 

(3) 

коммутативна. Из диаграмм (2) и (3) стандартными гомотопическими ме­
тодами можно доказать, что % индуцирует изоморфизм гомотопических 
групп и, следовательно, является гомотопической эквивалентностью. Лем­
ма доказана. 

Нам понадобятся некоторые общие факты о спектральной последова­
тельности, индуцированной фильтрацией Милнора. 
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G' 

ТЕОРЕМА 9.1. Пусть Е—^Х —главное локально тривиальное рас­
слоение, индуцированное гомоморфизмом ср: G-+G', где G — группа Мил-
нора базы X. Тогда существует спектральная последовательность, сильно 
сходящаяся к k*(E, Zp), член Ег которой равен Cotorfc*(G,zp) (k*(Gr, Zp), 
k* (*, Zp)) , причем структура комоду ля k* (G', Zv) над коалгеброй k* (G, Zp) 
индуцируется гомоморфизмом ср. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно работе (^) фильтрация Yn в простран­
стве Е, индуцированная фильтрацией Милнора в базе X, имеет вид: 

YnlYn-1^Sn{Gf # G # . . . # G ) . 
п раз 

Следовательно, 

ЕГ1 = к* (Yn/Y"-\ Zp)=k* (G', Zp) ® к* (G, Zp) ® . . . ® /с* (G, Zp), 

а дифференциал dA: Z?in~ * -*- # i n действует по формуле: 
d4 (a! ® ai ® .. .® an) = Да' ® ai ® , . . ® an + 

+ 2 ( — 1 ) ^ ' ® ^ ® . . . ® Aai® . . ® a n . 
г 

Сильная сходимость вытекает из теоремы 3.1. 
ТЕОРЕМА 9.2. Спектральная последовательность, описанная в теоре­

ме 9.1, является мультипликативной. Умножение в члене Ег совпадает 
с алгебраическим умножением в кольце Cotor*. Умножение в члене /?«> 
присоединено к умножению в &*(£, Zp). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Z — пространство универсального главно­
го G-раеслоения над X. га-ый член фильтрации Милнора в пространстве Z 
имеет вид G ° . . . о G [см. (5) j , а га-й член индуцированной фильтрации в 
пространстве Е имеет вид Y'1 — (G' X (G ° . . . о G)) / G. Тогда по каждой 
перестановке т натурального ряда чисел однозначно определяется естест­
венный гомеоморфизм Ах: Е-^Е. Обозначим через хп перестановку 
(га, п — 1 , . . . , 1, 0, га + 1, • . . ) . Существует такая гомотопия дцагоналя 

А*, п, ЧТО 
До,п = Д, Ai,n(Y")cz U Г*ХУ'Э, 

a+0=n 
где Г /р = AXn{Y£). Этот факт вытекает из существования двух таких де­
формаций at, bt стандартного симплекса [0, 1, . . . , ra j , сохраняющих все 
грани, что если а\(х) е [0, 1 , . . . , /с], то bi(#) е [/с, & + 1 , . . . , raj, и об­
ратно. При помощи стандартных рассуждений [см., например, (23), § 15J 
можно показать, что если Хп, Yn — фильтрации в X и 7, а Zn = U Xa X 

X 7Р — фильтрация в Z — X X Г, то 
Er(Z) =Er(X)®Er(Y) 

и дифференциал dr удовлетворяет формуле Лейбница. Применяя это ут­
верждение к нашему случаю, можно построить спаривание спектральных 
последовательностей 

Er(Y")®.Er'(Y*)-+Er(Y"), 
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где члены E/(Yn) индуцированы фильтрацией AXn(Yh) czYn = ATn(Yn). 
Непосредственно из определения вытекает, что 

Е2\Е) =А*п{Е2(Е)) =Е2(Е). 

Следовательно, мы получим спаривание 

ЕГ(Е) ®Ег{Е)-+Ег{Е), г ^ 2 , 

индуцированное диагональным вложением Е ->- Е X Е. Совпадение постро­
енного нами умножения в члене Е2 и алгебраического умножения прове­
ряется сравнением двух фильтраций в пространстве Е X Е, а именно, 
фильтрации, п-ыи. член которой имеет вид Wn = 2 ^ а X Ур, и фильтра-

ции Милнора {Vn}, соответствующей группе G X G. Теорема доказана. 
Перейдем к вычислению кольца к* (Кр, Zp) . Вложение р: BU ->- Кр в 

расслоении (1) соответствует приведению группы к (X) по модулю р, а 
проекция г|з: KP-^SU соответствует гомоморфизму Бокштейна. 

ТЕОРЕМА 9.3. Для всех простых р ^ 2 образ р* (к*{КрЪр)) c= 
с: к* (BU, Zp) есть подколъцо, мультипликативно порожденное элементами 
Фк mod р. Образ *ф* (/с* (SU, Ър)) а к* (Кр, Ър) изоморфен внешней алгеб­
ре k*(SU,Zp) / / , где I — идеал, порожденный элементами {SQ)kP}k^. По­
следовательность 

О +- р* (к* (Яр, Zp)) «- к* (Кр, Zp) +- /с* (Кр, Zp) • г|>* (к* {SU, Zp)) *- О 

точна. Если р ^ 3, то 

к*(Кр, Zp) « p'(r(iS:P , Zp)) ®ф'(Аш(5£/, Zp)) = Z P [ 0 ^ ] ® A[u)*L 

где р*(Ф£) = Ofe modp, cop
h — г|з*(«?ФА), й взаимно просто с р. 

Элементы Фр
к можно выбрать так, что композиция фрьфр

8 совпадет по 
модулю разложимых элементов с композицией ФйФв mod p. Элемент сор

/ 

определяет гомоморфизм Бокштейна. Элементы cop
k и Фр

к связаны равен­
ствами: 

h f h k f 
(Op = 0)p Фр = Фр (Op * 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычислим кольцо Со1;огд (Al, Zp), где М = 
= к*(BU, Zp) — комодуль над коалгеброй А = k*{BU, Zp), структура ко­
торого индуцирована гомоморфизмом <р: BU-+BU-. 

Определим кольцо к* (X, Zp) как множество непрерывных гомоморфиз­
мов Homz р(&* (X, Zp), Zp). Тогда имеет место равенство 

GotorA(M, Zp) - HomZp(TorA#(M*, Z,,), Z7,), 

где М* == Homzp'C^, Zp). Опишем структуру модуля М* над алгеброй 
4* = k*(BU, Zp). Алгебра 4* есть кольцо полиномов Zp[02*]. Модуль М* 
есть также кольцо полиномов Zp[£**], а структура модуля определяется 
гомоморфизмом колец ф*: А * ->- М*. 
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Введем в группах М и А канонические аддитивные базисы 9©, у®, где 
со — произвольные разбиения целых чисел. Пусть 6<о*, £ы* — двойственные 
базисы в группах М* и А". Поскольку ф*(т]) — РЛ» гДе Л ^k*(BU) —ка­
нонический элемент, то гомоморфизм ф*: М-+А определяется формулами 

((Ya>/> е с л и ю = (%, . . .,«>i), 
ф* (9о>) = | ' Т&й 

[ О , в остальных случаях. 

По двойственности получаем формулы: 

m /?* ^ - |9<V..,fe) = (Q*(h))P, если г = кр, 
Ф* &«)) ~ } о, в остальных в остальных случаях. 

Таким образом, модуль М* является прямой суммой модулей М&* с одной 
образующей Во*, где о> — разбиение, не содержащее больше, чем р, одина­
ковых чисел. 

Вычислим группу ТОГА*(Л/СО*, Z p ) . Рассмотрим в алгебре А* подалгебру 
В, порожденную всеми элементами £(*i}, для которых i Ф кр. Ясно, что ал­
гебра А* является свободным модулем над подалгеброй В. Поэтому имеем 
равенства: 

ТогА.(Д/*Ч5р) « Tor*(Zp , Zp) = Л[сог*], i Ф кр, ©<* е= Tor1. 

Возвращаясь к исходной ситуации, получаем, что 

CotorА (Л/, Zp) « F ® Л [ [ со г] j , F c Cotor0, со г е= Cotor', 

где V — подгруппа в группе М, порожденная элементами Go, а со — разбие­
ние, содержащее не больше, чем р — 1, одинаковых чисел. 

Можно показать, что V является подкольцом в кольце М, причем 
V = Zp[[0u]] , где к не делится на р. Нетрудно также проверить, что коль­
цевая структура в группе V ® Л[[со7]] совпадает с кольцевой структурой 
в группе Cotor А (Л/, Z p ) . 

Таким образом, член Е2* спектральной последовательности изоморфен 
кольцу Z P [ [ 0 A ] ] ® Л[ [о)г-]], где к и i не делятся на р. 

Покажем теперь, что Ег* = Еоо*. Рассмотрим сначала отображение 
•ф: Kp~^SU и индуцированный им гомоморфизм спектральных последова­
тельностей относительно фильтрации Милнора в пространстве SU. Член 
E2*(SU) изоморфен кольцу Л[ [£Ф*]] , причем г|)*(5Ф?) = (о*, если г ф кр, 
и -ф*(д5Фг) = 0 в остальных случаях. Используя характер Черна, можно 
показать, что E^SU) = Еж* (SU). Отсюда вытекает, что все о)г- являются 
циклами всех дифференциалов. Докажем теперь, что %) являются цикла­
ми всех дифференциалов. Для этого изучим отображение 

р: BU~+KV. 
Рассмотрим отображения 

BU&SP -KP#SP-»BU, 
где а — каноническое отображение, соответствующее тождественному ото-
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бражению Кр-+Кр, Легко видеть, что композиции / = а о (р 5^ id) соот­
ветствует коммутативный треугольник 

BU&SP ->BU 

BU&S2 

причем g* (и) = г) ® о. Из леммы 8.3 вытекает, что существуют такие эле­
менты di^k*(BU), что g*(di) = Ф{ ® а. Тогда отображение й̂  о/ опре­
деляет элемент [Ф*]р е к* (BU, Ър). Пусть Фр* е к* {Кр, Zp) — элементы, 
определенные отображениями с?г ° а. Тогда р*(Фр) = [Ф*]р. Рассматри­
вая элементы [Фг]р как элементы из группы Е™ (Кр), получаем, что эле­
менты [Ф*]р являются циклами всех дифференциалов. Поскольку в члене 
Е\ элементы [Ф*]р соответствуют элементам бф, то этим утверждение 
доказано. 

Применяя теперь теорему 9.2, получаем, что E^= Еоо*. 
Для вычисления композиции Ф £ Ф достаточно рассмотреть коммута­

тивную диаграмму 

ви—>ви Ф* 
ви 

9 \Р IP I 
1 I I 

ф k ф s 
Кр — • Kv — > К Р 

Равенство cop
fe = Фр^сор' вытекает из коммутативной диаграммы 

S(K,)-

фп 

•Кп 

*S(SU)-
р 

ви-

Къ 

*ви 
Равенство (Ор'Ф* = Ф£ сор' легко получить из следующей коммута­

тивной диаграммы: 

К„ 
ф ~ 

SU 
\фЬ 

KP^SU 

2. С т а б и л ь н ы е о п е р а ц и и в Z - т е о р и и mod р. Последователь­
ность элементов ап ^ к* (Кр, Zp) будем называть стабильной операцией,, 
если для любого п ^ 1 выполняется равенство: 

ап(х ® о) = ап-±(х) ® о, 

где о е ^(iS2, Zp) — образующий элемент. 
ТЕОРЕМА 9.4. Естественная проекция 

Кр(2п,..., оо) ->- Кр(2п — 2 , . . . , оо), п > 2, 
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индуцирует изоморфизм 
к*(Кр(2п - 2 , . . . , оо), Zp) -+ k*(Kp(2n,..., оо), Zp) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для тг ^ 3 утверждение теоремы вытекает из 
следствия 7.1. 

Докажем утверждение для п = 2. Рассмотрим локально тривиальное 
расслоение 

Кю(4,...,оо) 
# Р * * ( Z p f 2 ) , 

индуцированное каноническим действием группы Zp°° на пространстве 
Кр(4,..., оо). (Напомним, что i£ P (4 , . . . , оо) можно считать пространст­
вом главного Lp°° — расслоения с базой КР.) 

ЛЕММА 9.3. Группа к* (Кр(4,.. . , оо), Zp) является тривиальным ко­
моду лем над коалгеброй k* {Lv°°, Zp) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать, что гомоморфизм 
Г: k*(Kp(^...,oo),Zp)^k*(Lp°°,Zp), 

где i: L™ - ^ Z p ( 4 , . . . , оо) —вложение слоя, тривиален. (Пространство 
i£ P (4 7 . . . , оо) можно считать топологической группой, а вложение слоя 

г 
L™ d Кр ( 4 , . . . , оо) — гомоморфизмом.) 

Превратим отображение i в расслоение со слоем QKP и докажем, что 
гомоморфизм 

/.: k'(Lp, Zp)-+k*(QKp, Zp) 
является мономорфизмом. (Заметим, что последовательность 

* * 
к* (Кр (4 , . . . , оо), Zp) -X k* (Lp , Zp) —• к* (QKP, Zp) 

является полуточной.) 
Рассмотрим коммутативную диаграмму расслоений: 

U->QKP-+BU 

и соответствующие спектральные последовательности для когомологип 
modp, индуцированные фильтрацией Милнора в пространствах BU и СР°°. 

Вычисления показывают, что 
E2(QKP) = А[аа] ® Zp[c2], 1 < г < оо, 

„ 0,2г-1 „ 1,2г-1 
(ХСг<=#2 г Ci<=E2 

E2(I%>) = A(au) ® Z P [ B ] , ви<=Е2' , и^Е2' . 
При этом отображение / индуцирует следующий кольцевой гомоморфизм 
членов Е2 спектральных последовательностей: 

f{au) = аси Г (и) = а. 
Поскольку кольцо когомологий H*(L™, Zp) известно, то из соображе­

ний размерности вытекает, что E2(L™) = /?0о(£р
э). Следовательно, эле­

менты ас\ и с± являются циклами всех дифференциалов. 
Покажем, что элементы с\К е Е*£ при к ^ р — 1 не являются грани­

цей никакого дифференциала. Для этого достаточно доказать, что элемен­
ты оси i ^ р — 1, и ch i ^ р — 1, являются циклами всех дифференциалов. 
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Тот факт, что С{ являются циклами всех дифференциалов, вытекает из 
сравнения спектральных последовательностей для пространств QKP и ВU 
относительно фильтраций, индуцированных фильтрацией Милнора в про­
странстве В U. 

Для доказательства того, что элементы act являются циклами всех диф­
ференциалов, рассмотрим отображения 

U + SP^QKP + SP^SU, 
хде а индуцировано тождественным отображением 

QKp-+QKp = {Sp, SU}. 
Поскольку р*а*(т]) = ц ® сг, то легко видеть, что существуют такие эле­
менты di е= 1РШ (SU, Z), i < р — 1, что 

р*а* (di) = аа ® ?;, v<= H2(SP, Z). 
Значит, существуют такие элементы di e Н21^ (QKvZp)} что 

р* (di) = och i ^ p — 1. 
Таким образом, элементы GC^ i ^ р — 1, являются циклами всех диффе­
ренциалов. 

Итак, гомоморфизм /'*: H^(Lp°°, Zp) ->№(£ЖР , Zp) является мономор­
физмом в размерностях q ^ 2р — 2. 

Рассмотрим теперь спектральную последовательность Атья — Хирце-
бруха для пространств L™ и QKP, члены Е2 которых равны когомологии 
этих пространств mod р. Поскольку первый нетривиальный дифференциал 
есть d2p-i и d2p~i(au) = и?, ТО /*: Eoo(L™) ->Eoo(QKp) l является моно­
морфизмом. Лемма доказана. 

Возвращаясь к доказательству теоремы, вычислим группу 

Cotor 00 (/с*(#р(4, . . ., oo),Z p), Zp). 
к ^ЬР Lp> 

В силу леммы 9.3 

Cotor оо _ (к*(Кр(4, . . ., ос), Zp), Zp)«Cotor 00 „ , (Zp,Zp)0 
k \Lp , Lp) И {bp , £>p) 

®k*(Kp (4,...,oo),Zp). 
Коалгебра k*{L^, Zp) изоморфна коалгебре Ар* из § 5. По лемме 5.3 
имеем: 

. (Zp, i = 0, 
G o t 0 r*<.« f) ( Z" ^ = I 0, i > 0 . 

Следовательно, член Ег спектральной последовательности относительно 
фильтрации в Кр, индуцированной фильтрацией Милнора в пространстве 
K(ZP, 2), имеет вид: 

Я2° = A # (£ p (4 , . . . , oo) ,Z p ) , E«=Qr g > . 0 . 
Значит, Ег = Еоо и вложение Z: Z p ( 4 , . . . , оо) ->i£p индуцирует изомор­
физм 

Г: /<* ( t f P /Z P )+F(Zp(4 , . . . , oo ) ,Zp ) . 
Теорема доказана. 



600 В. М. БУХШТАБЕР, А. С. МИЩЕНКО 

Из теоремы 9.4 вытекает, что группа стабильных операций совпадает 
с группой limk*(Kp(2n,..., оо), Zp), где проекция к*(Кр(2п,..., ос), 
Ър) -> к*(Кр(2п — 2 , . . . , со), Zp) задается каноническим отображением 
S2Kp(2n - 2 , . . . , со) -+Кр(2щ..., со). 

ТЕОРЕМА 9.5. Алгебра стабильных операций 8 изоморфна алгебре 
Zp[[6g]] ® Л(Р), г<9б g — простые числа, не равные р. Операция р есть 
оператор Бокштейна {ыр}. Мультипликативные образующие Sq выража­
ются по формуле 

. . S 

e,= {-2(-i)w,H), S . 

где q = kp + s, 0 <C 5 < p. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что если Хп cz Кр(2/г,..., со) — под­

комплекс, гомотопически эквивалентный Кр(2п, . . . , со) в размерностях 
^Zmn-}-2n1 mn->oo, то группа lim к* (Хп, Ър) изоморфна группе 
Jim к* (Кр(2п, . . . , со), Zp) . Рассмотрим расслоение 

ВЩ2п, . . . , оо) 

Кр (2/г,..., со) * tf (2л + 1 д . . . 4 оо), (2) 

аналогичное расслоению (1). Выберем в слое, пространстве расслоения и 
базе такие подкомплексы ХП) Yn, Zn, чтобы последовательность Хп —*~ Yn —>-
->- Zn являлась корасслоением, диаграмма 

BU(2n9.. ., оо)-* ЯГр(2п,. . ., oo)->U(2n]+ 1, . . #> ос) 
\1п |*п \1п (3) 
Хп > Yn > Zn 

была коммутативной, а отображения 1п были гомотопической эквивалент­
ностью до размерности тп + 2лг, тп -> оо, и последовательность диаграм­
мы (3) образовывала обратную систему. Это можно сделать, используя 
стандартную гомотопическую технику [см., например (13) ] . 

Так как функтор обратного предела точен на категории проконечных 
групп [см. § 3], то из диаграммы (3) получаем точную последовательность 

Ь р Ф 8 

. . . « _ Ф * ^ _ е * + - # £ * « — , 
где 

Фт = Птк^(Ви(2п, . . . . оо), Z„), 
П 

em=limkn*(Kp(2n,...,oo),Zp), 
П 

БФт = \imkm (U (2п + 1, . . . , с»), Zp). 
П 

Из геометрического смысла гомоморфизма б следует, что он является 
нулевым гомоморфизмом. Поскольку Ф' = 5Ф° = 0, то 6° = Ф°, 
©' = £Ф'. Задача сводится к вычислению кольца Ф°. 

Рассмотрим оператор А: к*(BU, Ър) -->- к*(BU, Zp), порожденный ото­
бражением ФВи'->- BU. Ясно, что последовательность ап е к* (BU, Zp) яв-
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ляется стабильной операцией, если Аап = ап-±. Значит, если {ап-\} —ста­
бильная операция, то ап e l m i . Из леммы 8.3 вытекает, что группа 
Im A = V порождена элементами Фк. Рассмотрим ограничение операто­
ра А на пространство V. Элементы 

S 

ВМ = 2 ( - 1) * Cl ФрК+s-i, 0 < S < р - 1, 
2=0 

являются собственными векторами оператора А с собственными значения­
ми, равными s, и образуют аддитивный базис группы V. Значит, группа 
Ф° аддитивно порождена элементами 

QkP+s = | _ н м \ к^О, 0 < s < р — 1. 

Из формулы Лейбница для оператора Бокштейна вытекает, что последо­
вательность р = {сор'} является стабильной операцией. Из теоремы 9.3 
следует, что гомоморфизм [3: Ф° —>- 8Ф' является изоморфизмом. 

Формула композиции для операций Фк е k°(BUf Zp) имеет вид: 

фЬф* = %к{Ф* + Ф*8. 
i<Zhs 

Следовательно, 

i<ks 

т. е. операции &к при к простом, не равном р, образуют мультипликатив­
ный базис алгебры ©. 

Доказательство теоремы 9.5 закончено. 

Дополнение 

ТЕОРЕМА. Классифицирующее пространство BU является коммута­
тивным кольцом в категории гомотопических типов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы построим три таких отображения 

<р: BU X BU-+BU (сложение), 
Ц:ВихВи-+Ви (умножение), 
%: BU-+BU, 

что будут выполнены аксиомы: 
(1) ф о (id X ф) « ф ° (ф X id) (ассоциативность сложения); 
(2) ф « ф о 7\ где Т — перестановка координат (коммутативность сло­

жения) ; 
(3) отображения <р( , * ) : BU-+BU и ф(*, ) : BU-+BU гомотоп­

ны тождественному отображению (существование нейтрального элемента); 
(4) отображение у(х, %(х))\ BU->BU гомотопно отображению в 

точку; 
(5) if) о (id X г|)) « ф ° (г|) X id) (ассоциативность умножения); 
(6) "ф ж г|? о Т (коммутативность умножения); 
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(7) отображения ty(x, ф(г/, z)) иф(г|)(#, г/), ty(x, z)) гомотопны (ди­
стрибутивность) . 

Пусть in: Xn cz BU — ?г-мерные остовы пространства BU. Тогда ото­
бражение in определяет элемент [in] ^ К°(Хп), причем если &п,ш: 
Хп с: хт, то inm ([im]) = [in]. Пусть cpn,w: Xn X Xm^BU — такие ото­
бражения, что' [фп,т] = [in] <8> 1 + 1 0 [Un] ^ Х°(ХП X Хт). Пусть, да­
лее, i|)n,m: Ап X Xm-^BU — такие отображения, что Гфп,т] = 
= [in] ® [*m] е=Я°(Хп X Х т ) . Наконец, пусть %п: Xn-+BU — такие 
отображения, что (%n) = —[in]. Заметим, что 

[фп,ш] = \in,n' X im,m') * ( [фп',т '] ) 

при га7 "^ п, т' ^ т. Аналогичные равенства имеют место и для отображе­
ний я|)п, т и Хп. Значит, в силу теоремы Борсука [см. (7) ] существуют та­
кие отображения 

<р: BUXBU-+BU, 
tp: BUXBU^BU, 

X: BU-+BU, 

что 
фп, m ~ Ф ° (in X im) , 

f n , m ~ ^ о ( j n X J m ) , 

Хп » X ° ̂ . 

Для доказательства свойств (1) — (7) нам потребуется следующая 
ЛЕММА. Пусть /, g: X-^BU — такие два отображения, что f ж g на 

каждом остове Хп. Тогда если K®(SXn) = 0, то f « g. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим пространство X X / и подпростран­

ства Хп X I. Нам даны такие отображения 

Fn: (X* XI) U (XX {0}) U (X X {1}) -+BU, 

что/•„(*,<)) =f(x),Fn(x,l) = g(x). 
Докажем, что Fn гомотопно Fn+i на подкомплексе (Хп X1) U 

U (Хп+* X {0}) U (Дп+1 X {1}) неподвижным образом на (Xn+1 X {0}) U 
U (Xn+i X {1}). Отображения Fn и Fv.+i совпадают на подкомплексе 
(A'n+1 X {0}) (J (Xn+i X {1}) и поэтому определяют [см. (17)] элемент 

[Fn, Fn+i] е= Щ(Х» X /) U (Xn+1 X {0})U (Х»+* U {1}), 
( Z ^ 1 X {0}) U (Xn+1U {1})) =JE°(5Zn) = 0. 

Значит, F n гомотопно Fn+i неподвижно на подкомплексе (Xn+1 X {0}) !J 
ij (Xn+i X {1}). По теореме Борсука отображение Fn можно продолжить 
до отображения комплекса (Xn+i X 1) U (*п+2 X {0}) U (Xn+2 X {1}), го­
мотопного отображению Fn+i. Далее применяем индукцию и получаем ото­
бражение F: XX I-+BU, причем F(x, 0) =f(x), F(x, 1) =g(x). 

Доказательство всех свойств (1) —(7) проводится совершенно иден­
тично. Докажем, например, свойство (7). 
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Итак, нужно доказать гомотопическую коммутативность следующей 
диаграммы: 

BU х BU X BU —-+ BU х BU 
AXidXid I 

BUxBUxBUxBU 
idxrxid I 

BUxBUxBUxBU >BUxBU-*BU 
В силу леммы достаточно доказать, что два отображения 

ф о (id X ф) и ф0(\|) X "ф) о (id X Т X id) о (Д X id X id) 

гомотопны на каждом остове Xй X Xm X Xk. Гомотопический класс огра­
ничения первого отображения есть элемент 

[in] ® ([1т] 0 1 + 1® Ы ) е= К«(Хп ХХ™Х Xk). 
Гомотопический класс ограничения второго отображения есть элемент 

[in] ® [im] ® 1 + [in] ® 1 ® Ы е= Z°(X" X l m X Xfe). 

Но эти два элемента равны. Значит, отображения гомотопны на каждом 
остове. 

Поступило 
15.V.1967 
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