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§ 1. Общие замечания. Мы будем рассматривать кате
горию стабильных спектров топологических пространств, 
в дальнейшем именуемых просто спектрами (см., напри
мер, [1]). Пусть задана последовательность морфизмов 

. . . <— Х0 <— Xi <— Х2 *— - •. 

и спектр Z . Тогда естественным образом определяется 
гомологическая спектральная последовательность (см. 
[3], стр. 400—403), r-й член которой равен 

Е? = Im ([S'Z, Xp/Xp+r] - [S'Z, Хр/Хр+1])} 
/ I m ( [S 'Z , Xp-r+1/Xp]-^ [S'Z, Хр/Хр+1]). 

Двойственным образом определяется и когомологическая 
спектральная последовательность. 

Интересен случай, когда последовательность 
[Х 0 , S'W] +- L S ^ X o / X i , S'W] [S-*XJX2, S'VV]^... 

является свободной резольвентой [W, 5*И /]-модуля 
[Х0, S'W]. Легко видеть, что член Е2 равен E x t [ i y , s n v j 
([Х0, S'W], [Z, S'W]) и поэтому поддается вычислению 
исходя только из знания алгебры [W, S* W] и модулей 
[Х0, S'W] и [Z, S'W]. 

Естественно ожидать, что вышеуказанная спектраль
ная последовательность сходится к группе, присоеди
ненной к группе [S'Z, Х0] (или к группе [X, S' Z] в 
двойственной ситуации). В случае W = К [Zp] Адаме 
[2] доказал сходимость когомологической спектральной 
последовательности к указанным группам. Мы рассмот-



рим другие спектр а лыше последовательности, построен
ные по спектрам 5 ° , МU и некоторым другим. 

§ 2. Основные конструкции. Дадим следующее опре
деление. Последовательность спектров 

Х = Х0«-Хг*-...<-Хп^... ( 1 ) 
назовем когомологической И^-резольвентой спектра X , 
если последовательность 
[XJXJS-WMXJX^S'-Wj«-...<-[X„/Xn+I, S ' + n W ] < - . . . 

(2) 
является свободной резольвентой [W, 5"И']-модуля 
[Х0, S'W], а спектры Xn/Xntl являются суммами спект
ров S*W. 

Если отбросить первое условие, то последователь
ность (1) называется свободпой последовательностью; 
если же последовательность (2) точна, то последователь
ность (1) называется ациклической последовательностью. 

Пусть спектр W удовлетворяет условию самоизобра-
жаемости, а спектр X — условию нетеровости относи
тельно спектра W. 

П р е д л о ж е н и е 1*). Для спектров W и X и лю
бого п существуют реализации гомологической и когомо
логической W-резольвенты спектра X в размерностях ^ п. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть заданы W-свободная 
последовательность Xt спектра X, W-ациклическая после
довательность Yi спектра Y и морфизм Y —> X в случае 
когомологических и X —> У в случае гомологических после
довательностей. Тогда существуют морфизмы У { —> Xi 
(X; —»У,-), коммутирующие с исходными морфизмами по
следовательностей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем коммутативную диа
грамму 

7 N /1 
Y 

где Х/Х1 = \/ S lW. Тогда можно записать равенство 
/ = 2 / , , где / ; : У —>S *W— проекция на слагаемое. По
скольку отображение [Y,S'W]<— [Y/YltS'W] является эпи
морфизмом, то существуют отображения gt: Y/Yj,—>S ЧУ, 

*) Этот результат доказан С. П. Новиковым. 



причем cpg; = / ; . Значит, коммутативна диаграмма 

i t t> 
Y/Y^Y^- 7 j 

Поэтому gcpij) = 0 = Х/Ф» следовательно, существует та
кое отображение / х : Yi -* Хи что хД = /ф. Далее дока
зательство проводится по индукции. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть дан такой спектр 
Z , что П Im ([S'Z, Х „ ] - > [S'Z, Хт]) = 0. Тогда гожо-

п 
логическая спектральная последовательность сходится к 
группе, присоединенной к [S'Z, Х0]. (См., например, [3], 
предложение 2.1 на стр. 385 и дальше.) 

Это предложение можно обобщить следующим обра
зом. Рассмотрим в категории абелевых групп два класса 
групп С0 и C j . Пусть выполнены условия: если G0 £Е С0, 
Gj е= Сг и / : G1 -* G0 — гомоморфизм, то / — обязательно 
нулевой гомоморфизм; для любой группы G существует 
наибольшая подгруппа ( G ) 0 e G, (G)0 е= С0; наконец, класс 
G удовлетворяет аксиоме 1 из работы [4] (стр. 125). 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть в условиях предложе
ния 3 дано, что [S'Z, Хт / X m + i ] £Е С х и 

0 lm([S'Z, Хп] - [S'Z, Хт]) = ([S'Z, Х В ] ) 0 Е С 0 . 
п 

Тогда гомологическая спектральная последовательность 
сходится к группе, присоединенной к [S' Z, X0]/(S'Z, Х0)0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу § 2 гл. X V книги 
[3] (стр. 384) падо доказать, что Z£, = П Zfi где 

г 
ZS, = I m ([S'Z, Хр] A [ S ' Z , Х р / Х р + 1 ] ) , 
2J- = Im ([S'Z, Хр I Х Р + Г ] -> [S'Z, Хр / Х р ч 1 ] ) . 

Ясно, что Z^czZf. Пусть 0=f=agEZj?; существует такой 
элемент (Зе= [ i S " Z , Хр/Хр+г], что <рг(Р) = а. Имеем комму
тативную диаграмму 

[S'Z, Х п ] -> [S'Z, Хр/Хр+1] 

1 ^ . I ' 
[Л Z , Х р / Х р + г + 8 ] —»• [S Z, Х р / Х р + Г ] 

4 . i * 
[ S ' Z , SXp+r+s] —> [ S ' Z , S X p + r ] 



Если р Е Im h, то к ((3) Ф 0. Более того, поскольку 
[S'Z, Хр/Хр„]ЕЕСи то к (Р) EE_{[S'Z, S X p + r ] ) 0 . Тогда 
существует такое чпсло s, что (5 £5 I m I. Далее уже ясно, 
что ос£Е Zf.ls. Вторая часть доказательства тривиальна. 

Дадим следующее о п р е д е л е н и е . Пусть задана 
И^-свободная последовательность спектров Х«— .. .-«— 
<— Х„ <—... <—Х0. Если для любого спектра Z имеем ра
венство П Кег ([X, S' Z] -* [Хп, S'Z]) = 0, то спектр X 

п 
назовем W-комплексом, а последовательность {Хп} назовем 
W-разбиением спектра X. Например, всякий CW-KOM-
плекс является 5°-комплексом. Если задана И^-свободная 
последовательность спектров . . .<—Хп«—. . .<—Хх*— Х0, при
чем X является топологическим прямым пределом после
довательности {Х„ } , то спектр X является ^-комплексом. 

§ 3. Алгебра стабильных гомотопических групп. Рас
смотрим спектр S*p = S° J fpS°, где fp есть «умножение» па 
простое число р. Обозначим через Г алгебру [5*5°, S0], 
а через Г р алгебру Sp]. Логко видеть, что груп
па Г р является /ьпримарной, значит, и любая группа 
[iS\Sp, X] тоже является />-примарной. 

Замечание в конце § 2 показывает, что верна 
ТЕОРЕМА 1. Для CW-комплекса X и спектра Y 

спектральная последовательность с членом 
Ег = E x t r ([5*5°, X], [S'S°, X]) 

сходится к группе, присоединенной к [X, S'Y]. 
П р е д л о ж е н и е 5. Пусть целочисленные кого-

мологии CW-комплекса X р-примарны. Тогда комплекс X 
является Sp-комплексом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Я"(Х)=^= 0 и га мини
мально; тогда IIn-i(X) ~ Пп(Х). Итак, группа яп-х(Х) яв
ляется /ьпримарной. Рассмотрим подгруппу Gann-i{X),со
стоящую из элементов порядка р. Существует базис в этой 
группе и, следовательно, отображение \/ S^"1 X, дающее 
в когомологиях эпиморфизм в размерности га. Порядок 
группы / / " ( X / V Sp'1) строго меньше порядка группы И"(Х). 
Повторяя этот процесс, за конечное число гаагов «убьом» 
группу / / " и перейдем к размерности га + 1. Итак, 
построена последовательность X «—..<— Х„ <— . . . < - Х 0 , 
у которой l i m Х „ с X , и имеется изоморфизм в когомо-



логиях / /* (X) j=k Ы" ( l im Хп). Значит, эти простран
ства слабо гомотопически эквивалентны. 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть X — некоторый CW-
комплекс, Z—спектр, cp: X—* Z — отобраэюение, порядок 
которого равен ps, l ^ S ^ - } - o o . Тогда существуют 
Sp-комплекс X' и такой морфизм ф: X' —» X , что фф =j= 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — такое число, что 
уравнение р!х = ф является неразрешимым. Рассмотрим 
диаграмму 

W 

, Ь 

x£x±s'(x/vfx) 
Ясно, что фф=^=0. Значит, спектр X ' = - $ " ( Х / р / Х ) яв
ляется искомым. Тот факт, что спектр X ' является ^ - к о м 
плексом, вытекает из предложения 5. Итак, нами доказана 

ТЕОРЕМА 2. Для CW-комплекса X и спектра Y спект
ральная последовательность с членом 

ЕГ = E x t r p ( [ S * S P , X ] , [S'S°P, Y]) 
сходится к группе, присоединенной к группе [X, S'Y], 
профакторизованной по подгруппе всех элементов, по
рядок которых взаимно прост с числом р. 

Воспользуемся знанием алгебры Г в малых размерно
стях для вычисления второго члена спектральной последо
вательности, сходящейся к алгебре целочисленных кого-
мологий и когомологий mod 2. Алгебра Г имеет следую
щие образующие и соотношения: в размерности 1 одна 
образующая hx, 2пг = 0; следующая образующая h2 в раз
мерности 3, Ah2 = h\, 8h2 = 0. Далее, в размерности 7 образу
ющая h3, 16/г3 = 0. В размерности 8 появляется повая обра
зующая т, 2т = 0. В размерности 9 стоят элементы hxm, 
h\h3 = h\; б, 26 = 0. Далее h\ т=0, hx б ф 0. И, наконец, 
в размерности 11 имеется образующая х, hxb = Ах =/= 0. 

Вычисления Е2 = E x t r (Z, Z) дают следующие резуль
таты (мы пишем только члены, отличные от нуля): 

ЕГ = : {Sq% ЕГ-
Е\Л = {Sq\ Sq*Sq*}, ЕГ = {(<W). 
EtA = WzSqtSq*}, El'3 = {(Sqs)% 
ЕВ/* = El'4 = {№)*}. 



Легко заметить, что дифференциал d2 переводит эле
мент 1/&Sqs в элемент ScfiSqs, Sq3 — в 0 и т. д . Это дает 
основание предполагать (см. [5]), что имеется вторичная 
когомологическая операция Ф такая, что 2Ф = Sq6. 
Существуют также элементы, исчезающие только при 
третьем дифференциале, например элемент из члена El''-

Рассмотрим теперь E x t r (Z2, Z$). Вычисления дают 
следующие результаты. В группе E x t ' стоят элементы, 
двойственные неразложимым элементам алгебры Г, т. е. 
h0, hx, hi, h3, m, 6, x; первые четыре представляют 
операции Sq1, Sq2, Sq*, Sqs. В группах E x t £ , i ^> 1, стоят 
их композиции и произведения Масси. В частности, в 
группе E x t 2 , 3 имеется элемент X, двойственный элемен
ту К <S> h\ + h\ <g) h-i. Поскольку операция Sq'-Sq* -\- SqiSq1 

разложима на три сомножителя, то в .группе E x t 2 ' 3 

имеем соотношения Sq^q* = SgfSq1. Дифференциал d2 

переводит элемент X в элемент Sq1Sq2Sq1Sq2 + Sq2Sq1x 
XSq2SqL, элемент Sq1X= XSq1— в элемент S q^ q2S qlS q2S q1 

и т. д. Возникает вопрос: какую фильтрацию имеют опе
рации Sq2'? Можно показать, что операция Sq1B имеет 
фильтрацию 2 (см., например, [6]) и двойственна эле
менту h3 (g) 2h3. Можно также показать, что операция Sq32 

имеет фильтрацию |> 3. 

§ 4. Сходимость спектральной последовательности для 
алгебры операций С-кобордизмов. Рассмотрим спектр 
MU = {MU(к)}, где MU(к) — комплексы Тома кано
нических пучков над пространством ВU (к), см. [7]. 
Мы будем изучать гомологическую спектральную после
довательность, т. е. спектральную последовательность, 
связанную со свободной М£/-резольвеитой спектра X. 

П р е д л о ж е н и е 7. Пусть целочисленные кого-
мологии спектра X не имеют кручения и [SnS0,X] — 
отличная от нуля группа минимальной размерности п. 
Пусть ф: SnS0 —* X, ф =f= 0. Тогда существует такое 
отображение /: X -* SnMU, что /ф ф 0. 

Для доказательства надо рассмотреть систему Постни
кова для спектра SnMU. Все препятствия имеют конеч
ный порядок. Значит, такое отображение существует. 

П р е д л о ж е н и е 8. Если целочисленные когомоло-
гии п-связного спектра X не имеют кручения, то спектр 
X является MU-комплексом. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п0 — такое наимень
шее число, что [5" °5 0 ,Х ] =f= 0. Это свободная абеле-
ва группа. Выберем ее базис xt, ..., xs. Отобразим спектр X 

8 

на V (S^MU)i так, чтобы образующая х{ перешла в 

образующую i-i'i компоненты группы [S^S0, VS"*MU]. 
Имеем точную последовательность 

. . . -> [S^S0, Xi] -+ [S^S0, X) -> [S^S°, V S^MU] -> 0, 

причем ф является изоморфизмом. Значит, [ S ^ S 0 , Хг] — 0. 
Может оказаться, что спектр Хг уже будет иметь кру
чения в когомологиях. Выпишем точную последователь
ность в когомологиях: 

0 <_ (Xj) <- Я " ° + 2 (X) <- Я " " 1 2 (V S"*MU) ч -
< - Я " 0 + 1 (X, ) <- Я " ' * 1 (X) Я " ° + 1 (V 5"°МГ7) = 0. 

Итак, если бы отображение Нщ+2к (V S"°MU)->Н"°+№ (X) 
было эпиморфизмом, то когомологии спектра Х г были 
бы без кручения. Поскольку у спектральной последо
вательности, член Е2 которой равен Я* (X, U' (X)), 
все дифференциалы тривиальны, то существует такое 
отображение X -» V S^MU V SniMU, где щ > п0 + 1, 
что указанный выше гомоморфизм будет эпиморфизмом. 
Далее строим последовательность по индукции. 

П р е д л о ж е н и е 9. Если у CW-комплекса X 
периодическая часть группы Я* (X) находится только 
в конечном числе размерностей, то существует такая 
MU-свободная последовательность Х<— Хг *— . . .<— Хп<— 
что 

Г) I m ([S'S\ Хп] -> [SS°, X}) = 0. 
п 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно построить та
кую последовательность, что для некоторого члена Хп 

его когомологии не имеют кручения. Пусть п0 — такое 
наибольшее число, что Н"° (X) имеет кручение. Пусть Х " " - 1 

есть (щ — 1)-мерный остов пространства X. Рассмотрим 
отображение X —*• Х / Х " " - 1 , причем пространство Х / Х " " - 1 

уже не имеет кручения, а отображение Я 1 (X) <— Я 1 ( Х / Х " ' - 1 ) 



является эпиморфизмом для i ̂ > щ. Далее, существует ото
бражение Х/Х""'1 —> \JMU, эпиморфноо в когомологиях. 
Итак, имеем отображение X ^>\/MU, причем в кого
мологиях оно эпиморфно в размерностях i п0. Пусть 
Хх — «ядро» этого отображения. Имеем точную последо
вательность 

«- If*1 (\/MU)<r- 1Г° (Xt) IT" (X) <- H"° (V MU) 

Значит, группы Нг (Хг) не имеют кручепия для i > п0. 
Через п0 шагов мы получаем комплекс Хп, без кручения 
в когомологиях. 

Поскольку для любого спектра X и числа п сущест
вует отображение / : X ~> Y, являющееся гомотопической 
эквивалентностью в размерностях <Г п, и когомологии Y 
не имеют кручения в размерностях п', то нами дока
зана следующая 

ТЕОРЕМА 3. Для любого CW-комплекса X существует 
спектральная последовательность, член Е2 которой равен 
E x t [ M C 7 i s'MU] ([X, S'MU], [Y, S'MU]) и которая сходится 
к группе, присоединенной к группе [S'Y, X). 
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