
Линейная алгебра и геометрия

ПАНОВ Тарас Евгеньевич

êóðñ ëåêöèé

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

Ïîñëåäíÿÿ ðåäàêöèÿ: 2 ìàÿ 2024 ã.





Оглавление

Ïðåäèñëîâèå 5

Ãëàâà 1. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà 7
1.1. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû 7
1.2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Áàçèñ. Ðàçìåðíîñòü 9
1.3. Ïåðåñå÷åíèå è ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ, èõ ðàçìåðíîñòè 12
1.4. Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà 13
1.5. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî. Ðàçìåðíîñòü ôàêòîðïðîñòðàíñòâà 15
1.6. Êîîðäèíàòû âåêòîðà. Çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò ïðè çàìåíå áàçèñà 16
1.7. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è èçîìîðôèçìû. ßäðî è îáðàç 19
1.8. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ ïðè çàìåíàõ áàçèñîâ 20
1.9. Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉 *, äâîéñòâåííûé áàçèñ. Îòñóòñòâèå

èçîìîðôèçìà 𝑉 ∼= 𝑉 * â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå 22
1.10. Âòîðîå äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî,

êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì 𝑉 ∼= 𝑉 ** 24
1.11. Ñîïðÿæ¼ííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 25

Ãëàâà 2. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû 27
2.1. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Îïðåäåëèòåëü è ñëåä îïåðàòîðà.

Íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû. Ãðóïïû GL(𝑛) è SL(𝑛) 27
2.2. Ïðîåêòîðû, èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ 29
2.3. Ìíîãî÷ëåíû îò îïåðàòîðà. Ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí 30
2.4. Îâåùåñòâëåíèå è êîìïëåêñèôèêàöèÿ 31
2.5. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà è ôàêòîð-

îïåðàòîð. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû 33
2.6. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè 35
2.7. Äèàãîíàëèçèðóåìûå îïåðàòîðû. Êðèòåðèé äèàãîíàëèçèðóåìîñòè 37
2.8. Íèëüïîòåíòíûå îïåðàòîðû. Íîðìàëüíûé âèä 39
2.9. Êîðíåâûå âåêòîðû. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè â ïðÿìóþ ñóììó êîðíåâûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ 42
2.10. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà îïåðàòîðà 44
2.11. Âû÷èñëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ è ôóíêöèé îò ìàòðèö. Ýêñïîíåíòà ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà 46

Ãëàâà 3. Ãåîìåòðèÿ åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ 49
3.1. Àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà, ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîäïðîñòðàíñòâà 49
3.2. Åâêëèäîâû è ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà, ïðèìåðû. Íåðàâåíñòâî Êîøè�

Áóíÿêîâñêîãî, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà 50

1



2 Оглавление

3.3. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû âåêòîðîâ, îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû.
Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà�Øìèäòà 53

3.4. Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå ìàòðèöû. 𝑄𝑅-ðàçëîæåíèå 55
3.5. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ.

Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì 56
3.6. Àôôèííûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî

ïîäïðîñòðàíñòâà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè 57
3.7. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà è ìíîãîìåðíûé îáú¼ì 59
3.8. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 61
3.9. Èçîìîðôèçìû åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Êàíîíè÷åñêèé

èçîìîðôèçì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è åãî ñîïðÿæ¼ííîãî 62

Ãëàâà 4. Îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ 65
4.1. Ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ 65
4.2. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû. Êàíîíè÷åñêèé âèä 66
4.3. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûå ïðîåêòîðû. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå

ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà 68
4.4. Êîñîñèììåòðè÷åñêèå è êîñîýðìèòîâû îïåðàòîðû. Êàíîíè÷åñêèé âèä.

Ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå 69
4.5. Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû. Êàíîíè÷åñêèé âèä.

Ãðóïïû O(𝑛) è SO(𝑛), U(𝑛) è SU(𝑛) 71
4.6. Ïîëîæèòåëüíûå ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå 74
4.7. Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû 75

Ãëàâà 5. Áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè 79
5.1. Áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè, èõ ìàòðèöû. Çàêîí

èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ïðè çàìåíå áàçèñà. Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì
ïðîñòðàíñòâà áèëèíåéíûõ ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâà Hom(𝑉, 𝑉 *) 79

5.2. Ñèììåòðè÷åñêèå, êîñîñèììåòðè÷åñêèå è ýðìèòîâû ôóíêöèè.
Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. 81

5.3. Íîðìàëüíûé âèä ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè íàä ðàçëè÷íûìè
ïîëÿìè 82

5.4. Íîðìàëüíûé âèä ýðìèòîâûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôóíêöèé 85
5.5. Çàêîí èíåðöèè. Åäèíñòâåííîñòü íîðìàëüíîãî âèäà 85
5.6. Òåîðåìà ßêîáè. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà 87
5.7. Ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Êàíîíè÷åñêèé âèä 88
5.8. Ïðèâåäåíèå ïàðû ôîðì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïàðû ôîðì 90
5.9. Íîðìàëüíûé âèä êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé 91
5.10. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ëàãðàíæåâû ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ëàãðàíæåâà ïîäïðîñòðàíñòâà. 93
5.11. Ïðîñòðàíñòâà ñ îáîáù¼ííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ãðóïïû

îïåðàòîðîâ. Ïñåâäîåâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. 95

Ãëàâà 6. Òåíçîðû 99
6.1. Ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè 99
6.2. Òåíçîðû: êîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå 100



Оглавление 3

6.3. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñâ¼ðòêà, îïóñêàíèå è ïîäíÿòèå èíäåêñîâ 101
6.4. Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ 103
6.5. Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû, ñèììåòðèçàöèÿ è

àëüòåðíèðîâàíèå 104
6.6. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ,

âíåøíèå ôîðìû 105

Òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è 109





Предисловие

Äàííîå èçäàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñü ëåêöèîííîãî êóðñà, ÷èòàåìîãî àâòî-
ðîì íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ ñ 2012 ãîäà.

Ïðè ïîäãîòîâêå êóðñà ëåêöèé èñïîëüçîâàëèñü êëàññè÷åñêèå ó÷åáíèêè È.Ì. Ãåëü-
ôàíäà [Ге], À.È. Êîñòðèêèíà è Þ.È. Ìàíèíà [КМ] è Ì.Ì. Ïîñòíèêîâà [По], êíèãà
Ý.Á. Âèíáåðãà [Ви], à òàêæå ìåòîäè÷åñêèå íàðàáîòêè ïðåäûäóùèõ êóðñîâ ëèíåéíîé
àëãåáðû êàôåäðû âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè (â ÷àñòíîñòè, êóðñû Å. Ã. Ñêëÿðåí-
êî, Â.Ì. Ìàíóéëîâà è È.À. Äûííèêîâà). Íàøåé öåëüþ áûëî ñîçäàíèå êîìïàêòíîãî
è ñîâðåìåííîãî êóðñà, îòðàæàþùåãî ãåîìåòðè÷åñêèé âçãëÿä íà ïðåäìåò è ïîäõîäÿ-
ùåãî äëÿ ïðî÷òåíèÿ â ïðåäåëàõ îäíîãî ñåìåñòðà (28�30 ïîëóòîðà÷àñîâûõ ëåêöèé, ïî
äâå ëåêöèè â íåäåëþ).

Êóðñ ëèíåéíîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè òðàäèöèîííî ÷èòàåòñÿ âî âòîðîì (âåñåí-
íåì) ñåìåñòðå ïåðâîãî êóðñà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Íåîáõîäèìûìè
ïðåäâàðèòåëüíûìè ñâåäåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ àôôèííàÿ è åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ïðÿìûõ
è ïëîñêîñòåé â (òð¼õìåðíîì) ïðîñòðàíñòâå, ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöû
è îïðåäåëèòåëè, òðàäèöèîííî âõîäÿùèå â êóðñû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è àëãåáðû
ïåðâîãî ñåìåñòðà.

Â êîíöå ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðè ñäà÷å ýêçàìåíà. Äëÿ ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé ïî äàííîìó êóðñó õîðîøî ïîäõîäèò
ñáîðíèê çàäà÷ [См] ïîä ðåäàêöèåé Þ.Ì. Ñìèðíîâà, â ÷èñëî ñîñòàâèòåëåé êîòîðî-
ãî âõîäèò è àâòîð. Ìíîãèå òèïîâûå çàäà÷è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ðàçîáðàíû â
ó÷åáíîì ïîñîáèè [ГПС], êîòîðîå ìû òàêæå ãîðÿ÷î ðåêîìåíäóåì.

Áåñêîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü â ãëàâå 1. Íà-
÷èíàÿ ñ ãëàâû 2, âñå ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè. Èçó÷åíèå áåñ-
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ � ïðåäìåò êóðñîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Â òåêñòå âñòðå÷àþòñÿ ÷åòûðå òèïà óòâåðæäåíèé: ¾òåîðåìû¿, ¾ëåììû¿, ¾ïðåä-
ëîæåíèÿ¿ è ¾ñëåäñòâèÿ¿. Òåîðåìû � ýòî íàèáîëåå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ, îñíîâíûå
¾êèðïè÷èêè¿ êóðñà. Ëåììû � ýòî áîëåå òåõíè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå, êàê ïðà-
âèëî, ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè øàãàìè â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì. Ïðåäëîæåíèÿ �
ýòî ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå òåì íå ìåíåå ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èí-
òåðåñ. Ñëåäñòâèÿ � óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç ïðåäûäó-
ùèõ; îíè ôîðìóëèðóþòñÿ îòäåëüíî äëÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà íèõ.

Äàííîå ïîñîáèå äîñòóïíî íà ñòðàíèöå Ò.Å. Ïàíîâà íà ñàéòå êàôåäðû âûñøåé
ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè:
http://higeom.math.msu.su/people/taras/
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Ãëàâà 1

Линейные пространства

1.1. Линейные пространства и подпространства. Примеры

Определение 1.1.1. Линейным (èëè векторным) пространством íàä ïîëåì
k íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî 𝑉 c çàäàííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè сложения ¾+¿ äâóõ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 𝑉 ,

+: 𝑉 × 𝑉 → 𝑉, (u , v) ↦→ u + v ,

è умножения ¾·¿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 𝑉 íà ýëåìåíòû ïîëÿ k,

· : k× 𝑉 → 𝑉, (𝜆, v) ↦→ 𝜆 · v ,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) u + v = v + u äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 ;
2) (u + v) +w = u + (v +w) äëÿ ëþáûõ u , v ,w ∈ 𝑉 ;
3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ 𝑉 , ÷òî v + 0 = v äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 ;
4) äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −v ∈ 𝑉 , ÷òî v + (−v) = 0;
5) 𝜆 · (u + v) = 𝜆 · u + 𝜆 · v äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 è 𝜆 ∈ k;
6) (𝜆+ 𝜇) · v = 𝜆 · v + 𝜇 · v äëÿ ëþáûõ v ∈ 𝑉 è 𝜆, 𝜇 ∈ k;
7) 𝜆 · (𝜇 · v) = (𝜆𝜇) · v äëÿ ëþáûõ v ∈ 𝑉 è 𝜆, 𝜇 ∈ k;
8) 1 · v = v äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 .

Ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ векторами. Ñâîéñòâà 1)�4) îçíà-
÷àþò, ÷òî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé (êîììóòàòèâíîé) ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ. Ýëåìåíò 0 íàçûâàåòñÿ нулевым вектором, à ýëåìåíò −v íàçûâàåòñÿ проти-
воположным вектором ê v .

Ýëåìåíòû ïîëÿ k èíîãäà íàçûâàþò скалярами. Ñâîéñòâà 5)�8) îçíà÷àþò, ÷òî ïî-
ëå k линейно действует íà 𝑉 . ×àñòî ìû áóäåì îïóñêàòü çíàê óìíîæåíèÿ ¾·¿.

Çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ïðèìåðîâ, â êà÷åñòâå ïîëÿ k ó íàñ áóäåò âûñòóïàòü
ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R èëè ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Äàëåå, ãîâîðÿ î пространстве, ìû áóäåì èìåòü â âèäó ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Âîò íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Предложение 1.1.2.

à) Для любых v ∈ 𝑉 , 𝜆 ∈ k выполнены равенства 0v = 𝜆0 = 0.
á) Для любого v ∈ 𝑉 выполнено равенство (−1)v = −v.
â) Если 𝜆v = 0, то либо 𝜆 = 0, либо v = 0.

Доказательство. à) Äåéñòâèòåëüíî, 0v + 0v = (0 + 0)v = 0v , ñëåäîâàòåëüíî,
0v = 0 ïî ñâîéñòâó ñîêðàùåíèÿ â àáåëåâîé ãðóïïå. Àíàëîãè÷íî 𝜆0+𝜆0 = 𝜆(0+0) =
𝜆0, ò.å. 𝜆0 = 0.

á) Äåéñòâèòåëüíî, v + (−1)v = 1v + (−1)v = (1 + (−1))v = 0v = 0, ò. å. âåêòîð
(−1)v ïðîòèâîïîëîæåí ê v .

7
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â) Åñëè 𝜆 ̸= 0, òî 0 = 𝜆−1(𝜆v) = (𝜆−1𝜆)v = 1v = v . □

Пример 1.1.3.
1. Ìíîæåñòâî {0}, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà 0, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì íàä ëþáûì ïîëåì.

2. Ìíîæåñòâà âåêòîðîâ íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì R.

3. Ïîëå k ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ñàìèì ñîáîé.

4. Ïîëå C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R, à ïîëå R ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Áîëåå îáùèì îáðàçîì,
åñëè k1 � ïîäïîëå â k2 (ò. å. k2 ÿâëÿåòñÿ расширением ïîëÿ k1), òî k2 ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä k1.

5. Ïóñòü
k𝑛 :=

{︀
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥𝑖 ∈ k

}︀
� ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (строк) ôèêñèðîâàííîé äëèíû 𝑛 èç ýëåìåíòîâ
ïîëÿ k. Îïåðàöèè ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû, ò.å.

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) + (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) := (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛),

𝜆 · (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) := (𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2, . . . , 𝜆𝑥𝑛),

çàäàþò íà k𝑛 ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä k. Îíî íàçûâàåòñÿ 𝑛-мерным
координатным (èëè арифметическим) пространством над k. Ìû â îñíîâíîì áóäåì
èìåòü äåëî ñ ïðîñòðàíñòâàìè R𝑛 è C𝑛.

Ïðè 𝑛 = 1 ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî èç ïðèìåðà 3.

6. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïðîñòðàíñòâîì.

7. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå 𝑋 ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå k,
îáîçíà÷àåìîå k𝑋 , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîòî-
÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ (ò.å. çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑓 + 𝑔 â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) è ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû (ò.å. (𝜆 · 𝑓)(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥)). Â ñëó÷àå,
êîãäà 𝑋 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç 𝑛 ýëåìåíòîâ, ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî k𝑛 èç
ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

8. Ìíîæåñòâî 𝐶(R) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è ìíîæå-
ñòâî 𝐶[𝑎, 𝑏] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè
íàä R. Òàêæå ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé (íà ïðÿìîé èëè íà îòðåçêå).

9. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R∞, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ (òàêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ финитными). Òîãäà R∞ � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîýëåìåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà. Ïðîñòðàí-
ñòâî R∞ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ áåñêîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì

⋃︀
𝑛⩾0R𝑛.

Ïðîñòðàíñòâî ̂︀R∞ = RN всех áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

10. Ìíîæåñòâî k[𝑥] ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ êîýôôèöèåíòàìè â k ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òàêæå ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
k𝑛[𝑥] ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 𝑛.
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11. Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑚× 𝑛 ñ ýëåìåíòàìè èç k îáðàçóåò ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî Matk(𝑚,𝑛) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ìàòðèö è ïîýëåìåíòíîãî
óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà ÷èñëà. Ïðè 𝑚 = 1 ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî ñòðîê k𝑛.

Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ìû ñòîëêíóëèñü ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ïîäìíîæåñòâî ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëå-
äóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Определение 1.1.4. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑊 ⊂ 𝑉 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉
íàçûâàåòñÿ подпространством, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u , v ∈ 𝑊 è ñêàëÿðà 𝜆 ∈ k
âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ u + v ∈ 𝑊 è 𝜆u ∈ 𝑊 .

Äðóãèìè ñëîâàìè, 𝑊 � ïîäïðîñòðàíñòâî, åñëè 𝑊 ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 .

Пример 1.1.5. Âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ.

1. Ìíîæåñòâî {0} ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 .

2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ çàäàííîìó âåêòîðó, ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì â ïðîñòðàíñòâå âñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå.

3. Ïðîñòðàíñòâî 𝐶(R) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðî-
ñòðàíñòâå RR âñåõ ôóíêöèé íà R.

4. Ïðîñòðàíñòâî R∞ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì

â ïðîñòðàíñòâå ̂︀R∞ = RN âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

5. Ïðîñòðàíñòâî k𝑛[𝑥] ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â k𝑚[𝑥] ïðè 𝑚 ⩾ 𝑛, à òàêæå
â k[𝑥].

1.2. Линейная зависимость. Базис. Размерность

Ïóñòü 𝑉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k.

Определение 1.2.1. Линейной комбинацией êîíå÷íîé ñèñòåìû (ìíîæåñòâà) âåê-
òîðîâ v 1, . . . , v 𝑘 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà âèäà 𝜆1v 1+. . .+𝜆𝑘v 𝑘,
ãäå 𝜆𝑖 ∈ k.

Ñëîâî ¾ôîðìàëüíàÿ¿ îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàçëè÷àåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ 𝜆1v 1 +
. . .+𝜆𝑘v 𝑘 è âåêòîð v = 𝜆1v 1+. . .+𝜆𝑘v 𝑘, представляемый ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.

Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå R3 ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè 2(1, 0, 0) +
(−2)(0, 1, 0) + 2(−1, 1, 0), 0(1, 0, 0) + 0(0, 1, 0) + 0(−1, 1, 0) è 5(0, 0, 0) ïðåäñòàâëÿþò
îäèí è òîò æå âåêòîð 0 = (0, 0, 0).

Линейной комбинацией áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} íàçûâàåòñÿ
ôîðìàëüíàÿ ñóììà âèäà

∑︀
𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖, â êîòîðîé ëèøü конечное ÷èñëî ñêàëÿðîâ 𝜆𝑖 îò-

ëè÷íî îò íóëÿ. Ïî-äðóãîìó ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñèñòåìû {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê ôóíêöèþ 𝐼 → k, 𝑖 ↦→ 𝜆𝑖, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå òîëüêî
íà êîíå÷íîì ÷èñëå èíäåêñîâ.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 𝜆1v 1+ . . .+𝜆𝑛v𝑛, èëè
∑︀

𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖, íàçûâàåòñÿ тривиальной,
åñëè â íåé âñå êîýôôèöèåíòû 𝜆𝑖 ðàâíû íóëþ.

Â ïðèâåä¼ííîì âûøå ïðèìåðå èç R3 ëèíåéíûå êîìáèíàöèè 2(1, 0, 0)+(−2)(0, 1, 0)+
2(−1, 1, 0) è 5(0, 0, 0) íåòðèâèàëüíû, à êîìáèíàöèÿ 0(1, 0, 0)+0(0, 1, 0)+0(−1, 1, 0) òðè-
âèàëüíà; ïðè ýòîì âñå îíè ïðåäñòàâëÿþò íóëåâîé âåêòîð. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ.
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Ñèñòåìà âåêòîðîâ {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) íàçûâàåòñÿ линейно
зависимой, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà 𝜆𝑖, íå âñå ðàâíûå íóëþ è òàêèå, ÷òî

∑︀
𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖 = 0

(ò. å. ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ñèñòåìû, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ íóëåâîé âåêòîð). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ линейно незави-
симой.

Линейной оболочкой ñèñòåìû âåêòîðîâ {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòî-
ðîâ èç 𝑉 , ïðåäñòàâëÿåìûõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû. Äëÿ
ëèíåéíîé îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ⟨v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ èëè ⟨v 1, . . . , v 𝑘⟩ â ñëó÷àå
êîíå÷íîé ñèñòåìû.

Предложение 1.2.2. Линейная оболочка ⟨v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ является линейным под-
пространством в 𝑉 . Более того, ⟨v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ является наименьшим по включению
линейным подпространством, содержащим все векторы системы {v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼}.

Доказательство. Ñóììà âåêòîðîâ ñèñòåìû è ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ âåêòîðà ñè-
ñòåìû íà ñêàëÿð ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè è ïîòîìó ïðèíàäëåæàò
ëèíåéíîé îáîëî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, ⟨v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ � ïîäïðîñòðàíñòâî.

Åñëè𝑊 � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âñå âåêòîðû èç {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼},
òî 𝑊 òàêæå ñîäåðæèò âñå âåêòîðû, ïðåäñòàâëÿåìûå èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè, à
çíà÷èò 𝑊 ñîäåðæèò ⟨v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩. □

Лемма 1.2.3. Если система векторов {v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} линейно зависима, то один из
векторов системы является линейной комбинацией остальных.

Доказательство. Ïóñòü 𝜆1v 1+ . . .+𝜆𝑘v 𝑘 = 0, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò 𝜆𝑖 ̸= 0. Òîãäà

𝜆𝑖v 𝑖 = −𝜆1v 1 − . . .− 𝜆𝑖−1v 𝑖−1 − 𝜆𝑖+1v 𝑖+1 − . . .− 𝜆𝑘v 𝑘.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà 𝜆−1
𝑖 , ïîëó÷èì, ÷òî v 𝑖 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèåé âåêòîðîâ v 1, . . . , v 𝑖−1, v 𝑖+1, . . . , v 𝑘. □

Определение 1.2.4. Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} íàçûâà-
åòñÿ базисом ïðîñòðàíñòâà 𝑉 , åñëè êàæäûé âåêòîð v ∈ 𝑉 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé

∑︀
𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖. Äðóãèìè ñëîâàìè, áàçèñîì íàçûâàåòñÿ максимальная (ïî

âêëþ÷åíèþ) ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 .
Ïðîñòðàíñòâî 𝑉 íàçûâàåòñÿ конечномерным, åñëè â í¼ì ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòî-

ÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
бесконечномерным.

Предложение 1.2.5. Если {v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} — базис пространства 𝑉 , то представ-
ление любого вектора v ∈ 𝑉 в виде линейной комбинации

∑︀
𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v𝑖 единственно.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v =
∑︀

𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖 =
∑︀

𝑖∈𝐼 𝜇𝑖v 𝑖, òî ïîëó÷àåì
0 =

∑︀
𝑖∈𝐼(𝜆𝑖 − 𝜇𝑖)v 𝑖. Òàê êàê ñèñòåìà {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, èç ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî 𝜆𝑖 = 𝜇𝑖, ò. å. äâà ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà v â âèäå ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé ñîâïàäàþò. □

Теорема 1.2.6. В конечномерном пространстве все базисы состоят из одного
числа элементов.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó.
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Лемма 1.2.7. Пусть e1, . . . , e𝑚 и f1, . . . , f𝑛 — две (конечные) линейно независи-
мые системы векторов, причём вторая система содержится в линейной оболочке
первой системы. Тогда 𝑛 ⩽ 𝑚.

Доказательство. Ïóñòü f 𝑗 = 𝑎1𝑗e1 + . . . + 𝑎𝑚𝑗e𝑚, 𝑎𝑖𝑗 ∈ k, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Òàê
êàê f 1, . . . , f 𝑛 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, ìû èìååì

(1.1) 𝑥1f 1 + . . .+ 𝑥𝑛f 𝑛 = 0 ⇐⇒ 𝑥1 = . . . = 𝑥𝑛 = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (1.1) âûðàæåíèÿ f 𝑖 ÷åðåç e1, . . . , e𝑚, ïîëó÷àåì

0 = 𝑥1(𝑎11e1 + . . .+ 𝑎𝑚1e𝑚) + . . .+ 𝑥𝑛(𝑎1𝑛e1 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛e𝑚) =

= (𝑎11𝑥1 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛)e1 + . . .+ (𝑎𝑚1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛)e𝑚.

Òàê êàê e1, . . . , e𝑚 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé ⎧⎨⎩ 𝑎11𝑥1 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0,

. . .
𝑎𝑚1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0.

Åñëè 𝑛 > 𝑚, òî ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèþ (1.1). □

Доказательство теоремы 1.2.6. Ïóñòü 𝑉 � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïî
îïðåäåëåíèþ â 𝑉 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ e1, . . . , e𝑚. Ïóñòü {f 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} � äðóãîé
áàçèñ. Åñëè ýòîò áàçèñ áåñêîíå÷åí, òî â í¼ì ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìàÿ ñèñòåìà f 1, . . . , f 𝑛, ãäå 𝑛 > 𝑚. Ïðè ýòîì, òàê êàê e1, . . . , e𝑚 � áàçèñ, ìû
èìååì {f 1, . . . , f 𝑛} ⊂ ⟨e1, . . . , e𝑚⟩, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1.2.7. Ñëåäîâàòåëüíî, áà-
çèñ {f 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} êîíå÷åí, ò. å. èìååò âèä f 1, . . . , f 𝑛. Òîãäà {f 1, . . . , f 𝑛} ⊂ ⟨e1, . . . , e𝑚⟩ è
{e1, . . . , e𝑚} ⊂ ⟨f 1, . . . , f 𝑛⟩, è èç ëåììû 1.2.7 âûòåêàåò, ÷òî 𝑚 = 𝑛. □

Определение 1.2.8. Размерностью êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉
(îáîçíà÷åíèå: dim𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .
Åñëè æå 𝑉 áåñêîíå÷íîìåðíî, òî ìû ïèøåì dim𝑉 = ∞.

Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ {e 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} íàçûâàåòñÿ рангом
ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Замечание. Â ïðîñòðàíñòâå {0} áàçèñîì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ïóñòîå ìíîæåñòâî
∅. Ìû èìååì dim{0} = 0, òàê êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 0 ýëåìåíòîâ.

Предложение 1.2.9. Подпространство 𝑊 конечномерного пространства 𝑉 ко-
нечномерно, причём dim𝑊 ⩽ dim𝑉 и равенство достигается только при 𝑊 = 𝑉 .

Доказательство. Ïóñòü dim𝑉 = 𝑚 è e1, . . . , e𝑚 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Åñ-
ëè dim𝑊 > 𝑚, òî â 𝑊 íàéä¼òñÿ òàêàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà f 1, . . . , f 𝑛, ÷òî
𝑛 > 𝑚. Òîãäà {f 1, . . . , f 𝑛} ⊂ ⟨e1, . . . , e𝑚⟩ = 𝑉 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1.2.7. Ñëåäî-
âàòåëüíî, dim𝑊 ⩽ dim𝑉 .

Ïóñòü dim𝑊 = dim𝑉 = 𝑚, è ïóñòü f 1, . . . , f 𝑚 � áàçèñ â 𝑊 . Òîãäà êàæäûé
âåêòîð e 𝑖 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f 1, . . . , f 𝑚, òàê êàê èíà÷å ìû áû ïîëó÷èëè ëè-
íåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó f 1, . . . , f 𝑚, e 𝑖 èç 𝑚 + 1 âåêòîðîâ â 𝑉 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
òåîðåìå 1.2.6. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé âåêòîð èç 𝑉 ëåæèò â ⟨f 1, . . . , f 𝑚⟩ = 𝑊 , ò. å.
𝑉 = 𝑊 . □
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Теорема 1.2.10. Любой базис подпространства 𝑊 конечномерного простран-
ства 𝑉 можно дополнить до базиса всего пространства 𝑉 .

Доказательство. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2.9 ïðîñòðàíñòâî𝑊 êîíå÷íîìåðíî;
ïóñòü e1, . . . , e𝑟 � åãî áàçèñ. Åñëè 𝑊 = 𝑉 , òî e1, . . . , e𝑟 � áàçèñ â 𝑉 è äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â 𝑉 íàéä¼òñÿ âåêòîð e𝑟+1 /∈ ⟨e1, . . . , e𝑟⟩ = 𝑊 . Ðàññìîòðèì
ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊1 = ⟨e1, . . . , e𝑟, e𝑟+1⟩ ⊂ 𝑉 . Åñëè 𝑊1 = 𝑉 , òî âñ¼ äîêàçàíî. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî ñòðîèì ïîäïðîñòðàíñòâî𝑊2 = ⟨e1, . . . , e𝑟, e𝑟+1, e𝑟+2⟩ ⊂ 𝑉 ,
è òàê äàëåå. Ïóñòü 𝑘 = dim𝑉 − dim𝑊 . Òîãäà íà 𝑘-ì øàãå ìû ïîëó÷èì ïîäïðîñòðàí-
ñòâî 𝑊𝑘 ⊂ 𝑉 , äëÿ êîòîðîãî dim𝑊𝑘 = dim𝑉 . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2.9 ïîëó÷àåì,
÷òî 𝑊𝑘 = 𝑉 , à çíà÷èò ìû äîïîëíèëè áàçèñ e1, . . . , e𝑟 â 𝑊 äî áàçèñà â 𝑉 âåêòîðàìè
e𝑟+1, . . . , e𝑟+𝑘. □

Замечание. Íà ñàìîì äåëå ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî è â áåñêîíå÷íî-
ìåðíîì ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå (äàæå áåñêîíå÷íîìåðíîì) ñó-
ùåñòâóåò áàçèñ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà èñïîëüçóåò лемму Цорна. Ïîäðîáíîñòè
ìîæíî íàéòè â êíèãå [KM, �1.2].

Пример 1.2.11.
1. Â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå k𝑛 èìååòñÿ стандартный áàçèñ e1, . . . , e𝑛,

ãäå e 𝑖 = (0, . . . , 1, . . . , 0) � ñòðîêà, â êîòîðîé íà 𝑖-ì ìåñòå ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ
ìåñòàõ � íóëè. Òàêèì îáðàçîì, dimk𝑛 = 𝑛.

2. Â ïðîñòðàíñòâå k𝑛[𝑥] ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 𝑛 èìååòñÿ áàçèñ èç îäíî-
÷ëåíîâ 1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Òàêèì îáðàçîì, dimk𝑛[𝑥] = 𝑛 + 1. Â ïðîñòðàíñòâå k[𝑥] âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ èìååòñÿ áåñêîíå÷íûé áàçèñ èç îäíî÷ëåíîâ 1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3, . . . âñåõ ñòåïåíåé.
Òàêèì îáðàçîì, dimk[𝑥] = ∞.

3. Â ïðîñòðàíñòâå ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé R∞ èìååòñÿ áåñêîíå÷íûé áàçèñ
e1, e2, . . ., ãäå e 𝑖 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé íà 𝑖-ì ìåñòå
ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè. Çàìåòèì, ÷òî ýòà æå ñèñòåìà e1, e2, . . . не

является áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ̂︀R∞ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, íà-
ïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ åäèíèö íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
(êîíå÷íîé) ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé e1, e2, . . .

Далее все пространства мы будем предполагать конечномерными, если

явно не указано противное. Áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì áóäåò ïîñâÿù¼í
îòäåëüíûé êóðñ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â ýòîì êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû ìû ëèøü
èíîãäà áóäåì âñòðå÷àòüñÿ ñ íèìè â ïðèìåðàõ.

1.3. Пересечение и сумма подпространств, их размерности

Предложение 1.3.1. Пересечение 𝑉1∩𝑉2 подпространств пространства 𝑉 так-
же является подпространством.

Доказательство. Äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉1∩𝑉2 è 𝜆 ∈ k ñóììà u+v è ïðîèçâåäåíèå
𝜆v òàêæå ëåæàò è â 𝑉1, è â 𝑉2, à çíà÷èò è â ïåðåñå÷åíèè 𝑉1 ∩ 𝑉2. □

Â îòëè÷èå îò ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ 𝑉1 ∪ 𝑉2 â îáùåì ñëó÷àå
íå áóäåò ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Определение 1.3.2. Суммой 𝑉1 + 𝑉2 ïîäïðîñòðàíñòâ 𝑉1 è 𝑉2 ïðîñòðàíñòâà 𝑉
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ v ∈ 𝑉 , êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû v = v 1 + v 2, ãäå v 1 ∈ 𝑉1 è v 2 ∈ 𝑉2.
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Предложение 1.3.3. Сумма подпространств является линейной оболочкой их
объединения: 𝑉1 + 𝑉2 = ⟨𝑉1 ∪ 𝑉2⟩. Таким образом, 𝑉1 + 𝑉2 является линейным под-
пространством.

Доказательство. Âêëþ÷åíèå 𝑉1 + 𝑉2 ⊂ ⟨𝑉1 ∪ 𝑉2⟩ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âåêòîð
v 1 + v 2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v 1, v 2 ∈ 𝑉1 ∪ 𝑉2.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ⟨𝑉1 ∪ 𝑉2⟩ ⊂ 𝑉1 + 𝑉2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîì-
áèíàöèþ v = 𝜆1u1 + . . . + 𝜆𝑛u𝑛 âåêòîðîâ u1, . . . ,u𝑛 ∈ 𝑉1 ∪ 𝑉2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
u1, . . . ,u𝑘 ëåæàò â 𝑉1, à u𝑘+1, . . . ,u𝑛 ëåæàò â 𝑉2. Òîãäà ìû èìååì v = v 1 + v 2, ãäå
v 1 = 𝜆1u1 + . . . + 𝜆𝑘u𝑘 ∈ 𝑉1 è v 2 = 𝜆𝑘+1u𝑘+1 + . . . + 𝜆𝑛u𝑛 ∈ 𝑉2. Ñëåäîâàòåëüíî,
v ∈ 𝑉1 + 𝑉2. □

Теорема 1.3.4. Для любых подпространств 𝑉1 и 𝑉2 линейного пространства 𝑉
имеет место равенство

dim𝑉1 + dim𝑉2 = dim(𝑉1 + 𝑉2) + dim(𝑉1 ∩ 𝑉2).

Доказательство. Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , e𝑘 ïðîñòðàíñòâà 𝑉1 ∩ 𝑉2. Âîñïîëüçî-
âàâøèñü òåîðåìîé 1.2.10, äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , e𝑘, f 1, . . . , f 𝑙 ïðîñòðàíñòâà
𝑉1 è äî áàçèñà e1, . . . , e𝑘, g1, . . . , g𝑚 ïðîñòðàíñòâà 𝑉2. Òîãäà ìû èìååì

(1.2) dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) = 𝑘, dim𝑉1 = 𝑘 + 𝑙, dim𝑉2 = 𝑘 +𝑚.

Äîêàæåì, ÷òî e1, . . . , e𝑘, f 1, . . . , f 𝑙, g1, . . . , g𝑚 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉1 + 𝑉2.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê 𝑉1 + 𝑉2 = ⟨𝑉1 ∪ 𝑉2⟩, ëþáîé âåêòîð èç 𝑉1 +

𝑉2 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòó ñèñòåìó âåêòîðîâ. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà
ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ïóñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(1.3) 𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑘e𝑘 + 𝜇1f 1 + . . .+ 𝜇𝑙f 𝑙 + 𝜈1g1 + . . .+ 𝜈𝑚g𝑚 = 0.

Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑘e𝑘 + 𝜇1f 1 + . . .+ 𝜇𝑙f 𝑙 = −𝜈1g1 − . . .− 𝜈𝑚g𝑚.

Âåêòîð, ñòîÿùèé â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà, ëåæèò êàê â 𝑉1, òàê è â 𝑉2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îí ëåæèò â 𝑉1 ∩ 𝑉2 è ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç e1, . . . , e𝑘. Òàê êàê
âåêòîðû e1, . . . , e𝑘, f 1, . . . , f 𝑙 ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ïîñòðîåíèþ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
𝜇1 = . . . = 𝜇𝑙 = 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 𝜈1 = . . . = 𝜈𝑚 = 0. Òî-
ãäà èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ e1, . . . , e𝑘 è èç ðàâåíñòâà (1.3) ñëåäóåò, ÷òî
𝜆1 = . . . = 𝜆𝑘 = 0.

Èòàê, ñèñòåìà e1, . . . , e𝑘, f 1, . . . , f 𝑙, g1, . . . , g𝑚 ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî 𝑉1 + 𝑉2 è
ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî áàçèñ â 𝑉1 + 𝑉2 è dim(𝑉1 + 𝑉2) = 𝑘 + 𝑙 +𝑚.
Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé (1.2) âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. □

1.4. Прямая сумма подпространств. Внешняя прямая сумма

Определение 1.4.1. Ñóììà 𝑉1 + 𝑉2 ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ
прямой (îáîçíà÷åíèå: 𝑉1 ⊕ 𝑉2), åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉1 + 𝑉2 ïðåäñòàâëåíèå
v = v 1 + v 2, ãäå v 1 ∈ 𝑉1 è v 2 ∈ 𝑉2, åäèíñòâåííî.

Теорема 1.4.2. Следующие условия эквивалентны для подпространств 𝑉1, 𝑉2:

à) сумма 𝑉1 + 𝑉2 прямая;
á) 𝑉1 ∩ 𝑉2 = {0}.
â) если 0 = v1 + v2, где v1 ∈ 𝑉1 и v2 ∈ 𝑉2, то v1 = v2 = 0;
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ã) dim𝑉1 + dim𝑉2 = dim(𝑉1 + 𝑉2);

Доказательство. Ìû äîêàæåì èìïëèêàöèè à)⇒ á)⇒ â)⇒ à) è á)⇔ ã).
à)⇒ á). Ïóñòü ñóùåñòâóåò v ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2, v ̸= 0. Òîãäà 0 = 0 + 0 = v + (−v), ãäå

v ∈ 𝑉1 è v ∈ 𝑉2. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà 0 â âèäå ñóììû âåêòîðîâ èç
𝑉1 è 𝑉2 íå åäèíñòâåííî, ò.å. ñóììà 𝑉1 + 𝑉2 íå ïðÿìàÿ.

á)⇒ â). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå 0 = v 1+v 2, ãäå v 1 ∈ 𝑉1, v 2 ∈ 𝑉2 è v 1 ̸= 0,
òî v 1 ∈ 𝑉1 è v 1 = −v 2 ∈ 𝑉2, ò.å. v 1 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2 è 𝑉1 ∩ 𝑉2 ̸= {0}. Ïðîòèâîðå÷èå.

â)⇒ à). Ïóñòü ó âåêòîðà v ∈ 𝑉 åñòü äâà ðàçëîæåíèÿ: v = u1 + u2 = v 1 + v 2,
ãäå u1, v 1 ∈ 𝑉1 è u2, v 2 ∈ 𝑉2. Òîãäà 0 = (u1 − v 1) + (u2 − v 2), ãäå u1 − v 1 ∈ 𝑉1 è
u2 − v 2 ∈ 𝑉2. Ñëåäîâàòåëüíî, u1 − v 1 = u2 − v 2 = 0, ò.å. äâà ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà v

ñîâïàäàþò.
á)⇔ ã). Ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.3.4, òàê êàê ëèøü òðèâèàëü-

íîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò èìåòü íóëåâóþ ðàçìåðíîñòü. □

Ïîíÿòèå ïðÿìîé ñóììû îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäïðîñòðàíñòâ:

Определение 1.4.3. Ñóììà 𝑉1+ . . .+𝑉𝑛 ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçûâà-
åòñÿ прямой, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉1+. . .+𝑉𝑛 ïðåäñòàâëåíèå v = v 1+. . .+v𝑛,
ãäå v 𝑖 ∈ 𝑉𝑖, åäèíñòâåííî.

Теорема 1.4.4. Для подпространств 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛 пространства 𝑉 следующие
условия эквивалентны:

à) сумма 𝑉1 + . . .+ 𝑉𝑛 прямая;
á) 𝑉𝑖 ∩ (𝑉1 + . . .+ 𝑉𝑖−1 + 𝑉𝑖+1 + . . .+ 𝑉𝑛) = {0} для любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;
â) 𝑉𝑖 ∩ (𝑉𝑖+1 + . . .+ 𝑉𝑛) = {0} для любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1;
ã) если 0 = v1 + . . .+ v𝑛, где v𝑖 ∈ 𝑉𝑖, то v1 = . . . = v𝑛 = 0;
ä) dim𝑉1 + . . .+ dim𝑉𝑛 = dim(𝑉1 + . . .+ 𝑉𝑛).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè ïî 𝑛; ìû åãî îïóñêàåì.

Пример 1.4.5. Ïðè 𝑛 ⩾ 3 óñëîâèå á) â ïðåäûäóùåé òåîðåìå áîëåå ñèëüíîå, ÷åì
óñëîâèå 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗 = {0} ïðè 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛. Ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå íå ãàðàíòèðó-
åò, ÷òî ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ ïðÿìàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè
ïîäïðîñòðàíñòâà â R2 ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì e1, e2:

𝑉1 = ⟨e1⟩, 𝑉2 = ⟨e2⟩, 𝑉3 = ⟨e1 + e2⟩

(ìîæíî òàêæå âçÿòü ëþáûå òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ â íóëå).
Òîãäà 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗 = {0} ïðè 𝑖 ̸= 𝑗, íî ñóììà 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3 íå ïðÿìàÿ, òàê êàê, íàïðèìåð,
âåêòîð e1 + e2 äîïóñêàåò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ñóììû v 1 + v 2 + v 3,
ãäå v 𝑖 ∈ 𝑉𝑖, à èìåííî e1 + e2 = e1 + e2 + 0 = 0 + 0 + (e1 + e2). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
dim𝑉𝑖 = 1, à dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3) = dimR2 = 2.

Определение 1.4.6. Ïóñòü 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛 � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì ïî-
ëåì k. Èõ внешней прямой суммой, îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç 𝑉1 ⊕ . . . ⊕ 𝑉𝑛, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (v 1, . . . , v𝑛), ãäå
v 𝑖 ∈ 𝑉𝑖 ñ îïåðàöèÿìè, îïðåäåë¼ííûìè ïîêîìïîíåíòíî:

(u1, . . . ,u𝑛) + (v 1, . . . , v𝑛) := (u1 + v 1, . . . ,u𝑛 + v𝑛),

𝜆 · (v 1, . . . , v𝑛) := (𝜆v 1, . . . , 𝜆v𝑛).
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1.5. Факторпространство. Размерность факторпространства

Ïóñòü 𝑉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝑊 ⊂ 𝑉 � ïîäïðîñòðàíñòâî.

Определение 1.5.1. Классом смежности âåêòîðà v ∈ 𝑉 ïî ïîäïðîñòðàíñòâó
𝑊 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî v +𝑊 , ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ âèäà v +w , ãäå w ∈ 𝑊 .

Лемма 1.5.2. Равенство v1 +𝑊 = v2 +𝑊 имеет место тогда и только тогда,
когда v1 − v2 ∈ 𝑊 .

Доказательство. Ïóñòü v 1+𝑊 = v 2+𝑊 . Òîãäà v 1 ∈ v 1+𝑊 = v 2+𝑊 , à çíà÷èò
íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð w ∈ 𝑊 , ÷òî v 1 = v 2 +w . Ñëåäîâàòåëüíî, v 1 − v 2 = w ∈ 𝑊 .

Îáðàòíî, ïóñòü v := v 1 − v 2 ∈ 𝑊 . Äîêàæåì, ÷òî v 1 + 𝑊 ⊂ v 2 + 𝑊 . Âîçüì¼ì
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ∈ v 1 +𝑊 . Òîãäà u = v 1 + w äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ 𝑊 . Ìû
èìååì u = v 1 + w = v 2 + (v + w), ãäå v + w ∈ 𝑊 . Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ v 2 + 𝑊
è v 1 +𝑊 ⊂ v 2 +𝑊 . Ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå v 2 +𝑊 ⊂ v 1 +𝑊 äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Èòàê, v 1 +𝑊 = v 2 +𝑊 . □

Определение 1.5.3. Факторпространством 𝑉/𝑊 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ïî
ïîäïðîñòðàíñòâó 𝑊 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {v +𝑊 : v ∈ 𝑉 } âñåõ êëàññîâ ñìåæíîñòè
ïî ïîäïðîñòðàíñòâó 𝑊 ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû:

(u +𝑊 ) + (v +𝑊 ) := (u + v) +𝑊,

𝜆 · (v +𝑊 ) := 𝜆v +𝑊.

Предложение 1.5.4. Приведённые выше операции определены на классах смеж-
ности корректно и задают на 𝑉/𝑊 структуру линейного пространства.

Доказательство. Âíà÷àëå ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé, ò.å.
íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îïåðàöèè îò âûáîðà âåêòîðà v â ñìåæíîì êëàññå v +𝑊 .
Äîêàæåì êîððåêòíîñòü äëÿ ñëîæåíèÿ. Åñëè u1 +𝑊 = u2 +𝑊 è v 1 +𝑊 = v 2 +𝑊 ,
òî u := u1 − u2 ∈ 𝑊 è v := v 1 − v 2 ∈ 𝑊 â ñèëó ëåììû 1.5.2. Ñëåäîâàòåëüíî,

(u1 +𝑊 ) + (v 1 +𝑊 ) = (u1 + v 1) +𝑊 = (u2 + v 2) + (u + v) +𝑊 =

= (u2 + v 2) +𝑊 = (u2 +𝑊 ) + (v 2 +𝑊 ),

ò.å. ñëîæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ íà ñêà-
ëÿðû ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî 𝑉/𝑊 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñâîéñòâà 1) è 2) èç îïðå-
äåëåíèÿ 1.1.1 (àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ)
âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ â 𝑉 . Íóëåâûì ýëåìåíòîì â 𝑉/𝑊
ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûé êëàññ 0 + 𝑊 = 𝑊 , à ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòîì äëÿ v + 𝑊
ÿâëÿåòñÿ (−v) +𝑊 . Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 5):

𝜆
(︀
(u +𝑊 ) + (v +𝑊 )

)︀
= 𝜆

(︀
(u + v) +𝑊

)︀
= 𝜆(u + v) +𝑊 = (𝜆u + 𝜆v) +𝑊 =

= (𝜆u +𝑊 ) + (𝜆v +𝑊 ) = 𝜆(u +𝑊 ) + 𝜆(v +𝑊 ).

Îñòàâøèåñÿ ñâîéñòâà 6)�8) ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. □

Теорема 1.5.5. Пусть𝑊 — подпространство линейного пространства 𝑉 . Тогда

dim𝑉/𝑊 = dim𝑉 − dim𝑊.
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Доказательство. Ïóñòü dim𝑉 = 𝑛, dim𝑊 = 𝑘 è ïóñòü e1, . . . , e𝑘 � áàçèñ â 𝑊 .
Äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , e𝑘, e𝑘+1, . . . , e𝑛 â 𝑉 . Äîêàæåì, ÷òî êëàññû

(1.4) e𝑘+1 +𝑊, . . . , e𝑛 +𝑊

îáðàçóþò áàçèñ â 𝑉/𝑊 .
Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî êëàññû (1.4) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü

𝜆𝑘+1(e𝑘+1 +𝑊 ) + . . .+ 𝜆𝑛(e𝑛 +𝑊 ) = 0+𝑊.

Òîãäà (𝜆𝑘+1e𝑘+1+ . . .+𝜆𝑛e𝑛)+𝑊 = 0+𝑊 , ò.å. v := 𝜆𝑘+1e𝑘+1+ . . .+𝜆𝑛e𝑛 ∈ 𝑊 â ñèëó
ëåììû 1.5.2. Òàê êàê e1, . . . , e𝑘 � áàçèñ â𝑊 , ìû ìîæåì çàïèñàòü v = 𝜆1e1+. . .+𝜆𝑘e𝑘.
Òîãäà ïîëó÷àåì

𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑘e𝑘 − 𝜆𝑘+1e𝑘+1 − . . .− 𝜆𝑛e𝑛 = 0.

Òàê êàê e1, . . . , e𝑘, e𝑘+1, . . . , e𝑛 � áàçèñ â 𝑉 , îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 𝜆𝑘+1 = . . . = 𝜆𝑛 = 0,
ò.å. êëàññû (1.4) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êëàññû (1.4) ïîðîæäàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî 𝑉/𝑊 . Âîçüì¼ì
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v +𝑊 ∈ 𝑉/𝑊 . Ðàçëîæèì âåêòîð v ïî áàçèñó â 𝑉 :

v = 𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑘e𝑘 + 𝜆𝑘+1e𝑘+1 + . . .+ 𝜆𝑛e𝑛.

Òîãäà

v +𝑊 = (𝜆𝑘+1e𝑘+1 + . . .+ 𝜆𝑛e𝑛) + (𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑘e𝑘) +𝑊 =

= (𝜆𝑘+1e𝑘+1 + . . .+ 𝜆𝑛e𝑛) +𝑊 = 𝜆𝑘+1(e𝑘+1 +𝑊 ) + . . .+ 𝜆𝑛(e𝑛 +𝑊 ).

Èòàê, (1.4) � áàçèñ â 𝑉/𝑊 , à çíà÷èò dim𝑉/𝑊 = 𝑛− 𝑘. □

1.6. Координаты вектора. Закон изменения координат при замене базиса

Определение 1.6.1. Ïóñòü 𝑉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è e1, . . . , e𝑛 � áàçèñ â 𝑉 .
Ëþáîé âåêòîð x ∈ 𝑉 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ: x = 𝑥1e1 + . . . + 𝑥𝑛e𝑛. ×èñëà 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ k íàçûâàþòñÿ
координатами âåêòîðà x â áàçèñå e1, . . . , e𝑛.

Äàëåå ìû ïðèâåä¼ì ðÿä ñîãëàøåíèé îá îáîçíà÷åíèÿõ, êîòîðûå ñóùåñòâåííî óïðî-
ñòÿò âûêëàäêè, ñâÿçàííûå ñ êîîðäèíàòàìè.

Соглашение (îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ êîîðäèíàò). Ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì
ïèñàòü èíäåêñû ó êîîðäèíàò ñâåðõó, à íå ñíèçó, ò.å. 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 âìåñòî 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Âìåñòî
äëèííîé çàïèñè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó x = 𝑥1e1 + . . . + 𝑥𝑛e𝑛 ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü çàïèñü x = 𝑥𝑖e 𝑖, ïîäðàçóìåâàÿ ñóììó

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥

𝑖e 𝑖 (ò.å. ñóììèðîâàíèå
âñåãäà áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàì).

Ïðè ðàáîòå ñ ìàòðèöàìè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 ìû áóäåì
çàïèñûâàòü â âèäå ñòîëáöà âûñîòû 𝑛, îáîçíà÷àÿ åãî ïðîñòîé (íåæèðíîé) áóêâîé 𝑥,

ò.å. 𝑥 =

⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠. ×àñòî äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà âìåñòî

⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ áóäåì ïèñàòü (𝑥1 . . . 𝑥𝑛)𝑡.
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Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 çàäàíû äâà áàçèñà: ¾ñòàðûé¿ e1, . . . , e𝑛 è ¾íîâûé¿
e ′
1, . . . , e

′
𝑛. Íàì áóäåò óäîáíî îáîçíà÷àòü âåêòîðû íîâîãî áàçèñà ÷åðåç e1′ , . . . , e𝑛′ .

Çàïèøåì ôîðìóëû, âûðàæàþùèå âåêòîðû íîâîãî áàçèñà ÷åðåç ñòàðûé áàçèñ:

e1′ = 𝑐11′e1 + . . .+ 𝑐𝑛1′e𝑛,

· · · · · ·
e𝑛′ = 𝑐1𝑛′e1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑛′e𝑛,

èëè, â îáîçíà÷åíèÿõ Ýéíøòåéíà,

e 𝑖′ = 𝑐𝑖𝑖′e 𝑖, 𝑖′ = 1, . . . , 𝑛.

Ýòè ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû îäíîìó ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

(e1′ . . . e𝑛′) = (e1 . . . e𝑛)

⎛⎝𝑐11′ · · · 𝑐1𝑛′

...
. . .

...
𝑐𝑛1′ · · · 𝑐𝑛𝑛′

⎞⎠ .

Определение 1.6.2. Ìàòðèöà

𝐶 = (𝑐𝑖𝑖′) =

⎛⎝𝑐11′ · · · 𝑐1𝑛′

...
. . .

...
𝑐𝑛1′ · · · 𝑐𝑛𝑛′

⎞⎠
íàçûâàåòñÿ матрицей перехода îò áàçèñà e1, . . . , e𝑛 ê áàçèñó e1′ , . . . , e𝑛′ . Å¼ ñòîëáöà-
ìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ñòàðîì áàçèñå.

Теорема 1.6.3 (çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò). Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — координаты
вектора x в базисе e1, . . . , e𝑛, а 𝑥

1′ , . . . , 𝑥𝑛
′
— координаты этого же вектора в базисе

e1′ , . . . , e𝑛′. Тогда два набора координат связаны следующими формулами.
В развёрнутом координатном виде:

𝑥1 = 𝑐11′𝑥
1′ + . . .+ 𝑐1𝑛′𝑥𝑛

′
,

· · · · · ·
𝑥𝑛 = 𝑐𝑛1′𝑥

1′ + . . .+ 𝑐𝑛𝑛′𝑥𝑛
′
.

В матричном виде: ⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ = 𝐶

⎛⎜⎝𝑥1
′

...
𝑥𝑛

′

⎞⎟⎠ .

В обозначениях Эйнштейна:

𝑥𝑖 = 𝑐𝑖𝑖′𝑥
𝑖′ , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Доказательство. Õîòÿ âñå òðè ôîðìóëû çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ýê-
âèâàëåíòíû, ìû äîêàæåì èõ ïî îòäåëüíîñòè, ÷òîáû ëó÷øå îñâîèòüñÿ ñ ðàçëè÷íûìè
îáîçíà÷åíèÿìè. Ìû èìååì

𝑥1e1 + . . .+ 𝑥𝑛e𝑛 = x = 𝑥1
′
e1′ + . . .+ 𝑥𝑛

′
e𝑛′ =

= 𝑥1
′
(𝑐11′e1 + . . .+ 𝑐𝑛1′e𝑛) + . . .+ 𝑥𝑛

′
(𝑐1𝑛′e1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑛′e𝑛) =

= (𝑐11′𝑥
1′ + . . .+ 𝑐1𝑛′𝑥𝑛

′
)e1 + . . .+ (𝑐𝑛1′𝑥

1′ + . . .+ 𝑐𝑛𝑛′𝑥𝑛
′
)e𝑛.



18 1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Òàê êàê e1, . . . , e𝑛 � áàçèñ, ìû ïîëó÷àåì 𝑥𝑖 = 𝑐𝑖1′𝑥
1′ + . . .+ 𝑐𝑖𝑛′𝑥𝑛

′
äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Òà æå âûêëàäêà â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

(e1, . . . , e𝑛)

⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ = x = (e1′ , . . . , e𝑛′)

⎛⎜⎝𝑥1
′

...
𝑥𝑛

′

⎞⎟⎠ = (e1, . . . , e𝑛)

⎛⎝𝑐11′ · · · 𝑐1𝑛′

...
. . .

...
𝑐𝑛1′ · · · 𝑐𝑛𝑛′

⎞⎠
⎛⎜⎝𝑥1

′

...
𝑥𝑛

′

⎞⎟⎠ ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ = 𝐶

⎛⎜⎝𝑥1
′

...
𝑥𝑛

′

⎞⎟⎠ .

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà, ïîëó÷àåì

𝑥𝑖e 𝑖 = x = 𝑥𝑖
′
e 𝑖′ = 𝑥𝑖

′
𝑐𝑖𝑖′e 𝑖,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖
′
𝑐𝑖𝑖′ = 𝑐𝑖𝑖′𝑥

𝑖′ . □

Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî âûêëàäêà, èñïîëüçóþùàÿ îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà,
èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Äàëåå â àíàëîãè÷íûõ âûêëàäêàõ ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè Ýéíøòåéíà.

Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà òî, ÷òî â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû ïåðåõîäà ìû âûðà-
æàåì новые âåêòîðû ÷åðåç старые, à â çàêîíå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, íàîáîðîò,
старые êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç новые.

Соглашение (îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ìàòðèö). Ïóñòü 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðè-

öà ðàçìåðà 𝑙 × 𝑚, à 𝐵 = (𝑏𝑗𝑘) � ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑚 × 𝑛. Òîãäà çàêîí óìíîæåíèÿ
ìàòðèö â îáîçíà÷åíèÿõ Ýéíøòåéíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êîìïîíåíò
(𝑙 × 𝑛)-ìàòðèöû 𝐶 = (𝑐𝑖𝑘), ïîëó÷àåìîé êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö 𝐴 è 𝐵, èìååò ìåñòî

ñîîòíîøåíèå 𝑐𝑖𝑘 = 𝑎𝑖𝑗𝑏
𝑗
𝑘 (ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó 𝑗 ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå).

Êîìïîíåíòû åäèíè÷íîé (êâàäðàòíîé) ìàòðèöû 𝐸 çàäàþòñÿ символом Кронекера:
𝐸 = (𝛿𝑖𝑗), ãäå

𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1, ïðè 𝑖 = 𝑗,
0, ïðè 𝑖 ̸= 𝑗.

Ìàòðèöà 𝐷 = (𝑑𝑗𝑘) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗), ò.å. 𝐷 = 𝐶−1, åñëè âûïîë-

íåíî ñîîòíîøåíèå 𝑐𝑖𝑗𝑑
𝑗
𝑘 = 𝛿𝑖𝑘.

Предложение 1.6.4.

à) Матрица 𝐶e′→e = (𝑐𝑖
′
𝑖 ) перехода от базиса e1′ , . . . , e𝑛′ к базису e1, . . . , e𝑛 явля-

ется обратной к матрице 𝐶e→e′ = (𝑐𝑖𝑖′) перехода от e1, . . . , e𝑛 к e1′ , . . . , e𝑛′,
т.е.

𝐶e→e′𝐶e′→e = 𝐸.

В частности, матрица перехода всегда невырожденна (обратима).
á) Если e1, . . . , e𝑛, e1′ , . . . , e𝑛′, e1′′ , . . . , e𝑛′′ — три базиса, то для соответству-

ющих матриц перехода имеет место соотношение

𝐶e→e′′ = 𝐶e→e′𝐶e′→e′′ .
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Доказательство. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âòîðîãî, åñëè ïîëîæèòü
e 𝑖′′ = e 𝑖. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü 𝐶e→e ′ = (𝑐𝑖𝑖′), 𝐶e ′→e ′′ = (𝑐𝑖

′

𝑖′′),
𝐶e→e ′′ = (𝑐𝑖𝑖′′). Òîãäà

𝑐𝑖𝑖′′e 𝑖 = e 𝑖′′ = 𝑐𝑖
′

𝑖′′e 𝑖′ = 𝑐𝑖
′

𝑖′′𝑐
𝑖
𝑖′e 𝑖 = 𝑐𝑖𝑖′𝑐

𝑖′

𝑖′′e 𝑖,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑐𝑖𝑖′′ = 𝑐𝑖𝑖′𝑐
𝑖′

𝑖′′ , ò.å. 𝐶e→e ′′ = 𝐶e→e ′𝐶e ′→e ′′ . □

1.7. Линейные отображения и изоморфизмы. Ядро и образ

Определение 1.7.1. Ïóñòü 𝑉 è 𝑊 � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k. Îòîá-
ðàæåíèå 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 íàçûâàåòñÿ линейным, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u , v ∈ 𝑉 è
ñêàëÿðà 𝜆 ∈ k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

𝒜(u + v) = 𝒜u +𝒜v , 𝒜(𝜆v) = 𝜆𝒜v .
Áèåêòèâíîå (ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 íàçûâàåòñÿ
изоморфизмом. Ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑊 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè
ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì.

Âîò äâà âàæíåéøèõ ïðèìåðà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Пример 1.7.2.
1. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑉 → k ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàä ïîëåì k â ïîëå k (ðàñ-

ñìàòðèâàåìîå êàê îäíîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî) íàçûâàåòñÿ линейной функци-
ей èëè линейным функционалом. Ëèíåéíûå ôóíêöèè ìû âñêîðå îòäåëüíî ðàññìîò-
ðèì áîëåå ïîäðîáíî.

2. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ линейным
оператором. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû áóäóò ïîäðîáíî èçó÷åíû âî âòîðîé ãëàâå.

Теорема 1.7.3. Два пространства 𝑉 и𝑊 над полем k изоморфны тогда и толь-
ко тогда, когда они имеют одинаковые размерности.

Доказательство. Èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà âûòåêàåò, ÷òî ñâîéñòâà ñèñòå-
ìû âåêòîðîâ áûòü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîé è ïîðîæäàòü âñ¼ ïðîñòðàíñòâî ñîõðàíÿþòñÿ
ïðè èçîìîðôèçìàõ, ò.å. ïðè èçîìîðôèçìå áàçèñ ïåðåõîäèò â áàçèñ. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 � èçîìîðôèçì, òî dim𝑉 = dim𝑊 .

Ïóñòü òåïåðü dim𝑉 = dim𝑊 = 𝑛. Âûáåðåì áàçèñû e1, . . . , e𝑛 è f 1, . . . , f 𝑛 â 𝑉 è
𝑊 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ôîðìóëà

𝒜(𝑥𝑖e 𝑖) = 𝑥𝑖f 𝑖

(ãäå ïî 𝑖 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå) îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝒜 : 𝑉 →
𝑊 . Îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òàê êàê ôîðìóëà 𝒜−1(𝑥𝑖f 𝑖) = 𝑥𝑖e 𝑖 îïðåäåëÿåò îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå. Èòàê, 𝒜 � èçîìîðôèçì. □

Â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî ïðèìåðà 𝑛-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî R𝑛; â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû îíî èçî-
ìîðôíî ëþáîìó äðóãîìó 𝑛-ìåðíîìó âåùåñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó.

Определение 1.7.4. Ïóñòü𝒜 : 𝑉 → 𝑊 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ v ∈ 𝑉 , äëÿ êîòîðûõ 𝒜v = 0, íàçûâàåòñÿ ядром îòîáðàæåíèÿ 𝒜 è îáîçíà÷àåòñÿ
Ker𝒜. Образ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 , îáîçíà÷àåìûé Im𝒜, îïðåäåëÿåòñÿ
òàê æå, êàê è äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ: Im𝒜 = {𝒜v : v ∈ 𝑉 }.
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Предложение 1.7.5. Пусть 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 — линейное отображение. Тогда Ker𝒜
является подпространством в 𝑉 , а Im𝒜 является подпространством в 𝑊 .

Доказательство. Ïóñòü u , v ∈ Ker𝒜, ò.å. 𝒜u = 𝒜v = 0. Òîãäà 𝒜(u + v) =
𝒜u + 𝒜v = 0 + 0 = 0 è 𝒜(𝜆v) = 𝜆𝒜v = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, u + v ∈ Ker𝒜 è
𝜆v ∈ Ker𝒜, à çíà÷èò Ker𝒜 � ïîäïðîñòðàíñòâî â 𝑉 .

Ïóñòü òåïåðü x , y ∈ Im𝒜, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå u , v ∈ 𝑉 , ÷òî 𝒜u = x è 𝒜v = y .
Òîãäà 𝒜(u + v) = x + y è 𝒜(𝜆u) = 𝜆x . Ñëåäîâàòåëüíî, x + y ∈ Im𝒜 è 𝜆x ∈ Im𝒜, à
çíà÷èò Im𝒜 � ïîäïðîñòðàíñòâî â 𝑊 . □

Теорема 1.7.6. Пусть 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 — линейное отображение. Тогда соответ-
ствие v+Ker𝒜 ↦→ 𝒜v задаёт изоморфизм между факторпространством 𝑉/Ker𝒜
и подпространством Im𝒜.

Доказательство. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû èç êóðñà àëãåáðû î òîì, ÷òî ¾ãîìîìîðôíûé îáðàç ãðóïïû èçîìîðôåí ôàê-
òîðãðóïïå ïî ÿäðó ãîìîìîðôèçìà¿.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî v + Ker𝒜 ↦→ 𝒜v äåéñòâèòåëüíî êîððåêòíî îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå ̃︀𝒜 : 𝑉/Ker𝒜 → Im𝒜. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè u+Ker𝒜 =
v + Ker𝒜, òî 𝒜u = 𝒜v . Â ñèëó ëåììû 1.5.2 èç ðàâåíñòâà êëàññîâ ñìåæíîñòè u +
Ker𝒜 = v +Ker𝒜 âûòåêàåò, ÷òî u−v ∈ Ker𝒜, ò.å. 𝒜u = 𝒜v +𝒜(u−v) = 𝒜v . Èòàê,
îòîáðàæåíèå ̃︀𝒜 : 𝑉/Ker𝒜 → Im𝒜 îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Ëèíåéíîñòü è ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ̃︀𝒜 î÷åâèäíû. Ïðîâåðèì, ÷òî îíî òàê-
æå èíúåêòèâíî. Ïóñòü ̃︀𝒜(u + Ker𝒜) = ̃︀𝒜(v + Ker𝒜). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝒜u = 𝒜v ,
ò.å. u − v ∈ Ker𝒜. Òîãäà èç ëåììû 1.5.2 ñëåäóåò, ÷òî u + Ker𝒜 = v + Ker𝒜, ò.å.̃︀𝒜 èíúåêòèâíî. Òàê êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ̃︀𝒜 : 𝑉/Ker𝒜 → Im𝒜 ñþðúåêòèâíî è
èíúåêòèâíî, îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. □

Следствие 1.7.7. Для любого линейного отображения 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 выполнено
равенство

dim𝑉 = dimKer𝒜+ dim Im𝒜.

Доказательство. Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî dim(𝑉/Ker𝒜) =
dim Im𝒜, à dim(𝑉/Ker𝒜) = dim𝑉 − dimKer𝒜 ïî òåîðåìå 1.5.5 î ðàçìåðíîñòè ôàê-
òîðïðîñòðàíñòâà. □

1.8. Матрица линейного отображения. Преобразование матрицы

линейного отображения при заменах базисов

Ïóñòü 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, e1, . . . , e𝑚 � áàçèñ â 𝑉 , à f 1, . . . , f 𝑛 �
áàçèñ â 𝑊 .

Определение 1.8.1. Матрицей линейного отображения 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 по отно-
шению к базисам e1, . . . , e𝑚 и f1, . . . , f𝑛 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑚
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑚
...

...
. . .

...
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑚

⎞⎟⎟⎠
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ðàçìåðà 𝑛×𝑚, â êîòîðîé 𝑖-é ñòîëáåö ñîñòàâëåí èç êîîðäèíàò âåêòîðà 𝒜(e 𝑖) îòíîñè-
òåëüíî áàçèñà f 1, . . . , f 𝑛:

𝒜e 𝑖 = 𝑎𝑗𝑖 f 𝑗.

Çíàÿ ìàòðèöó ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝒜, ìû ìîæåì íàéòè îáðàç ëþáîãî âåêòîðà
x ∈ 𝑉 ïðè îòîáðàæåíèè 𝒜 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Предложение 1.8.2. Пусть x = 𝑥𝑗e𝑗 — произвольный вектор из 𝑉 , а y = 𝑦𝑖f𝑖 —
его образ в 𝑊 , т. е. y = 𝒜x. Тогда

𝑦𝑖 = 𝑎𝑖𝑗𝑥
𝑗 или

⎛⎝𝑦1...
𝑦𝑛

⎞⎠ =

⎛⎝𝑎11 . . . 𝑎1𝑚
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑚

⎞⎠⎛⎝𝑥1

...
𝑥𝑚

⎞⎠ .

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî,

𝑦𝑖f 𝑖 = y = 𝒜x = 𝒜(𝑥𝑗e𝑗) = 𝑥𝑗𝒜e𝑗 = 𝑥𝑗𝑎𝑖𝑗f 𝑖.

Òàê êàê {f 𝑖} � áàçèñ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑦𝑖 = 𝑎𝑖𝑗𝑥
𝑗. □

Определение 1.8.3. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 èç 𝑉 â
𝑊 ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

(𝒜1 +𝒜2)(v) := 𝒜1v +𝒜2v , (𝜆𝒜)(v) := 𝜆(𝒜v)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îíî íàçûâàåòñÿ пространством линейных отоб-
ражений èç 𝑉 â 𝑊 è îáîçíà÷àåòñÿ Homk(𝑉,𝑊 ) èëè ïðîñòî Hom(𝑉,𝑊 ).

Предложение 1.8.4. Пусть dim𝑉 = 𝑚 и dim𝑊 = 𝑛. Тогда пространство ли-
нейных отображений Homk(𝑉,𝑊 ) изоморфно пространству матриц Matk(𝑛,𝑚).

Доказательство. Âûáåðåì áàçèñû e1, . . . , e𝑚 è f 1, . . . , f 𝑛 â 𝑉 è 𝑊 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Homk(𝑉,𝑊 ) → Matk(𝑛,𝑚), êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò
ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ åãî ìàòðèöó â âûáðàííûõ áàçèñàõ. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî. Êðîìå òîãî, îíî áèåêòèâíî: îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå ñîïîñòàâëÿåò (𝑛×𝑚)-ìàòðèöå 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå
â êîîðäèíàòàõ ôîðìóëîé èç ïðåäëîæåíèÿ 1.8.2. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå îòîáðàæåíèå
Homk(𝑉,𝑊 ) → Matk(𝑛,𝑚) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. □

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 âûáðàí íîâûé áàçèñ e1′ , . . . , e𝑚′ , à â ïðîñòðàíñòâå 𝑊 �
íîâûé áàçèñ f 1′ , . . . , f 𝑛′ .

Теорема 1.8.5 (çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ). Имеет ме-
сто соотношение

𝐴′ = 𝐷−1𝐴𝐶,

где 𝐴 — матрица линейного отображения 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 по отношению к базисам
e1, . . . , e𝑚 и f1, . . . , f𝑛; 𝐴

′ — матрица отображения 𝒜 по отношению к базисам
e1′ , . . . , e𝑚′ и f1′ , . . . , f𝑛′; 𝐶 = 𝐶e→e′ — матрица перехода от базиса e1, . . . , e𝑚 к базису
e1′ , . . . , e𝑚′ и 𝐷 = 𝐷f→f ′ — матрица перехода от f1, . . . , f𝑛 к f1′ , . . . , f𝑛′.

Доказательство. Ïóñòü 𝐶 = (𝑐𝑖𝑖′) è 𝐴 = (𝑎𝑗𝑖 ), òîãäà

𝒜e 𝑖′ = 𝒜(𝑐𝑖𝑖′e 𝑖) = 𝑐𝑖𝑖′𝒜e 𝑖 = 𝑐𝑖𝑖′𝑎
𝑗
𝑖 f 𝑗.



22 1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè 𝐴′ = (𝑎𝑗
′

𝑖′ ) è 𝐷 = (𝑑𝑗𝑗′), òî

𝒜e 𝑖′ = 𝑎𝑗
′

𝑖′ f 𝑗 ′ = 𝑎𝑗
′

𝑖′ 𝑑
𝑗
𝑗 ′f 𝑗.

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî {f 𝑗} � áàçèñ, ïîëó÷àåì

𝑎𝑗𝑖𝑐
𝑖
𝑖′ = 𝑑𝑗𝑗 ′𝑎

𝑗′

𝑖′ . Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ 𝐴𝐶 = 𝐷𝐴′, ò.å. 𝐴′ = 𝐷−1𝐴𝐶. □

1.9. Двойственное пространство 𝑉 *, двойственный базис. Отсутствие

изоморфизма 𝑉 ∼= 𝑉 * в бесконечномерном случае

Íàïîìíèì, ÷òî линейной функцией íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑉 →
k. Êàê è âñÿêîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó äâóìÿ ïðîñòðàíñòâàìè,
ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Определение 1.9.1. Ïðîñòðàíñòâî Hom(𝑉,k) ëèíåéíûõ ôóíêöèé 𝑓 : 𝑉 → k íà-
çûâàåòñÿ двойственным (èëè сопряжённым) пространством ê 𝑉 è îáîçíà÷àåòñÿ 𝑉 *.

Ïóñòü e1, . . . , e𝑛 � áàçèñ â 𝑉 . Çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè 𝜉 ∈ 𝑉 * íà ëþáîì
âåêòîðå x = 𝑥𝑖e 𝑖 ∈ 𝑉 îïðåäåëÿåòñÿ å¼ çíà÷åíèÿìè íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ, òàê êàê
𝜉(x ) = 𝑥𝑖𝜉(e 𝑖). Îïðåäåëèì ëèíåéíûå ôóíêöèè 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ∈ 𝑉 * ïî ïðàâèëó

𝜀𝑖(e𝑗) = 𝛿𝑖𝑗.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = 𝑥𝑗e𝑗 ìû èìååì

𝜀𝑖(x ) = 𝜀𝑖(𝑥𝑗e𝑗) = 𝑥𝑗𝜀𝑖(e𝑗) = 𝑥𝑗𝛿𝑖𝑗 = 𝑥𝑖.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèè 𝜀𝑖 ÷àñòî íàçûâàþò координатными функциями.

Предложение 1.9.2. Линейные функции 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 образуют базис в 𝑉 *.

Доказательство. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü. Ïóñòü

𝑥1𝜀
1 + . . .+ 𝑥𝑛𝜀

𝑛 = 𝑜,

ãäå ÷åðåç 𝑜 oáîçíà÷åí íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà 𝑉 *, ò. å. ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ
òîæäåñòâåííî íóëåâîå çíà÷åíèå. Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝜉 :=
𝑥𝑖𝜀

𝑖 ðàâíà íóëþ íà ëþáîì âåêòîðå èç 𝑉 . Âû÷èñëèì å¼ íà âåêòîðå e𝑗: 0 = 𝜉(e𝑗) =
𝑥𝑖𝜀

𝑖(e𝑗) = 𝑥𝑖𝛿
𝑖
𝑗 = 𝑥𝑗. Èòàê, âñå êîýôôèöèåíòû 𝑥𝑗 ðàâíû íóëþ, à çíà÷èò 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ∈ 𝑉 *

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ïîðîæäàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî 𝑉 *. Ìû óòâåðæäàåì,

÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèè 𝜉 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 𝜉 = 𝜉𝑖𝜀
𝑖,

ãäå 𝜉𝑖 = 𝜉(e 𝑖). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = 𝑥𝑗e𝑗 ∈ 𝑉 ìû èìååì

𝜉𝑖𝜀
𝑖(x ) = 𝜉𝑖𝑥

𝑖 = 𝜉(e 𝑖)𝑥
𝑖 = 𝜉(𝑥𝑖e 𝑖) = 𝜉(x ).

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜉 = 𝜉𝑖𝜀
𝑖, ò.å. 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 � áàçèñ â 𝑉 *. □

Определение 1.9.3. Áàçèñ 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 * íàçûâàåòñÿ двойственным
(èëè сопряжённым) базисом ê e1, . . . , e𝑛.

Следствие 1.9.4. dim𝑉 = dim𝑉 * (для конечномерных пространств).

Ïóñòü òåïåðü e1′ , . . . , e𝑛′ � äðóãîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝐶 = (𝑐𝑖𝑖′) � ìàòðèöà
ïåðåõîäà, e 𝑖′ = 𝑐𝑖𝑖′e 𝑖. Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííûå áàçèñû 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 è 𝜀1

′
, . . . , 𝜀𝑛

′
.

Предложение 1.9.5. Матрица перехода от 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 к 𝜀1
′
, . . . , 𝜀𝑛

′
есть (𝐶−1)𝑡.
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Доказательство. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = 𝑥𝑖e 𝑖 = 𝑥𝑖
′
e 𝑖′ ìû èìååì 𝜀𝑖(x ) = 𝑥𝑖 =

𝑐𝑖𝑖′𝑥
𝑖′ = 𝑐𝑖𝑖′𝜀

𝑖′(x ). Ñëåäîâàòåëüíî,

𝜀𝑖 = 𝑐𝑖𝑖′𝜀
𝑖′ .

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ⎛⎝𝜀1...
𝜀𝑛

⎞⎠ = 𝐶

⎛⎜⎝𝜀1
′

...
𝜀𝑛

′

⎞⎟⎠ .

èëè

(𝜀1
′
. . . 𝜀𝑛

′
) = (𝜀1 . . . 𝜀𝑛)(𝐶−1)𝑡.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (𝐶−1)𝑡 � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ê 𝜀1
′
, . . . , 𝜀𝑛

′
. □

Èç ñëåäñòâèÿ 1.9.4 òàêæå âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑉 * èçîìîðôíû. Îäíàêî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôèçìà ìåæäó íèìè íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü áàçèñ â 𝑉 (è
äâîéñòâåííûé áàçèñ â 𝑉 *); èçîìîðôèçì ìåæäó 𝑉 è 𝑉 * ¾íåêàíîíè÷åí¿ â òîì ñìûñëå,
÷òî îí çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Ðàçíûå áàçèñû äàþò ðàçíûå èçîìîðôèçìû.

Äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñèòóàöèÿ èíàÿ: ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑉 * никогда
íå èçîìîðôíû, ïðîñòðàíñòâî 𝑉 * âñåãäà ¾áîëüøå¿. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîãî ôàêòà (è äàæå íå áóäåì ïðèâîäèòü åãî òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè), à ëèøü
ïðîèëëþñòðèðóåì åãî íà ïðèìåðå. Ýòî ïîñëåäíèé ðàç, êîãäà ó íàñ ïîÿâëÿþòñÿ áåñêî-
íå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà; çäåñü íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ïîëå, îòëè÷íîå îò R è C.

Íàïîìíèì, ÷òî k∞ � ýòî ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò. å. áåñ-
êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ ïîëÿ k, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ îòëè÷íû îò íóëÿ. ×åðåç ̂︀k∞ ìû îáîçíà÷àëè ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Предложение 1.9.6. Двойственное пространство к k∞ изоморфно ̂︀k∞.

Доказательство. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå k∞ èìå-
åòñÿ ñòàíäàðòíûé áàçèñ e1, e2, . . ., ãäå e 𝑖 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
â êîòîðîé íà 𝑖-ì ìåñòå ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

𝒜 : (k∞)* → ̂︀k∞, 𝑓 ↦→
(︀
𝑓(e1), 𝑓(e2), . . .

)︀
,

êîòîðîå ëèíåéíîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ (k∞)* ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü å¼
çíà÷åíèé íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ e 𝑖. Ýòî îòîáðàæåíèå î÷åâèäíî ëèíåéíî. Êðîìå òîãî,
îòîáðàæåíèå 𝒜 áèåêòèâíî: îáðàòíîå îòîáðàæåíèå 𝒜−1 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

𝒜−1
(︀
(𝑥1, 𝑥2, . . .)

)︀
= 𝑓 ∈ (k∞)*, ãäå 𝑓(e 𝑖) = 𝑥𝑖.

Òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò y ∈ k∞ åñòü (êîíå÷íàÿ) ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ e 𝑖,
çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè 𝑓 íà y îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî å¼ çíà÷åíèÿì
𝑓(e 𝑖). Èòàê, 𝒜 � èçîìîðôèçì. □

Ïóñòü k = Z2 � ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Предложение 1.9.7. Пространства Z∞
2 и ̂︀Z∞

2 неизоморфны. Таким образом,
пространство Z∞

2 не изоморфно своему двойственному пространству.
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Доказательство. Äåëî â òîì, ÷òî Z∞
2 êàê ìíîæåñòâî ñ÷¼òíî, à ̂︀Z∞

2 íå ÿâëÿ-

åòñÿ ñ÷¼òíûì, òàê ÷òî ìåæäó Z∞
2 è ̂︀Z∞

2 íåëüçÿ óñòàíîâèòü áèåêöèþ. (Ìíîæåñòâî 𝑋
íàçûâàåòñÿ счётным, åñëè èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó 𝑋 è ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ
÷èñåë N.)

Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Z∞
2 ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íûì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿì èç íóëåé è åäèíèö. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 𝑛 êîíå÷íî
(ðàâíî 2𝑛), à ïîýòîìó Z∞

2 ñ÷¼òíî, êàê ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. (Ýòî
òàêæå ìîæíî óâèäåòü, îòîæäåñòâèâ Z∞

2 ñ ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà îòðåç-
êå [0, 1] â äâîè÷íîé çàïèñè).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî ̂︀Z∞
2 âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö

íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ïåðåíóìåðî-
âàòü âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 𝑎1, 𝑎2, . . . ,. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑏, â
êîòîðîé 𝑘-é ýëåìåíò îòëè÷àåòñÿ îò 𝑘-ãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑎𝑘. Òîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü 𝑏 íå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü â ñïèñêå 𝑎1, 𝑎2, . . ., òàê êàê îíà îòëè÷àåòñÿ
îò 𝑘-îé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ñïèñêà ïî êðàéíåé ìåðå â 𝑘-ì ÷ëåíå. Ïîëó÷åííîå ïðî-

òèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ̂︀Z∞
2 íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì. (Ìíîæåñòâî ̂︀Z∞

2 ìîæíî òàêæå
îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ÷èñåë íà îòðåçêå [0, 1] â äâîè÷íîé çàïèñè.) □

Â êà÷åñòâå çàäà÷è ïîëåçíî äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R∞ òàêæå íå èçîìîðôíî

ñâîåìó äâîéñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó ̂︀R∞ (óêàçàíèå: â R∞ èìååòñÿ ñ÷¼òíûé áàçèñ, à â̂︀R∞ íå ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîãî áàçèñà).

1.10. Второе двойственное пространство,

канонический изоморфизм 𝑉 ∼= 𝑉 **

Ìû âèäåëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑉 * èçîìîðôíû (â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå), îä-
íàêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôèçìà íàì òðåáîâàëîñü âûáðàòü áàçèñ â 𝑉 . Ñåé÷àñ ìû
ïîñòðîèì èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì 𝑉 è åãî вторым двойственным про-
странством 𝑉 **, êîòîðûé íå òðåáóåò âûáîðà áàçèñà.

Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ** ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèè íà
ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé 𝑉 *.

Теорема 1.10.1. Пусть 𝑉 — конечномерное линейное пространство. Отобра-
жение 𝜙 : 𝑉 → 𝑉 **, сопоставляющее вектору x ∈ 𝑉 линейную функцию 𝜙x на 𝑉

*,
задаваемую формулой

𝜙x(𝜉) := 𝜉(x) для 𝜉 ∈ 𝑉 *,

является изоморфизмом.

Доказательство. Î÷åâèäíî, ÷òî 𝜙x � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà 𝑉 *. Êðîìå òîãî,

𝜙(x + y) = 𝜙x+y = 𝜙x + 𝜙y = 𝜙(x ) + 𝜙(y)

è 𝜙(𝜆x ) = 𝜆𝜙(x ), ò.å. îòîáðàæåíèå 𝜙 ëèíåéíî.
Äîêàæåì, ÷òî 𝜙 : 𝑉 → 𝑉 ** èíúåêòèâíî, ò.å. Ker𝜙 = {0}. Ïóñòü 𝜙(x ) = 𝜙x = 𝑜.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî 𝜙x (𝜉) = 𝜉(x ) = 0 äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè
𝜉 ∈ 𝑉 *. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 äâîéñòâåííîãî
áàçèñà ê ïðîèçâîëüíîìó áàçèñó e1, . . . , e𝑛 â 𝑉 . Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜀

𝑖(x ) = 𝑥𝑖 = 0, ò.å. âñå
êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ 𝑉 â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 ðàâíû íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x = 0,
ò.å. Ker𝜙 = {0}.



1.11. СОПРЯЖЁННОЕ ЛИНЕЙНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ 25

Òàê êàê dim𝑉 = dim𝑉 ** = dimKer𝜙 + dim Im𝜙 (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò
èç ñëåäñòâèÿ 1.7.7) è dimKer𝜙 = 0, ìû ïîëó÷àåì dim Im𝜙 = dim𝑉 **. Ñëåäîâàòåëüíî,
Im𝜙 = 𝑉 ** è 𝜙 ñþðúåêòèâíî.

Èòàê, 𝜙 ëèíåéíî è áèåêòèâíî, à çíà÷èò ýòî � èçîìîðôèçì. □

Ïðè ïîñòðîåíèè èçîìîðôèçìà 𝜙 : 𝑉 → 𝑉 ** ìû íè ðàçó íå èñïîëüçîâàëè áàçèñ
(áàçèñ èñïîëüçîâàëñÿ òîëüêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå). Èçîìîðôèçì, êîòîðûé íå çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà, íàçûâàåòñÿ каноническим.

1.11. Сопряжённое линейное отображение

Определение 1.11.1. Ïóñòü 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèå
𝒜* : 𝑊 * → 𝑉 *, çàäàííîå ôîðìóëîé

(𝒜*𝜉)(v) := 𝜉(𝒜v) äëÿ 𝜉 ∈ 𝑊 *, v ∈ 𝑉,

íàçûâàåòñÿ сопряжённым ê 𝒜.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî 𝒜* � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Предложение 1.11.2. Пусть e1, . . . , e𝑚 и f1, . . . , f𝑛 — базисы пространств 𝑉
и 𝑊 соответственно. Тогда матрица отображения 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 в этих базисах
и матрица сопряжённого отображения 𝒜* : 𝑊 * → 𝑉 * в двойственных базисах
𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 и 𝜀1, . . . , 𝜀𝑚 получаются друг из друга траспонированием.

Доказательство. Ïóñòü 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ 𝒜 â áàçèñàõ

e1, . . . , e𝑚 è f 1, . . . , f 𝑛. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = 𝑥𝑖e 𝑖 ìû èìååì

(𝒜*𝜙𝑖)(x ) = 𝜙𝑖(𝒜x ) = 𝜙𝑖(𝑎𝑗𝑘𝑥
𝑘f 𝑗) = 𝑎𝑗𝑘𝑥

𝑘𝜙𝑖(f 𝑗) = 𝑎𝑗𝑘𝑥
𝑘𝛿𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑘𝑥

𝑘 = 𝑎𝑖𝑘𝜀
𝑘(x ).

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒜*𝜙𝑖 = 𝑎𝑖𝑘𝜀
𝑘. Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â 𝑖-é ñòðîêå ìàòðèöû 𝐴 =

(𝑎𝑖𝑘) ñòîÿò êîîðäèíàòû îáðàçà ýëåìåíòà 𝜙𝑖 ïðè îòîáðàæåíèè 𝒜* ïî îòíîøåíèþ ê
áàçèñó 𝜀1, . . . , 𝜀𝑚. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
𝒜* ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû 𝐴 òðàíñïîíèðîâàíèåì. □





Ãëàâà 2

Линейные операторы

2.1. Матрица линейного оператора. Определитель и след оператора.

Невырожденные операторы. Группы GL(𝑛) и SL(𝑛)

Íà÷èíàÿ ñ ýòîé ãëàâû, âñå ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè. Íà-
ïîìíèì, ÷òî линейным оператором íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝒜 : 𝑉 → 𝑉
ïðîñòðàíñòâà 𝑉 â ñåáÿ. Äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïðîñòî ¾îïå-
ðàòîðàìè¿.

Â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû 𝐴 ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 åñòåñòâåííî â
êà÷åñòâå áàçèñîâ â îáîèõ ýêçåìïëÿðàõ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 áðàòü îäèí è òîò æå áàçèñ
e1, . . . , e𝑛. Ïîëó÷àåìàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 𝐴 = (𝑎𝑗𝑖 ) íàçûâàåòñÿ матрицей линей-
ного оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 â áàçèñå e1, . . . , e𝑛. Òàêèì îáðàçîì, 𝑖-é ñòîëáåö ìàòðèöû
𝐴 ñîñòàâëåí èç êîîðäèíàò âåêòîðà 𝒜e 𝑖 îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, . . . , e𝑛:

𝒜e 𝑖 = 𝑎𝑗𝑖e𝑗.

Пример 2.1.1.
1. Тождественный îïåðàòîð id ïåðåâîäèò êàæäûé âåêòîð v ∈ 𝑉 â ñåáÿ: id v = v .

Ìàòðèöåé îïåðàòîðà id â ëþáîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 𝐸. Îáðàòíî,
åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â êàêîì-òî áàçèñå åñòü 𝐸, òî 𝒜 = id.

2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 𝑑
𝑑𝑥
â ïðîñòðàíñòâå k2[𝑥] ìíîãî÷ëåíîâ

ñòåïåíè íå âûøå 2. Òîãäà 𝑑
𝑑𝑥

1 = 0, 𝑑
𝑑𝑥
𝑥 = 1 è 𝑑

𝑑𝑥
𝑥2 = 2𝑥. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöåé

îïåðàòîðà 𝑑
𝑑𝑥

â áàçèñå 1, 𝑥, 𝑥2 ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà⎛⎝0 1 0
0 0 2
0 0 0

⎞⎠ .

3. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ðàññìîòðèì îïåðàòîð prv îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà
íàïðàâëåíèå âåêòîðà v = (1, 1, 1). Íàéä¼ì ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) è e3 = (0, 0, 1). Ïî ôîðìóëå èç àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ∈ R3 ìû èìååì prvu = (u ,v)
(v ,v)

v . Ñëåäîâàòåëüíî,

prve1 = prve2 = prve3 =
1

3
(1, 1, 1) =

1

3
e1 +

1

3
e2 +

1

3
e3.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà prv èìååò âèä⎛⎝1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

⎞⎠ .
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Теорема 2.1.2 (çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà). Имеет место
соотношение

𝐴′ = 𝐶−1𝐴𝐶,

где 𝐴 — матрица оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 в базисе e1, . . . , e𝑛, 𝐴
′ — матрица в базисе

e′1, . . . , e
′
𝑛 и 𝐶 — матрица перехода от базиса e1, . . . , e𝑛 к базису e′1, . . . , e

′
𝑛.

Доказательство. Òàê êàê ìû âûáèðàåì îäèí è òîò æå áàçèñ â îáîèõ ýêçåì-
ïëÿðàõ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 , ìû äîëæíû ïîäñòàâèòü 𝐶 = 𝐷 â ôîðìóëó 𝐴′ = 𝐷−1𝐴𝐶
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èç òåîðåìû 1.8.5. □

Êâàäðàòíûå ìàòðèöû 𝐴 è 𝐴′, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ 𝐴′ = 𝐶−1𝐴𝐶, ãäå
𝐶 � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, íàçûâàþòñÿ подобными. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû îä-
íîãî îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ ïîäîáíû.

Cлед tr𝐴 êâàäðàòíîé ìàòðèöû 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ýòî ñóììà å¼ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

tr𝐴 = 𝑎𝑖𝑖.

Лемма 2.1.3. Определитель и след подобных матриц равны.

Доказательство. Ïóñòü 𝐴′ = 𝐶−1𝐴𝐶. Òîãäà äëÿ îïðåäåëèòåëÿ èìååì

det𝐴′ = det(𝐶−1𝐴𝐶) = (det𝐶−1)(det𝐴)(det𝐶) = (det𝐶)−1(det𝐶)(det𝐴) = det𝐴.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ Ýéíøòåéíà: 𝑎𝑖
′

𝑗′ = 𝑐𝑖
′
𝑖 𝑎

𝑖
𝑗𝑐

𝑗
𝑗′ , îòêóäà

tr𝐴′ = 𝑎𝑖
′

𝑖′ = 𝑐𝑖
′

𝑖 𝑎
𝑖
𝑗𝑐

𝑗
𝑖′ = 𝑐𝑗𝑖′𝑐

𝑖′

𝑖 𝑎
𝑖
𝑗 = 𝛿𝑗𝑖 𝑎

𝑖
𝑗 = 𝑎𝑖𝑖 = tr𝐴. □

Определение 2.1.4. Определитель (ñîîòâåòñòâåííî след) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
𝒜 : 𝑉 → 𝑉 � ýòî îïðåäåëèòåëü (ñîîòâåòñòâåííî ñëåä) ìàòðèöû îïåðàòîðà 𝒜 â ëþáîì
áàçèñå; îáîçíà÷àåòñÿ det𝒜 (ñîîòâåòñòâåííî tr𝒜).

Îïåðàòîð 𝒜 íàçûâàåòñÿ невырожденным, åñëè det𝒜 ≠ 0.
Композицией îïåðàòîðîâ 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 è ℬ : 𝑉 → 𝑉 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð

𝒜 ∘ ℬ : 𝑉 → 𝑉 , îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (𝒜 ∘ ℬ)(v) = 𝒜(ℬv).

Предложение 2.1.5. Матрица композиции операторов 𝒜 ∘ ℬ в любом базисе
есть произведение матриц операторов 𝒜 и ℬ в этом базисе.

Доказательство. Ïóñòü 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) è 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ 𝒜 è ℬ â

áàçèñå e1, . . . , e𝑛, è ïóñòü 𝐶 = 𝐴𝐵 = (𝑐𝑖𝑗). Òîãäà

(𝒜 ∘ ℬ)(e 𝑖) = 𝒜(ℬe 𝑖) = 𝒜(𝑏𝑗𝑖e𝑗) = 𝑏𝑗𝑖𝒜e𝑗 = 𝑏𝑗𝑖𝑎
𝑘
𝑗e𝑘 = 𝑎𝑘𝑗 𝑏

𝑗
𝑖e𝑘 = 𝑐𝑘𝑖 e𝑘,

ò. å. 𝐶 = 𝐴𝐵 åñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 ∘ ℬ. □

Теорема 2.1.6. Следующие условия эквивалентны для оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 :

à) оператор 𝒜 невырожден, т. е. det𝒜 ≠ 0;
á) оператор 𝒜 обратим, т. е. существует 𝒜−1 : 𝑉 → 𝑉 , 𝒜 ∘ 𝒜−1 = id;
â) Im𝒜 = 𝑉 ;
ã) Ker𝒜 = {0}.

Доказательство. Ìû äîêàæåì èìïëèêàöèè à)⇒ á)⇒ â)⇒ ã⇒ à).
à)⇒ á). Ïóñòü det𝒜 ̸= 0 è 𝐴 � ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â íåêîòîðîì áàçèñå. Òîãäà

det𝐴 ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà 𝐴−1. Ðàññìîòðèì îïåðà-
òîð 𝒜−1, êîòîðûé â äàííîì áàçèñå çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé 𝐴−1. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó
ïðåäëîæåíèþ ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 ∘ 𝒜−1 åñòü 𝐴𝐴−1 = 𝐸, à çíà÷èò 𝒜 ∘ 𝒜−1 = id.
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á)⇒ â). Ïóñòü îïåðàòîð 𝒜 îáðàòèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Im𝒜 ≠ 𝑉 . Âûáåðåì òàêîé
v ∈ 𝑉 , ÷òî v /∈ Im𝒜. Ïóñòü 𝒜−1(v) = u . Òîãäà 𝒜u ∈ Im𝒜. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
𝒜u = 𝒜 ∘ 𝒜−1(v) = v . Ïðîòèâîðå÷èå.

â)⇒ ã). Ïóñòü Im𝒜 = 𝑉 , ò. å. dim𝑉 = dim Im𝒜. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.7.7 dim𝑉 =
dimKer𝒜+ dim Im𝒜. Ñëåäîâàòåëüíî, dimKer𝒜 = 0, ò. å. Ker𝒜 = {0}.

ã)⇒ à). Ïóñòü Ker𝒜 = {0}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî det𝒜 = 0. Òîãäà det𝐴 = 0, ãäå
𝐴 � ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â íåêîòîðîì áàçèñå e1, . . . , e𝑛. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 𝐴𝑥 = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèþ 1.8.2 èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî 𝒜x = 0, ãäå x = 𝑥𝑖e 𝑖 ̸= 0. Òàêèì îáðàçîì, Ker𝒜
ñîäåðæèò íåíóëåâîé âåêòîð x . Ïðîòèâîðå÷èå. □

Ìíîæåñòâî Hom(𝑉, 𝑉 ) âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 â ôèêñèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå 𝑉 îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è êîìïîçèöèè.
(Åñëè âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå è óìíîæåíèå îïåðàòîðîâ íà ýëåìåíòû ïîëÿ k, òî
ïîëó÷àåìûé îáúåêò íàçûâàåòñÿ алгеброй íàä ïîëåì k.) Íàðÿäó ñ Hom(𝑉, 𝑉 ) äëÿ ýòîãî
êîëüöà (èëè àëãåáðû) èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå End(𝑉 ).

Íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû â 𝑉 îáðàçóþò (íåàáåëåâó) ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîì-
ïîçèöèè. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ общей линейной группой ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è îáîçíà-
÷àåòñÿ GL (𝑉 ). Åñëè dim𝑉 = 𝑛, òî ãðóïïà GL (𝑉 ) èçîìîðôíà ãðóïïå íåâûðîæäåííûõ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k ïî óìíîæåíèþ; ýòà ãðóïïà
îáîçíà÷àåòñÿ GL(𝑛,k).

Ìàòðèöû (èëè îïåðàòîðû) ñ îïðåäåëèòåëåì 1 îáðàçóþò ïîäãðóïïó â GL(𝑛,k); ýòà
ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ специальной линейной группой è îáîçíà÷àåòñÿ SL(𝑛,k).

2.2. Проекторы, их алгебраическая характеризация

Определение 2.2.1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî 𝑉 ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîé ñóì-
ìû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ: 𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉 èìååòñÿ
åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå v = v 1 + v 2, v 1 ∈ 𝑉1, v 2 ∈ 𝑉2. Îïåðàòîð 𝒫 : 𝑉 → 𝑉 ,
ïåðåâîäÿùèé âåêòîð v = v 1+v 2 â âåêòîð v 1, íàçûâàåòñÿ проектором íà 𝑉1 âäîëü 𝑉2.

Äëÿ òàêîãî ïðîåêòîðà 𝒫 ìû, î÷åâèäíî, èìååì Im𝒫 = 𝑉1 è Ker𝒫 = 𝑉2.

Теорема 2.2.2. Для оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 следующие условия эквивалентны:

à) 𝒜 является проектором;
á) 𝒜2 = 𝒜.

Доказательство. Åñëè 𝒜 � ïðîåêòîð íà 𝑉1 âäîëü 𝑉2, òî äëÿ v = v 1+v 2 èìååì

𝒜2v = 𝒜
(︀
𝒜(v 1 + v 2)

)︀
= 𝒜v 1 = v 1 = 𝒜v ,

ò.å. 𝒜2 = 𝒜.
Ïóñòü òåïåðü 𝒜2 = 𝒜. Ïîëîæèì 𝑉1 := Im𝒜 è 𝑉2 := Ker𝒜. Ìû ïîêàæåì, ÷òî 𝒜 �

ïðîåêòîð íà 𝑉1 âäîëü 𝑉2.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî 𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2, ò.å., ÷òî 𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2 è 𝑉1 ∩ 𝑉2 = {0}. Ïóñòü

v ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2. Òîãäà v ∈ 𝑉1 = Im𝒜, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð u ∈ 𝑉 , ÷òî 𝒜u = v ,
è v ∈ 𝑉2 = Ker𝒜, ò.å. 𝒜v = 0. Òîãäà

v = 𝒜u = 𝒜2u = 𝒜(𝒜u) = 𝒜v = 0,

ò.å. v = 0. Èòàê, 𝑉1 è 𝑉2 äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó. Êðîìå òîãî,

dim(𝑉1 ⊕ 𝑉2) = dim𝑉1 + dim𝑉2 = dim Im𝒜+ dimKer𝒜 = dim𝑉,
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ò.å. 𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ 𝑉 è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå v =

v 1 + v 2, v 1 ∈ 𝑉1 = Im𝒜, v 2 ∈ 𝑉2 = Ker𝒜. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð u ∈ 𝑉 ,
÷òî v 1 = 𝒜u , à 𝒜v 2 = 0. Ìû èìååì

𝒜v = 𝒜v 1 +𝒜v 2 = 𝒜(𝒜u) = 𝒜2u = 𝒜u = v 1.

Èòàê, 𝒜 äåéñòâèòåëüíî ïðîåêòîð íà 𝑉1 âäîëü 𝑉2. □

Ìàòðèöà ïðîåêòîðà íà 𝑉1 âäîëü 𝑉2 â áàçèñå, ñîñòàâëåííîì èç áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâ

𝑉1 è 𝑉2, èìååò âèä

(︂
𝐸 0
0 0

)︂
, ãäå 𝐸 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑘 = dim𝑉1, à 0

îáîçíà÷àåò ìàòðèöó èç íóëåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.

2.3. Многочлены от оператора. Минимальный аннулирующий многочлен

Ïóñòü 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 � îïåðàòîð. Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè åãî êâàäðàò 𝒜2. Íà ñàìîì
äåëå êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó 𝑃 (𝑡) = 𝑎0+𝑎1𝑡+𝑎2𝑡

2+ . . .+𝑎𝑛𝑡
𝑛 ∈ k[𝑡] ìîæíî ñîïîñòàâèòü

îïåðàòîð
𝑃 (𝒜) := 𝑎0 id+𝑎1𝒜+ 𝑎2𝒜2 + . . .+ 𝑎𝑛𝒜𝑛,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ многочленом от оператора 𝒜.

Определение 2.3.1. Ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑡) íàçûâàåòñÿ аннулирующим îïåðàòîð 𝒜,
åñëè 𝑃 (𝒜) = 𝒪 (íóëåâîé îïåðàòîð).

Пример 2.3.2. 1. Ìíîãî÷ëåí 𝑡− 1 àííóëèðóåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð id.
2. Ìíîãî÷ëåí 𝑡2 − 𝑡 àííóëèðóåò ëþáîé ïðîåêòîð 𝒫 ñîãëàñíî Òåîðåìå 2.2.2.

Предложение 2.3.3. У любого оператора существует ненулевой аннулирую-
щий многочлен.

Доказательство. Ïóñòü dim𝑉 = 𝑛. Ðàññìîòðèì 𝑛2 + 1 îïåðàòîðîâ 𝒜0 = id,
𝒜1 = 𝒜,𝒜2, . . . ,𝒜𝑛2

. Òàê êàê ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ ðàâíà 𝑛2, ýòè
îïåðàòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛2 , íå âñå ðàâíûå
íóëþ è òàêèå, ÷òî 𝑎0 id+𝑎1𝒜+ . . .+ 𝑎𝑛2𝒜𝑛2

= 𝒪. Òîãäà íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑡) =
𝑎0 + 𝑎1𝑡+ . . .+ 𝑎𝑛2𝑡𝑛

2
àííóëèðóåò îïåðàòîð 𝒜. □

Определение 2.3.4. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑡) íàçûâàåòñÿ минимальным анну-
лирующим многочленом (èëè ïðîñòî минимальным многочленом) äëÿ îïåðàòîðà 𝒜,
åñëè 𝑃 (𝒜) = 𝒪, ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑡) èìååò íàèìåíüøóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ íåíóëåâûõ àí-
íóëèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ è åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.

Предложение 2.3.5. Для любого оператора существует единственный мини-
мальный аннулирующий многочлен.

Доказательство. Ìû óæå äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî àííóëèðóþùåãî
ìíîãî÷ëåíà. Ñðåäè âñåõ àííóëèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé
ñòåïåíè è ðàçäåëèì åãî íà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò. Â ðåçóëüòàòå ìû ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëó÷èì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü 𝑃1(𝑡) è 𝑃2(𝑡)� äâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíà äëÿ
îïåðàòîðà 𝒜. Ñòåïåíè è ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ 𝑃1(𝑡) è 𝑃2(𝑡) ðàâíû.
Òîãäà 𝑃1(𝑡) − 𝑃2(𝑡) áóäåò àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì ìåíüøåé ñòåïåíè, à çíà÷èò
𝑃1(𝑡)− 𝑃2(𝑡) = 0. □
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2.4. Овеществление и комплексификация

Ïðè ðàáîòå ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè è îïåðàòîðàìè ÷àñòî áûâàåò óäîáíî
èçìåíèòü ïîëå ñêàëÿðîâ. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äâå òàêèå îïåðàöèè: ïåðåõîä îò ïðî-
ñòðàíñòâ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ê ïðîñòðàíñòâàì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë C (комплексификация âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà) è ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâ
íàä C ê ïðîñòðàíñòâàì íàä R (овеществление êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà).

Овеществление.

Определение 2.4.1. Ïóñòü 𝑉 � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì C). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî 𝑉R, ñîñòîÿùåå èç òåõ æå âåêòîðîâ, ÷òî è 𝑉 . Íà 𝑉R
èìååòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ (òà æå, ÷òî è íà 𝑉 ), à âìåñòî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà
âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìû îñòàâèì ëèøü óìíîæåíèå íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà
𝑉R � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
овеществлением ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .

Предложение 2.4.2. Пусть e1, . . . , e𝑛 — базис пространства 𝑉 . Тогда e1, . . . , e𝑛,
𝑖e1, . . . , 𝑖e𝑛 — базис пространства 𝑉R. Таким образом, dim𝑉R = 2dim𝑉 .

Доказательство. Ïðîâåðèì, ÷òî âåêòîðû e1, . . . , e𝑛, 𝑖e1, . . . , 𝑖e𝑛 ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû â 𝑉R. Ïóñòü

𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑛e𝑛 + 𝜇1𝑖e1 + . . .+ 𝜇𝑛𝑖e𝑛 = 0

â ïðîñòðàíñòâå 𝑉R, ãäå 𝜆𝑘, 𝜇𝑘 ∈ R. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 ìû èìååì

(𝜆1 + 𝑖𝜇1)e1 + . . .+ (𝜆𝑛 + 𝑖𝜇𝑛)e𝑛 = 0.

Òàê êàê âåêòîðû e1, . . . , e𝑛 ëèíåéíî íåçàâèñèìû â 𝑉 , ìû èìååì 𝜆𝑘 + 𝑖𝜇𝑘 = 0, ò.å.
𝜆𝑘 = 𝜇𝑘 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, e1, . . . , e𝑛, 𝑖e1, . . . , 𝑖e𝑛 ëèíåéíî íåçàâèñèìû â 𝑉R.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ëþáîé âåêòîð v ∈ 𝑉R ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè (ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) âåêòîðîâ e1, . . . , e𝑛, 𝑖e1, . . . , 𝑖e𝑛. Ðàñ-
ñìîòðèì v êàê âåêòîð èç 𝑉 . Òàê êàê e1, . . . , e𝑛 � áàçèñ â 𝑉 , ìû èìååì

v = 𝛼1e1 + . . .+ 𝛼𝑛e𝑛

äëÿ íåêîòîðûõ 𝛼𝑘 ∈ C. Çàïèøåì 𝛼𝑘 = 𝜆𝑘 + 𝑖𝜇𝑘, ãäå 𝜆𝑘, 𝜇𝑘 ∈ R. Òîãäà
v = 𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑛e𝑛 + 𝜇1𝑖e1 + . . .+ 𝜇𝑛𝑖e𝑛. □

Определение 2.4.3. Ïóñòü 𝑉 � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî è 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 � îïå-
ðàòîð. Òîãäà òîò æå îïåðàòîð, ðàññìàòðèâàåìûé â ïðîñòðàíñòâå 𝑉R, íàçûâàåòñÿ ове-
ществлением îïåðàòîðà 𝒜 è îáîçíà÷àåòñÿ 𝒜R.

Предложение 2.4.4. Запишем матрицу оператора 𝒜 в базисе e1, . . . , e𝑛 про-
странства 𝑉 в виде 𝐴+ 𝑖𝐵, где 𝐴 и 𝐵 — вещественные матрицы. Тогда

à) матрица оператора 𝒜R в базисе e1, . . . , e𝑛, 𝑖e1, . . . , 𝑖e𝑛 есть

(︂
𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

)︂
;

á) det𝒜R = | det𝒜|2.

Доказательство. Ïóñòü 𝐴 = (𝑎𝑙𝑘) è 𝐵 = (𝑏𝑙𝑘). Òîãäà

𝒜R(e𝑘) = 𝒜(e𝑘) = (𝑎𝑙𝑘 + 𝑖𝑏𝑙𝑘)e 𝑙 = 𝑎𝑙𝑘e 𝑙 + 𝑏𝑙𝑘𝑖e 𝑙,

𝒜R(𝑖e𝑘) = 𝒜(𝑖e𝑘) = 𝑖𝒜(e𝑘) = 𝑖(𝑎𝑙𝑘 + 𝑖𝑏𝑙𝑘)e 𝑙 = −𝑏𝑙𝑘e 𝑙 + 𝑎𝑙𝑘𝑖e 𝑙
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è óòâåðæäåíèå à) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ á) ïðîèçâåä¼ì ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû îïåðàòîðà 𝒜R:(︂
𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

)︂
→
(︂
𝐴− 𝑖𝐵 −𝐵 − 𝑖𝐴
𝐵 𝐴

)︂
→

→
(︂
𝐴− 𝑖𝐵 −𝐵 − 𝑖𝐴+ 𝑖(𝐴− 𝑖𝐵)
𝐵 𝐴+ 𝑖𝐵

)︂
=

(︂
𝐴− 𝑖𝐵 0
𝐵 𝐴+ 𝑖𝐵

)︂
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì det𝒜R = det(𝐴− 𝑖𝐵) det(𝐴+ 𝑖𝐵) = det𝒜 · det𝒜 = | det𝒜|2. □

Комплексная структура.

Определение 2.4.5. Ïóñòü 𝑉 � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Комплексной
структурой íà 𝑉 íàçûâàåòñÿ òàêîé îïåðàòîð 𝒥 : 𝑉 → 𝑉 , ÷òî 𝒥 2 = − id.

Предложение 2.4.6. Пусть 𝑉 — вещественное пространство с комплексной
структурой 𝒥 . Введём на 𝑉 операцию умножения на комплексные числа по правилу

(𝜆+ 𝑖𝜇) · v = 𝜆v+ 𝜇𝒥 (v).

Тогда 𝑉 превращается в комплексное пространство ̃︀𝑉 , для которого ̃︀𝑉R = 𝑉 , а
овеществление оператора умножения на 𝑖 есть 𝒥 .

Доказательство. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñâîéñòâà 5)�8) èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà íàä C. Ýòà ïðîâåðêà îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. □

Предложение 2.4.7. Пусть 𝒥 — комплексная структура на 𝑉 . Тогда

à) размерность вещественного пространства 𝑉 чётна;

á) в подходящем базисе матрица оператора 𝒥 имеет вид

(︂
0 −𝐸
𝐸 0

)︂
.

Доказательство. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî ̃︀𝑉 èç ïðåäûäóùåãî
ïðåäëîæåíèÿ. Òàê êàê ëþáîé áàçèñ â 𝑉 ïîðîæäàåò ̃︀𝑉 , ýòî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåð-
íî. Òàê êàê 𝑉 = ̃︀𝑉R, èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4.2 ñëåäóåò, ÷òî dim𝑉 = 2dim ̃︀𝑉 ÷¼òíî.

Äàëåå, åñëè e1, . . . , e𝑛 � áàçèñ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ̃︀𝑉 , òî e1, . . . , e𝑛,
𝑖e1, . . . , 𝑖e𝑛 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ̃︀𝑉R = 𝑉 . Â ýòîì áàçèñå îïåðàòîð 𝒥 (îâåùåñòâëåíèå
îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà 𝑖) èìååò óêàçàííûé âèä. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî,
à òàêæå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4.4 à). □

Комплексификация.

Определение 2.4.8. Ïóñòü 𝑉 � ïðîñòðàíñòâî íàä R. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî
𝑉 ⊕ 𝑉 , ñîñòîÿùåå èç ïàð (u , v), ãäå u , v ∈ 𝑉 , è ââåä¼ì íà í¼ì êîìïëåêñíóþ ñòðóê-

òóðó ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝒥 (u , v) := (−v ,u). Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉 ⊕ 𝑉 íàä
ïîëåì C íàçûâàåòñÿ комплексификацией ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è îáîçíà÷àåòñÿ 𝑉C.

Предложение 2.4.9. Пусть e1, . . . , e𝑛 — базис пространства 𝑉 . Тогда векторы
(e1,0), . . . , (e𝑛,0) образуют базис пространства 𝑉C. Таким образом, dim𝑉C = dim𝑉 .
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Доказательство. Êàê âñåãäà, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (e1,0), . . . , (e𝑛,0) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è ïîðîæäàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî 𝑉C. Ïóñòü

(2.1) 𝛼1(e1,0) + . . .+ 𝛼𝑛(e𝑛,0) = (0,0)

äëÿ íåêîòîðûõ 𝛼𝑘 = 𝜆𝑘+ 𝑖𝜇𝑘 ∈ C. Òàê êàê (𝜆𝑘+ 𝑖𝜇𝑘) ·(e𝑘,0) = 𝜆𝑘(e𝑘,0)+𝜇𝑘𝒥 (e𝑘,0) =
(𝜆𝑘e𝑘, 𝜇𝑘e𝑘), èç ðàâåíñòâà (2.1) ìû ïîëó÷àåì

(𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑛e𝑛, 𝜇1e1 + . . .+ 𝜇𝑛e𝑛) = (0,0),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå 𝜆𝑘, 𝜇𝑘, à çíà÷èò, è 𝛼𝑘 ðàâíû íóëþ. Èòàê, (e1,0), . . . , (e𝑛,0)
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òî, ÷òî îíè ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî 𝑉C, ïðîâåðÿåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. □

Определение 2.4.10. Ïóñòü 𝑉 � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî è 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 �
îïåðàòîð. Îïåðàòîð 𝒜C : 𝑉C → 𝑉C, çàäàííûé ôîðìóëîé 𝒜C(u , v) := (𝒜u ,𝒜v), íàçû-
âàåòñÿ комплексификацией îïåðàòîðà 𝒜.

Предложение 2.4.11. Пусть 𝐴 — матрица оператора 𝒜 в базисе e1, . . . , e𝑛.
Тогда оператор 𝒜C в базисе (e1,0), . . . , (e𝑛,0) задаётся той же матрицей 𝐴.

Доказательство. Èìååì 𝒜C(e𝑘,0) = (𝒜e𝑘,0) = (𝑎𝑙𝑘e 𝑙,0) = 𝑎𝑙𝑘(e 𝑙,0). □

Ïðè ðàáîòå ñ êîìïëåêñèôèöèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì 𝑉C óäîáíî çàïèñûâàòü âåê-
òîðû (u , v) ∈ 𝑉C â âèäå u + 𝑖v . Òîãäà äåéñòâèå êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî îïåðàòîðà
𝒜C çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 𝒜C(u + 𝑖v) = 𝒜u + 𝑖𝒜v .

Предложение 2.4.12. Пространство (𝑉C)R канонически изоморфно 𝑉 ⊕ 𝑉 .

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, 𝑉C = 𝑉 ⊕ 𝑉 , à (𝑉 ⊕ 𝑉 )R = 𝑉 ⊕ 𝑉 ñîãëàñ-
íî ïðåäëîæåíèþ 2.4.6 (ìû ïðîñòî ñíà÷àëà äîáàâèëè, à ïîòîì óáðàëè óìíîæåíèå íà
êîìïëåêñíûå ñêàëÿðû). □

Ìîæíî äîêàçàòü (çàäà÷à), ÷òî (𝑉R)C êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî 𝑉 ⊕ 𝑉 , ãäå 𝑉 �
комплексно-сопряжённое пространство, â êîòîðîì ñëîæåíèå òî æå, ÷òî è â 𝑉 , à
óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå 𝜆 · v := 𝜆v .

Êàê ìû âñêîðå óáåäèìñÿ, êîìïëåêñèôèêàöèÿ ïðåäîñòàâëÿåò âåñüìà ïîëåçíûé èí-
ñòðóìåíò äëÿ ðàáîòû ñ îïåðàòîðàìè â âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

2.5. Инвариантные подпространства. Ограничение оператора и

фактор-оператор. Собственные значения и собственные векторы

Определение 2.5.1. Ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 ⊂ 𝑉 íàçûâàåòñÿ инвариантным îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàòîðà 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 , åñëè 𝒜(𝑊 ) ⊂ 𝑊 .

Пример 2.5.2. ßäðî Ker𝒜 è îáðàç Im𝒜 îïåðàòîðà 𝒜 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Ïóñòü 𝑊 ⊂ 𝑉 � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ îïåðàòîðà 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 . Âûáå-
ðåì áàçèñ e1, . . . , e𝑘 â 𝑊 è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , e𝑘, e𝑘+1, . . . , e𝑛 â 𝑉 . Ïóñòü
𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â ýòîì áàçèñå. Òîãäà 𝒜e𝑗 = 𝑎1𝑗e1 + . . . + 𝑎𝑘𝑗e𝑘 ïðè
𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà 𝐴 èìååò âèä

𝐴 =

(︂
* *
0 *

)︂
,
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ãäå â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîèò ìàòðèöà ðàçìåðà (𝑛− 𝑘)× 𝑘 èç íóëåé.
Àíàëîãè÷íî åñëè èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå 𝑉 = 𝑊1 ⊕ 𝑊2 â ïðÿìóþ ñóììó èí-

âàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, 𝒜(𝑊1) ⊂ 𝑊1 è 𝒜(𝑊2) ⊂ 𝑊2, òî â ïîäõîäÿùåì áàçèñå
ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 áóäåò èìåòü блочно-диагональный вид :

𝐴 =

(︂
* 0
0 *

)︂
.

Определение 2.5.3. Ïóñòü 𝑊 ⊂ 𝑉 � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ îïåðà-
òîðà 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 . Òîãäà îïåðàòîð ̂︀𝒜 : 𝑊 → 𝑊 , îïðåäåë¼ííûé ðàâåíñòâîì ̂︀𝒜w := 𝒜w
äëÿ w ∈ 𝑊 , íàçûâàåòñÿ ограничением îïåðàòîðà 𝒜 íà ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 è ÷àñòî
îáîçíà÷àåòñÿ 𝒜|𝑊 .

Ëèíåéíûé îïåðàòîð ̃︀𝒜 : 𝑉/𝑊 → 𝑉/𝑊 , îïðåäåë¼ííûé íà êëàññàõ ñìåæíîñòè ïî

ïðàâèëó ̃︀𝒜(v +𝑊 ) = 𝒜v +𝑊 , íàçûâàåòñÿ фактороператором.

Îïðåäåëåíèå ôàêòîðîïåðàòîðà êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v +𝑊 = u +𝑊 ,
òî v − u ∈ 𝑊 , 𝒜(v − u) ∈ 𝑊 è ìû èìååì̃︀𝒜(v +𝑊 ) = 𝒜(u + v − u) +𝑊 = 𝒜u +𝒜(v − u) +𝑊 = 𝒜u +𝑊 = ̃︀𝒜(u +𝑊 ).

Предложение 2.5.4. Пусть 𝑊 ⊂ 𝑉 — инвариантное подпространство для опе-
ратора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 . Пусть e1, . . . , e𝑘 — базис в 𝑊 и e1, . . . , e𝑘, e𝑘+1, . . . , e𝑛 — базис
в 𝑉 . Тогда матрица оператора 𝒜 в этом базисе имеет вид

𝐴 =

(︃ ̂︀𝐴 *
0 ̃︀𝐴

)︃
,

где ̂︀𝐴 — матрица ограничения 𝒜|𝑊 в базисе e1, . . . , e𝑘, а ̃︀𝐴 — матрица факторопе-
ратора в базисе e𝑘+1 +𝑊, . . . , e𝑛 +𝑊 факторпространства 𝑉/𝑊 .

Доказательство. Ýòî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé îãðàíè÷åíèÿ, ôàêòîðîïåðàòî-
ðà è ìàòðèöû îïåðàòîðà. □

Определение 2.5.5. Íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ 𝑉 íàçûâàåòñÿ собственным äëÿ îïå-
ðàòîðà 𝒜, åñëè 𝒜v = 𝜆v äëÿ íåêîòîðîãî 𝜆 ∈ k.

×èñëî 𝜆 ∈ k íàçûâàåòñÿ собственным значением, åñëè ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé
âåêòîð v , äëÿ êîòîðîãî 𝒜v = 𝜆v .

Предложение 2.5.6. Все собственные векторы, отвечающие собственному
значению 𝜆, и вектор 0 образуют подпространство, которое совпадает с ядром
оператора 𝒜− 𝜆 · id.

Доказательство. Ðàâåíñòâî 𝒜v = 𝜆v èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî, êîãäà v ∈
Ker(𝒜− 𝜆 · id). □

Определение 2.5.7. Ïóñòü 𝜆 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ îïåðàòîðà 𝒜. Ïîäïðî-
ñòðàíñòâî 𝑉𝜆 = Ker(𝒜−𝜆 · id) íàçûâàåòñÿ собственным подпространством, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì 𝜆.

Предложение 2.5.8. Собственное подпространство 𝑉𝜆 инвариантно.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v ∈ 𝑉𝜆, òî 𝒜v = 𝜆v ∈ 𝑉𝜆. □
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Пример 2.5.9.
1. Äëÿ òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà id : 𝑉 → 𝑉 âñå íåíóëåâûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1.

2. ßäðî ëþáîãî îïåðàòîðà 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì 0 è íóëåâîãî âåêòîðà.

3. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîåêòîðà 𝒫 : 𝑉 → 𝑉 ñóòü 0 èëè 1. Ïðè÷¼ì åñëè 𝒫 �
ïðîåêòîð íà 𝑈 âäîëü 𝑊 , òî 𝑈 � ýòî ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå
𝜆 = 1, à 𝑊 � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå 𝜆 = 0.

2.6. Характеристический многочлен. Теорема Гамильтона–Кэли

Определение 2.6.1. Ìíîãî÷ëåí 𝑃𝒜(𝑡) := det(𝒜 − 𝑡 · id) íàçûâàåòñÿ характери-
стическим многочленом îïåðàòîðà 𝒜.

Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïðåäåë¼í êàê îïðåäåëèòåëü îïåðàòîðà,
åãî ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîãî îïåðàòîðà â ëþáîì áàçèñå:

𝑃𝒜(𝑡) = det(𝐴− 𝑡𝐸) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝑎

1
1 − 𝑡 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 − 𝑡 · · · 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛 − 𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ,

ãäå 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â ëþáîì áàçèñå, à 𝐸 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Èç ýòîé ôîðìóëû ÿñíî, ÷òî 𝑃𝒜(𝑡) = 𝑝𝑛𝑡

𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑡
𝑛−1 + . . . + 𝑝0 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

𝑛 = dim𝑉 . Êðîìå òîãî, ìû èìååì 𝑝𝑛 = (−1)𝑛, 𝑝𝑛−1 = (−1)𝑛−1 tr𝒜, 𝑝0 = det𝒜.
Предложение 2.6.2. Собственные значения оператора 𝒜 — это в точности

корни его характеристического многочлена.

Доказательство. Åñëè 𝜆 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî îïåðàòîð 𝒜 − 𝜆 · id âû-
ðîæäåí, ò.å. det(𝒜−𝜆 · id) = 0, à çíà÷èò 𝜆 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 𝑃𝒜(𝑡). Îáðàòíî, åñëè
𝜆 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 𝑃𝒜(𝑡), òî det(𝒜− 𝜆 · id) = 0. Ïîýòîìó Ker(𝒜− 𝜆 · id) ̸= {0}, à
çíà÷èò 𝜆 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. □

Теорема 2.6.3.

à) Оператор 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 в нетривиальном пространстве над полем C имеет
инвариантное подпространство размерности 1.

á) Оператор 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 в нетривиальном пространстве над полем R имеет
инвариантное подпространство размерности 1 или 2.

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà à) çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê ïîëå C àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí 𝑃𝒜(𝑡) èìååò êîðåíü 𝜆. Çíà÷èò,
îïåðàòîð 𝒜 èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð v , ò. å. 𝒜v = 𝜆v è ⟨v⟩ � îäíîìåðíîå èíâàðè-
àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàæåì á). Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí 𝑃𝒜(𝑡) èìååò âåùåñòâåííûé êî-
ðåíü, òî ìû ïîëó÷àåì îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
𝑃𝒜(𝑡) íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Ïóñòü 𝜆 + 𝑖𝜇 � êîìïëåêñíûé êîðåíü, 𝜇 ̸= 0.
Òîãäà 𝜆+𝑖𝜇 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî îïåðàòîðà 𝒜C (íàïîì-
íèì, ÷òî â ïîäõîäÿùèõ áàçèñàõ ìàòðèöû îïåðàòîðîâ 𝒜 è 𝒜C ñîâïàäàþò). Âîçüì¼ì
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð u + 𝑖v ∈ 𝑉C. Òîãäà

𝒜u + 𝑖𝒜v = 𝒜C(u + 𝑖v) = (𝜆+ 𝑖𝜇)(u + 𝑖v) = (𝜆u − 𝜇v) + 𝑖(𝜇u + 𝜆v).
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Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒜u = 𝜆u − 𝜇v è 𝒜v = 𝜇u + 𝜆v , è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ⟨u , v⟩ ⊂ 𝑉
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ 𝒜. □

Ïóñòü 𝑉𝜆 = Ker(𝒜− 𝜆 · id) � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Предложение 2.6.4. Размерность собственного подпространства 𝑉𝜆 не пре-
восходит кратности 𝜆 как корня характеристического многочлена.

Доказательство. Ïóñòü dim𝑉𝜆 = 𝑘. Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , e𝑘 â ïðîñòðàíñòâå
𝑉𝜆 è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà â 𝑉 . Òàê êàê 𝒜e 𝑖 = 𝜆e 𝑖 ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, ìàòðèöà
îïåðàòîðà 𝒜 â âûáðàííîì áàçèñå èìååò âèä

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆 0

. . .
0 𝜆

*

0 ̃︀𝐴

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Òîãäà 𝑃𝒜(𝑡) = det(𝐴 − 𝑡𝐸) = (𝜆 − 𝑡)𝑘 det( ̃︀𝐴 − 𝑡𝐸) = (𝜆 − 𝑡)𝑘𝑃 ̃︀𝒜(𝑡), ãäå ̃︀𝒜 � ôàêòîð-
îïåðàòîð. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êðàòíîñòü êîðíÿ 𝜆 íå ìåíüøå 𝑘 = dim𝑉𝜆. □

Теорема 2.6.5 (òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè). Характеристический многочлен
𝑃𝒜(𝑡) оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 аннулирует этот оператор, т.е. 𝑃𝒜(𝒜) = 𝒪.

Ìû ïðèâåä¼ì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ôàêòà. Ïåðâîå äîêàçà-
òåëüñòâî áîëåå ýëåìåíòàðíîå, íî èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíûé òðþê. Âòîðîå äîêàçàòåëü-
ñòâî èäåéíî ïðîùå, íî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà.

Первое доказательство. Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû 𝑀 îáîçíà÷èì ÷åðåç ̂︁𝑀
ìàòðèöó òîãî æå ðàçìåðà, íà (𝑖𝑗)-ì ìåñòå êîòîðîé ñòîèò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå
(𝑗𝑖)-ãî ýëåìåíòà ìàòðèöû𝑀 . Êàê èçâåñòíî èç êóðñà àëãåáðû, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

𝑀̂︁𝑀 = det𝑀 · 𝐸.

Òåïåðü âîçüì¼ì â êà÷åñòâå 𝑀 ìàòðèöó 𝐴 − 𝑡𝐸, ãäå 𝐴 � ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â
ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Òîãäà

(2.2) (𝐴− 𝑡𝐸)(𝐴− 𝑡𝐸) = det(𝐴− 𝑡𝐸) · 𝐸 = 𝑃𝒜(𝑡)𝐸.

Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝐴− 𝑡𝐸 ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò 𝑡 ñòåïåíè íå
âûøå 𝑛− 1, ãäå 𝑛 = dim𝑉 . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòó ìàòðèöó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝐴− 𝑡𝐸 = 𝐵0 + 𝑡𝐵1 + 𝑡2𝐵2 + . . .+ 𝑡𝑛−1𝐵𝑛−1,

ãäå 𝐵𝑖 � ÷èñëîâûå ìàòðèöû. Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå âìåñòå ñ ðàçëîæåíèåì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑃𝒜(𝑡) = 𝑎0+ 𝑎1𝑡+ . . .+ 𝑎𝑛𝑡

𝑛 â ôîðìóëó (2.2), ïîëó÷èì

(𝐴− 𝑡𝐸)(𝐵0 + 𝑡𝐵1 + 𝑡2𝐵2 + . . .+ 𝑡𝑛−1𝐵𝑛−1) = (𝑎0 + 𝑎1𝑡+ 𝑎2𝑡
2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑡

𝑛)𝐸.
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Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ 𝑡, ïîëó÷èì

𝐴𝐵0 = 𝑎0𝐸,

−𝐵0 + 𝐴𝐵1 = 𝑎1𝐸,

−𝐵1 + 𝐴𝐵2 = 𝑎2𝐸,

. . .

−𝐵𝑛−2 + 𝐴𝐵𝑛−1 = 𝑎𝑛−1𝐸

−𝐵𝑛−1 = 𝑎𝑛𝐸

Óìíîæèâ ñëåâà îáå ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà íà 𝐴, òðåòüåãî � íà 𝐴2, è ò. ä. è ñëîæèâ
âñå ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

0 = 𝑎0𝐸 + 𝑎1𝐴+ 𝑎2𝐴
2 + . . .+ 𝑎𝑛𝐴

𝑛.

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ìàòðèöû 𝐴 â õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí. □

Второе доказательство. Âíà÷àëå äîêàæåì òåîðåìó íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì, íàïðèìåð íàä ïîëåì C. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà 𝑉 . Åñëè 𝑉 îäíîìåðíî, òî 𝒜 = 𝜆 · id � óìíîæåíèå íà ñêàëÿð 𝜆. Òîãäà
𝑃𝒜(𝑡) = 𝜆− 𝑡, à çíà÷èò 𝑃𝒜(𝒜) = 𝜆 · id−𝒜 = 𝒪.

Ïóñòü òåïåðü dim𝑉 = 𝑛, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ðàçìåðíîñòè 𝑛−1. Âûáåðåì èíâàðèàíòíîå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑈 äëÿ 𝒜; ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíî ñîáñòâåííûì âåêòîðîì u ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 𝜆.
Äîïîëíèì âåêòîð u äî áàçèñà. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 èìååò âèä

𝐴 =

(︃
𝜆 *
0 ̃︀𝐴

)︃
,

ãäå ̃︀𝐴 � ìàòðèöà ôàêòîðîïåðàòîðà ̃︀𝒜, äåéñòâóþùåãî â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå 𝑉/𝑈 .
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

𝑃𝒜(𝑡) = det(𝐴− 𝑡𝐸) = (𝜆− 𝑡) det( ̃︀𝐴− 𝑡𝐸) = (𝜆− 𝑡)𝑃 ̃︀𝒜(𝑡),
ãäå 𝑃 ̃︀𝒜(𝑡) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ôàêòîðîïåðàòîðà. Òàê êàê dim𝑉/𝑈 =

𝑛− 1, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè 𝑃 ̃︀𝒜( ̃︀𝒜) = 𝒪. Ïî îïðåäåëåíèþ ôàêòîð-îïåðàòîðà
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå 𝑃 ̃︀𝒜(𝒜)v ∈ 𝑈 , ò. å.
𝑃 ̃︀𝒜(𝒜)v = 𝜇u äëÿ íåêîòîðîãî 𝜇. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑃𝒜(𝒜)v = (𝜆 · id−𝒜)𝑃 ̃︀𝒜(𝒜)v = (𝜆 · id−𝒜)(𝜇u) = 0,

òàê êàê 𝒜u = 𝜆u . Èòàê, 𝑃𝒜(𝒜) = 𝒪 äëÿ îïåðàòîðîâ â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàä ïîëåì R âîñïîëüçóåìñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé 𝒜C

îïåðàòîðà 𝒜. Òàê êàê â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâ 𝑉 è 𝑉C ìàòðèöû îïå-
ðàòîðîâ 𝒜 è 𝒜C ñîâïàäàþò, ìû èìååì 𝑃𝒜(𝑡) = 𝑃𝒜C(𝑡) è 𝑃𝒜(𝐴) = 𝑃𝒜C(𝐴) = 0. □

2.7. Диагонализируемые операторы. Критерий диагонализируемости

Определение 2.7.1. Îïåðàòîð 𝒜 íàçûâàåòñÿ диагонализируемым, åñëè ñóùå-
ñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû îïåðàòîðà áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà äèàãî-
íàëüíà, ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó îïåðàòîð äèàãîíàëèçèðóåì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Теорема 2.7.2 (êðèòåðèé äèàãîíàëèçèðóåìîñòè). Оператор 𝒜 в 𝑛-мерном про-
странстве 𝑉 диагонализируем тогда и только тогда, когда его характеристиче-
ский многочлен имеет в точности 𝑛 корней (с учётом кратностей) и размерность
каждого собственного подпространства 𝑉𝜆 равна кратности корня 𝜆.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà.

Лемма 2.7.3. Собственные подпространства 𝑉𝜆1 , . . . , 𝑉𝜆𝑘
, соответствующие

попарно различным собственным значениям 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 оператора 𝒜, образуют пря-
мую сумму 𝑉𝜆1 ⊕ . . .⊕ 𝑉𝜆𝑘

.

Доказательство. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî 𝑘. Ïðè 𝑘 = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîé ñóììû ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ

(2.3) v 1 + . . .+ v 𝑘 = 0,

ãäå v 𝑖 ∈ 𝑉𝜆𝑖
, ñëåäóåò, ÷òî v 1 = . . . = v 𝑘 = 0. Ïðèìåíèâ ê ðàâåíñòâó (2.3) îïåðàòîð 𝒜,

ïîëó÷èì
𝜆1v 1 + . . .+ 𝜆𝑘v 𝑘 = 0

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (2.3) íà 𝜆𝑘 è âû÷òåì èç ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

(𝜆1 − 𝜆𝑘)v 1 + . . .+ (𝜆𝑘−1 − 𝜆𝑘)v 𝑘−1 = 0.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîëó÷àåì (𝜆1 − 𝜆𝑘)v 1 = . . . = (𝜆𝑘−1 − 𝜆𝑘)v 𝑘−1 = 0. Òàê
êàê ïî óñëîâèþ 𝜆1 − 𝜆𝑘 ̸= 0, . . . , 𝜆𝑘−1 − 𝜆𝑘 ̸= 0, ïîëó÷àåì v 1 = . . . = v 𝑘−1 = 0. Òîãäà
èç ñîîòíîøåíèÿ (2.3) ñëåäóåò, ÷òî è v 𝑘 = 0. □

Ñôîðìóëèðóåì îäíî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå ýòîé ëåììû.

Следствие 2.7.4. Собственные векторы оператора, отвечающие различным
собственным значениям, линейно независимы.

Доказательство теоремы 2.7.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð 𝒜 äèàãîíàëè-
çèðóåì. Ïóñòü íà äèàãîíàëè ìàòðèöû 𝐷 îïåðàòîðà 𝒜 ñòîÿò ÷èñëà 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘, ïðè÷¼ì
÷èñëî 𝜆𝑖 ïðèñóòñòâóåò 𝑟𝑖 ðàç. Òîãäà ìû èìååì 𝑃𝒜(𝑡) = det(𝐷 − 𝑡𝐸) =

∏︀𝑘
𝑖=1(𝜆𝑖 − 𝑡)𝑟𝑖 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí 𝑃𝒜(𝑡) èìååò
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑟𝑖 = 𝑛 êîðíåé è êàæäîìó êîðíþ 𝜆𝑖 ñî-
îòâåòñòâóåò 𝑟𝑖 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ò. å. dim𝑉𝜆𝑖

= 𝑟𝑖.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîãî÷ëåí 𝑃𝒜(𝑡) èìååò ðàçëè÷íûå êîðíè 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘, ïðè-

÷¼ì êðàòíîñòü êîðíÿ 𝜆𝑖 ðàâíà 𝑟𝑖,
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑟𝑖 = 𝑛 è dim𝑉𝜆𝑖
= 𝑟𝑖. Ñîãëàñíî ëåììå 2.7.3

ïðîñòðàíñòâà 𝑉𝜆1 , . . . , 𝑉𝜆𝑘
îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó, à ïî óñëîâèþ ñóììà èõ ðàçìåðíî-

ñòåé ðàâíà 𝑛 = dim𝑉 . Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑉 = 𝑉𝜆1 ⊕ . . .⊕𝑉𝜆𝑘
. Âûáðàâ áàçèñ â êàæäîì èç

ïîäïðîñòðàíñòâ 𝑉𝜆𝑖
è âçÿâ îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ, ìû ïîëó÷èì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

𝑉 , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Èòàê, îïåðàòîð 𝒜 äèàãîíàëèçèðóåì. □

Следствие 2.7.5. Пусть характеристический многочлен 𝑃𝒜(𝑡) имеет 𝑛 =
dim𝑉 различных корней. Тогда оператор 𝒜 диагонализируем.

Íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà 𝒜 ÷àñòî íàçûâàþò åãî спектром (ýòà òåð-
ìèíîëîãèÿ áóäåò ïðîÿñíåíà â êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êîãäà áóäóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ îïåðàòîðû ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ).
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Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò êðàòíîñòü 1 êàê êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà, òî ãîâîðÿò î простом спектре. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû ñ ïðîñòûì
ñïåêòðîì äèàãîíàëèçèðóåìû. Ïîÿâëåíèå êðàòíûõ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ ¾îñîáåííîñòüþ¿,
êîòîðàÿ óñòðàíÿåòñÿ ïðîèçâîëüíî ìàëûì âîçìóùåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû îïå-
ðàòîðà. Ïîýòîìó íàä ïîëåì C ¾ïî÷òè âñå¿ îïåðàòîðû äèàãîíàëèçèðóåìû.

Пример 2.7.6.

1. Îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé

(︂
0 −1
1 0

)︂
â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R2,

íå äèàãîíàëèçèðóåì, òàê êàê åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí 𝑡2+1 íå èìååò âåùå-
ñòâåííûõ êîðíåé. Îäíàêî òîò æå îïåðàòîð â C2 äèàãîíàëèçèðóåì: â áàçèñå f 1 = (1 𝑖),

f 2 = (1 − 𝑖) åãî ìàòðèöà

(︂
−𝑖 0
0 𝑖

)︂
äèàãîíàëüíà.

2. Îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé

(︂
1 1
0 1

)︂
, íå äèàãîíàëèçèðóåì íè íàä êàêèì ïî-

ëåì ïî äðóãîé ïðè÷èíå: åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (𝑡 − 1)2 èìååò êîðåíü 1
êðàòíîñòè 2, íî ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ðàâíà 1 (âåêòîð e2 = (0 1) íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì).

2.8. Нильпотентные операторы. Нормальный вид

Определение 2.8.1. Îïåðàòîð 𝒜 íàçûâàåòñÿ нильпотентным, åñëè 𝒜𝑘 = 𝒪 äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî 𝑘. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî 𝑘, äëÿ êîòîðîãî 𝒜𝑘 = 𝒪, íàçûâàåòñÿ
степенью нильпотентности îïåðàòîðà 𝒜.

Пример 2.8.2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð 𝒜, çàäàííûé â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 ìàòðèöåé

(2.4)

⎛⎜⎜⎝
0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0

⎞⎟⎟⎠
(íàä äèàãîíàëüþ ñòîÿò åäèíèöû, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè). Äåéñòâèå ýòîãî
îïåðàòîðà íà áàçèñíûå âåêòîðû îïèñûâàåòñÿ ñõåìîé e𝑛 ↦→ e𝑛−1 ↦→ . . . ↦→ e2 ↦→ e1 ↦→
0. Îòñþäà âèäíî, ÷òî 𝒜𝑛 = 𝒪, ò.å. îïåðàòîð 𝒜 íèëüïîòåíòåí è èìååò ñòåïåíü 𝑛.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ.

Предложение 2.8.3. Пусть 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 — нильпотентный оператор, причём
dim𝑉 = 𝑛. Тогда

à) единственным собственным значением оператора 𝒜 является 0;
á) оператор 𝒜 диагонализируем в том и только том случае, если 𝒜 = 𝒪;
â) 𝒜𝑛 = 𝒪, т. е. степень нильпотентности оператора 𝒜 не превосходит 𝑛 =

dim𝑉 .

Доказательство. Äîêàæåì à). Ïóñòü 𝒜𝑘 = 𝒪 è 𝒜𝑘−1 ̸= 𝒪. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò
òàêîé âåêòîð v , ÷òî u := 𝒜𝑘−1v ̸= 0. Òîãäà 𝒜u = 𝒜𝑘v = 0, ò. å. u � ñîáñòâåííûé
âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0. Åñëè òåïåðü 𝜆 ̸= 0 � äðóãîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,
òî ïî îïðåäåëåíèþ íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð w ̸= 0, ÷òî 𝒜w = 𝜆w . Òîãäà 0 = 𝒜𝑘w =
𝜆𝑘w . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 0 = 𝜆𝑘, ò. å. 𝜆 = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.
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Äîêàæåì á). Åñëè îïåðàòîð 𝒜 äèàãîíàëèçèðóåì, òî íà äèàãîíàëè åãî äèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöû ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå âñå ðàâíû íóëþ â ñèëó à). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìàòðèöà íóëåâàÿ è 𝒜 = 𝒪.

Äîêàæåì â). Èç óòâåðæäåíèÿ à) âûòåêàåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
îïåðàòîðà 𝒜 åñòü (−𝑡)𝑛. Òîãäà 𝒜𝑛 = 𝒪 ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè. □

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé îïåðàòîðîâ èç ïðèìåðà 2.8.2.

Теорема 2.8.4. Пусть 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 — нильпотентный оператор. Тогда в про-
странстве 𝑉 существует базис, в котором матрица оператора 𝒜 имеет блочно-
диагональный вид с блоками из матриц (2.4) произвольных размеров. Такой вид
матрицы оператора единствен с точностью до перестановки блоков.

Áàçèñ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â ýòîé òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ нор-
мальным, à ìàòðèöà îïåðàòîðà â òàêîì áàçèñå íàçûâàåòñÿ нормальным видом (èëè
нормальной формой) íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà.

Доказательство теоремы 2.8.4. Áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà ñîñòî-
èò èç áëîêîâ âèäà (2.4), óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå äèàãðàììû

r
r
r
r

r
r
r
r

r
r
r

r
r
r

r
r

r r?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

Â ýòîé äèàãðàììå òî÷êè èçîáðàæàþò ýëåìåíòû íîðìàëüíîãî áàçèñà, à ñòðåëêè îïè-
ñûâàþò äåéñòâèå îïåðàòîðà 𝒜. Ýëåìåíòû íèæíåé ñòðîêè îïåðàòîð ïåðåâîäèò â íóëü,
ò.å. â íåé ñòîÿò ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà (ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0), âõîäÿ-
ùèå â áàçèñ. Êàæäûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó áëîêó âèäà (2.4), ïðè÷¼ì ðàçìåð
áëîêà ðàâåí âûñîòå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà (êîëè÷åñòâó òî÷åê â ñòîëáöå).

Èòàê, íàì íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà, äåéñòâèå îïåðàòîðà 𝒜 íà ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ äèàãðàììîé óêàçàííîãî âèäà. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Åñëè dim𝑉 = 1, òî íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð 𝒜 ÿâëÿåò-
ñÿ íóëåâûì, è ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð â 𝑉 îáðàçóåò íîðìàëüíûé áàçèñ. Ïóñòü òåïåðü
dim𝑉 = 𝑛 > 1, è ïóñòü äëÿ ðàçìåðíîñòåé, ìåíüøèõ 𝑛, ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëüíîãî
áàçèñà óæå äîêàçàíî. Ïóñòü 𝑉0 = Ker𝒜 � ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
äëÿ 𝒜. Òàê êàê dim𝑉0 > 0, èìååì dim𝑉/𝑉0 < 𝑛.

Ðàññìîòðèì ôàêòîðîïåðàòîð ̃︀𝒜 : 𝑉/𝑉0 → 𝑉/𝑉0, ̃︀𝒜(v + 𝑉0) = 𝒜v + 𝑉0. Ïî èíäóê-

òèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ̃︀𝒜 èìååò íîðìàëüíûé áàçèñ. Ìîæíî ñ÷èòàòü åãî íåïóñòûì:
èíà÷å 𝑉 = 𝑉0 è ëþáîé áàçèñ â 𝑉0 áóäåò íîðìàëüíûì äëÿ 𝒜. Ïîñòðîèì äèàãðàììó ̃︀𝐷
äëÿ ýëåìåíòîâ íîðìàëüíîãî áàçèñà îïåðàòîðà ̃︀𝒜, â êàæäîì å¼ ñòîëáöå âîçüì¼ì ñàìûé
âåðõíèé âåêòîð ̃︀e 𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 (çäåñü 𝑚 � êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ â ̃︀𝐷), è ïîëîæèì̃︀e 𝑖 = e 𝑖+𝑉0, e 𝑖 ∈ 𝑉 . Òåïåðü ïîñòðîèì äèàãðàììó 𝐷 èç âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 ñòîëáåö ñ íîìåðîì 𝑖 äèàãðàììû 𝐷 áóäåò ñîñòîÿòü
(ñâåðõó âíèç) èç âåêòîðîâ e 𝑖,𝒜e 𝑖, . . . ,𝒜ℎ𝑖−1e 𝑖,𝒜ℎ𝑖e 𝑖, ãäå ℎ𝑖 � âûñîòà 𝑖-ãî ñòîëáöà â
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äèàãðàììå ̃︀𝐷. Òàê êàê ̃︀𝒜ℎ𝑖 ̃︀e 𝑖 = 0, ìû èìååì 𝒜ℎ𝑖e 𝑖 ∈ 𝑉0 è 𝒜ℎ𝑖+1e 𝑖 = 0. Âûáåðåì áàçèñ
â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ⟨𝒜ℎ1e1, . . . ,𝒜ℎ𝑚e𝑚⟩ ⊂ 𝑉0, äîïîëíèì åãî äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà
𝑉0 è ïîñòàâèì äîïîëíÿþùèå âåêòîðû â êà÷åñòâå íîâûõ ñòîëáöîâ (âûñîòû îäèí) â
íèæíåé ñòðîêå äèàãðàììû 𝐷; îïåðàòîð 𝒜 ïåðåâîäèò èõ íóëü.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ äèàãðàììà 𝐷 èç âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 èìååò â
òî÷íîñòè òàêîé âèä, êàê òðåáóåòñÿ äëÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà. Íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü,
÷òî âåêòîðû, ñîñòàâëÿþùèå äèàãðàììó, äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò áàçèñ â 𝑉 .

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû èç 𝐷 ïîðîæäàþò âñ¼ 𝑉 . Ïóñòü v ∈ 𝑉 . Ïîëîæèì̃︀v = v + 𝑉0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ̃︀v =
∑︀𝑚

𝑖=1

∑︀ℎ𝑖−1
𝑗=0 𝜆𝑖𝑗̃︁𝒜𝑗 ̃︀e 𝑖. Òîãäà

v −
𝑚∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝜆𝑖𝑗𝒜𝑗e 𝑖 ∈ 𝑉0.

Íî âñå âåêòîðû 𝒜𝑗e 𝑖, 𝑗 ⩽ ℎ𝑖 − 1, ëåæàò â ñòðîêàõ äèàãðàììû 𝐷, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé
ñíèçó, à ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑉0 ïîðîæäåíî âåêòîðàìè èç íèæíåé ñòðîêè 𝐷 ïî ïîñòðîå-
íèþ. Ïîýòîìó v ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç 𝐷.

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ èç 𝐷. Ñíà÷àëà äîêàæåì,
÷òî âåêòîðû íèæíåé ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåêîòîðàÿ
èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëþ, òî îíà äîëæíà èìåòü âèä∑︀𝑚

𝑖=1 𝜆𝑖𝒜ℎ𝑖e 𝑖 = 0, èáî îñòàëüíûå ýëåìåíòû íèæíåé ñòðîêè äîïîëíÿþò áàçèñ ëèíåé-
íîé îáîëî÷êè ⟨𝒜ℎ1e1, . . . ,𝒜ℎ𝑚e𝑚⟩ äî áàçèñà 𝑉0. Íî âñå ℎ𝑖 íå ìåíüøå 1, ïîýòîìó

𝒜
(︁ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖𝒜ℎ𝑖−1e 𝑖

)︁
= 0,

òàê ÷òî
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝒜ℎ𝑖−1e 𝑖 ∈ 𝑉0 è
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 ̃︀𝒜ℎ𝑖−1 ̃︀e 𝑖 = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå 𝜆𝑖 ðàâíû 0, òàê êàê âåêòîðû ̃︀𝒜ℎ𝑖−1 ̃︀e 𝑖

ñîñòàâëÿþò íèæíþþ ñòðîêó äèàãðàììû ̃︀𝐷 è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ áàçèñà ïðîñòðàí-
ñòâà 𝑉/𝑉0.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî åñëè èìååòñÿ ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
âåêòîðîâ èç 𝐷, ðàâíàÿ íóëþ, òî èç íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ
çàâèñèìîñòü ìåæäó âåêòîðàìè íèæíåé ñòðîêè äèàãðàììû 𝐷. Îòìåòèì ñàìóþ âåðõ-
íþþ ñòðîêó äèàãðàììû 𝐷, â êîòîðîé èìåþòñÿ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ýòîé âîîá-
ðàæàåìîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Ïóñòü íîìåð ýòîé ñòðîêè (ñ÷èòàÿ ñíèçó) ðàâåí ℎ.
Ïðèìåíèì ê ýòîé êîìáèíàöèè îïåðàòîð 𝒜ℎ−1. Ïðè ýòîì å¼ ÷àñòü, ëåæàùàÿ â ℎ-é
ñòðîêå, ïåðåéä¼ò â íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ íèæíåé ñòðîêè,
à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå îáðàòÿòñÿ â íóëü. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-
âàíèÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà.

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ðàçìåðû áëîêîâ � ýòî âûñîòû ñòîëáöîâ äèà-
ãðàììû. Ðàñïîëîæèì ñòîëáöû, êàê íà ðèñóíêå, â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, òîãäà èõ âûñîòû
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ, åñëè èçâåñòíû äëèíû ñòðîê â äèàãðàììå, íà÷èíàÿ ñ íèæ-
íåé, â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Èç ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà íèæíåé
ñòðîêè ðàâíà dim𝑉0 = dimKer𝒜 è íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Äëèíà âòîðîé ñíè-
çó ñòðîêè ðàâíà ðàçìåðíîñòè ÿäðà ôàêòîðîïåðàòîðà ̃︀𝒜 â ïðîñòðàíñòâå 𝑉/Ker𝒜, ò. å.
dimKer𝒜2−dimKer𝒜, ÷òî òàêæå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Ïðîäîëæàÿ äàëåå, ìû
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âèäèì, ÷òî äëèíà 𝑘-é ñíèçó ñòðîêè ðàâíà ðàçìåðíîñòè ÿäðà ôàêòîðîïåðàòîðà â ïðî-
ñòðàíñòâå 𝑉/Ker𝒜𝑘−1, ò.å. dimKer𝒜𝑘 − dimKer𝒜𝑘−1. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
åäèíñòâåííîñòè. □

Замечание. Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà íèëüïîòåíòíîãî
îïåðàòîðà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðîöåäóðû, èçëîæåííîé â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû. Ñíà÷àëà íàõîäèì ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè 𝑘 îïåðàòîðà𝒜, âîçâîäÿ
ìàòðèöó â ñòåïåíü, ïîêà íå ïîëó÷èì 0. Âåêòîðû èç ïåðâîé ñâåðõó ñòðîêè äèàãðàì-
ìû 𝐷 ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì áàçèñà ôàêòîðïðîñòðàíñòâà 𝑉/Ker𝒜𝑘−1. Äëÿ èõ íà-
õîæäåíèÿ ìû âûáèðàåì ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ 𝑉 ,
íå ëåæàùèõ â Ker𝒜𝑘−1. Çàòåì ñïóñêàåì íàéäåííûå âåêòîðû íà îäíó ñòðîêó âíèç,
ïðèìåíÿÿ ê íèì îïåðàòîð 𝒜. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëåæèò â Ker𝒜𝑘−1, íî íå
ëåæèò â Ker𝒜𝑘−2, è ìû çàïîëíÿåì âòîðóþ ñòðîêó, äîïîëíÿÿ ýòè âåêòîðû äî áàçèñà â
Ker𝒜𝑘−1/Ker𝒜𝑘−2. Çàòåì ñïóñêàåì âñå âåêòîðû èç âòîðîé ñòðîêè åù¼ íà îäíó ñòðîêó
è çàïîëíÿåì òðåòüþ ñòðîêó, äîïîëíÿÿ âåêòîðû, ïðèøåäøèå èç âòîðîé ñòðîêè, äî áà-
çèñà â Ker𝒜𝑘−2/Ker𝒜𝑘−3, è ò. ä. Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû çàïîëíÿåì íèæíþþ ñòðîêó,
äîïîëíÿÿ âåêòîðû, ïðèøåäøèå ñâåðõó, äî áàçèñà â Ker𝒜.

2.9. Корневые векторы. Теорема о разложении в прямую сумму

корневых подпространств

Åñëè îïåðàòîð 𝒜 â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âñåãî îäíî ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå 𝜆, òî åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä (−1)𝑛(𝑡 − 𝜆)𝑛, à çíà÷èò
(𝒜 − 𝜆 · id)𝑛 = 0 ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð 𝒜 − 𝜆 · id
íèëüïîòåíòåí è ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ áîëåå îäíîãî ðàçëè÷íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 𝜆, ñîîò-
âåòñòâóþùèå îïåðàòîðû 𝒜− 𝜆 · id íå áóäóò íèëüïîòåíòíûìè.

Определение 2.9.1. Âåêòîð v ∈ 𝑉 íàçûâàåòñÿ корневым вектором îïåðàòîðà 𝒜,
îòâå÷àþùèì ÷èñëó 𝜆 ∈ k, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå 𝑚, ÷òî (𝒜− 𝜆 · id)𝑚v = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑅𝜆 ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåâûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ 𝜆.

Предложение 2.9.2. Множество 𝑅𝜆 является подпространством в 𝑉 .

Доказательство. Ïóñòü u , v ∈ 𝑅𝜆, ò.å. (𝒜 − 𝜆 · id)𝑙u = (𝒜 − 𝜆 · id)𝑚v = 0 äëÿ
íåêîòîðûõ 𝑙,𝑚. Òîãäà (𝒜−𝜆·id)𝑙(𝜇u) = 0 äëÿ ëþáîãî 𝜇 ∈ k. Ïîëîæèì 𝑝 = max{𝑙,𝑚}.
Òîãäà (𝒜− 𝜆 · id)𝑝(u + v) = 0, ò. å. 𝑅𝜆 � äåéñòâèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâî. □

Ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑅𝜆 ⊂ 𝑉 íàçûâàåòñÿ корневым подпространством äëÿ îïåðàòî-
ðà 𝒜, îòâå÷àþùèì 𝜆.

Предложение 2.9.3. Подпространство 𝑅𝜆 нетривиально тогда и только то-
гда, когда 𝜆 — собственное значение оператора 𝒜. При этом 𝑉𝜆 ⊂ 𝑅𝜆, т.е. корневое
подпространство содержит собственное подпространство.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝜆 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî ñóùåñòâó-
åò íåíóëåâîé âåêòîð v , äëÿ êîòîðîãî (𝒜−𝜆 · id)v = 0, ò.å. v ∈ 𝑅𝜆 è 𝑅𝜆 íåòðèâèàëüíî.
Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî 𝑉𝜆 ⊂ 𝑅𝜆.

Îáðàòíî, ïóñòü 𝑅𝜆 ñîäåðæèò íåíóëåâîé âåêòîð u , äëÿ êîòîðîãî (𝒜−𝜆 · id)𝑚u = 0,
ïðè÷¼ì 𝑚 ìèíèìàëüíî, ò.å. v := (𝒜 − 𝜆 · id)𝑚−1u ̸= 0. Òîãäà èìååì (𝒜 − 𝜆 · id)v =
(𝒜− 𝜆 · id)𝑚u = 0, ò.å. v � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé 𝜆. □
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Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåòðèâèàëüíûå êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑅𝜆.

Теорема 2.9.4. Пусть 𝒜 — оператор в пространстве 𝑉 над алгебраически за-
мкнутым полем, и пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 — все собственные значения оператора 𝒜. Тогда
𝑉 является прямой суммой всех корневых подпространств, т.е.

𝑉 = 𝑅𝜆1 ⊕ . . .⊕𝑅𝜆𝑘
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåò îïèðàòüñÿ íà òðè ëåììû.

Лемма 2.9.5. Подпространство 𝑅𝜆 инвариантно относительно любого операто-
ра 𝒜−𝜇 · id, 𝜇 ∈ k (в частности, 𝑅𝜆 инвариантно относительно 𝒜). Ограничение

(𝒜− 𝜇 · id)|𝑅𝜆
: 𝑅𝜆 → 𝑅𝜆

при 𝜆 ̸= 𝜇 является обратимым, а при 𝜆 = 𝜇 — нильпотентным оператором.

Доказательство. Ïóñòü v ∈ 𝑅𝜆, ò.å. (𝒜− 𝜆 · id)𝑚v = 0. Òîãäà

(𝒜− 𝜆 · id)𝑚(𝒜− 𝜇 · id)v = (𝒜− 𝜇 · id)(𝒜− 𝜆 · id)𝑚v = 0,

òàê êàê (𝒜−𝜇·id) è (𝒜−𝜆·id)𝑚 ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò îïåðàòîðà 𝒜, à ëþáûå äâà
ìíîãî÷ëåíà îò îïåðàòîðà êîììóòèðóþò. Èòàê, 𝑅𝜆 ÿâëÿåòñÿ (𝒜−𝜇 · id)-èíâàðèàíòíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì, è ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îãðàíè÷åíèå (𝒜− 𝜇 · id)|𝑅𝜆

.
Ïóñòü v ∈ Ker(𝒜− 𝜇 · id)|𝑅𝜆

, ò.å. v ∈ 𝑅𝜆 è 𝒜v = 𝜇v . Òîãäà (𝒜− 𝜆 · id)𝑚v = 0 äëÿ
íåêîòîðîãî 𝑚 è (𝒜− 𝜆 · id)v = (𝜇− 𝜆)v , à çíà÷èò

(𝜇− 𝜆)𝑚v = (𝒜− 𝜆 · id)𝑚v = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 𝜆 ̸= 𝜇, òî v = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè 𝜆 ̸= 𝜇 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
ÿäðî îïåðàòîðà (𝒜− 𝜇 · id)|𝑅𝜆

òðèâèàëüíî, à çíà÷èò ýòîò îïåðàòîð îáðàòèì.
Íàêîíåö, åñëè e1, . . . , e𝑟 � áàçèñ â 𝑅𝜆 è (𝒜− 𝜆 · id)𝑚𝑖e 𝑖 = 0, òî (𝒜− 𝜆 · id)𝑚v = 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑅𝜆, ãäå 𝑚 � íàèáîëüøåå èç ÷èñåë 𝑚1, . . . ,𝑚𝑟. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îïåðàòîð (𝒜− 𝜆 · id)|𝑅𝜆

íèëüïîòåíòåí. □

Лемма 2.9.6. Корневые подпространства 𝑅𝜆1 , . . . , 𝑅𝜆𝑘
, соответствующие раз-

личным собственным значениям 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘, образуют прямую сумму 𝑅𝜆1⊕ . . .⊕𝑅𝜆𝑘
.

Доказательство. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî 𝑘. Ïðè 𝑘 = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ 𝑘 − 1 ïîäïðîñòðàíñòâ.

Äîêàæåì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ

(2.5) v 1 + . . .+ v 𝑘 = 0,

ãäå v 𝑖 ∈ 𝑅𝜆𝑖
, ñëåäóåò, ÷òî v 1 = . . . = v 𝑘 = 0. Èìååì (𝒜 − 𝜆𝑘 · id)𝑝v 𝑘 = 0 äëÿ

íåêîòîðîãî 𝑝. Ïðèìåíèâ ê ðàâåíñòâó (2.5) îïåðàòîð (𝒜− 𝜆𝑘 · id)𝑝, ïîëó÷èì
(2.6) (𝒜− 𝜆𝑘 · id)𝑝v 1 + . . .+ (𝒜− 𝜆𝑘 · id)𝑝v 𝑘−1 = 0.

Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑅𝜆1 , . . . , 𝑅𝜆𝑘−1
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî 𝒜 − 𝜆𝑘 · id, ìû

èìååì (𝒜 − 𝜆𝑘 · id)𝑝v 𝑖 ∈ 𝑅𝜆𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

èç ñîîòíîøåíèÿ (2.6) âûòåêàåò, ÷òî (𝒜 − 𝜆𝑘 · id)𝑝v 𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1. Òàê êàê
ïî ïðåäûäóùåé ëåììå îïåðàòîð 𝒜 − 𝜆𝑘 · id â ïðîñòðàíñòâàõ 𝑅𝜆1 , . . . , 𝑅𝜆𝑘−1

îáðàòèì,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v 1 = . . . = v 𝑘−1 = 0. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (2.5) ïîëó÷àåì, ÷òî
è v 𝑘 = 0. □

Лемма 2.9.7. Размерность корневого подпространства 𝑅𝜆 равна кратности 𝜆
как корня характеристического многочлена оператора 𝒜.
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Доказательство. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑟𝜆 êðàòíîñòü êîðíÿ 𝜆. Ïóñòü ̂︀𝒜 = 𝒜|𝑅𝜆
�

îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà 𝒜 íà 𝑅𝜆 è ̃︀𝒜 : 𝑉/𝑅𝜆 → 𝑉/𝑅𝜆 � ôàêòîðîïåðàòîð. Òîãäà äëÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìû èìååì

(2.7) 𝑃𝒜(𝑡) = 𝑃 ̂︀𝒜(𝑡)𝑃 ̃︀𝒜(𝑡) = (𝜆− 𝑡)dim𝑅𝜆𝑃 ̃︀𝒜(𝑡)
(ñì. ïðåäëîæåíèå 2.5.4), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî dim𝑅𝜆 ⩽ 𝑟𝜆.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim𝑅𝜆 < 𝑟𝜆. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.7) ñëåäóåò, ÷òî 𝜆 ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ìíîãî÷ëåíà 𝑃 ̃︀𝒜(𝑡), ò.å. ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà ̃︀𝒜. Ïóñòü v +𝑅𝜆 �
ñîîòâåòñòâóþùèé (íåíóëåâîé) ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò. å.̃︀𝒜(v +𝑅𝜆) = 𝜆(v +𝑅𝜆), èëè 𝒜v +𝑅𝜆 = 𝜆v +𝑅𝜆.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 𝒜v−𝜆v = (𝒜−𝜆 · id)v ∈ 𝑅𝜆. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâà
𝑅𝜆 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 0 = (𝒜− 𝜆 · id)𝑚(𝒜− 𝜆 · id)v = (𝒜− 𝜆 · id)𝑚+1v , ò. å. v ∈ 𝑅𝜆. Íî
òîãäà v +𝑅𝜆 � íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà 𝑉/𝑅𝜆. Ïðîòèâîðå÷èå. □

Доказательство теоремы 2.9.4. Ïóñòü dim𝑉 = 𝑛 è ïóñòü 𝑟𝑖 � êðàòíîñòü êîð-
íÿ 𝜆𝑖, 𝑖 = 1 . . . , 𝑘. Òîãäà

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑟𝑖 = 𝑛 (çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòî-

ñòüþ ïîëÿ) è èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåìì âûòåêàåò, ÷òî dim(𝑅𝜆1⊕. . .⊕𝑅𝜆𝑘
) =

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑟𝑖 =

dim𝑉 . Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑉 = 𝑅𝜆1 ⊕ . . .⊕𝑅𝜆𝑘
. □

Ðàçëîæåíèå 𝑉 = 𝑅𝜆1⊕. . .⊕𝑅𝜆𝑘
íàçûâàåòñÿ корневым разложением äëÿ îïåðàòîðà

𝒜 â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 .

2.10. Жорданова нормальная форма оператора

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜|𝑅𝜆
(îãðàíè÷åíèÿ îïåðà-

òîðà 𝒜 íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑅𝜆). Òàê êàê (𝒜 − 𝜆 · id)|𝑅𝜆
ÿâëÿåòñÿ íèëüïî-

òåíòíûì îïåðàòîðîì (ëåììà 2.9.5), â ïðîñòðàíñòâå 𝑅𝜆 ìîæíî âûáðàòü íîðìàëüíûé
áàçèñ äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà (𝒜−𝜆 · id)|𝑅𝜆

â ýòîì áàçèñå áó-
äåò ñîñòîÿòü èç áëîêîâ âèäà (2.4), à çíà÷èò ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜|𝑅𝜆

â òîì æå áàçèñå
áóäåò ñîñòîÿòü èç áëîêîâ âèäà

(2.8) 𝐽𝜆 =

⎛⎜⎜⎝
𝜆 1 0

𝜆
. . .
. . . 1

0 𝜆

⎞⎟⎟⎠
(íà äèàãîíàëè ñòîèò 𝜆, íàä äèàãîíàëüþ � åäèíèöû, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ íóëè).

Определение 2.10.1. Ìàòðèöà (2.8) íàçûâàåòñÿжордановой клеткой. Åñëè ìàò-
ðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â íåêîòîðîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé c áëîêàìè âè-
äà (2.8) (âîçìîæíî, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçëè÷íûì 𝜆), òî òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ
жордановой нормальной формой îïåðàòîðà𝒜. Áàçèñ, â êîòîðîì îïåðàòîð èìååò æîð-
äàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó, íàçûâàåòñÿ жордановым.

Теорема 2.10.2. Для любого оператора 𝒜 в пространстве 𝑉 над алгебраически
замкнутым полем существует жорданов базис (в котором оператор имеет жор-
данову нормальную форму). Жорданова нормальная форма оператора единственна
с точностью до перестановки блоков (клеток).



2.10. ЖОРДАНОВА НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА ОПЕРАТОРА 45

Доказательство. Ñóùåñòâîâàíèå æîðäàíîâîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåä-
ñòâèåì òåîðåì î ðàçëîæåíèè â ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è ñóùåñòâîâàíèÿ
íîðìàëüíîãî âèäà äëÿ íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 �
âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà 𝒜. Âûáåðåì â êàæäîì êîðíåâîì ïðîñòðàíñòâå
𝑅𝜆𝑖

íîðìàëüíûé áàçèñ äëÿ íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà (𝒜− 𝜆𝑖 · id)|𝑅𝜆𝑖
. Òîãäà îáúåäè-

íåíèå ýòèõ áàçèñîâ äàñò æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ îïåðàòîðà 𝒜 â ñèëó íàëè÷èÿ êîðíåâîãî
ðàçëîæåíèÿ 𝑉 = 𝑅𝜆1 ⊕ . . .⊕𝑅𝜆𝑘

(çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòüþ
ïîëÿ).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü æîðäàíîâîé ôîðìû. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî
æîðäàíîâûõ êëåòîê ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà ñ îäíèì è òåì æå 𝜆 íå çàâèñèò îò
ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ê æîðäàíîâîé ôîðìå (ò.å. îò âûáîðà æîðäàíîâà áàçèñà). Âû-
áåðåì ïðîèçâîëüíûé æîðäàíîâ áàçèñ. Ïóñòü 𝑊𝜆𝑖

� ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ÷àñòè ýòîãî
áàçèñà, îòâå÷àþùåé âñåì êëåòêàì ñ 𝜆𝑖 íà äèàãîíàëè. Òîãäà îãðàíè÷åíèå îïåðàòî-
ðà (𝒜− 𝜆𝑖 · id) íà 𝑊𝜆𝑖

� íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, à çíà÷èò 𝑊𝜆𝑖
⊂ 𝑅𝜆𝑖

. Êðîìå òîãî,
𝑉 = 𝑊𝜆1⊕. . .⊕𝑊𝜆𝑘

ïî îïðåäåëåíèþ æîðäàíîâà áàçèñà è 𝑉 = 𝑅𝜆1⊕. . .⊕𝑅𝜆𝑘
(êîðíåâîå

ðàçëîæåíèå). Ñëåäîâàòåëüíî, dim𝑊𝜆𝑖
= dim𝑅𝜆𝑖

è𝑊𝜆𝑖
= 𝑅𝜆𝑖

. Èòàê, ïîäïðîñòðàíñòâà,
îòâå÷àþùèå êëåòêàì ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 𝜆𝑖, íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ
ê æîðäàíîâîé ôîðìå è ðàâíû 𝑅𝜆𝑖

.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè æîðäàíîâîé ôîðìû ê

ñëó÷àþ, êîãäà îïåðàòîð 𝒜 èìååò îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 𝜆. Ëþáîé æîðäàíîâ áàçèñ
äëÿ òàêîãî îïåðàòîðà áóäåò òàêæå íîðìàëüíûì áàçèñîì äëÿ íèëüïîòåíòíîãî îïåðà-
òîðà 𝒜 − 𝜆 · id. Äëÿ íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ ìû óæå äîêàçàëè åäèíñòâåííîñòü
íîðìàëüíîãî âèäà (ò.å. æîðäàíîâîé ôîðìû) â òåîðåìå 2.8.4. □

Íà ÿçûêå ìàòðèö äàííàÿ òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ êîìïëåêñíàÿ
ìàòðèöà 𝐴 ∈ Mat𝑛(C) ïîäîáíà ìàòðèöå 𝐽 , ñîñòîÿùåé èç æîðäàíîâûõ êëåòîê, ò.å.
𝐽 = 𝐶−1𝐴𝐶 äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû 𝐶.

Замечания. Â îòëè÷èå îò æîðäàíîâîé ôîðìû, æîðäàíîâ áàçèñ îïåðàòîðà äà-
ëåêî íå åäèíñòâåí. Íàïðèìåð, äëÿ òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà id ëþáîé áàçèñ áóäåò
æîðäàíîâûì.

Òåîðåìà 2.10.2 íå èìååò ìåñòà íàä ïîëåì R. Íàïðèìåð, îïåðàòîð, çàäàííûé ìàò-

ðèöåé

(︂
0 −1
1 0

)︂
â R2, íå ïðèâîäèòñÿ ê æîðäàíîâîé ôîðìå (äîêàæèòå).

Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ æîðäàíîâîé ôîðìû è æîðäàíîâà áàçèñà îïåðà-
òîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé 𝐴, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Ñíà÷àëà
íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è åãî êîðíè 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 (ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ) ñ êðàòíîñòÿìè. Çàòåì íàõîäèì êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑅𝜆𝑖

. Äëÿ ýòîãî âîç-
âîäèì ìàòðèöó 𝐴− 𝜆𝑖𝐸 â ñòåïåíü äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàñòóïèò ñòàáèëèçàöèÿ ðàíãà:
rk(𝐴− 𝜆𝑖𝐸)

𝑚𝑖 = rk(𝐴− 𝜆𝑖𝐸)
𝑚𝑖+1. Òîãäà 𝑅𝜆𝑖

= Ker(𝐴− 𝜆𝑖𝐸)
𝑚𝑖 , à ÷èñëî 𝑚𝑖 áóäåò ðàç-

ìåðà ìàêñèìàëüíîé æîðäàíîâîé êëåòêè, îòâå÷àþùåé 𝜆𝑖. Äàëåå â êàæäîì ïðîñòðàí-
ñòâå 𝑅𝜆𝑖

íàõîäèì íîðìàëüíûé áàçèñ äëÿ íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà (𝒜 − 𝜆𝑖 · id)|𝑅𝜆𝑖

(êàê îïèñàíî â êîíöå ï. 2.8); îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ è áóäåò æîðäàíîâûì áàçèñîì
äëÿ 𝒜.

Çíàÿ æîðäàíîâó ôîðìó, ëåãêî âû÷èñëèòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà.
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Предложение 2.10.3. Минимальный аннулирующий многочлен оператора 𝒜
над полем C есть 𝑃 (𝑡) =

∏︀𝑘
𝑖=1(𝑡 − 𝜆𝑖)

𝑚𝑖, где 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 — все собственные значения
оператора 𝒜, а 𝑚𝑖 — размер максимальной жордановой клетки, отвечающей 𝜆𝑖.

Доказательство. Ìû èìååì 𝑅𝜆𝑖
= Ker(𝒜 − 𝜆𝑖 id)

𝑚𝑖 , ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí (𝑡 −
𝜆𝑖)

𝑚𝑖 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì àííóëèðóþùèì äëÿ îïåðàòîðà 𝒜|𝑅𝜆𝑖
. Â ñèëó òåîðåìû

î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè ëþáîé âåêòîð v ∈ 𝑉 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå v =
∑︀

𝑖 v 𝑖, ãäå
v 𝑖 ∈ 𝑅𝜆𝑖

. Òàê êàê 𝑃 (𝒜) ñîäåðæèò ìíîæèòåëü (𝒜−𝜆𝑖 id)𝑚𝑖 , ìû èìååì 𝑃 (𝒜)v 𝑖 = 0, ò.å.
𝑃 (𝒜)v = 0 è ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑡) àííóëèðóåò îïåðàòîð 𝒜. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé ìíî-
ãî÷ëåí 𝑄(𝑡), àííóëèðóþùèé îïåðàòîð 𝒜, äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé
ìíîãî÷ëåí äëÿ îïåðàòîðà 𝒜|𝑅𝜆𝑖

, ò. å. íà (𝑡 − 𝜆𝑖)
𝑚𝑖 , äëÿ êàæäîãî 𝜆𝑖. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑄(𝑡) äåëèòñÿ íà 𝑃 (𝑡) è 𝑃 (𝑡) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. □

2.11. Вычисление многочленов и функций от матриц. Экспонента

линейного оператора

Îäíèì èç âàæíûõ ïðèìåíåíèé æîðäàíîâîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîå âû÷èñ-
ëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ è ôóíêöèé îò îïåðàòîðîâ (ìàòðèö).

Ïðåæäå âñåãî ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò æîðäàíîâîé êëåòêè.

Предложение 2.11.1. Пусть 𝑓(𝑡) — многочлен. Тогда его значение на жорда-
новой клетке (2.8) размера 𝑛 вычисляется по формуле

(2.9) 𝑓(𝐽𝜆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓(𝜆) 𝑓 ′(𝜆)

1!
. . . 𝑓 (𝑛−1)(𝜆)

(𝑛−1)!

. . . . . .
...

𝑓(𝜆) 𝑓 ′(𝜆)
1!

0 𝑓(𝜆)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Доказательство. Âíà÷àëå ïî èíäóêöèè ïðîâåðèì ýòó ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà
𝑓(𝑡) = 𝑡𝑚, ò. å. äëÿ 𝑚-é ñòåïåíè æîðäàíîâîé êëåòêè. Ïóñòü (𝐽𝜆)

𝑚 = (𝑎𝑚𝑖𝑗 ), ò. å. (𝑖𝑗)-é
ýëåìåíò ìàòðèöû (𝐽𝜆)

𝑚 åñòü 𝑎𝑚𝑖𝑗 . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑚−1 èìååì

𝑎𝑚−1
𝑖𝑗 =

𝑓 (𝑗−𝑖)(𝜆)

(𝑗 − 𝑖)!
= 𝐶𝑗−𝑖

𝑚−1𝜆
𝑚−1−𝑗+𝑖,

ãäå 𝐶𝑖
𝑘 = 𝑘!

𝑖!(𝑘−𝑖)!
� áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò; ìû ñ÷èòàåì, ÷òî 𝐶𝑖

𝑘 = 0 ïðè 𝑖 < 0

èëè 𝑖 > 𝑘. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (𝐽𝜆)
𝑚 = (𝐽𝜆)

𝑚−1𝐽𝜆 ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö
âû÷èñëÿåì

𝑎𝑚𝑖𝑘 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚−1
𝑖𝑗 𝑎1𝑗𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗−𝑖
𝑚−1𝜆

𝑚−1−𝑗+𝑖𝐶𝑘−𝑗
1 𝜆1−𝑘+𝑗 =

= 𝐶𝑘−1−𝑖
𝑚−1 𝜆𝑚+𝑖−𝑘 + 𝐶𝑘−𝑖

𝑚−1𝜆
𝑚+𝑖−𝑘 = 𝐶𝑘−𝑖

𝑚 𝜆𝑚−𝑘+𝑖,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà (2.9) ëèíåéíà ïî 𝑓 , à
çíà÷èò îíà âåðíà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝑡). □

Íà îñíîâå ôîðìóëû (2.9) ìû ìîæåì òàêæå âû÷èñëÿòü ìíîãî÷ëåíû îò ìàòðèö â
æîðäàíîâîé ôîðìå 𝐽 , òàê êàê ìíîãî÷ëåí ïðèìåíÿåòñÿ ê òàêîé ìàòðèöå ïîáëî÷íî.
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Òåïåðü åñëè 𝐴 � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, òî ìû ìîæåì ïðèâåñòè å¼ ê æîðäàíîâîé
ôîðìå, ò.å. íàéòè æîðäàíîâó ìàòðèöó 𝐽 , äëÿ êîòîðîé 𝐴 = 𝐶𝐽𝐶−1. Ïðè âîçâåäåíèè
ìàòðèöû 𝐴 â ñòåïåíü ìû ïîëó÷àåì

𝐴𝑚 = (𝐶𝐽𝐶−1)𝑚 = 𝐶𝐽𝐶−1𝐶𝐽𝐶−1 . . . 𝐶𝐽𝐶−1 = 𝐶𝐽𝑚𝐶−1.

Òîãäà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà âåðíà è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝑡):

(2.10) 𝑓(𝐴) = 𝐶𝑓(𝐽)𝐶−1.

Ïðè ïîìîùè ýòîé ôîðìóëû ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ëþáîé ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû 𝐴,
çíàÿ å¼ æîðäàíîâó ôîðìó è æîðäàíîâ áàçèñ.

Определение 2.11.2. Ïóñòü 𝒜 � îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 êðàòíîñòåé 𝑟𝜆1 , . . . , 𝑟𝜆𝑘

ñîîòâåòñòâåííî. Ãîâîðÿò, ÷òî
äâà ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝑡) è 𝑔(𝑡) совпадают на спектре оператора 𝒜, åñëè

(2.11) 𝑓 (𝑗)(𝜆𝑖) = 𝑔(𝑗)(𝜆𝑖) ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝑗 = 0, . . . , 𝑟𝜆𝑖
− 1.

Предложение 2.11.3. Если два многочлена 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡) совпадают на спектре
оператора 𝒜, то 𝑓(𝒜) = 𝑔(𝒜).

Доказательство. Ïðè âû÷èñëåíèè ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝐴) ïî ôîðìóëàì (2.9) è (2.10)
èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝑡) â òî÷êàõ 𝜆𝑖 ïîðÿäêà íå âûøå 𝑟𝜆𝑖

− 1. □

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝑡) áîëüøîé ñòåïåíè îò ìàò-
ðèöû 𝐴 (íàïðèìåð, âîçâîäèòü ìàòðèöó â áîëüøóþ ñòåïåíü), âîâñå íå âû÷èñëÿÿ å¼
æîðäàíîâîé ôîðìû, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Предложение 2.11.4. Пусть 𝒜 — оператор в 𝑛-мерном пространстве. Для лю-
бого многочлена 𝑓(𝑡) существует многочлен 𝑔(𝑡) степени меньше 𝑛, совпадающий
с 𝑓(𝑡) на спектре оператора 𝒜.

Доказательство. Ïóñòü 𝑃𝒜(𝑡) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ 𝒜. Òîãäà
𝑃𝒜(𝑡) =

∏︀𝑘
𝑖=1(𝜆𝑖 − 𝑡)𝑟𝜆𝑖 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 𝑛, ïðè÷¼ì 𝑃𝒜(𝒜) = 𝒪. Ðàçäåëèì 𝑓(𝑡) íà

𝑃𝒜(𝑡) ñ îñòàòêîì:

𝑓(𝑡) = 𝑞(𝑡)𝑃𝒜(𝑡) + 𝑔(𝑡),

ãäå 𝑔(𝑡) � ìíîãî÷ëåí-îñòàòîê, ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå, ÷åì 𝑛. Ïîäñòàâèâ 𝜆𝑖 â ïðè-
âåä¼ííîå âûøå ñîîòíîøåíèå è äèôôåðåíöèðóÿ òðåáóåìîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì ñîîò-
íîøåíèÿ (2.11). Êðîìå òîãî, ïîäñòàâëÿÿ â ïðèâåä¼ííîå âûøå ñîîòíîøåíèå îïåðàòîð
𝒜, ïîëó÷èì 𝑓(𝒜) = 𝑔(𝒜). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî 𝑔(𝑡) � òðåáóåìûé ìíîãî÷ëåí. □

Íà ïðàêòèêå ìíîãî÷ëåí 𝑔(𝑡) ñòåïåíè íå âûøå 𝑛− 1, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøå-
íèÿì (2.11), íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóë èíòåðïîëÿöèè èëè ìåòîäîì íåîïðåäåë¼í-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà ìû èìååì 𝑓(𝐴) = 𝑔(𝐴). Åñëè æå íàì èçâåñòíà æîðäàíîâà
ôîðìà ìàòðèöû 𝐴, òî ìîæíî åù¼ ñíèçèòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà 𝑔, çàìåíèâ â ñîîòíî-
øåíèÿõ (2.11) ÷èñëà 𝑟𝜆𝑖

íà ÷èñëà 𝑚𝜆𝑖
� ðàçìåðû ìàêñèìàëüíûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê

ñ 𝜆𝑖 íà äèàãîíàëè (æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ ýòîãî çíàòü íå îáÿçàòåëüíî).
Íà ñàìîì äåëå ôîðìóëû (2.9) è (2.10) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ

áîëåå îáùèõ ôóíêöèé 𝑓 îò îïåðàòîðîâ èëè ìàòðèö (à íå òîëüêî ìíîãî÷ëåíîâ). Åñëè
ôóíêöèÿ 𝑓 ãëàäêàÿ è õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè (òàêèå ôóíêöèè íàçûâà-
þòñÿ аналитическими) â îêðåñòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû 𝐴, òî ìîæíî
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îïðåäåëèòü 𝑓(𝐴) êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷àåìûõ îáðåçà-
íèåì ðÿäà Òåéëîðà äëÿ 𝑓 . Ïðè ýòîì, îäíàêî, íåîáõîäèìî îáîñíîâûâàòü ñõîäèìîñòü
ïîëó÷àåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (èëè ðÿäîâ) èç ìàòðèö. Ìû ýòîãî äåëàòü íå áó-
äåì, à ñêàæåì ëèøü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü 𝑒𝐴, sin𝐴, cos𝐴, à òàêæå√
𝐴 è ln𝐴 äëÿ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ìîæíî òàêæå

èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (2.9) è (2.10) â êà÷åñòâå определения 𝑓(𝐴) äëÿ ôóíêöèé 𝑓 ,
êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴.

Ìû ðàññìîòðèì ýêñïîíåíòó áîëåå ïîäðîáíî.

Определение 2.11.5. Экспонентой îïåðàòîðà 𝒜 íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð

𝑒𝒜 =
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
𝒜𝑘 = id+𝒜+

𝒜2

2
+

𝒜3

6
+ . . .

Предложение 2.11.6. Имеет место соотношение det 𝑒𝒜 = 𝑒tr𝒜.

Доказательство. Ïðèâåä¼ì ìàòðèöó îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé ôîðìå: 𝐴 =
𝐶𝐽𝐶−1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.9) è (2.10) äëÿ 𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡, âû÷èñëÿåì

det 𝑒𝐴 = det(𝐶𝑒𝐽𝐶−1) = det 𝑒𝐽 =
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑒𝑟𝜆𝑖𝜆𝑖 = 𝑒
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑟𝜆𝑖𝜆𝑖 = 𝑒tr 𝐽 = 𝑒tr𝐴. □

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ÷èñëîâîé ýêñïîíåíòû 𝑒𝑎𝑒𝑏 = 𝑒𝑎+𝑏, âîîáùå ãîâîðÿ, нарушается
äëÿ ýêñïîíåíòû îïåðàòîðîâ. Îäíàêî åñòü âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà îíî âûïîëíåíî.

Предложение 2.11.7. Если операторы 𝒜,ℬ : 𝑉 → 𝑉 коммутируют, т.е. 𝒜ℬ =
ℬ𝒜, то 𝑒𝒜𝑒ℬ = 𝑒𝒜+ℬ.

Доказательство. Ìû èìååì

𝑒𝒜𝑒ℬ =
(︁ ∞∑︁

𝑖=0

1

𝑖!
𝒜𝑖
)︁(︁ ∞∑︁

𝑗=0

1

𝑗!
ℬ𝑗
)︁
=
∑︁
𝑖,𝑗⩾0

1

𝑖!𝑗!
𝒜𝑖ℬ𝑗 =

∑︁
𝑘⩾0

𝑘∑︁
𝑖=0

1

𝑖!(𝑘 − 𝑖)!
𝒜𝑖ℬ𝑘−𝑖 =

=
∑︁
𝑘⩾0

1

𝑘!

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑘!

𝑖!(𝑘 − 𝑖!)
𝒜𝑖ℬ𝑘−𝑖 =

∑︁
𝑘⩾0

1

𝑘!
(𝒜+ ℬ)𝑘 = 𝑒𝒜+ℬ.

Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ 𝒜 è ℬ èñïîëüçóåòñÿ â òîì ìåñòå, ãäå (𝒜+ ℬ)𝑘 ðàñêëà-
äûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà. □



Ãëàâà 3

Геометрия евклидовых и эрмитовых пространств

3.1. Аффинные пространства, системы координат, подпространства

Â ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷êè è âåêòî-
ðû. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ýòèõ ïîíÿòèé è âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè ñëóæèò ïîíÿòèå
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Определение 3.1.1. Аффинным пространством íàçûâàåòñÿ ïàðà (A, 𝑉 ), ñîñòî-
ÿùàÿ èç ìíîæåñòâà A, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ точками, è âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà 𝑉 íàä ïîëåì k, ñ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ

+: A× 𝑉 → A, (𝑃, v) ↦→ 𝑃 + v

äëÿ 𝑃 ∈ A è v ∈ 𝑉 . (Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî ê òî÷êå 𝑃 ìîæíî ¾ïðèëîæèòü¿ âåêòîð v è
òîãäà åãî ¾êîíåö¿ � ýòî òî÷êà 𝑃 +v .) Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
òî÷åê è âåêòîðîâ óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) 𝑃 + 0 = 𝑃 äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑃 ∈ A;
2) (𝑃 + u) + v = 𝑃 + (u + v) äëÿ ëþáûõ 𝑃 ∈ A, u , v ∈ 𝑉 ;
3) äëÿ ëþáûõ 𝑃,𝑄 ∈ A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òàêîé âåêòîð v ∈ 𝑉 , ÷òî 𝑃+v =

𝑄.

×àñòî àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ïðîñòî ìíîæåñòâî òî÷åê A èç äàííî-
ãî âûøå îïðåäåëåíèÿ (îñîáåííî êîãäà èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, êàêîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî 𝑉 èìååòñÿ â âèäó). Âåêòîð v , îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåìûé ïàðå òî÷åê
𝑃,𝑄 ∈ A â ñèëó ñâîéñòâà 3), îáîçíà÷àåòñÿ 𝑃𝑄. Òîãäà èç ñâîéñòâà 2) âûòåêàåò, ÷òî
𝑃𝑄+𝑄𝑅 = 𝑃𝑅.

Замечание. Ñâîéñòâà 1)�2) èç îïðåäåëåíèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àþò,
÷òî íà ìíîæåñòâå A çàäàíî действие àáåëåâîé ãðóïïû âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .
Ñâîéñòâî 3) ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî ýòî äåéñòâèå свободно и транзитивно.
Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî ñâîáîäíîå è òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïû 𝐺, íàçû-
âàåòñÿ главным однородным пространством ãðóïïû 𝐺. Òàêèì îáðàçîì, àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî A � ýòî ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî àáåëåâîé ãðóïïû 𝑉 .

Пример 3.1.2.
1. Òî÷êè ïëîñêîñòè è (òð¼õìåðíîãî) ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò àôôèííûå ïðîñòðàí-

ñòâà. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè ¾íå ïîìíÿò¿ íà÷àëà êîîðäèíàò: âñå òî÷êè íà ïëîñêîñòè èëè
â ïðîñòðàíñòâå ðàâíîïðàâíû, ïîêà ìû íå ââåëè òàì ñèñòåìó êîîðäèíàò.

2. Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 𝐴𝑥 = 𝑏,
ãäå 𝐴 � ìàòðèöà, à 𝑥 è 𝑏 � ñòîëáöû. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ðåøåíèé 𝑥 ýòîé ñèñòåìû, à
𝑉 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé 𝑦 îäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑦 = 0. Òîãäà (A, 𝑉 ) �
àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑥 ∈ A è 𝑦 ∈ 𝑉 , òî 𝐴(𝑥+𝑦) = 𝐴𝑥+𝐴𝑦 =
𝑏 è ïîýòîìó 𝑥+ 𝑦 ∈ A.
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3. Èç âñÿêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ìîæíî ïîëó÷èòü àôôèííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, âçÿâ â êà÷åñòâå A ìíîæåñòâî âåêòîðîâ 𝑉 ; ïðè ýòîì ñëîæåíèå òî÷åê è âåêòîðîâ �
ýòî ïðîñòî ñëîæåíèå âåêòîðîâ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî,
ïîëó÷àåìîå ïðè ïîìîùè ýòîé ïðîöåäóðû èç R𝑛, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A𝑛.

Определение 3.1.3. Аффинной системой координат (èëè репером) â àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâå (A, 𝑉 ) íàçûâàåòñÿ íàáîð (𝑂, e1, . . . , e𝑛), ñîñòîÿùèé èç òî÷êè 𝑂 ∈ A,
íàçûâàåìîé началом координат, è áàçèñà e1, . . . , e𝑛 â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 .

Координатами òî÷êè 𝑃 ∈ A â ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝑂, e1, . . . , e𝑛) íàçûâàþòñÿ êî-
îðäèíàòû 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 âåêòîðà 𝑂𝑃 â áàçèñå e1, . . . , e𝑛, ò.å.

𝑂𝑃 = 𝑥1e1 + . . .+ 𝑥𝑛e𝑛.

Определение 3.1.4. Аффинным подпространством â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå
(A, 𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ïàðà (B,𝑊 ), ñîñòîÿùàÿ èç ïîäìíîæåñòâà B ⊂ A è âåêòîðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑊 ⊂ 𝑉 , òàêàÿ, ÷òî (B,𝑊 ) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé â (A, 𝑉 ).

Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, (B,𝑊 ) íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â
(A, 𝑉 ), åñëè

1) äëÿ ëþáûõ 𝑃 ∈ B è w ∈ 𝑊 òî÷êà 𝑃 +w ëåæèò â B;
2) äëÿ ëþáûõ 𝑃,𝑄 ∈ B âåêòîð 𝑃𝑄 ëåæèò â 𝑊 .

Пример 3.1.5. Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà (B,𝑊 ) â A𝑛 ìîæíî çàäàâàòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè:

1. Ðåïåðîì, ò.å. òî÷êîé 𝑃 ∈ B è áàçèñîì f 1, . . . , f 𝑘 âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
𝑊 ⊂ R𝑛. Ïðè ýòîì ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà 𝑃 ′ ∈ B ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 𝑃 ′ =
𝑃 + 𝑥1f 1 + . . .+ 𝑥𝑘f 𝑘. Äëÿ òàêîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

B = 𝑃 + ⟨f 1, . . . , f 𝑘⟩.
2. Êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîâìåñòíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

B = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐴𝑥 = 𝑏}.
Ïðè ýòîì 𝑊 � ýòî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 0.

Ïåðâûé ñïîñîá îáîáùàåò ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé. Âòîðîé
ñïîñîá îáîáùàåò çàäàíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé óðàâíåíèÿìè.

Ïåðåõîä îò âòîðîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ê ïåðâîìó çàêëþ÷àåòñÿ â
ðåøåíèè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 𝑏: òî÷êà 𝑃 � ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå, à íàáîð
f 1, . . . , f 𝑘 � ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 0.

Äëÿ ïåðåõîäà îò ïåðâîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà êî âòîðîìó íåîáõîäèìî
çàäàòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ⟨f 1, . . . , f 𝑘⟩ îäíîðîäíîé ñèñòåìîé 𝐴𝑥 = 0; òîãäà ñòîëáåö 𝑏
ïðàâûõ ÷àñòåé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 𝑏 ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå êîîðäèíàò
òî÷êè 𝑃 â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 0.

3.2. Евклидовы и эрмитовы пространства, примеры. Неравенство

Коши–Буняковского, неравенство треугольника

Определение 3.2.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ евклидо-
вым, åñëè íà ïàðàõ åãî âåêòîðîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝑉 × 𝑉 → R (îáîçíà÷àåìàÿ
(𝑎, 𝑏) := 𝑓(𝑎, 𝑏) è íàçûâàåìàÿ скалярным произведением), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâàì:
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1) билинейность, ò.å.

(𝜆1u1 + 𝜆2u2, v) = 𝜆1(u1, v) + 𝜆2(u2, v) è

(u , 𝜇1v 1 + 𝜇2v 2) = 𝜇1(u , v 1) + 𝜇2(u , v 2)

äëÿ ëþáûõ 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2 ∈ R è u ,u1,u2, v , v 1, v 2 ∈ 𝑉 ;
2) симметричность: (v ,u) = (u , v) äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 ;
3) положительная определённость: (v , v) ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 , ïðè÷¼ì

(v , v) = 0 òîëüêî ïðè v = 0.

Ñâîéñòâî áèëèíåéíîñòè âûðàæàåò ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî êàæ-
äîìó èç àðãóìåíòîâ. Ââèäó íàëè÷èÿ ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè áèëèíåéíîñòü, î÷å-
âèäíî, âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè ïî ëþáîìó èç äâóõ àðãóìåíòîâ.

Â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåí-
íî áèëèíåéíûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (𝑣, 𝑣)� ïîëîæè-
òåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî (𝑖𝑣, 𝑖𝑣) = 𝑖2(𝑣, 𝑣) = −(𝑣, 𝑣) îòðèöàòåëüíî. Åñòåñòâåí-
íîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì.

Определение 3.2.2. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C íàçûâàåòñÿ эрмито-
вым (èëè унитарным), åñëè íà ïàðàõ åãî âåêòîðîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝑉 ×𝑉 →
C (îáîçíà÷àåìàÿ (𝑎, 𝑏) := 𝑓(𝑎, 𝑏) è íàçûâàåìàÿ скалярным произведением), óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) полуторалинейность, ò. å.

(𝜆1u1 + 𝜆2u2, v) = 𝜆1(u1, v) + 𝜆2(u2, v) è

(u , 𝜇1v 1 + 𝜇2v 2) = 𝜇1(u , v 1) + 𝜇2(u , v 2)

äëÿ ëþáûõ 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2 ∈ C è u ,u1,u2, v , v 1, v 2 ∈ 𝑉 ;
2) эрмитовость: (v ,u) = (u , v) äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 ; â ÷àñòíîñòè, (v , v) âåùå-

ñòâåííî äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 .
3) положительная определённость: (v , v) ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 , ïðè÷¼ì

(v , v) = 0 òîëüêî ïðè v = 0.

Ñâîéñòâî ïîëóòîðàëèíåéíîñòè âûðàæàåò ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî
âòîðîìó àðãóìåíòó è антилинейность ïî ïåðâîìó. Ââèäó íàëè÷èÿ ñâîéñòâà ýðìèòî-
âîñòè ïîëóòîðàëèíåéíîñòü, î÷åâèäíî, âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Пример 3.2.3. 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) è v =
(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé

(3.1) (u , v) := 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + . . .+ 𝑢𝑛𝑣𝑛,

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â C𝑛 � ôîðìóëîé

(3.2) (u , v) := 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + . . .+ 𝑢𝑛𝑣𝑛.

Ýòî íàçûâàåòñÿ стандартным ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.
2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå MatC(𝑛, 𝑛) êâàäðàòíûõ êîìïëåêñíûõ

ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

(𝐴,𝐵) := Tr(𝐴
𝑡
𝐵) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗.
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Ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïðîñòðàíñòâà MatC(𝑛, 𝑛) ñ C𝑛2
ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïå-

ðåõîäèò â ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.
3. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî 𝐶[𝑎, 𝑏] âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ

íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏]. Çàäàäèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé 𝑓 è 𝑔 ïî ôîðìóëå

(𝑓, 𝑔) :=

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Òîãäà ñâîéñòâà 1) è 2) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ î÷åâèäíû, à 3) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

èíòåãðàë
∫︀ 𝑏

𝑎
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 îò íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 𝑓 2(𝑥) íåîòðèöàòåëåí

è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè 𝑓(𝑥) ≡ 0.
Àíàëîãè÷íî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíê-

öèé ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå (𝑓, 𝑔) :=
∫︀ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Определение 3.2.4. Ïóñòü 𝑉 � åâêëèäîâî èëè ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ v ∈
𝑉 âåëè÷èíà

√︀
(v , v) íàçûâàåòñÿ длиной âåêòîðà v è îáîçíà÷àåòñÿ |v |.

Âåêòîðû u , v ∈ 𝑉 , ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî íóëþ, íàçûâàþòñÿ
перпендикулярными èëè ортогональными. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò u ⊥ v .

Предложение 3.2.5. Пусть u — ненулевой вектор евклидова или эрмитова
пространства 𝑉 . Тогда для любого вектора v ∈ 𝑉 существует единственное разло-
жение v = v1+v2, где вектор v1 коллинеарен вектору u, а вектор v2 ортогонален u.

Доказательство. Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü v = v 1+v 2 � òàêîå
ðàçëîæåíèå. Òîãäà èìååì v 1 = 𝜆u , v 2 = v − 𝜆u . Èç óñëîâèÿ u ⊥ v 2 ñëåäóåò, ÷òî

0 = (u , v 2) = (u , v − 𝜆u) = (u , v)− 𝜆(u ,u).

Îòñþäà ïîëó÷àåì 𝜆 = (u , v)/(u ,u) è

(3.3) v 1 =
(u , v)

(u ,u)
u .

Òåì ñàìûì âåêòîðû v 1 è v 2 = v − v 1 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îïðåäåëèâ v 1 ïî ýòîé ôîðìóëå, ìû ïîëó÷èì v 2 = (v − v 1) ⊥ u . □

Определение 3.2.6. Âåêòîð (3.3) íàçûâàåòñÿ ортогональной проекцией âåêòîðà
v íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà u è îáîçíà÷àåòñÿ pru v , à âåêòîð v − pru v íàçûâàåòñÿ
ортогональной составляющей âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî u è îáîçíà÷àåòñÿ ortu v .

Äëèíà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

| pru v | =
√︀

(pru v , pru v) =

√︃(︁ (u , v)
(u ,u)

u ,
(u , v)

(u ,u)
u
)︁
=

√︃
(u , v)(u , v)

(u ,u)
=

|(u , v)|
|u |

.

Теорема 3.2.7 (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Для любых двух векторов
u, v евклидова или эрмитова пространства имеет место неравенство

|(u, v)| ⩽ |u| · |v|,
причем равенство имеет место только в случае, когда векторы u, v коллинеарны.

Доказательство. Åñëè u = 0, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü u ̸= 0. Çàïèøåì
v = v 1 + v 2, ãäå v 1 = pru v è v 2 = ortu v . Òîãäà (v 1, v 2) = 0 è ìû èìååì

|v |2 = (v , v) = (v 1+v 2, v 1+v 2) = (v 1, v 1)+(v 1, v 2)+(v 2, v 1)+(v 2, v 2) = |v 1|2+ |v 2|2.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |v 1| ⩽ |v |, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè v 2 = 0, ò.å.

êîãäà âåêòîð v êîëëèíåàðåí âåêòîðó u . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî |v 1| = | pru v | =
|(u ,v)|
|u | ,

òàê ÷òî íåðàâåíñòâî |v 1| ⩽ |v | ýêâèâàëåíòíî òðåáóåìîìó. □

Определение 3.2.8. Углом ìåæäó äâóìÿ íåíóëåâûìè âåêòîðàìè u , v åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

∠(u , v) := arccos
(u , v)

|u | |v |
∈ [0, 𝜋].

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ãàðàíòèðóåò, ÷òî óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåê-
òîðàìè âñåãäà îïðåäåëåí.

Следствие 3.2.9 (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Для любых двух векторов u, v
евклидова или эрмитова пространства выполнено неравенство

|u+ v| ⩽ |u|+ |v|.

Доказательство. Â îáåèõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâà ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷è-
íû, ïîýòîìó ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî

(u + v ,u + v) ⩽ (u ,u) + (v , v) + 2|u | |v |.
Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ëåâîé ÷àñòè è ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

(u , v) + (v ,u) ⩽ 2|u | |v |,
êîòîðîå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. □

3.3. Ортогональные системы векторов, ортонормированные базисы.

Ортогонализация Грама–Шмидта

Предложение 3.3.1. Пусть v1, . . . , v𝑘 — набор попарно ортогональных ненуле-
вых векторов евклидова или эрмитова пространства. Тогда эти векторы линейно
независимы.

Доказательство. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äàííûõ âåêòîðîâ
ðàâíà íóëþ:

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖v 𝑖 = 0.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà v 𝑗 è âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó:

0 =
(︁
v 𝑗,

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖v 𝑖

)︁
=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(v 𝑗, v 𝑖) = 𝜆𝑗(v 𝑗, v 𝑗),

òàê êàê ïî óñëîâèþ îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå ðàâíû íóëþ. Ïîñêîëüêó v 𝑗 ̸=
0, èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (v 𝑗, v 𝑗) ̸=
0, à çíà÷èò, 𝜆𝑗 = 0. Ýòî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ
∑︀𝑘

𝑖=1 𝜆𝑖v 𝑖 òðèâèàëüíà. □

Определение 3.3.2. Áàçèñ e1, . . . , e𝑛 åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàåòñÿ ортогональным, åñëè åãî âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Åñëè ïðè ýòîì
äëèíà êàæäîãî âåêòîðà ðàâíà 1, òî áàçèñ íàçûâàåòñÿ ортонормированным.
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Теорема 3.3.3. Пусть a1, . . . ,a𝑘 — набор линейно независимых векторов про-
странства 𝑉 . Тогда существует такой набор попарно ортогональных векторов
b1, . . . , b𝑘, что для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 линейная оболочка ⟨b1, . . . , b𝑖⟩ совпадает
с ⟨a1, . . . ,a𝑖⟩.

Доказательство. Ïðè 𝑘 = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ìîæíî âçÿòü b1 = a1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íàáîðîâ èç 𝑖 âåêòîðîâ, è äîêàæåì åãî
äëÿ íàáîðîâ èç 𝑖+ 1 âåêòîðà. Ïóñòü b1, . . . , b 𝑖 � îðòîãîíàëüíûé íàáîð, ïîñòðîåííûé
ïî íàáîðó a1, . . . ,a 𝑖. Ìû õîòèì, ÷òîáû äëÿ íîâîãî âåêòîðà b 𝑖+1 ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
⟨b1, . . . , b 𝑖, b 𝑖+1⟩ ñîâïàäàëà ñ ⟨a1, . . . ,a 𝑖,a 𝑖+1⟩ = ⟨b1, . . . , b 𝑖,a 𝑖+1⟩, è ïîýòîìó áóäåì
èñêàòü b 𝑖+1 â âèäå

b 𝑖+1 = a 𝑖+1 + 𝜆1b1 + . . .+ 𝜆𝑖b 𝑖.

Êîýôôèöèåíòû 𝜆1, . . . , 𝜆𝑖 áóäåì ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû âåêòîð b 𝑖+1 áûë îðòîãîíàëåí
âñåì ïðåäûäóùèì âåêòîðàì b1, . . . , b 𝑖. Óìíîæèâ ñêàëÿðíî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî
ñëåâà íà b𝑗 è èñïîëüçîâàâ òî, ÷òî (b𝑗, bℓ) = 0 ïðè 𝑗 ̸= ℓ, ïîëó÷àåì

0 = (b𝑗, b 𝑖+1) = (b𝑗,a 𝑖+1) + 𝜆𝑗(b𝑗, b𝑗),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝜆𝑗 = − (b𝑗 ,a 𝑖+1)

(b𝑗 ,b𝑗)
äëÿ 𝑗 = 1, . . . , 𝑖. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ âåêòîðà b 𝑖+1

ïîëó÷àåì

(3.4)
b 𝑖+1 = a 𝑖+1 −

(b1,a 𝑖+1)

(b1, b1)
b1 −

(b2,a 𝑖+1)

(b2, b2)
b2 − . . .− (b 𝑖,a 𝑖+1)

(b 𝑖, b 𝑖)
b 𝑖 =

= a 𝑖+1 − prb1
a 𝑖+1 − prb2

a 𝑖+1 − . . .− prb𝑖
a 𝑖+1.

Ïðè ýòîì b 𝑖+1 ̸= 0 (òàê êàê b1 . . . , b 𝑖,a 𝑖+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû), b 𝑖+1 îðòîãîíàëåí
âåêòîðàì b1, . . . , b 𝑖, à ⟨b1, . . . , b 𝑖, b 𝑖+1⟩ = ⟨b1, . . . , b 𝑖,a 𝑖+1⟩ = ⟨a1, . . . ,a 𝑖,a 𝑖+1⟩. □

Èíäóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïåðåõîäà îò íàáîðà a1 . . . ,a𝑘 ê îðòîãîíàëüíîìó íà-
áîðó b1, . . . , b𝑘 íàçûâàåòñÿ процессом ортогонализации Грама–Шмидта. Óñëîâèå
⟨b1, . . . , b 𝑖⟩ = ⟨a1, . . . ,a 𝑖⟩ ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò a1 . . . ,a𝑘

ê b1, . . . , b𝑘 ÿâëÿåòñÿ верхнетреугольной.

Следствие 3.3.4. В евклидовом или эрмитовом пространстве 𝑉 существуют
ортонормированные базисы.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
𝑉 è ïðèìåíèì ê íåìó îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà�Øìèäòà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îð-
òîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . , b𝑛. Òîãäà áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ b1

|b1| , . . . ,
b𝑛

|b𝑛| áóäåò

îðòîíîðìèðîâàííûì. □

Предложение 3.3.5. Пусть векторы u и v имеют координаты 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 и
𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 в некотором ортонормированном базисе евклидова или эрмитова про-
странства 𝑉 . Тогда их скалярное произведение вычисляется по формуле

(u, v) = 𝑢̄1𝑣1 + 𝑢̄2𝑣2 + . . .+ 𝑢̄𝑛𝑣𝑛.

Доказательство. Ïóñòü e1, . . . , e𝑛 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Òîãäà (u , v) =
(𝑢𝑖e 𝑖, 𝑣

𝑗e𝑗) = 𝑢̄𝑖𝑣𝑗(e 𝑖, e𝑗) = 𝑢̄𝑖𝑣𝑗𝛿𝑖𝑗 = 𝑢̄1𝑣1 + 𝑢̄2𝑣2 + . . .+ 𝑢̄𝑛𝑣𝑛. □
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3.4. Ортогональные и унитарные матрицы. 𝑄𝑅-разложение

Определение 3.4.1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
åâêëèäîâà (ñîîòâåòñòâåííî ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó
áàçèñó íàçûâàåòñÿ ортогональной (ñîîòâåòñòâåííî унитарной).

Предложение 3.4.2. Следующие условия эквивалентны:

à) матрица 𝐶 ортогональна (соответственно унитарна);

á) 𝐶𝑡𝐶 = 𝐸 (соответственно 𝐶
𝑡
𝐶 = 𝐸);

â) столбцы матрицы 𝐶 образуют ортонормированный базис пространства R𝑛

(соответственно пространства C𝑛);
ã) 𝐶𝐶𝑡 = 𝐸 (соответственно 𝐶𝐶𝑡 = 𝐸);
ä) строки матрицы 𝐶 образуют ортонормированный базис пространства R𝑛

(соответственно пространства C𝑛).

Доказательство. Óñëîâèÿ á) è ã) ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê êàæäîå èç íèõ ýêâè-

âàëåíòíî ðàâåíñòâó 𝐶𝑡 = 𝐶−1 (ñîîòâåòñòâåííî, 𝐶
𝑡
= 𝐶−1). Ýêâèâàëåíòíîñòè á)⇔ â) è

ã)⇔ ä) âûòåêàþò èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ôîðìóë (3.1) è (3.2) äëÿ ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â R𝑛 è C𝑛.

Äîêàæåì èìïëèêàöèþ à)⇒ á). Ïóñòü e1, . . . , e𝑛 è e1′ , . . . , e𝑛′ � äâà îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ áàçèñà â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå è 𝐶 = (𝑐𝑖𝑖′) � ìàòðèöà ïåðåõîäà, ò.å.
e 𝑖′ = 𝑐𝑖𝑖′e 𝑖. Òîãäà (e 𝑖, e𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 è (e 𝑖′ , e𝑗′) = 𝛿𝑖′𝑗′ , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

(3.5) 𝛿𝑖′𝑗′ = (e 𝑖′ , e𝑗′) = (𝑐𝑖𝑖′e 𝑖, 𝑐
𝑗
𝑗′e𝑗) = 𝑐𝑖𝑖′𝑐

𝑗
𝑗′(e 𝑖, e𝑗) = 𝑐𝑖𝑖′𝑐

𝑗
𝑗′𝛿𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑖′𝛿𝑖𝑗𝑐

𝑗
𝑗′ .

Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ

𝐸 = 𝐶
𝑡
𝐸𝐶 èëè 𝐶

𝑡
𝐶 = 𝐸. Ñëó÷àé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî.
Îñòàëîñü äîêàçàòü èìïëèêàöèþ á)⇒ à). Ïóñòü èìååò ìåñòî òîæäåñòâî 𝐶

𝑡
𝐶 = 𝐸,

èëè, â îáîçíà÷åíèÿõ Ýéíøòåéíà, 𝑐𝑖𝑖′𝛿𝑖𝑗𝑐
𝑗
𝑗′ = 𝛿𝑖′𝑗′ . Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , e𝑛. Èç ñîîòíîøåíèÿ 𝐶
𝑡
𝐶 = 𝐸 âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà 𝐶 íåâû-

ðîæäåííà, è ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü íîâûé áàçèñ e1′ , . . . , e𝑛′ , ãäå e 𝑖′ = 𝑐𝑖𝑖′e 𝑖.

Òîãäà àíàëîãè÷íî âûêëàäêå (3.5) ìû ïîëó÷àåì (e 𝑖′ , e𝑗′) = 𝑐𝑖𝑖′𝛿𝑖𝑗𝑐
𝑗
𝑗′ = 𝛿𝑖′𝑗′ , ò.å. áàçèñ

e1′ , . . . , e𝑛′ òàêæå îðòîíîðìèðîâàí, è 𝐶 � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðî-
âàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó. □

Теорема 3.4.3 (𝑄𝑅-ðàçëîæåíèå). Для любой невырожденной вещественной (со-
ответственно комплексной) матрицы 𝐴 имеет место разложение

𝐴 = 𝑄𝑅,

где 𝑄 — ортогональная (соответственно унитарная) матрица, а 𝑅 — верхнетре-
угольная матрица с положительными числами на диагонали.

Доказательство. Ïóñòü a1, . . . ,a𝑛 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R𝑛 (èëè C𝑛), ñîñòî-
ÿùèé èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû 𝐴. Ïðèìåíèâ ê íåìó îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà�Øìèäòà,
ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . , b𝑛. Ïóñòü 𝐶 � ìàòðèöà ïåðåõîäà, ò. å.

(b1 . . . b𝑛) = (a1 . . . a𝑛)𝐶

èëè 𝐵 = 𝐴𝐶, ãäå 𝐵 � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñóòü b1, . . . , b𝑛. Ïðè ýòîì ìàòðèöà
𝐶 âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè (ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (3.4)).
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Ïðè ïåðåõîäå îò îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà b1, . . . , b𝑛 ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó
b ′
1, . . . , b

′
𝑛, ãäå b

′
𝑖 =

b𝑖

|b𝑖| , ìû ïîëó÷àåì 𝐵 = 𝐵′𝐷, ãäå 𝐵′ = (b ′
1, . . . , b

′
𝑛) � îðòîãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà, à 𝐷 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ÷èñëàìè |b 𝑖| íà äèàãîíàëè. Èç ñîîòíîøåíèé
𝐵 = 𝐴𝐶 è 𝐵 = 𝐵′𝐷 ìû ïîëó÷àåì 𝐴 = 𝐵′𝐷𝐶−1. Òîãäà ïîëîæèâ 𝑄 = 𝐵′ è 𝑅 = 𝐷𝐶−1,
ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå 𝐴 = 𝑄𝑅, òàê êàê 𝑅 � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðè-
öà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà |b 𝑖|. □

Замечание. 𝑄𝑅-ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî òàêæå è äëÿ âûðîæäåííûõ ìàòðèö 𝐴
(ïðè ýòîì íà äèàãîíàëè 𝑅 ìîãóò ñòîÿòü íóëè), à òàêæå äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö 𝐴
ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà (çàäà÷à).

3.5. Ортогональное дополнение. Проекция и ортогональная

составляющая. Угол между вектором и подпространством

Определение 3.5.1. Ïóñòü 𝑊 ⊂ 𝑉 � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà
ïðîñòðàíñòâà. Ортогональным дополнением ê 𝑊 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî 𝑊⊥, ñîñòî-
ÿùåå èç âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ âñåì âåêòîðàì èç 𝑊 , ò.å.

𝑊⊥ = {v ∈ 𝑉 : (v ,w) = 0 äëÿ âñåõ w ∈ 𝑊}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝑊⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Предложение 3.5.2. Для любого подпространства 𝑊 ⊂ 𝑉 имеет место раз-
ложение 𝑉 = 𝑊 ⊕𝑊⊥.

Доказательство. Ïóñòü a1, . . . ,a𝑘 � áàçèñ â 𝑊 . Äîïîëíèì åãî äî áàçèñà
âñåãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 âåêòîðàìè a𝑘+1, . . . ,a𝑛. Ïðèìåíèâ îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà�
Øìèäòà, ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . , b𝑘, b𝑘+1, . . . , b𝑛 â 𝑉 , ïðè÷¼ì åãî ïåð-
âûå 𝑘 âåêòîðîâ áóäóò áàçèñîì â 𝑊 , òàê êàê ⟨b1, . . . , b𝑘⟩ = ⟨a1, . . . ,a𝑘⟩ = 𝑊 . Â òî æå
âðåìÿ b𝑘+1, . . . , b𝑛 ëåæàò â 𝑊⊥ ïî îïðåäåëåíèþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Èòàê,
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉 ìû èìååì ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó

v = 𝜆1b1 + . . .+ 𝜆𝑘b𝑘⏟  ⏞  
∈𝑊

+𝜆𝑘+1b𝑘+1 + . . .+ 𝜆𝑛b𝑛⏟  ⏞  
∈𝑊⊥

,

ò.å. 𝑉 = 𝑊 +𝑊⊥.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòà ñóììà ïðÿìàÿ. Ïóñòü v ∈ 𝑊 ∩𝑊⊥. Òàê êàê v ∈ 𝑊⊥,

ìû èìååì (v ,w) = 0 äëÿ âñåõ w ∈ 𝑊 . Òàê êàê v ∈ 𝑊 , â êà÷åñòâå w ìû ìîæåì âçÿòü
ñàì âåêòîð v . Òîãäà (v , v) = 0, ò.å. v = 0 è ñóììà � ïðÿìàÿ. □

Определение 3.5.3. Ïóñòü 𝑊 ⊂ 𝑉 � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà
ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉 çàïèøåì ðàçëîæåíèå v = v 1 + v 2,
ãäå v 1 ∈ 𝑊 , à v 2 ∈ 𝑊⊥. Òîãäà âåêòîð v 1 íàçûâàåòñÿ ортогональной проекцией
âåêòîðà v íà ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 è îáîçíà÷àåòñÿ pr𝑊 v , à âåêòîð v 2 = v − pr𝑊 v íà-
çûâàåòñÿ ортогональной составляющей âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà𝑊
è îáîçíà÷àåòñÿ ort𝑊 v .

ßñíî, ÷òî ort𝑊 v = pr𝑊⊥ v .

Предложение 3.5.4. Пусть подпространство 𝑊 ⊂ 𝑉 задано как линейная обо-
лочка системы векторов: 𝑊 = ⟨a1, . . . ,a𝑘⟩. Тогда проекция вектора v ∈ 𝑉 на 𝑊
есть линейная комбинация

pr𝑊 v = 𝜆1a1 + . . .+ 𝜆𝑘a𝑘,
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коэффициенты которой находятся из системы линейных уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(a1,a1)𝜆1 + (a1,a2)𝜆2 + . . .+ (a1,a𝑘)𝜆𝑘 = (a1, v),

(a2,a1)𝜆1 + (a2,a2)𝜆2 + . . .+ (a2,a𝑘)𝜆𝑘 = (a2, v),

· · · · · ·
(a𝑘,a1)𝜆1 + (a𝑘,a2)𝜆2 + . . .+ (a𝑘,a𝑘)𝜆𝑘 = (a𝑘, v).

Доказательство. Çàïèøåì v = pr𝑊 v + ort𝑊 v . Òîãäà âåêòîð ort𝑊 v = v −
𝜆1a1 − . . .− 𝜆𝑘a𝑘 îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ a1, . . . ,a𝑘. Âçÿâ ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå a 𝑖 ñ ort𝑊 v , ìû ïîëó÷àåì

(a 𝑖, v − 𝜆1a1 − . . .− 𝜆𝑘a𝑘) = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî 𝑖-ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû. □

Определение 3.5.5. Ïóñòü 𝑉 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Углом ìåæäó íåíóëå-
âûì âåêòîðîì v ∈ 𝑉 è ïîäïðîñòðàíñòâîì 𝑊 ⊂ 𝑉 íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
óãëîâ ìåæäó v è ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì w ∈ 𝑊 :

∠(v ,𝑊 ) := inf
w∈𝑊

∠(v ,w).

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü infw∈𝑊 ∠(v ,w) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ìíîæåñòâî óãëîâ
∠(v ,w) îãðàíè÷åíî ñíèçó íóë¼ì. Íà ñàìîì äåëå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåò-
ñÿ íà âåêòîðå w = pr𝑊 v , êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Предложение 3.5.6. Угол между вектором и подпространством равен углу
между вектором и его проекцией на это подпространство:

∠(v,𝑊 ) = ∠(v, pr𝑊 v).

Доказательство. Ïóñòü w ∈ 𝑊 � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð. Îáîçíà÷èì
𝛼 = ∠(v , pr𝑊 v), 𝛽 = ∠(v ,w) è v 1 = pr𝑊 v . Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî 𝛼 ⩽ 𝛽. Òàê
êàê 0 ⩽ 𝛼, 𝛽 ⩽ 𝜋, íåðàâåíñòâî 𝛼 ⩽ 𝛽 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó cos𝛼 ⩾ cos 𝛽, ò.å.

(3.6)
(v , v 1)

|v | |v 1|
⩾

(v ,w)

|v | |w |
.

Çàïèøåì v = v 1 + v 2, ãäå v 2 = ort𝑊 v ∈ 𝑊⊥. Òîãäà (v , v 1) = (v 1 + v 2, v 1) = |v 1|2 è
(v ,w) = (v 1 + v 2,w) = (v 1,w). Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (3.6), ïîëó÷èì

|v 1| ⩾ (v1,w)
|w | , ÷òî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. □

3.6. Аффинные евклидовы пространства. Расстояние от точки до

подпространства. Расстояние между подпространствами

Определение 3.6.1. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî (A, 𝑉 ) íàçûâàåòñÿ евклидовым, åñ-
ëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.

Расстоянием ìåæäó òî÷êàìè 𝑃 è 𝑄 àôôèííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (A, 𝑉 )
íàçûâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà 𝑃𝑄:

𝑑(𝑃,𝑄) := |𝑃𝑄|.
Расстоянием ìåæäó òî÷êîé 𝑃 è àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (B,𝑊 ) íàçûâàåò-

ñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàññòîÿíèé ìåæäó 𝑃 è ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé 𝑄 ∈ B:

𝑑(𝑃,B) := inf
𝑄∈B

𝑑(𝑃,𝑄).
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Расстоянием ìåæäó àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè (C, 𝑈) è (B,𝑊 ) íàçûâàåòñÿ
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè 𝑃 ∈ C è 𝑄 ∈ B:

𝑑(C,B) := inf
𝑃∈C, 𝑄∈B

𝑑(𝑃,𝑄).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò óòâåðæäåíèÿ î ðàññòîÿíèè ìåæäó òî÷êîé è
ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòüþ èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Теорема 3.6.2. Расстояние между точкой 𝑃 и аффинным подпространством
(B,𝑊 ) равно длине ортогональной составляющей вектора 𝑃𝑄, соединяющего 𝑃 с
произвольной точкой 𝑄 ∈ B, относительно пространства 𝑊 :

𝑑(𝑃,B) = | ort𝑊 𝑃𝑄| для любой точки 𝑄 ∈ B.

Доказательство. Âíà÷àëå ìû äîêàæåì, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ort𝑊 𝑃𝑄 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè 𝑄 ∈ B. Ïóñòü 𝑄′ ∈ B � äðóãàÿ òî÷êà. Ìû
èìååì 𝑃𝑄 = pr𝑊 𝑃𝑄 + ort𝑊 𝑃𝑄 è 𝑃𝑄′ = pr𝑊 𝑃𝑄′ + ort𝑊 𝑃𝑄′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
𝑃𝑄′ = 𝑃𝑄+𝑄𝑄′, ãäå 𝑄𝑄′ ∈ 𝑊 . Òîãäà

𝑃𝑄′ = pr𝑊 𝑃𝑄′⏟  ⏞  
∈𝑊

+ort𝑊 𝑃𝑄′⏟  ⏞  
∈𝑊⊥

= 𝑄𝑄′ + 𝑃𝑄 = 𝑄𝑄′ + pr𝑊 𝑃𝑄⏟  ⏞  
∈𝑊

+ort𝑊 𝑃𝑄⏟  ⏞  
∈𝑊⊥

.

Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà â ïðÿìîé ñóììå 𝑉 = 𝑊 ⊕𝑊⊥

ïîëó÷àåì ort𝑊 𝑃𝑄′ = ort𝑊 𝑃𝑄, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑄 ∈ B ìû èìååì |𝑃𝑄| ⩾ | ort𝑊 𝑃𝑄|.

Äåéñòâèòåëüíî,

|𝑃𝑄|2 = (𝑃𝑄,𝑃𝑄) = (pr𝑊 𝑃𝑄+ ort𝑊 𝑃𝑄, pr𝑊 𝑃𝑄+ ort𝑊 𝑃𝑄) =

= (pr𝑊 𝑃𝑄, pr𝑊 𝑃𝑄)+(ort𝑊 𝑃𝑄, ort𝑊 𝑃𝑄) = | pr𝑊 𝑃𝑄|2+| ort𝑊 𝑃𝑄|2 ⩾ | ort𝑊 𝑃𝑄|2,

ãäå â ïðåäïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî (pr𝑊 𝑃𝑄, ort𝑊 𝑃𝑄) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑑(𝑃,B) = inf𝑄∈B |𝑃𝑄| ⩾ | ort𝑊 𝑃𝑄|.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå | ort𝑊 𝑃𝑄| äîñòèãàåòñÿ, ò.å. |𝑃𝑄′| = | ort𝑊 𝑃𝑄|
äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè 𝑄′ ∈ B. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì â êà÷åñòâå 𝑄′ òî÷êó 𝑃 + ort𝑊 𝑃𝑄.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ |𝑃𝑄′| = | ort𝑊 𝑃𝑄|. C äðóãîé ñòîðîíû,

𝑄′ = 𝑃 + ort𝑊 𝑃𝑄 = 𝑃 + 𝑃𝑄− pr𝑊 𝑃𝑄 = 𝑄− pr𝑊 𝑃𝑄,

ãäå 𝑄 ∈ B è pr𝑊 𝑃𝑄 ∈ 𝑊 , ò.å. 𝑄′ ∈ B. □

Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè â
ïðîñòðàíñòâå âû÷èñëÿëîñü êàê äëèíà èõ îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì âû÷èñëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â îáùåì ñëó÷àå:

Теорема 3.6.3. Расстояние между двумя аффинными подпространствами
(C, 𝑈) и (B,𝑊 ) равно длине ортогональной составляющей вектора 𝑃𝑄, соединя-
ющего произвольную точку 𝑃 ∈ C с произвольной точкой 𝑄 ∈ B, относительно
пространства 𝑈 +𝑊 :

𝑑(C,B) = | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄| для любых точек 𝑃 ∈ C, 𝑄 ∈ B.

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âíà÷àëå äîêà-
æåì, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê
𝑃 ∈ C, 𝑄 ∈ B. Ïóñòü 𝑃 ′ ∈ C, 𝑄′ ∈ B � äðóãèå òî÷êè. Ìû èìååì 𝑃𝑄 =
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pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄 + ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄 è 𝑃 ′𝑄′ = pr𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′ + ort𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

𝑃 ′𝑄′ = 𝑃 ′𝑃 + 𝑃𝑄+𝑄𝑄′, ãäå 𝑃 ′𝑃 ∈ 𝑈 è 𝑄𝑄′ ∈ 𝑊 . Òîãäà

𝑃 ′𝑄′ = pr𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′⏟  ⏞  
∈𝑈+𝑊

+ort𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′⏟  ⏞  
∈(𝑈+𝑊 )⊥

= 𝑃 ′𝑃 +𝑄𝑄′ + pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄⏟  ⏞  
∈𝑈+𝑊

+ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄⏟  ⏞  
∈(𝑈+𝑊 )⊥

.

Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà â ïðÿìîé ñóììå ïîëó÷àåì
ort𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′ = ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òàê æå êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ 𝑃 ∈ C è 𝑄 ∈ B âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî |𝑃𝑄| ⩾ | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄|. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑑(C,B) = inf
𝑃∈C, 𝑄∈B

|𝑃𝑄| ⩾ | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄|.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄| äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé ïàðå òî÷åê,
ò. å. |𝑃 ′𝑄′| = | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄| äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê 𝑃 ′ ∈ C, 𝑄′ ∈ B. Çàïèøåì âåêòîð
pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄 ∈ 𝑈 +𝑊 â âèäå ñóììû:

(3.7) pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄 = u +w ,

ãäå u ∈ 𝑈 è w ∈ 𝑊 . Òåïåðü âîçüì¼ì 𝑃 ′ = 𝑃 + u , òîãäà, î÷åâèäíî, 𝑃 ′ ∈ (C, 𝑈).
Äàëåå, âîçüì¼ì 𝑄′ = 𝑃 ′ + ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ |𝑃 ′𝑄′| =
| ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄|. C äðóãîé ñòîðîíû,

𝑄′ = 𝑃 ′ + ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄 = 𝑃 + u + 𝑃𝑄− pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄 = 𝑄−w ,

ãäå 𝑄 ∈ B è w ∈ 𝑊 , ò.å. 𝑄′ ∈ (B,𝑊 ). □

Åñëè 𝑑(C,B) ̸= 0, òî òî÷êè 𝑃 ′ è 𝑄′, íàéäåííûå â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå, ðàç-
ëè÷íû. Ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ 𝑃 ′ è 𝑄′, ïåðïåíäèêóëÿðíà êàæäîìó èç ïîäïðîñòðàíñòâ
(C, 𝑈) è (B,𝑊 ) è íàçûâàåòñÿ èõ общим перпендикуляром. Òàêàÿ ïðÿìàÿ åäèíñòâåííà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû u è w â ðàçëîæåíèè (3.7) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷-
íî, ò.å. êîãäà 𝑈 ∩𝑊 = {0}. Íàïðèìåð, ýòî òàê â ñëó÷àå ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

3.7. Определитель матрицы Грама и многомерный объём

Определение 3.7.1. Матрицей Грама ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, . . . ,a𝑘 íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà

𝐺 = 𝐺(a1, . . . ,a𝑘) =

⎛⎜⎜⎝
(a1,a1) (a1,a2) . . . (a1,a𝑘)
(a2,a1) (a2,a2) . . . (a2,a𝑘)

...
...

. . .
...

(a𝑘,a1) (a𝑘,a2) . . . (a𝑘,a𝑘)

⎞⎟⎟⎠ .

Ìàòðèöà 𝐺 ñèììåòðè÷íà (𝐺𝑡 = 𝐺) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ýðìèòîâà (𝐺
𝑡
=

𝐺) â ýðìèòîâîì.
Ìàòðèöà Ãðàìà óæå ïîÿâëÿëàñü êàê ìàòðèöà ñèñòåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ⟨a1, . . . ,a𝑘⟩ (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.5.4).

Предложение 3.7.2. Пусть 𝐺 — матрица Грама системы векторов a1, . . . ,a𝑘,
а 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) — матрица, в столбцы которой записаны координаты векторов a1, . . . ,a𝑘

в некотором ортонормированном базисе. Тогда имеет место соотношение

𝐺 = 𝐴
𝑡
𝐴 (𝐺 = 𝐴𝑡𝐴 в евклидовом пространстве).
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Доказательство. Ýòî ñëåäóåò èç çàêîíà óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ôîðìóëû äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (ïðåäëîæåíèå 3.3.5). □

Определение 3.7.3. Ïóñòü 𝑃 ∈ (A, 𝑉 ) � òî÷êà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, à
a1, . . . ,a𝑘 � íàáîð âåêòîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Параллелепипедом ñ âåðøè-
íîé â òî÷êå 𝑃 , íàòÿíóòûì íà âåêòîðû a1, . . . ,a𝑘, íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî
òî÷åê àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A:

Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘) := {𝑄 ∈ A : 𝑄 = 𝑃 + 𝑥1a1 + . . .+ 𝑥𝑘a𝑘, 0 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 1}.

Определение 3.7.4. Îïðåäåëèì 𝑘-мерный объём vol𝑘 ïàðàëëåëåïèïåäà
Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘) â àôôèííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èíäóêòèâíî:

1) îäíîìåðíûé îáú¼ì vol1Π(𝑃 ;a1) := |a1| � ýòî äëèíà âåêòîðà;
2) vol𝑘 Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘) := vol𝑘−1Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘−1) · | ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘|.

Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà (èëè îáú¼ìà
3-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà) êàê ïðîèçâåäåíèÿ äëèíû (èëè ïëîùàäè) îñíîâàíèÿ íà
âûñîòó. Èç îïðåäåëåíèÿ îáú¼ìà vol𝑘 Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘) âèäíî, ÷òî îí íå çàâèñèò îò âåð-
øèíû 𝑃 ; ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘).

Теорема 3.7.5. Квадрат объёма равен определителю матрицы Грама:(︀
vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘)

)︀2
= det𝐺(a1, . . . ,a𝑘).

В частности, объём vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘) не зависит от порядка векторов.

Доказательство. Èíäóêöèÿ ïî 𝑘. Ïðè 𝑘 = 1, î÷åâèäíî, |a1|2 = (a1,a1).
Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ vol𝑘−1, äîêàæåì åãî äëÿ vol𝑘. Ðàññìîòðèì ðàçëî-

æåíèå a𝑘 = pr⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘+ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘, ãäå pr⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘 = 𝜆1a1+. . .+𝜆𝑘−1a𝑘−1,

è îáîçíà÷èì b = ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘. Òîãäà (a 𝑖, b) = 0 ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1 è (a𝑘, b) =
(b, b). Ìû èìååì

det𝐺 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(a1,a1) . . . (a1,a𝑘)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) (a1, 𝜆1a1 + . . .+ 𝜆𝑘−1a𝑘−1 + b)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (a𝑘, 𝜆1a1 + . . .+ 𝜆𝑘−1a𝑘−1 + b)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= 𝜆1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) (a1,a1)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (a𝑘,a1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒+ . . .+ 𝜆𝑘−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) (a1,a𝑘−1)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (a𝑘,a𝑘−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) (a1, b)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a𝑘−1,a1) . . . (a𝑘−1,a𝑘−1) (a𝑘−1, b)
(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (a𝑘, b)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a𝑘−1,a1) . . . (a𝑘−1,a𝑘−1) 0
(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (b, b)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ (a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a𝑘−1,a1) . . . (a𝑘−1,a𝑘−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ · (b, b) = (︀vol𝑘−1 Π(a1, . . . ,a𝑘−1)

)︀2|b|2 =
(︀
vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘)

)︀2
.

□

Следствие 3.7.6. Векторы a1, . . . ,a𝑘 линейно зависимы тогда и только тогда,
когда det𝐺(a1, . . . ,a𝑘) = 0.
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Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû a1, . . . ,a𝑘 ëèíåé-
íî çàâèñèìû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a𝑘 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, . . . ,a𝑘−1. Òîãäà
ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

det𝐺 =
(︀
vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘)

)︀2
=
(︀
vol𝑘−1Π(a1, . . . ,a𝑘−1)

)︀2| ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘|2 = 0.

Îáðàòíî, ïóñòü det𝐺 = (vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘))
2 = 0. Òîãäà â ñèëó èíäóêòèâíîãî îïðå-

äåëåíèÿ îáúåìà ìû èìååì vol𝑖 Π(a1, . . . ,a 𝑖) = 0, à vol𝑖−1Π(a1, . . . ,a 𝑖−1) ̸= 0 äëÿ
íåêîòîðîãî 𝑖. Òàê êàê vol𝑖 Π(a1, . . . ,a 𝑖) = vol𝑖−1Π(a1, . . . ,a 𝑖−1)| ort⟨a1,...,a 𝑖−1⟩ a 𝑖|, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ort⟨a1,...,a 𝑖−1⟩ a 𝑖 = 0, ò.å. a 𝑖 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, . . . ,a 𝑖−1. □

Следствие 3.7.7. Пусть dim𝑉 = 𝑛 и 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) — квадратная матрица из коор-
динат векторов a1, . . . ,a𝑛 в некотором ортонормированном базисе. Тогда

vol𝑛 Π(a1, . . . ,a𝑛) = | det𝐴|.

Доказательство. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.7.2 è ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïîëó÷àåì(︀
vol𝑛 Π(a1, . . . ,a𝑛)

)︀2
= det𝐺 = det(𝐴𝑡𝐴) = (det𝐴)2.

□

3.8. Метод наименьших квадратов

×àñòî íà ïðàêòèêå ïðè èññëåäîâàíèè êàêîãî-íèáóäü ïðèðîäíîãî èëè ñîöèàëüíîãî
ÿâëåíèÿ äåëàåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî ýòî ÿâëåíèå îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìóëîé. Òî÷-
íåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà 𝑏 ëèíåéíî çàâèñèò îò äðóãèõ âåëè÷èí
𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, è õîòèì íàéòè ýòó çàâèñèìîñòü

𝑏 = 𝑎1𝑥
1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛,

ò.å. íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 (ýòî íàçûâàåòñÿ моделью линейной
регрессии). Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè 𝑏 îò 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 äåëàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî 𝑚
èçìåðåíèé (êàê ïðàâèëî, 𝑚 ≫ 𝑛) è ïî òàáëèöå èçìåðåííûõ çíà÷åíèé çàïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(3.8)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎11𝑥

1 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥
𝑛 = 𝑏1,

· · · · · · · · ·
𝑎𝑚1 𝑥

1 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛 𝑥
𝑛 = 𝑏𝑚,

â êîòîðîé ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé. Òàêàÿ ñèñòåìà, êàê ïðàâèëî,
íåñîâìåñòíà. Ïîýòîìó íàõîäèòñÿ ¾íàèëó÷øåå ïðèáëèæ¼ííîå¿ ðåøåíèå 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, äëÿ
êîòîðîãî îòêëîíåíèå çíà÷åíèé 𝑏𝑖 îò 𝑎𝑖𝑗𝑥

𝑗 = 𝑎𝑖1𝑥
1 + . . .+ 𝑎𝑖𝑛𝑥

𝑛 áóäåò íàèìåíüøèì.
Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøàåò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëè-

æ¼ííîãî ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ áåð¼òñÿ ñóììà
êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé âåëè÷èí 𝑎𝑖1𝑥

1 + . . .+ 𝑎𝑖𝑛𝑥
𝑛 è 𝑏𝑖.

Определение 3.8.1. Псевдорешением ñèñòåìû (3.8) íàçûâàåòñÿ íàáîð 𝑥̃1, . . . , 𝑥̃𝑛,
êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ñóììó êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèé ñèñòåìû, ò.å. ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó

(3.9) (𝑎1𝑗𝑥
𝑗 − 𝑏1)2 + (𝑎2𝑗𝑥

𝑗 − 𝑏2)2 + . . .+ (𝑎𝑚𝑗 𝑥
𝑗 − 𝑏𝑚)2

ïî âñåì (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ квадратичным отклонением.
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Ïóñòü 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà ñèñòåìû (3.8), a1, . . . ,a𝑛 ∈ R𝑚 � âåêòîðû-ñòîëáöû
ýòîé ìàòðèöû, à b ∈ R𝑚 � âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé.

Теорема 3.8.2. Псевдорешение системы (3.8) находится как решение системы⎧⎪⎨⎪⎩
(a1,a1)𝑥

1 + . . .+ (a1,a𝑛)𝑥
𝑛 = (a1, b),

· · · · · · · · · · · ·
(a𝑛,a1)𝑥

1 + . . .+ (a𝑛,a𝑛)𝑥
𝑛 = (a𝑛, b).

Другими словами, псевдорешение — это набор коэффициентов в разложении проек-
ции pr⟨a1,...,a𝑛⟩ b по векторам a1, . . . ,a𝑛, а квадратичное отклонение псевдорешения —
это квадрат длины вектора ort⟨a1,...,a𝑛⟩ b.

Доказательство. Êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå (3.9) íàáîðà 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 � ýòî ïî
îïðåäåëåíèþ êâàäðàò äëèíû âåêòîðà a 𝑗𝑥

𝑗 −b, ò.å. êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êà-
ìè b è a 𝑗𝑥

𝑗 ∈ ⟨a1, . . . ,a𝑛⟩ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A𝑚. Ìû çíàåì èç òåîðåìû 3.6.2,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó b è òî÷êîé a 𝑗𝑥

𝑗 ïîäïðîñòðàíñòâà ⟨a1, . . . ,a𝑛⟩ ìèíèìàëüíî,
êîãäà a 𝑗𝑥

𝑗 � ýòî ïðîåêöèÿ âåêòîðà b íà ⟨a1, . . . ,a𝑛⟩. Êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè
ïðîåêöèè ïî âåêòîðàì ïîäïðîñòðàíñòâà íàõîäÿòñÿ èç óêàçàííîé ñèñòåìû (ïðåäëîæå-
íèå 3.5.4), a ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî | ort⟨a1,...,a𝑛⟩ b|. □

Àíàëîãè÷íî, ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæíî íàõîäèòü áîëåå ñëîæíûå çà-
âèñèìîñòè âåëè÷èíû 𝑏 îò 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé çà-
âèñèìîñòè 𝑏 = 𝑥0 + 𝑎1𝑥

1 + . . . + 𝑎𝑛𝑥
𝑛 ìîæíî íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïîëàãàåìàÿ çàâèñèìîñòü 𝑏 îò îäíîé âåëè÷èíû 𝑎 âûðàæàåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì 𝑛-é ñòåïåíè 𝑏 = 𝑥0 + 𝑎𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íàèëó÷øåå
ïðèáëèæåíèå äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.

3.9. Изоморфизмы евклидовых и эрмитовых пространств. Канонический

изоморфизм евклидова пространства и его сопряжённого

Определение 3.9.1. Äâà åâêëèäîâûõ èëè ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è𝑊 íàçû-
âàþòñÿ изоморфными, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ 𝒜 : 𝑉 →
𝑊 , ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò.å.(︀

𝒜u ,𝒜v
)︀
= (u , v) äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉.

Предложение 3.9.2. Два евклидовых или эрмитовых пространства 𝑉 и𝑊 изо-
морфны тогда и только тогда, когда их размерности совпадают.

Доказательство. Åñëè 𝑉 è 𝑊 èçîìîðôíû êàê åâêëèäîâû (ýðìèòîâû) ïðî-
ñòðàíñòâà, òî îíè èçîìîðôíû êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, à ïîòîìó dim𝑉 = dim𝑊 .

Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâó-
þùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ (òåîðåìà 1.7.3): èçîìîðôèçì ìåæäó
åâêëèäîâûìè (ýðìèòîâûìè) ïðîñòðàíñòâàìè 𝑛 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó áàçèñàìè e1, . . . , e𝑛 â 𝑉 è f 1, . . . , f 𝑛 â 𝑊 . Äëÿ
òîãî ÷òîáû ïîëó÷àåìûé èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 ñîõðàíÿë
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, áàçèñû íåîáõîäèìî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûìè. Â ýòîì
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ñëó÷àå ìû èìååì f 𝑖 = 𝒜e 𝑖 è (e 𝑖, e𝑗) = (f 𝑖, f 𝑗) = 𝛿𝑖𝑗. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ
u = 𝑢𝑖e 𝑖 è v = 𝑣𝑗e𝑗 èç 𝑉 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(𝒜u ,𝒜v) = 𝑢𝑖𝑣𝑗(𝒜e 𝑖,𝒜e𝑗) = 𝑢𝑖𝑣𝑗(f 𝑖, f 𝑗) = 𝑢𝑖𝑣𝑗𝛿𝑖𝑗 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖 = (u , v),

ò. å. èçîìîðôèçì 𝒜 ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. □

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑉 * èìåþò îäíó ðàçìåðíîñòü (â êîíå÷íîìåðíîì ñëó-
÷àå), îíè èçîìîðôíû. Îäíàêî ïîñòðîåíèå èçîìîðôèçìà ìåæäó íèìè òðåáóåò âûáîðà
áàçèñîâ è â ýòîì ñìûñëå íåêàíîíè÷íî. Îêàçûâàåòñÿ, â ïðèñóòñòâèè ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì 𝑉 → 𝑉 * êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì, ò.å. íå
ïðèáåãàÿ ê âûáîðó áàçèñîâ.

Ïóñòü 𝑉 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Êàæäîìó âåêòîðó u ∈ 𝑉 ñîïîñòàâèì ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ 𝜉u = (u , · ), çàäàííóþ ïî ôîðìóëå 𝜉u(v) = (u , v).

Теорема 3.9.3. Пусть 𝑉 — евклидово пространство. Отображение u ↦→ 𝜉u =
(u, · ) устанавливает канонический изоморфизм 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 *.

Доказательство. Ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ u ↦→ 𝜉u âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Òàê êàê dim𝑉 = dim𝑉 *, ÷òîáû
ïðîâåðèòü, ÷òî 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 * � èçîìîðôèçì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Ker𝒜 = {0}.
Ïóñòü v ∈ Ker𝒜, ò.å. 𝒜v = 𝜉v = 𝑜. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜉v (w) = (v ,w) = 0 äëÿ ëþáîãî
w ∈ 𝑉 . Íî òîãäà è (v , v) = 0, çíà÷èò v = 0 è ÿäðî îòîáðàæåíèÿ 𝒜 íóëåâîå. □

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑉 óñòàíàâëèâàåòñÿ êàíîíè-
÷åñêèé èçîìîðôèçì 𝑉 → 𝑉 *, u ↦→ (u , · ), ãäå 𝑉 � комплексно сопряжённое про-
странство (ñ óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðû, îïðåäåë¼ííûì ïî ôîðìóëå 𝜆 · v := 𝜆v). Ýòî
ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü äâà ïîíÿòèÿ ¾ñîïðÿæ¼ííîãî¿ ïðîñòðàíñòâà äëÿ ýðìèòîâà
ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .





Ãëàâà 4

Операторы в евклидовых и эрмитовых пространствах

4.1. Сопряжённые операторы в евклидовых и эрмитовых пространствах

Ïóñòü 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 � ëèíåéíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Â ï. 1.11
ìû îïðåäåëèëè ñîïðÿæ¼ííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝒜* : 𝑉 * → 𝑉 * ïî ôîðìóëå

(𝒜*𝜉)(v) := 𝜉(𝒜v) äëÿ 𝜉 ∈ 𝑉 *, v ∈ 𝑉.

Ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîæäåñòâëåíèè 𝑉 ↔ 𝑉 *, u ↔ 𝜉u = (u , · ), îïåðàòîð 𝒜* : 𝑉 * → 𝑉 *

ïåðåõîäèò â îïåðàòîð 𝒜* : 𝑉 → 𝑉 (êîòîðûé ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì
æå ñèìâîëîì 𝒜*), óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ 𝜉𝒜*u = 𝒜*𝜉u äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
u ∈ 𝑉 . Ýòî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

𝑉
𝒜*
//

∼=
��

𝑉

∼=
��

𝑉 * 𝒜*
// 𝑉 *

u
� //

_

��

𝒜*u_

��
𝜉u

� // 𝒜*𝜉u 𝜉𝒜*u

×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 è 𝒜* : 𝑉 → 𝑉 íåïîñðåäñòâåííî, âû÷èñ-
ëèì çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé 𝜉𝒜*u è 𝒜*𝜉u íà âåêòîðå v ∈ 𝑉 :

𝜉𝒜*u(v) = (𝒜*u , v), (𝒜*𝜉u)(v) = 𝜉u(𝒜v) = (u ,𝒜v).

Òàê êàê 𝜉𝒜*u = 𝒜*𝜉u , ìû ïîëó÷àåì (𝒜*u , v) = (u ,𝒜v) äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 .

Определение 4.1.1. Ïóñòü 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 � îïåðàòîð â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì
ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝒜* : 𝑉 → 𝑉 , óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ

(𝒜*u , v) = (u ,𝒜v)

äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 , íàçûâàåòñÿ сопряжённым ê 𝒜.

Ñîîòíîøåíèå (𝒜*u , v) = (u ,𝒜v) îïðåäåëÿåò îïåðàòîð 𝒜* îäíîçíà÷íî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè (𝒜′u , v) = (u ,𝒜v) äëÿ äðóãîãî îïåðàòîðà 𝒜′ : 𝑉 → 𝑉 , òî ìû ïîëó÷àåì
((𝒜* −𝒜′)u , v) = 0 äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 . Â ÷àñòíîñòè, ((𝒜* −𝒜′)u , (𝒜* −𝒜′)u) = 0,
ò.å. (𝒜* −𝒜′)u = 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ 𝑉 . Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒜* = 𝒜′.

Предложение 4.1.2. Пусть 𝐴 — матрица оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 в ортонор-
мированном базисе евклидова (соответственно эрмитова) пространства 𝑉 . Тогда
матрица сопряжённого оператора 𝒜* : 𝑉 → 𝑉 в том же базисе есть 𝐴𝑡 (соответ-

ственно 𝐴
𝑡
).

Доказательство. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.11.2 (î ìàòðèöå ñîïðÿæ¼ííîãî
îòîáðàæåíèÿ), íî ìû òàêæå äàäèì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , e𝑛 � îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ, 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 â ýòîì áàçèñå, à
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̃︀𝐴 = (̃︀𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜* : 𝑉 → 𝑉 . Òîãäà ìû èìååì

(𝒜e𝑗, e𝑘) = (𝑎𝑖𝑗e 𝑖, e𝑘) = 𝑎𝑖𝑗(e 𝑖, e𝑘) = 𝑎𝑖𝑗𝛿𝑖𝑘 = 𝑎𝑘𝑗 ,

(e𝑗,𝒜*e𝑘) = (e𝑗,̃︀𝑎𝑖𝑘e 𝑖) = ̃︀𝑎𝑖𝑘(e𝑗, e 𝑖) = ̃︀𝑎𝑖𝑘𝛿𝑗𝑖 = ̃︀𝑎𝑗𝑘.
Òàê êàê (𝒜e𝑗, e𝑘) = (e𝑗,𝒜*e𝑘), ìû ïîëó÷àåì 𝑎𝑘𝑗 = ̃︀𝑎𝑗𝑘 èëè 𝐴𝑡

= ̃︀𝐴. □

Предложение 4.1.3. Имеют место следующие равенства:

à) (𝒜+ ℬ)* = 𝒜* + ℬ*, (𝜆𝒜)* = 𝜆𝒜*;
á) (𝒜ℬ)* = ℬ*𝒜*.

Доказательство. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö
áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 4.1.2. □

Äîêàæåì êëþ÷åâóþ ëåììó, êîòîðàÿ íàì íå ðàç ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.

Лемма 4.1.4. Если 𝑊 ⊂ 𝑉 — инвариантное подпространство относительно 𝒜,
то 𝑊⊥ — инвариантное подпространство относительно 𝒜*.

Доказательство. Ïóñòü u ∈ 𝑊⊥. Òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈ 𝑊 èìååì (𝒜*u ,w) =
(u ,𝒜w) = 0 òàê êàê 𝒜w ∈ 𝑊 , à u ∈ 𝑊⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒜*u ∈ 𝑊⊥. □

4.2. Самосопряжённые операторы. Канонический вид

Определение 4.2.1. Îïåðàòîð 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ самосопряжённым, åñëè 𝒜* = 𝒜, ò.å. âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(𝒜u , v) = (u ,𝒜v)
äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 .

Предложение 4.2.2. Матрица 𝐴 самосопряжённого оператора 𝒜 в ортонор-
мированном базисе евклидова (соответственно эрмитова) пространства симмет-

рична (соответственно эрмитова), т. е. 𝐴𝑡 = 𝐴 (соответственно 𝐴
𝑡
= 𝐴).

Если матрица оператора 𝒜 в некотором ортонормированном базисе симмет-
рична (соответственно эрмитова), то оператор 𝒜 самосопряжён.

Доказательство. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1.2: òàê êàê

ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜* åñòü 𝐴
𝑡
è 𝒜* = 𝒜, ìû ïîëó÷àåì 𝐴

𝑡
= 𝐴.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü e1, . . . , e𝑛 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â

êîòîðîì ìàòðèöà 𝐴 îïåðàòîðà 𝒜 ýðìèòîâà, ò.å. 𝐴
𝑡
= 𝐴. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1.2

ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà 𝐴
𝑡
îïåðàòîðà 𝒜* â òîì æå áàçèñå ñîâïàäàåò ñ 𝐴. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝒜* = 𝒜 è îïåðàòîð 𝒜 ñàìîñîïðÿæ¼í. □

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òàêæå
íàçûâàþò симметрическими, à â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå � эрмитовыми.

Âîò îñíîâíîå ñâîéñòâî ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ.

Теорема 4.2.3. Самосопряжённый оператор диагонализируем в ортонормиро-
ванном базисе. Другими словами, для самосопряжённого оператора существует ор-
тонормированный базис из собственных векторов.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îïèðàòüñÿ íà ëåììó, êîòîðàÿ âàæíà ñàìà ïî ñåáå.
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Лемма 4.2.4. Все корни характеристического многочлена самосопряжённого
оператора 𝒜 вещественны.

Доказательство. Âíà÷àëå äîêàæåì ëåììó äëÿ ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì
ñëó÷àå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñóòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-
ðà 𝒜. Ïóñòü 𝜆 ∈ C òàêîé êîðåíü è v ̸= 0 � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð,
ò.å. 𝒜v = 𝜆v . Òîãäà

𝜆(v , v) = (𝜆v , v) = (𝒜v , v) = (v ,𝒜v) = (v , 𝜆v) = 𝜆(v , v).

Òàê êàê (v , v) ̸= 0, ïîëó÷àåì 𝜆 = 𝜆, ò.å. 𝜆 ∈ R.
Ñëó÷àé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê ýðìèòîâîìó ñëó÷àþ ïðè ïîìîùè êîì-

ïëåêñèôèêàöèè. Ïóñòü 𝐴 � ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà 𝒜 â îðòîíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Òîãäà ìàòðèöà 𝐴 âåùåñòâåííà è ñèì-
ìåòðè÷íà. Òà æå ìàòðèöà 𝐴 áóäåò ìàòðèöåé êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî îïåðàòîðà 𝒜C
â ñîîòâåòñòâóþùåì áàçèñå ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑉C. Ýòîò áàçèñ òàêæå îðòîíîð-
ìèðîâàí, à ìàòðèöà 𝐴, áóäó÷è âåùåñòâåííîé è ñèììåòðè÷íîé, ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð 𝒜C ñàìîñîïðÿæ¼í, à êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà âåùåñòâåííû è ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà 𝒜. □

Доказательство теоремы 4.2.3. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà 𝑉 . Ïðè dim𝑉 = 1 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 𝑛 − 1, è äîêàæåì åãî äëÿ
ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ðàçìåðíîñòè 𝑛.

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ó ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà 𝒜 èìååòñÿ ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð v , ò.å. îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 = ⟨v⟩. Â ñèëó
ëåììû 4.1.4 îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝑊⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
𝒜* = 𝒜. Òàê êàê dim𝑊⊥ = 𝑛 − 1, â ïðîñòðàíñòâå 𝑊⊥ èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ e1, . . . , e𝑛−1 èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜|𝑊⊥ . Òîãäà e1, . . . , e𝑛−1,

v
|v | �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜. □

Äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà 𝒜 â îðòîíîðìèðîâàí-
íîì áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ каноническим видом ñàìîñîïðÿæ¼í-
íîãî îïåðàòîðà.

Ïðàêòè÷åñêèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Лемма 4.2.5. Собственные векторы, отвечающие различным собственным зна-
чениям самосопряжённого оператора 𝒜, взаимно ортогональны.

Доказательство. Ïóñòü 𝒜u = 𝜆u è 𝒜v = 𝜇v , ãäå 𝜆 ̸= 𝜇 � âåùåñòâåííûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà

𝜆(u , v) = (𝜆u , v) = (𝒜u , v) = (u ,𝒜v) = (u , 𝜇v) = 𝜇(u , v),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (u , v) = 0, òàê êàê 𝜆 ̸= 𝜇. □

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñàìîñî-
ïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà 𝒜 íàõîäÿòñÿ âñå åãî ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà, à çàòåì â
êàæäîì èç íèõ âûáèðàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ è
áóäåò íóæíûì áàçèñîì äëÿ 𝒜.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåðíî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 4.2.3:
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Предложение 4.2.6. Если оператор 𝒜 в евклидовом пространстве диагонали-
зируем в ортонормированном базисе, то 𝒜 самосопряжён.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà, à îïå-
ðàòîð, èìåþùèé ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà ñàìîñîïðÿæ¼í ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.2.2. □

Â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññ îïåðàòîðîâ, äèàãîíàëèçèðóåìûõ â îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå, øèðå, ÷åì êëàññ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ (òàê êàê íà äèàãîíàëè
ìîãóò ñòîÿòü íå âåùåñòâåííûå ÷èñëà). Òàêèå îïåðàòîðû ìû èçó÷èì ïîçæå.

4.3. Самосопряжённые проекторы. Спектральное разложение

самосопряжённого оператора

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî 𝑉 ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîé ñóììû 𝑉 = 𝑈⊕𝑊 . Íàïîìíèì
(ñì. ï. 2.2), ÷òî îïåðàòîð 𝒫 : 𝑉 → 𝑉 , ïåðåâîäÿùèé v = u+w â u (ãäå u ∈ 𝑈 , w ∈ 𝑊 ),
íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì íà 𝑈 âäîëü 𝑊 . Ïðè ýòîì Im𝒫 = 𝑈 è Ker𝒫 = 𝑊 .

Определение 4.3.1. Ïðîåêòîð 𝒫 : 𝑉 → 𝑉 íà 𝑈 âäîëü𝑊 íàçûâàåòñÿ ортогональ-
ным, åñëè 𝑊 = 𝑈⊥. Òàêîé ïðîåêòîð áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç pr𝑈 .

Ýòî îáîçíà÷åíèå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèìè: åñëè 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥, òî äëÿ
ëþáîãî v ∈ 𝑉 ìû èìååì v = pr𝑈 v + ort𝑈 v .

Предложение 4.3.2. Проектор 𝒫 : 𝑉 → 𝑉 является самосопряжённым опера-
тором тогда и только тогда, когда он ортогонален.

Доказательство. Ïóñòü 𝒫 = pr𝑈 � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð. Âûáåðåì îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ â 𝑈 è äîïîëíèì åãî äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â 𝑉 . Òîãäà
â ýòîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà pr𝑈 äèàãîíàëüíà (ñ åäèíèöàìè
è íóëÿìè íà äèàãîíàëè), à çíà÷èò îïåðàòîð pr𝑈 ñàìîñîïðÿæ¼í.

Îáðàòíî ïóñòü 𝒫 � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé ïðîåêòîð íà 𝑈 âäîëü 𝑊 . Âîçüì¼ì ïðîèç-
âîëüíûå âåêòîðû u ∈ 𝑈 = Im𝒫 è w ∈ 𝑊 = Ker𝒫 . Òîãäà u = 𝒫v äëÿ íåêîòîðîãî
v ∈ 𝑉 è 𝒫w = 0. Ìû èìååì

(u ,w) = (𝒫v ,w) = (v ,𝒫w) = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì 𝑊 = 𝑈⊥ è 𝒫 = pr𝑈 . □

Пример 4.3.3. Ïóñòü u = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)𝑡 ∈ R𝑛 � íåíóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö è
𝑈 = ⟨u⟩ � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà pru = pr𝑈 â
ñòàíäàðòíîì áàçèñå R𝑛 åñòü

1

|u |2
𝑢𝑢𝑡 =

1

|u |2

⎛⎜⎜⎝
𝑢1

𝑢2

...
𝑢𝑛

⎞⎟⎟⎠
(︀
𝑢1 𝑢2 · · · 𝑢𝑛

)︀
=

1

|u |2

⎛⎜⎜⎝
𝑢1𝑢1 𝑢1𝑢2 · · · 𝑢1𝑢𝑛

𝑢2𝑢1 𝑢2𝑢2 · · · 𝑢2𝑢𝑛

...
...

. . .
...

𝑢𝑛𝑢1 𝑢𝑛𝑢2 · · · 𝑢𝑛𝑢𝑛

⎞⎟⎟⎠
Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòðîì îïåðàòîðà𝒜 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åãî ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé. Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 𝜆 ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð
pr𝑉𝜆

íà ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑉𝜆.
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Теорема 4.3.4 (ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå). Пусть 𝒜 — самосопряжённый опе-
ратор. Тогда имеет место разложение

𝒜 =
∑︁
𝜆

𝜆 pr𝑉𝜆
,

где сумма берётся по всем собственным значениям. При этом проекторы pr𝑉𝜆
удо-

влетворяют соотношениям pr𝑉𝜆
𝒜 = 𝒜 pr𝑉𝜆

= 𝜆 pr𝑉𝜆
и pr𝑉𝜆

pr𝑉𝜇
= 𝒪 при 𝜆 ̸= 𝜇.

Доказательство. Ñîîòíîøåíèÿ pr𝑉𝜆
𝒜 = 𝒜 pr𝑉𝜆

= 𝜆 pr𝑉𝜆
è pr𝑉𝜆

pr𝑉𝜇
= 𝒪 ïðè

𝜆 ̸= 𝜇 âûïîëíåíû, òàê êàê îíè âûïîëíåíû äëÿ ìàòðèö âõîäÿùèõ â íèõ îïåðàòîðîâ
â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜 (â ýòîì áàçèñå
ìàòðèöû âñåõ âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèàãîíàëüíû).

Ðàçëîæåíèþ 𝑉 =
⨁︀

𝜆 𝑉𝜆 â ïðÿìóþ ñóììó ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàçëîæåíèå òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà â ñóììó îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ

id =
∑︁
𝜆

pr𝑉𝜆
.

Óìíîæèâ ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåâà íà 𝒜 è èñïîëüçîâàâ ñîîòíîøåíèå 𝒜 pr𝑉𝜆
= 𝜆 pr𝑉𝜆

,
ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå. □

4.4. Кососимметрические и косоэрмитовы операторы. Канонический вид.

Эрмитово разложение

Определение 4.4.1. Îïåðàòîð 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 â åâêëèäîâîì (ñîîòâåòñòâåííî ýðìè-
òîâîì) ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ кососимметрическим (ñîîòâåòñòâåííî косоэрмито-
вым), åñëè 𝒜* = −𝒜, ò. å. âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(𝒜u , v) = −(u ,𝒜v)
äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 .

Предложение 4.4.2. Матрица 𝐴 кососимметрического (соответственно косо-
эрмитова) оператора 𝒜 в ортонормированном базисе евклидова (соответственно
эрмитова) пространства кососимметрична (соответственно косоэрмитова), т. е.

𝐴𝑡 = −𝐴 (соответственно 𝐴
𝑡
= −𝐴).

Если матрица оператора 𝒜 в некотором ортонормированном базисе кососим-
метрична (соответственно косоэрмитова), то оператор 𝒜 кососимметричен (со-
ответственно косоэрмитов).

Доказательство. Òî æå, ÷òî è äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ (ïðåäëîæå-
íèå 4.2.2). □

Теорема 4.4.3. Для косоэрмитова оператора 𝒜 существует ортонормирован-
ный базис, в котором его матрица диагональна с чисто мнимыми числами на диаго-
нали. Другими словами, для косоэрмитова оператора существует ортонормирован-
ный базис из собственных векторов, а все собственные значения — чисто мнимые.

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî, êàê è â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòî-
ðà, îñíîâàíî íà ëåììå 4.1.4. Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .
Ïðè dim𝑉 = 1 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ
îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 𝑛− 1, è äîêàæåì åãî äëÿ ðàçìåðíîñòè 𝑛.
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Âûáåðåì ñîáñòâåííûé âåêòîð v äëÿ 𝒜, ò.å. îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî 𝑊 = ⟨v⟩. Â ñèëó ëåììû 4.1.4 îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝑊⊥ èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà 𝒜*, à çíà÷èò îíî èíâàðèàíòíî è îòíîñèòåëüíî 𝒜 = −𝒜*.
Òàê êàê dim𝑊⊥ = 𝑛 − 1, â ïðîñòðàíñòâå 𝑊⊥ èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
e1, . . . , e𝑛−1 èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜|𝑊⊥ . Òîãäà e1, . . . , e𝑛−1,

v
|v | � îðòî-

íîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜.
Ïóñòü 𝐷 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà êîñîýðìèòîâà îïåðàòîðà 𝒜 â îðòîíîðìèðîâàí-

íîì áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Òàê êàê 𝒜* = −𝒜, ïîëó÷àåì 𝐷
𝑡
= −𝐷. Ñëåäî-

âàòåëüíî, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝐷 (ñîáñòâåííûå ÷èñëà) óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ 𝜆 = −𝜆, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè. □

Êîñîñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êàê ïðàâèëî, íå äèà-

ãîíàëèçèðóåìû. Íàïðèìåð, êàê ìû âèäåëè ðàíåå, îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé

(︂
0 −𝑎
𝑎 0

)︂
, ãäå

𝑎 ̸= 0, íå äèàãîíàëèçèðóåì â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå.

Теорема 4.4.4. Для кососимметрического оператора 𝒜 существует ортонор-
мированный базис, в котором его матрица блочно-диагональная с блоками размера

1 или 2, причём блоки размера 1 нулевые, а блоки размера 2 имеют вид

(︂
0 −𝑎
𝑎 0

)︂
с

ненулевыми 𝑎 ∈ R.
Доказательство. Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 1 èëè 2 äîêàçûâàòü íå÷åãî, òàê

êàê êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà è òàê èìååò òàì òðåáóåìûé âèä. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå
𝑛− 1, è äîêàæåì åãî äëÿ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ðàçìåðíîñòè 𝑛 (ãäå 𝑛 ⩾ 3).

Â ñèëó òåîðåìû 2.6.3 á) äëÿ îïåðàòîðà 𝒜 ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå èëè äâóìåðíîå
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 ⊂ 𝑉 . Êàê è â ñëó÷àå êîñîýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ,
èç ëåììû 4.1.4 ñëåäóåò, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝑊⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â ïðîñòðàíñòâå 𝑊⊥ èìååòñÿ òðåáóåìûé áàçèñ äëÿ
îïåðàòîðà 𝒜|𝑊⊥ . Âûáðàâ ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â 𝑊 è âçÿâ îáú-
åäèíåíèå áàçèñîâ â𝑊⊥ è𝑊 , ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ,
â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 ñîñòîèò èç áëîêîâ òðåáóåìîãî âèäà è åù¼ îäíîãî
áëîêà ðàçìåðà 1 èëè 2 � ìàòðèöû îïåðàòîðà 𝒜|𝑊 . Ýòîò ïîñëåäíèé áëîê � êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 1 èëè 2, ò.å. îíà òîæå èìååò òðåáóåìûé âèä. □

Âèä ìàòðèöû êîñîñèììåòðè÷åñêîãî èëè êîñîýðìèòîâà îïåðàòîðà, îïèñàííûé â
ïðåäûäóùèõ òåîðåìàõ, íàçûâàåòñÿ каноническим видом îïåðàòîðà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè𝒜� ýðìèòîâ îïåðàòîð, òî îïåðàòîð 𝑖𝒜 êîñîýðìèòîâ è íàîáîðîò.
Ïîýòîìó òåîðåìó 4.4.3 ìîæíî áûëî ñâåñòè ê òåîðåìå 4.2.3.

Теорема 4.4.5 (ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå). Для любого оператора 𝒜 в эрмитовом
пространстве существует единственное представление в виде

𝒜 = ℛ+ 𝑖ℐ,
где ℛ и ℐ — эрмитовы операторы.

Доказательство. Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Åñëè 𝒜 = ℛ+ 𝑖ℐ � ýðìè-
òîâî ðàçëîæåíèå, òî 𝒜* = ℛ* − 𝑖ℐ* = ℛ− 𝑖ℐ. Èç ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì

ℛ =
1

2
(𝒜* +𝒜), ℐ =

𝑖

2
(𝒜* −𝒜),
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ò.å. îïåðàòîðû ℛ è ℐ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîðû ℛ è ℐ, çàäàâàåìûå ïðåäûäóùèìè ôîðìóëàìè, î÷å-

âèäíî, ýðìèòîâû (ñàìîñîïðÿæåíû), òàê ÷òî ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò. □

Â îäíîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå C ýðìèòîâû îïåðàòîðû � ýòî âåùåñòâåí-
íûå ÷èñëà, à îïåðàòîðûℛ è ℐ â ýðìèòîâîì ðàçëîæåíèè � ýòî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ
÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

4.5. Ортогональные и унитарные операторы. Канонический вид.

Группы O(𝑛) и SO(𝑛), U(𝑛) и SU(𝑛)

Предложение 4.5.1. Следующие условия для оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 в евклидо-
вом или эрмитовом пространстве эквивалентны:

à) оператор 𝒜 сохраняет длины векторов, т. е. |𝒜v| = |v| для любого v ∈ 𝑉 ;
á) оператор 𝒜 сохраняет скалярное произведение, т. е. (𝒜u,𝒜v) = (u, v) для

любых u, v ∈ 𝑉 ;
â) оператор 𝒜 переводит ортонормированные базисы в ортонормированные,

т. е. если e1, . . . , e𝑛 — ортонормированный базис, то 𝒜e1, . . . ,𝒜e𝑛 также
ортонормированный базис;

ã) матрица 𝐴 оператора 𝒜 в ортонормированном базисе ортогональна (соот-

ветственно унитарна), т. е. 𝐴𝑡𝐴 = 𝐸 (соответственно 𝐴
𝑡
𝐴 = 𝐸);

ä) 𝒜*𝒜 = id, т. е. сопряжённый оператор к 𝒜 является его обратным.

Доказательство. Ìû äîêàæåì èìïëèêàöèè à)⇔ á) è á)⇒ â)⇒ ã)⇒ ä)⇒ á).
à)⇒ á). Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååì (u+v ,u+v) = (u ,u)+2(u , v)+(v , v),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

(u , v) =
1

2

(︀
(u + v ,u + v)− (u ,u)− (v , v)

)︀
.

Ïîýòîìó åñëè îïåðàòîð 𝒜 ñîõðàíÿåò äëèíû, ò.å. ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà (v , v),
òî îí ñîõðàíÿåò è âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååì (u+v ,u+v) = (u ,u)+(u , v)+(u , v)+(v , v) =
(u ,u) + 2Re(u , v) + (v , v), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Re(u , v) =
1

2

(︀
(u + v ,u + v)− (u ,u)− (v , v)

)︀
è àíàëîãè÷íî

Im(u , v) = −1

2

(︀
(u + 𝑖v ,u + 𝑖v)− (u ,u)− (v , v)

)︀
.

Ïîýòîìó åñëè îïåðàòîð 𝒜 ñîõðàíÿåò äëèíû, òî îí ñîõðàíÿåò è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå (u , v), òàê êàê ñîõðàíÿåò åãî âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè.

á)⇒ à). Î÷åâèäíî.
á)⇒ â). Ïóñòü (𝒜u ,𝒜v) = (u , v). Òîãäà åñëè e1, . . . , e𝑛 � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, òî (𝒜e 𝑖,𝒜e𝑗) = (e 𝑖, e𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, ò.å. áàçèñ 𝒜e1, . . . ,𝒜e𝑛 òàêæå îðòîíîðìèðîâàí.
â)⇒ ã). Ïóñòü 𝒜 ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , e𝑛 â îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ 𝒜e1, . . . ,𝒜e𝑛 è 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà îïåðàòîðà â áàçèñå e1, . . . ,e𝑛. Òîãäà

𝛿𝑖𝑗 = (𝒜e 𝑖,𝒜e𝑗) = (𝑎𝑘𝑖 e𝑘, 𝑎
ℓ
𝑗eℓ) = 𝑎𝑘𝑖 𝑎

ℓ
𝑗(e𝑘, eℓ) = 𝑎𝑘𝑖 𝑎

ℓ
𝑗𝛿𝑘ℓ = 𝑎𝑘𝑖 𝛿𝑘ℓ𝑎

ℓ
𝑗.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ 𝐸 = 𝐴
𝑡
𝐸𝐴 èëè 𝐴

𝑡
𝐴 = 𝐸.



72 4. ОПЕРАТОРЫ В ЕВКЛИДОВЫХ И ЭРМИТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

ã)⇒ ä). Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1.2.
ä)⇒ á). Ïóñòü 𝒜*𝒜 = id. Òîãäà (𝒜u ,𝒜v) = (𝒜*𝒜u , v) = (u , v), ò.å. 𝒜 ñîõðàíÿåò

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. □

Определение 4.5.2. Îïåðàòîð 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 â åâêëèäîâîì (ñîîòâåòñòâåííî ýðìè-
òîâîì) ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùèé îäíîìó èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 4.5.1, íàçûâàåòñÿ ортогональным (ñîîòâåòñòâåííî унитарным).

Èíîãäà îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû íàçûâàþò изометрическими.
Êàê è â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ, äëÿ ïðèâåäåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî

èëè óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íàì ïîíàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå îá
èíâàðèàíòíîñòè îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.

Лемма 4.5.3. Пусть 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 — ортогональный или унитарный оператор, а
𝑊 ⊂ 𝑉 — инвариантное относительно 𝒜 подпространство. Тогда ортогональное
дополнение 𝑊⊥ также инвариантно относительно 𝒜.

Доказательство. Ïóñòü u ∈ 𝑊⊥. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî 𝒜u ∈ 𝑊⊥, ò.å., ÷òî
(𝒜u ,w) = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ 𝑊 . Ìû çíàåì, ÷òî 𝒜(𝑊 ) ⊂ 𝑊 . Ïîñêîëüêó îïåðàòîð 𝒜
oáðàòèì, 𝒜(𝑊 ) = 𝑊 . Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð v ∈ 𝑊 , ÷òî w = 𝒜v , à çíà÷èò
(𝒜u ,w) = (𝒜u ,𝒜v) = (u , v) = 0. □

Лемма 4.5.4. Собственные значения ортогонального (унитарного) оператора 𝒜
по модулю равны единице.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 𝒜v = 𝜆v äëÿ v ̸= 0. Òîãäà

(v , v) = (𝒜v ,𝒜v) = (𝜆v , 𝜆v) = 𝜆𝜆(v , v) = |𝜆|2(v , v),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |𝜆|2 = 1. □

Теорема 4.5.5. Для унитарного оператора 𝒜 существует ортонормированный
базис, в котором его матрица диагональна, а все диагональные элементы по модулю
равны единице.

Доказательство. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 4.2.3 è 4.4.3
äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ èëè êîñîýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ. Øàã èíäóêöèè ïðîâîäèì, âû-
áèðàÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð v è óñòàíàâëèâàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ⟨v⟩⊥
ïðè ïîìîùè ëåììû 4.5.3. □

Теорема 4.5.6. Для ортогонального оператора 𝒜 существует ортонормирован-
ный базис, в котором его матрица блочно-диагональная с блоками размера 1 или 2,
причём блоки размера 1 имеют вид (1) или (−1), а блоки размера 2 имеют вид(︂
cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂
, где 𝜙 ̸= 𝜋𝑘 с целым 𝑘.

Доказательство. Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 1 îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è òàê
èìååò âèä (1) èëè (−1). Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2 ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàò-

ðèöà èìååò âèä

(︂
cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂
(åñëè îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1) èëè

(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂
(åñëè îïðåäåëèòåëü ðàâåí −1). Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû óæå èìååì òðåáóåìûé âèä (à
îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò íà óãîë 𝜙 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè). Âî
âòîðîì ñëó÷àå îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ïîä óã-
ëîì 𝜙

2
ê îñè àáñöèññ. Òàêîé îïåðàòîð èìååò äâà îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà:
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(cos 𝜙
2
, sin 𝜙

2
) (âåêòîð âäîëü îñè ñèììåòðèè) è (− sin 𝜙

2
, cos 𝜙

2
) (âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿð-

íûé îñè ñèììåòðèè). Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ýòèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

îïåðàòîð

(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂
ïðèíèìàåò òðåáóåìûé âèä

(︂
1 0
0 −1

)︂
.

Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.4.4 äëÿ êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ îïåðàòî-
ðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå 𝑛− 1, è äîêàæåì åãî äëÿ ïðîñòðàíñòâà
𝑉 ðàçìåðíîñòè 𝑛 (ãäå 𝑛 ⩾ 3).

Â ñèëó òåîðåìû 2.6.3 á) äëÿ îïåðàòîðà 𝒜 ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå èëè äâóìåðíîå
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 ⊂ 𝑉 . Èç ëåììû 4.5.3 ñëåäóåò, ÷òî îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå 𝑊⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â ïðîñòðàíñòâå 𝑊⊥ èìååòñÿ òðåáóåìûé áàçèñ äëÿ
îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà 𝒜|𝑊⊥ . Âûáðàâ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàí-
ñòâå 𝑊 , êàê îïèñàíî â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà, è âçÿâ îáúåäèíåíèå áàçèñîâ â 𝑊⊥

è 𝑊 , ìû ïîëó÷èì òðåáóåìûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . □

Ìàòðèöû, îïèñàííûå â òåîðåìàõ 4.5.5 è 4.5.6, íàçûâàþòñÿ каноническим видом
óíèòàðíîãî è îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.

Пример 4.5.7. 1. Êàê óêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, îðòîãî-

íàëüíûé îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé

(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂
èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä

(︂
1 0
0 −1

)︂
.

Òîò æå êàíîíè÷åñêèé âèä áóäåò, åñëè îïåðàòîð ðàññìàòðèâàòü êàê óíèòàðíûé.

2. Êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ìàòðèöåé

(︂
cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂
�

ýòî òà æå ñàìàÿ ìàòðèöà. Â òî æå âðåìÿ êàíîíè÷åñêèé âèä ýòîãî îïåðàòîðà, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî êàê óíèòàðíûé îïåðàòîð, åñòü

(︂
𝑒𝑖𝜙 0
0 𝑒−𝑖𝜙

)︂
, ãäå 𝑒𝑖𝜙 = cos𝜙+ 𝑖 sin𝜙.

3. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà åñòü

⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 ±1

⎞⎠
ãäå â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîèò 1 èëè −1 â çàâèñèìîñòè îò çíàêà îïðåäåëèòåëÿ îïåðà-
òîðà. (Îïåðàòîðû, êàíîíè÷åñêèé âèä êîòîðûõ èìååò òðè áëîêà (1) èëè (−1), ïîëó÷à-
þòñÿ ïðè 𝜙 = 𝜋𝑘.) Åñëè îïðåäåëèòåëü ïîëîæèòåëåí, òî òàêîé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîâîðîò (âîêðóã îñè òðåòüåãî âåêòîðà êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà). Åñëè æå îïðå-
äåëèòåëü îòðèöàòåëåí, òî îïåðàòîð � ýòî ¾ïîâîðîò ñ ïåðåâîðîòîì¿, ò. å. êîìïîçèöèÿ
ïîâîðîòà è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ïîâîðîòà.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ ïîâîðîòîâ � ýòî ñíîâà ïî-
âîðîò âîêðóã íåêîòîðîé îñè (òàê êàê â êàíîíè÷åñêîì âèäå âñåãäà ïðîèñõîäèò âñåãî
îäèí ïîâîðîò).
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4. Â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå óæå áûâàþò ¾íåçàâèñèìûå ïîâîðîòû¿. À èìåí-
íî, êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà îáùåãî âèäà ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðå-
äåëèòåëåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó èç äâóõ áëîêîâ ðàçìåðà 2:⎛⎜⎜⎝

cos𝜙 − sin𝜙 0 0
sin𝜙 cos𝜙 0 0
0 0 cos𝜓 − sin𝜓
0 0 sin𝜓 cos𝜓

⎞⎟⎟⎠
Ýòî êîìïîçèöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîâîðîòîâ: íà óãîë 𝜙 â ïëîñêîñòè ïåðâîãî è âòî-
ðîãî áàçèñíûõ âåêòîðîâ è íà óãîë 𝜓 â ïëîñêîñòè òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî áàçèñíûõ
âåêòîðîâ. Òàêîé îïåðàòîð íå ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ïîâîðîòó.

Ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì îïå-
ðàòîðîì, è ïîýòîìó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 îáðàçó-
þò ïîäãðóïïó â îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïå GL(𝑉 ). Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ ортого-
нальной группой è îáîçíà÷àåòñÿ 𝑂(𝑉 ). Åñëè dim𝑉 = 𝑛, òî ãðóïïà 𝑂(𝑉 ) èçîìîðôíà
ãðóïïå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛; ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ 𝑂(𝑛).

Àíàëîãè÷íî, óíèòàðíûå îïåðàòîðû â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 îáðàçóþò уни-
тарную группу, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ 𝑈(𝑉 ). Åñëè dim𝑉 = 𝑛, òî ãðóïïà 𝑈(𝑉 ) èçî-
ìîðôíà ãðóïïå óíèòàðíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛; ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ 𝑈(𝑛).

Íàêîíåö, îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû ñ îïðåäåëèòåëåì 1 îáðàçóþò ïîä-
ãðóïïó â 𝑂(𝑛) (ñîîòâåòñòâåííî â 𝑈(𝑛)). Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ специальной орто-
гональной группой (ñîîòâåòñòâåííî специальной унитарной группой) è îáîçíà÷àåòñÿ
SO(𝑛) (ñîîòâåòñòâåííî SU(𝑛)).

4.6. Положительные самосопряжённые операторы. Полярное разложение

Определение 4.6.1. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð 𝒜 íàçûâàåòñÿ положитель-
ным, åñëè (𝒜v , v) > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉 .

Лемма 4.6.2. Самосопряжённый оператор 𝒜 положителен тогда и только то-
гда, когда все его собственные значения положительны.

Доказательство. Ïóñòü (𝒜v , v) > 0 ïðè v ̸= 0. Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûé âåê-
òîð v ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 𝜆. Òîãäà 𝜆(v , v) = (𝒜v , v) > 0, ñëåäîâàòåëüíî, 𝜆 > 0.

Îáðàòíî, ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜆𝑖 ïîëîæèòåëüíû. Âûáåðåì îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ e1, . . . , e𝑛 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
𝜆1, . . . , 𝜆𝑛. Òîãäà äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà v = 𝑣𝑖e 𝑖 ìû èìååì

(𝒜v , v) =
(︀
𝒜(𝑣𝑖e 𝑖), 𝑣

𝑗e𝑗

)︀
= 𝑣𝑖𝑣𝑗(𝒜e 𝑖, e𝑗) =

∑︁
𝑖,𝑗

𝜆𝑖𝑣
𝑖𝑣𝑗(e 𝑖, e𝑗) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖|𝑣𝑖|2 > 0. □

Теорема 4.6.3. Для положительного оператора 𝒜 существует единственный
положительный оператор 𝒫, удовлетворяющий соотношению 𝒫2 = 𝒜.

Доказательство. Ïóñòü 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-
òîðà 𝒜 è 𝑉1, . . . , 𝑉𝑘 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 4.6.2 âñå 𝜆𝑖 ïîëîæèòåëüíû. Ïîëîæèì 𝜇𝑖 =

√
𝜆𝑖. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð 𝒫 , äåéñòâóþ-

ùèé â ïðîñòðàíñòâå 𝑉𝑖 óìíîæåíèåì íà 𝜇𝑖. Òîãäà 𝒫2 = 𝒜. Îïåðàòîð 𝒫 ñàìîñîïðÿæ¼í
(òàê êàê îí çàäà¼òñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜) è ïîëîæèòåëåí â ñèëó ëåììû 4.6.2.
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Îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îïåðàòîðà 𝒫 . Ïóñòü îïåðàòîð 𝒫 óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû. Ïóñòü 𝜇1, . . . , 𝜇𝑘 � åãî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
è 𝑊1, . . . ,𝑊𝑘 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà îïåðàòîð
𝒫2 = 𝒜 äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå 𝑊𝑖 óìíîæåíèåì íà 𝜇2

𝑖 , ò. å. 𝜇
2
𝑖 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèåì äëÿ 𝒜. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè èìååì 𝜇2
𝑖 = 𝜆𝑖 è

𝑊𝑖 = 𝑉𝑖. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð 𝒫 îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî. □

Îïåðàòîð 𝒫 , ïîñòðîåííûé â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ положительным
корнем èç ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà 𝒜 è îáîçíà÷àåòñÿ

√
𝒜.

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð 𝒜 íàçûâàåòñÿ неотрицательным, åñëè (𝒜v , v) ⩾ 0
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉 . Âñå ïðèâåä¼ííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ áåç
èçìåíåíèé íà íåîòðèöàòåëüíûå îïåðàòîðû.

Теорема 4.6.4 (ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå). Для любого невырожденного оператора
𝒜 в евклидовом или эрмитовом пространстве существует единственное представ-
ление в виде

𝒜 = 𝒫𝒰 ,
где 𝒫 — положительный, а 𝒰 — ортогональный (унитарный) оператор.

Доказательство. Åñëè𝒜 = 𝒫𝒰 , òî𝒜* = 𝒰*𝒫 è𝒜𝒜* = 𝒫𝒰𝒰*𝒫 = 𝒫2. Îïåðàòîð
𝒜𝒜* î÷åâèäíî ñàìîñîïðÿæ¼í; êðîìå òîãî, îí ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì:

(𝒜𝒜*v , v) = (𝒜*v ,𝒜*v) > 0

ïðè v ̸= 0, òàê êàê 𝒜*v ̸= 0 â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè îïåðàòîðà 𝒜. Ïîýòîìó ïîëîæè-
òåëüíûé îïåðàòîð 𝒫 , óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ 𝒜𝒜* = 𝒫2, åäèíñòâåí â ñèëó
òåîðåìû 4.6.3, à èìåííî 𝒫 =

√
𝒜𝒜*. Òîãäà îïåðàòîð 𝒰 = 𝒫−1𝒜 òàêæå îïðåäåë¼í

îäíîçíà÷íî. Ìû èìååì 𝒰𝒰* = 𝒫−1𝒜𝒜*𝒫−1 = 𝒫−1𝒫2𝒫−1 = id. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒰 �
îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé) îïåðàòîð è 𝒜 = 𝒫𝒰 . □

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð 𝒜*𝒜, ìîæíî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå âòîðîãî ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ 𝒜 = 𝒰 ′𝒫 ′ (ãäå 𝒫 ′ =

√
𝒜*𝒜).

Замечание. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà 𝒜 ñóùåñòâóåò ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå
𝒜 = 𝒫𝒰 , ãäå 𝒫 � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð, à 𝒰 � îðòîãîíàëüíûé èëè óíèòàðíûé
îïåðàòîð (çàäà÷à). Îäíàêî òàêîå ðàçëîæåíèå íå åäèíñòâåííî.

Â îäíîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå C ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû � ýòî ïîëî-
æèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à óíèòàðíûå îïåðàòîðû � ýòî êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
ïî ìîäóëþ ðàâíûå 1, ò. å. èìåþùèå âèä 𝑒𝑖𝜙. Ïîýòîìó ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå � ýòî ïðåä-
ñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 𝑧 â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜙, ÷òî îáúÿñíÿåò
íàçâàíèå.

4.7. Нормальные операторы

Определение 4.7.1. Îïåðàòîð 𝒜 â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå íà-
çûâàåòñÿ нормальным, åñëè îí êîììóòèðóåò ñ ñîïðÿæ¼ííûì, ò.å. 𝒜*𝒜 = 𝒜𝒜*.

Âñå ñïåöèàëüíûå êëàññû îïåðàòîðîâ, ðàññìîòðåííûå âûøå â ýòîé ãëàâå (îò ñàìî-
ñîïðÿæ¼ííûõ äî óíèòàðíûõ), ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè.
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Лемма 4.7.2. Пусть v — собственный вектор нормального оператора 𝒜 с соб-
ственным значением 𝜆. Тогда v также является собственным вектором для со-
пряжённого оператора 𝒜* с собственным значением 𝜆.

Доказательство. Åñëè îïåðàòîð 𝒜 íîðìàëåí, òî

(𝒜v ,𝒜v) = (𝒜*𝒜v , v) = (𝒜𝒜*v , v) = (𝒜*v ,𝒜*v),

ò. å. |𝒜v | = |𝒜*v | äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v . Ïîñêîëüêó âìåñòå ñ îïåðàòîðîì 𝒜 íîðìàëåí
è êàæäûé îïåðàòîð âèäà 𝒜− 𝜆 id, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|(𝒜− 𝜆 id)v | = |(𝒜* − 𝜆 id)v |

äëÿ ëþáîãî 𝜆. Ïîýòîìó åñëè (𝒜− 𝜆 id)v = 0, òî (𝒜* − 𝜆 id)v = 0. □

Â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññ íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ � ýòî â òî÷íîñòè îïå-
ðàòîðû, äèàãîíàëèçèðóåìûå â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå:

Теорема 4.7.3. Оператор в эрмитовом пространстве диагонализируем в орто-
нормированном базисе тогда и только тогда, когда он нормален.

Доказательство. Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàí-
íîì áàçèñå äèàãîíàëüíà ñ ÷èñëàìè 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 íà äèàãîíàëè. Òîãäà ñîïðÿæ¼ííûé îïå-
ðàòîð 𝒜* â òîì æå áàçèñå èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ ÷èñëàìè 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛. Òàê
êàê äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû êîììóòèðóþò, ìû ïîëó÷àåì 𝒜*𝒜 = 𝒜𝒜*, ò. å. îïåðàòîð
𝒜 íîðìàëåí.

Îáðàòíî, ïóñòü 𝒜*𝒜 = 𝒜𝒜*. Äîêàçàòåëüñòâî äèàãîíàëèçèðóåìîñòè â îðòíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå áóäåì âåñòè ïî èíäóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Ïðè
dim𝑉 = 1 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå 𝑛− 1, è äîêàæåì åãî äëÿ ðàçìåðíîñòè 𝑛.

Âûáåðåì ñîáñòâåííûé âåêòîð v ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 𝜆 äëÿ 𝒜, ò.å. îäíîìåðíîå
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 = ⟨v⟩. Äîêàæåì, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
𝑊⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî 𝒜. Ïóñòü u ∈ 𝑊⊥, ò.å. (u , v) = 0. Òîãäà

(𝒜u , v) = (u ,𝒜*v) = (u , 𝜆v) = 𝜆(u , v) = 0

(ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåììîé 4.7.2). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒜u ∈ 𝑊⊥ è ïðîñòðàíñòâî
𝑊⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà 𝒜.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòðàíñòâî 𝑊⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà 𝒜*

â ñèëó ëåììû 4.1.4. Òàê êàê 𝑊⊥ èíâàðèàíòíî è îòíîñèòåëüíî 𝒜, è îòíîñèòåëüíî
𝒜*, îãðàíè÷åíèå 𝒜|𝑊⊥ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì îïåðàòîðîì. Òàê êàê dim𝑊⊥ = 𝑛 − 1,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â ïðîñòðàíñòâå 𝑊⊥ èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ e1, . . . , e𝑛−1 èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜|𝑊⊥ . Òîãäà e1, . . . , e𝑛−1,

v
|v | �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜. □

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå àíàëîã ýòîé òåîðåìû íå èìååò ìåñòà: îïåðàòîð(︂
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

)︂
íîðìàëåí, íî íå äèàãîíàëèçèðóåì ïðè 𝑏 ̸= 0. Íà ñàìîì äåëå ìû çíàåì

èç ï. 4.2, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññ îïåðàòîðîâ, äèàãîíàëèçèðóåìûõ â
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, � ýòî â òî÷íîñòè ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.
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Замечание. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà ñîñòî-

èò èç áëîêîâ ðàçìåðà 1 èëè 2, ïðè÷¼ì áëîêè ðàçìåðà 2 èìåþò âèä

(︂
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

)︂
(çàäà÷à).

Ñîáåð¼ì â îäíó òàáëèöó âñþ èíôîðìàöèþ î ñïåöèàëüíûõ êëàññàõ îïåðàòîðîâ èç
ýòîé ãëàâû (îòäåëüíî äëÿ åâêëèäîâà è ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà).

Íàçâàíèå Îïðåäåëåíèå
Ñâîéñòâî ìàòðè-
öû (â îðòîíîð-
ìèðîâ. áàçèñå)

Êàíîíè÷åñêèé âèä

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé
(ñèììåòðè÷åñêèé)

𝒜* = 𝒜 𝐴𝑡 = 𝐴
(ñèììåòðè÷íàÿ)

äèàãîíàëüíûé

Êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèé

𝒜* = −𝒜 𝐴𝑡 = −𝐴
(êîñîñèììåòð.)

áëîêè (0) è

(︂
0 −𝑎
𝑎 0

)︂
Îðòîãîíàëüíûé 𝒜*𝒜 = id 𝐴𝑡𝐴 = 𝐸

(îðòîãîíàëüíàÿ)
áëîêè (±1) è

(︂
cos𝜙 −sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂
Íîðìàëüíûé 𝒜*𝒜 = 𝒜𝒜* 𝐴𝑡𝐴 = 𝐴𝐴𝑡 áëîêè (𝑎) è

(︂
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

)︂
Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé
(ýðìèòîâ)

𝒜* = 𝒜 𝐴
𝑡
= 𝐴

(ýðìèòîâà)
äèàãîíàëüíûé ñ âåùåñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè

Êîñîýðìèòîâ 𝒜* = −𝒜 𝐴
𝑡
= −𝐴

(êîñîýðìèòîâà)
äèàãîíàëüíûé ñ ÷èñòî ìíè-
ìûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè

Óíèòàðíûé 𝒜*𝒜 = id 𝐴
𝑡
𝐴 = 𝐸

(óíèòàðíàÿ)
íà äèàãîíàëè � ÷èñëà, ðàâ-
íûå ïî ìîäóëþ 1

Íîðìàëüíûé 𝒜*𝒜 = 𝒜𝒜* 𝐴
𝑡
𝐴 = 𝐴𝐴

𝑡
äèàãîíàëüíûé





Ãëàâà 5

Билинейные и полуторалинейные функции

5.1. Билинейные и полуторалинейные функции, их матрицы. Закон

изменения матрицы при замене базиса. Канонический изоморфизм

пространства билинейных функций и пространства Hom(𝑉, 𝑉 *)

Определение 5.1.1. Ïóñòü 𝑉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Ôóíêöèÿ
ℬ : 𝑉 × 𝑉 → k íàçûâàåòñÿ билинейной функцией, åñëè îíà ëèíåéíà ïî êàæäîìó
àðãóìåíòó:

ℬ(𝜆1x 1 + 𝜆2x 2, y) = 𝜆1ℬ(x 1, y) + 𝜆2ℬ(x 2, y) è

ℬ(x , 𝜇1y1 + 𝜇2y2) = 𝜇1ℬ(x , y1) + 𝜇2ℬ(x , y2)

äëÿ ëþáûõ 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2 ∈ k è x , x 1, x 2, y , y1, y2 ∈ 𝑉 .
Матрицей билинейной функции ℬ â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) ðàçìåðà 𝑛, ãäå 𝑏𝑖𝑗 = ℬ(e 𝑖, e𝑗).

Пример 5.1.2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ áè-
ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå áèëèíåéíîé ôóíêöèè îáîáùàåò ïîíÿòèå
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (âìåñòî òð¼õ óñëîâèé íà ôóíêöèþ 𝑉 ×𝑉 → R òðåáóåòñÿ âû-
ïîëíåíèå ëèøü ïåðâîãî, ò.å. áèëèíåéíîñòè). Ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ìàòðèöû Ãðàìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Çíàÿ ìàòðèöó 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) áèëèíåéíîé ôóíêöèè, ìîæíî âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå
ℬ(x , y) íà ëþáîé ïàðå âåêòîðîâ x = 𝑥𝑖e 𝑖 è y = 𝑦𝑗e𝑗:

ℬ(x , y) = ℬ(𝑥𝑖e 𝑖, 𝑦
𝑗e𝑗) = 𝑥𝑖𝑦𝑗ℬ(e 𝑖, e𝑗) = 𝑏𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗 = 𝑥𝑡𝐵𝑦.

Âûðàæåíèå 𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑏𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 = 𝑥𝑡𝐵𝑦 íàçûâàåòñÿ билинейной формой (çäåñü, êàê

îáû÷íî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑡 � ýòî ñòîëáåö âûñîòû 𝑛, òàê ÷òî 𝑥𝑡 �
ýòî ñòðîêà äëèíû 𝑛). Áèëèíåéíàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 2 îò äâóõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 è 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, êîòîðûé ëèíååí ïî 𝑥
ïðè ôèêñèðîâàííûõ 𝑦 è ëèíååí ïî 𝑦 ïðè ôèêñèðîâàííûõ 𝑥.

Теорема 5.1.3 (çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôóíêöèè). Имеет место
соотношение

𝐵′ = 𝐶𝑡𝐵𝐶,

где 𝐵 — матрица билинейной функции ℬ : 𝑉 × 𝑉 → k в базисе e1, . . . , e𝑛, 𝐵′ —
матрица в базисе e1′ , . . . , e𝑛′ и 𝐶 — матрица перехода от базиса e1, . . . , e𝑛 к базису
e1′ , . . . , e𝑛′.

Доказательство. Ïóñòü 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗), 𝐵
′ = (𝑏′𝑖𝑗), 𝐶 = (𝑐𝑖𝑖′). Ìû èìååì

𝑏′𝑖𝑗 = ℬ(e 𝑖′ , e𝑗′) = ℬ(𝑐𝑖𝑖′e 𝑖, 𝑐
𝑗
𝑗′e𝑗) = 𝑐𝑖𝑖′𝑐

𝑗
𝑗′ℬ(e 𝑖, e𝑗) = 𝑐𝑖𝑖′𝑏𝑖𝑗𝑐

𝑗
𝑗′ ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ 𝐵′ = 𝐶𝑡𝐵𝐶.
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Òî æå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íóþ çàïèñü áèëèíåéíûõ
ôîðì. Çíà÷åíèå ℬ(x , y) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå áèëèíåéíûõ ôîðì îò íîâûõ èëè
ñòàðûõ êîîðäèíàò:

ℬ(x , y) = 𝑥𝑡𝐵𝑦 = (𝑥′)𝑡𝐵′𝑦′.

Ìû èìååì 𝑥 = 𝐶𝑥′ è 𝑦 = 𝐶𝑦′. Òîãäà

(𝑥′)𝑡𝐵′𝑦′ = 𝑥𝑡𝐵𝑦 = (𝑥′)𝑡𝐶𝑡𝐵𝐶𝑦′.

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ 𝑥′, 𝑦′, ïîëó÷àåì 𝐵′ = 𝐶𝑡𝐵𝐶. □

Следствие 5.1.4. Ранг матрицы билинейной функции не зависит от базиса.

Доказательство. Òàê êàê ìàòðèöà 𝐶 îáðàòèìà, rk𝐵′ = rk(𝐶𝑡𝐵𝐶) = rk𝐵. □

Определение 5.1.5. Рангом áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ (îáîçíà÷àåòñÿ rkℬ) íàçûâà-
åòñÿ ðàíã å¼ ìàòðèöû â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ℬ â ïðîñòðàíñòâå
𝑉 íàçûâàåòñÿ невырожденной, åñëè rkℬ = dim𝑉 .

Ìíîæåñòâî B(𝑉 ) âñåõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 îáðàçóåò ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé
íà ñêàëÿðû. Ñîïîñòàâëåíèå áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ å¼ ìàòðèöû 𝐵 â ôèêñèðîâàííîì
áàçèñå e1, . . . , e𝑛 óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì B(𝑉 ) è ïðîñòðàí-
ñòâîì êâàäðàòíûõ ìàòðèö Matk(𝑛). Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ Hom(𝑉, 𝑉 ), ýòîò èçîìîðôèçì íåêàíîíè÷åí, òàê êàê îí çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Íàðÿäó ñ B(𝑉 ) ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Hom(𝑉, 𝑉 *) ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç
𝑉 â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉 *.

Теорема 5.1.6. Отображение 𝜙 : B(𝑉 ) → Hom(𝑉, 𝑉 *), сопоставляющее били-

нейной функции ℬ линейное отображение ̃︀ℬ : 𝑉 → 𝑉 *, задаваемое формулой̃︀ℬ(x) = ℬ(x, · ) для x ∈ 𝑉,

является каноническим изоморфизмом. (Здесь ℬ(x, · ) ∈ 𝑉 * — линейная функция,
значение которой на векторе y ∈ 𝑉 есть ℬ(x, y).)

Доказательство. Îòîáðàæåíèå 𝜙 ëèíåéíî, òàê êàê áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ëè-
íåéíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó x . Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå 𝜙 áèåêòèâíî: îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå 𝜙−1 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ ̃︀ℬ : 𝑉 → 𝑉 * áèëè-
íåéíóþ ôóíêöèþ ℬ, çàäàííóþ ïî ôîðìóëå ℬ(x , y) = ̃︀ℬ(x )(y). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜙 �
èçîìîðôèçì. Ýòîò èçîìîðôèçì êàíîíè÷åí, òàê êàê â åãî êîíñòðóêöèè íå èñïîëüçî-
âàëñÿ áàçèñ. □

Â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 íàðÿäó ñ áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíûå:

Определение 5.1.7. Ïóñòü 𝑉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C. Ôóíêöèÿ
𝒮 : 𝑉 ×𝑉 → C íàçûâàåòñÿ полуторалинейной функцией, åñëè îíà ëèíåéíà ïî âòîðîìó
àðãóìåíòó è àíòèëèíåéíà (èëè полулинейна) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó:

𝒮(𝜆1x 1 + 𝜆2x 2, y) = 𝜆1𝒮(x 1, y) + 𝜆2𝒮(x 2, y) è

𝒮(x , 𝜇1y1 + 𝜇2y2) = 𝜇1𝒮(x , y1) + 𝜇2𝒮(x , y2)

äëÿ ëþáûõ 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2 ∈ C è x , x 1, x 2, y , y1, y2 ∈ 𝑉 .
Матрица полуторалинейной функции 𝒮 â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ êàê 𝑆 =

(𝑠𝑖𝑗), ãäå 𝑠𝑖𝑗 = 𝒮(e 𝑖, e𝑗).
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Çíà÷åíèå 𝒮(x , y) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó 𝑆 = (𝑠𝑖𝑗) è êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
x = 𝑥𝑖e 𝑖 è y = 𝑦𝑗e𝑗 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝒮(x , y) = 𝒮(𝑥𝑖e 𝑖, 𝑦
𝑗e𝑗) = 𝑥𝑖𝑦𝑗𝒮(e 𝑖, e𝑗) = 𝑠𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗 = 𝑥𝑡𝑆𝑦.

Âûðàæåíèå 𝑆(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 = 𝑥𝑡𝑆𝑦 íàçûâàåòñÿ полуторалинейной формой.

Ïðèìåð ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè � ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ìàòðèöû 𝑆 è 𝑆 ′ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè 𝒮 â ðàçíûõ áàçèñàõ ñâÿçàíû ñîîò-

íîøåíèåì

𝑆 ′ = 𝐶
𝑡
𝑆𝐶,

êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ äëÿ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

5.2. Симметрические, кососимметрические и эрмитовы функции.

Квадратичные формы.

Определение 5.2.1. Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ℬ : 𝑉 × 𝑉 → k íàçûâàåòñÿ симмет-
рической, åñëè ℬ(y , x ) = ℬ(x , y), è кососимметрической, åñëè ℬ(y , x ) = −ℬ(x , y),
äëÿ ëþáûõ x , y ∈ 𝑉 .

Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝒮 : 𝑉 × 𝑉 → C â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
åòñÿ эрмитовой, åñëè 𝒮(y , x ) = 𝒮(x , y), è косоэрмитовой, åñëè 𝒮(y , x ) = −𝒮(x , y).

Ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêîé (ñîîòâåòñòâåííî êîñîñèììåòðè÷åñêîé) áèëèíåéíîé ôóíê-
öèè â ëþáîì áàçèñå ñèììåòðè÷íà (ñîîòâåòñòâåííî êîñîñèììåòðè÷íà). Ìàòðèöà ýðìè-
òîâîé (ñîîòâåòñòâåííî êîñîýðìèòîâîé) ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè â ëþáîì áàçèñå
ýðìèòîâà (ñîîòâåòñòâåííî êîñîýðìèòîâà). Êðîìå òîãî, ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝒮
ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ 𝑖𝒮 ÿâëÿåòñÿ êîñîýðìèòîâîé.

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k îòëè÷íà îò 2.

Определение 5.2.2. Квадратичной формой íàä k íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûé ìíî-
ãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè îò 𝑛 ïåðåìåííûõ 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), ò.å. ìíîãî÷ëåí âèäà

𝑄(𝑥) = 𝑄(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑞𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑥𝑗 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑖(𝑥
𝑖)2 +

∑︁
𝑖<𝑗

2𝑞𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑥𝑗,

ãäå 𝑞𝑗𝑖 = 𝑞𝑖𝑗 ∈ k. Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà 𝑄 = (𝑞𝑖𝑗) ðàçìåðà 𝑛× 𝑛 íàçûâàåòñÿ матри-
цей квадратичной формы.

Åñëè 𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑏𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, òî 𝐵(𝑥, 𝑥) = 𝑏𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑥𝑗

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ñ ìàòðèöåé 𝐵. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
𝐵(𝑥, 𝑥) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó 𝐵(𝑥, 𝑦), à çíà÷èò
è ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ ℬ(x , y). Ýòî ìîæíî óâèäåòü è íå ïðèáåãàÿ
ê âûáîðó áàçèñà: äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ℬ(x , y) = 1

2

(︀
ℬ(x + y , x + y)− ℬ(x , x )− ℬ(y , y)

)︀
,

ò.å. çíà÷åíèå ℬ íà ïðîèçâîëüíîé ïàðå âåêòîðîâ ìîæíî âîññòàíîâèòü, çíàÿ ëèøü çíà-
÷åíèÿ ℬ íà ïàðàõ ñîâïàäàþùèõ âåêòîðîâ. (Íàëè÷èå 1

2
â ïðèâåä¼ííîé âûøå ôîðìóëå

ïîêàçûâàåò, ÷òî îíà âåðíà òîëüêî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2.)
Ôóíêöèþ 𝑉 → k, x ↦→ ℬ(x , x ), íàçûâàþò квадратичной функцией.
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5.3. Нормальный вид симметрической билинейной функции над

различными полями

Теорема 5.3.1. Для симметрической билинейной функции ℬ над полем харак-
теристики, отличной от 2, существует базис, в котором её матрица диагональна.

Другими словами, любую квадратичную форму 𝑄(𝑥) линейной заменой коорди-
нат 𝑥 = 𝐶𝑦 можно привести к виду

𝑄(𝑦) = 𝑟11(𝑦
1)2 + . . .+ 𝑟𝑛𝑛(𝑦

𝑛)2.

Ìû ïðèâåä¼ì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì ðàáîòàòü ñ
êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè è êîîðäèíàòàìè, à âî âòîðîì � ñ ñèììåòðè÷åñêèìè áèëè-
íåéíûìè ôóíêöèÿìè è áàçèñàìè. Êàæäîå èç äîêàçàòåëüñòâ áóäåò ïðîâåäåíî òàêèì
îáðàçîì, ÷òî åãî ìîæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü êàê àëãîðèòì, à íå ïðîñòî êàê äîêàçà-
òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íóæíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Первое доказательство (метод Лагранжа). Ïóñòü 𝑄(𝑥) = 𝑞𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑥𝑗 � êâàä-

ðàòè÷íàÿ ôîðìà. Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì óïðîùåíèè 𝑄(𝑥),
èñïîëüçóþùåì îñíîâíîå è äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Основное преобразование ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè â êâàäðàòè÷íîé ôîðìå 𝑄(𝑥) =
𝑞𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑥𝑗 ïåðâûé êîýôôèöèåíò 𝑞11 íå ðàâåí íóëþ. Òîãäà èìååì

𝑄(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑞11(𝑥
1)2 + 2𝑞12𝑥

1𝑥2 + . . .+ 2𝑞1𝑛𝑥
1𝑥𝑛 +

∑︁
𝑖,𝑗>1

𝑞𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑥𝑗 =

= 𝑞11

(︁
𝑥1 +

𝑞12
𝑞11

𝑥2 + . . .+
𝑞1𝑛
𝑞11

𝑥𝑛
)︁2

− 𝑞11

(︁𝑞12
𝑞11

𝑥2 + . . .+
𝑞1𝑛
𝑞11

𝑥𝑛
)︁2

+
∑︁
𝑖,𝑗>1

𝑞𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑥𝑗 =

= 𝑞11

(︁
𝑥1 +

𝑞12
𝑞11

𝑥2 + . . .+
𝑞1𝑛
𝑞11

𝑥𝑛
)︁2

+𝑄′(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),

ãäå 𝑄′(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) � íåêîòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò 𝑛 − 1 ïåðåìåííûõ. Òåïåðü
ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò

𝑢1 = 𝑥1 +
𝑞12
𝑞11

𝑥2 + . . .+
𝑞1𝑛
𝑞11

𝑥𝑛,

𝑢2 = 𝑥2, . . . , 𝑢𝑛 = 𝑥𝑛.

Â ðåçóëüòàòå ôîðìà 𝑄(𝑥) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

𝑄(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 𝑞11(𝑢
1)2 +𝑄′(𝑢2, . . . , 𝑢𝑛).

Åñëè â ôîðìå 𝑄′(𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) ïåðâûé êîýôôèöèåíò (ò.å. 𝑞′22) íå ðàâåí íóëþ, òî ìû
ñíîâà ìîæåì ïðèìåíèòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, è ò.ä.

Первое вспомогательное преобразование ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè 𝑞11 = 0, íî ñóùåñòâó-
åò 𝑞𝑖𝑖 ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû äåëàåì çàìåíó 𝑢1 = 𝑥𝑖, 𝑢𝑖 = 𝑥1, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû
îñòàâëÿåì áåç èçìåíåíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 𝑞′11 ̸= 0.

Второе вспомогательное преобразование ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû
𝑞𝑖𝑖 ïðè êâàäðàòàõ ðàâíû íóëþ, íî ïðè ýòîì åñòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 𝑄(𝑥) ≡ 0 óæå èìååò íóæíûé âèä). Ïóñòü 𝑞𝑖𝑗 ̸= 0, ãäå 𝑖 < 𝑗.
Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó êîîðäèíàò

𝑥𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑥𝑗 = 𝑢𝑖 + 𝑢𝑗, 𝑥𝑘 = 𝑢𝑘 ïðè 𝑘 ̸= 𝑖, 𝑗.
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Â ðåçóëüòàòå ôîðìà 𝑄(𝑥) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

𝑄(𝑥) = 2𝑞𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑥𝑗 + . . . = 2𝑞𝑖𝑗𝑢

𝑖(𝑢𝑖 + 𝑢𝑗) + . . . = 2𝑞𝑖𝑗(𝑢
𝑖)2 + . . . ,

ãäå . . . îçíà÷àåò ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå êâàäðàòîâ. Äàëåå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
ïðåäûäóùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå è (åñëè íóæíî) âñïîìîãà-
òåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû ïðèâîäèì ôîðìó 𝑄(𝑥) ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. □

Второе доказательство (метод поиска базиса). Ýòîò ìåòîä ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìåòîäà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Áàçèñ, â êîòî-
ðîì ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ äèàãîíàëüíà � ýòî ¾îðòîãîíàëüíûé¿ áàçèñ â
ñìûñëå ¾ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ¿, çàäàâàåìîãî ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíê-
öèåé ℬ. Çäåñü òàêæå èìåþòñÿ îñíîâíîå è âñïîìîãàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïóñòü 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ â èñõîäíîì áàçèñå e1, . . . , e𝑛.
Îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè 𝑏11 = ℬ(e1, e1) ̸= 0 (ýòî âñåãäà òàê,

åñëè ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ℬ çàäà¼ò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé). Âûáåðåì íîâûé áàçèñ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(5.1)

e1′ = e1,

e2′ = e2 −
ℬ(e1, e2)

ℬ(e1, e1)
e1 = e2 −

𝑏12
𝑏11

e1,

· · ·

e𝑛′ = e𝑛 −
ℬ(e1, e𝑛)

ℬ(e1, e1)
e1 = e𝑛 −

𝑏1𝑛
𝑏11

e1.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ℬ(e1′ , e 𝑖′) = 0 ïðè 𝑖 > 1. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà 𝐵′

áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ â íîâîì áàçèñå ïðèíèìàåò âèä

𝐵′ =

⎛⎜⎜⎝
𝑏11 0 · · · 0
0
...
0

̃︀𝐵′

⎞⎟⎟⎠
ãäå ̃︀𝐵′ � ìàòðèöà ðàçìåðà (𝑛−1)×(𝑛−1) áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ íà ïîäïðîñòðàíñòâå

⟨e2′ , . . . , e𝑛′⟩. Äàëåå ìû ðàáîòàåì óæå ñ ýòîé ìàòðèöåé ̃︀𝐵′.
Ïåðâîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè 𝑏11 = 0, íî èìååòñÿ

𝑏𝑖𝑖 ̸= 0. Òîãäà äåëàåì çàìåíó, ìåíÿþùóþ ìåñòàìè ïåðâûé è 𝑖-é áàçèñíûé âåêòîðû.
Âòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè âñå 𝑏𝑖𝑖 ðàâíû íóëþ,

íî ïðè ýòîì áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ℬ íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé, ò.å. 𝑏𝑖𝑗 =
ℬ(e 𝑖, e𝑗) ̸= 0 äëÿ íåêîòîðûõ 𝑖 < 𝑗. Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó áàçèñà

e 𝑖′ = e 𝑖 + e𝑗, e𝑗′ = e𝑗, e𝑘′ = e𝑘 ïðè 𝑘 ̸= 𝑖, 𝑗.

Òîãäà â íîâîì áàçèñå ìû èìååì

𝑏′𝑖𝑖 = ℬ(e 𝑖′ , e 𝑖′) = ℬ(e 𝑖 + e𝑗, e 𝑖 + e𝑗) = 2ℬ(e 𝑖, e𝑗) = 2𝑏𝑖𝑗 ̸= 0.

Äàëåå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäûäóùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå è äîïîëíÿÿ åãî â íåîáõîäè-

ìûõ ñëó÷àÿõ âñïîìîãàòåëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ìû ïîëó÷àåì áàçèñ f 1, . . . , f 𝑛, â
êîòîðîì ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. □
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îñíîâíîå èëè âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â
îáîèõ äîêàçàòåëüñòâàõ � ýòî îäíî è òî æå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðîñòî â ïåðâîì ñëó÷àå
îíî çàïèñàíî ÷åðåç êîîðäèíàòû, à âî âòîðîì � ÷åðåç áàçèñû. Òàê ÷òî äèàãîíàëüíûå
ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå ïåðâûì è âòîðûì ìåòîäîì, ñîâïàäàþò, êàê è âñå ïðîìåæóòî÷-
íûå ìàòðèöû.

Замечание. Åñëè ïðè ïðèâåäåíèè ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôóíêöèè (êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû) ê äèàãîíàëüíîìó âèäó èñïîëüçîâàëîñü ëèøü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî áàçèñà ê áàçèñó, â êîòîðîì ìàòðèöà èìååò äèàãî-
íàëüíûé âèä, ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé (êàê è â ñëó÷àå ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè
Ãðàìà�Øìèäòà). Åñëè æå õîòü ðàç ïðèìåíÿëîñü âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî
ìàòðèöà ïåðåõîäà ìîæåò íå áûòü âåðõíåòðåóãîëüíîé.

Пример 5.3.2. Íàä ïîëåì Z2 ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé(︂
0 1
1 0

)︂
íå ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó çàìåíîé áàçèñà (çàäà÷à).

Íàä ïîëåì R êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî äàëåå óïðîñòèòü:

Предложение 5.3.3. Для любой симметрической билинейной функции ℬ в про-
странстве над полем R существует базис, в котором её матрица имеет диагональ-
ный вид с 1, −1 и 0 на диагонали. Другими словами, вещественную квадратичную
форму 𝑄(𝑥) линейной заменой координат 𝑥 = 𝐶𝑦 можно привести к виду

(𝑦1)2 + . . .+ (𝑦𝑝)2 − (𝑦𝑝+1)2 − . . .− (𝑦𝑝+𝑞)2.

Доказательство. Ñíà÷àëà ìû ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 5.3.1 ïðèâåä¼ì êâàäðàòè÷-
íóþ ôîðìó ê âèäó

𝑄(𝑢) = 𝑟11(𝑢
1)2 + . . .+ 𝑟𝑛𝑛(𝑢

𝑛)2.

Åñëè 𝑟𝑖𝑖 > 0, òî çàìåíà 𝑦𝑖 =
√
𝑟𝑖𝑖𝑢

𝑖 ïðèâîäèò ñëàãàåìîå 𝑟𝑖𝑖(𝑢
𝑖)2 ê âèäó (𝑦𝑖)2. Åñëè æå

𝑟𝑖𝑖 < 0, òî çàìåíà 𝑦𝑖 =
√︀
|𝑟𝑖𝑖|𝑢𝑖 ïðèâîäèò ñëàãàåìîå 𝑟𝑖𝑖(𝑢𝑖)2 ê âèäó −(𝑦𝑖)2. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì òðåáóåìûé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ êîýôôèöèåíòàìè 1, −1 è 0. □

Âèä, îïèñàííûé â ïðåäëîæåíèè 5.3.3, íàçûâàåòñÿ нормальным видом âåùåñòâåí-
íîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû (âåùåñòâåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû). Êàê
ìû óâèäèì íèæå, ýòî íàèáîëåå ïðîñòîé âèä, ê êîòîðîìó ìîæíî ïðèâåñòè êâàäðàòè÷-
íóþ ôîðìó íàä ïîëåì R.

Íàä ïîëåì C êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî åù¼ áîëüøå óïðîñòèòü:

Предложение 5.3.4. Для любой симметрической билинейной функции ℬ над
полем C существует базис, в котором её матрица имеет диагональный вид с 1 и 0
на диагонали. Другими словами, комплексную квадратичную форму 𝑄(𝑥) линейной
заменой координат 𝑥 = 𝐶𝑧 можно привести к виду

(𝑧1)2 + . . .+ (𝑧𝑟)2.

Доказательство. Ñíà÷àëà ìû ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 5.3.3 ïðèâåä¼ì êâàä-
ðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó (𝑦1)2 + . . . + (𝑦𝑝)2 − (𝑦𝑝+1)2 − . . . − (𝑦𝑝+𝑞)2. Çàòåì ñäåëàåì
çàìåíó êîîðäèíàò 𝑦𝑘 = 𝑧𝑘 ïðè 𝑘 ⩽ 𝑝 è 𝑦𝑘 = 𝑖𝑧𝑘 ïðè 𝑘 > 𝑝. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
òðåáóåìûé âèä, ãäå 𝑟 = 𝑝+ 𝑞 = rk𝑄. □

Âèä, îïèñàííûé â ïðåäëîæåíèè 5.3.4, íàçûâàåòñÿ нормальным видом êîìïëåêñ-
íîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû (êîìïëåêñíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû).
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5.4. Нормальный вид эрмитовых полуторалинейных функций

Теорема 5.4.1. Для любой эрмитовой полуторалинейной функции 𝒮 существу-
ет базис, в котором её матрица имеет диагональный вид с 1, −1 и 0 на диагонали.

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.3.1
äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé: îòëè÷èå èìååòñÿ ëèøü âî âñïîìîãàòåëü-
íîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ìû ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ïîèñêà áàçèñà.

Ïóñòü 𝑆 = (𝑠𝑖𝑗) � ìàòðèöà ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè 𝒮 â èñõîäíîì áàçèñå.
Îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè ïåðâûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò îò-

ëè÷åí îò íóëÿ, ò. å. 𝑠11 = 𝒮(e1, e1) ̸= 0. Çàìåíà áàçèñà ïðîèçâîäèòñÿ ïî òåì æå ôîð-
ìóëàì (5.1), ÷òî è äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè (íàäî ëèøü çàìåíèòü
𝑏𝑖𝑗 íà 𝑠𝑖𝑗 è ℬ íà 𝒮 â ôîðìóëàõ).

Ïåðâîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè 𝑠11 = 0, íî ñóùåñòâó-
åò 𝑠𝑖𝑖 ̸= 0, è çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåñòàíîâêå ïåðâîãî è 𝑖-ãî áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Âòîðîå
âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè âñå 𝑠𝑖𝑖 = 𝒮(e 𝑖, e 𝑖) ðàâíû íóëþ.
Ïóñòü 𝑠12 = 𝒮(e1, e2) ̸= 0. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: Re 𝑠12 ̸= 0 è Re 𝑠12 = 0.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì òó æå çàìåíó, ÷òî è äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ
ôóíêöèé:

e1′ = e1 + e2, e2′ = e2, . . . , e𝑛′ = e𝑛.

Òîãäà â íîâîì áàçèñå ìû èìååì

𝑠′11 = 𝒮(e1′ , e1′) = 𝒮(e1 + e2, e1 + e2) = 𝒮(e1, e2) + 𝒮(e2, e1) = 2Re 𝑠12 ̸= 0.

Äàëåå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Åñëè æå Re 𝑠12 = 0, òî Im 𝑠12 ̸= 0 (òàê êàê 𝑠12 ̸= 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ). Â ýòîì

ñëó÷àå äåëàåì çàìåíó

e1′ = e1 + 𝑖e2, e2′ = e2, . . . , e𝑛′ = e𝑛.

Òîãäà â íîâîì áàçèñå ìû èìååì

𝑠′11 = 𝒮(e1′ , e1′) = 𝒮(e1 + 𝑖e2, e1 + 𝑖e2) = 𝑖𝒮(e1, e2)− 𝑖𝒮(e2, e1) = −2 Im 𝑠12 ̸= 0,

è ìû ñíîâà ìîæåì ïðèìåíèòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå è äîïîëíÿÿ åãî â íåîáõîäè-

ìûõ ñëó÷àÿõ âñïîìîãàòåëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèåì, ìû ïîëó÷àåì áàçèñ f 1, . . . , f 𝑛, â
êîòîðîì ìàòðèöà ýðìèòîâîé ôóíêöèè 𝒮 èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Ïóñòü 𝒮(f 𝑖, f 𝑖) = 𝑟𝑖𝑖. Ýòè ÷èñëà âåùåñòâåííû â ñèëó ýðìèòîâîñòè. Äàëåå äîêàçà-
òåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íàä R. □

Ýðìèòîâà ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå èç
ïðåäûäóùåé òåîðåìû, èìååò âèä

𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑝𝑦𝑝 − 𝑥𝑝+1𝑦𝑝+1 − . . .− 𝑥𝑝+𝑞𝑦𝑝+𝑞.

Ýòîò âèä íàçûâàåòñÿ нормальным видом ýðìèòîâîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû.

5.5. Закон инерции. Единственность нормального вида

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû íàä C íîðìàëüíûé âèä çàâèñèò
òîëüêî îò å¼ ðàíãà, è ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.
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Предложение 5.5.1. Две комплексные симметрические билинейные формы
(комплексные квадратичные формы) получаются друг из друга линейной заменой
координат тогда и только тогда, когда их ранги совпадают.

Â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì è â ñëó÷àå ýðìèòîâûõ
ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì ñèòóàöèÿ ñëîæíåå: èõ íîðìàëüíûé âèä íå îïðåäåëÿåòñÿ
îäíèì ëèøü ðàíãîì, à çàâèñèò åù¼ îò êîëè÷åñòâà 1 è −1 íà äèàãîíàëè ìàòðèöû.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íîðìàëüíûé âèä òàêîé ôîðìû íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ
ê íîðìàëüíîìó âèäó:

Теорема 5.5.2 (çàêîí èíåðöèè). Количество 1, −1 и 0 на диагонали нормального
вида матрицы вещественной симметрической билинейной функции ℬ не зависит
от способа приведения к нормальному виду.

Другими словами, если квадратичная форма 𝑄(𝑥) вещественной линейной заме-
ной 𝑥 = 𝐶𝑦 приводится к виду

(𝑦1)2 + . . .+ (𝑦𝑝)2 − (𝑦𝑝+1)2 − . . .− (𝑦𝑝+𝑞)2,

а вещественной линейной заменой 𝑥 = 𝐶 ′𝑧 — к виду

(𝑧1)2 + . . .+ (𝑧𝑝
′
)2 − (𝑧𝑝

′+1)2 − . . .− (𝑧𝑝
′+𝑞′)2,

то выполнены равенства 𝑝 = 𝑝′ и 𝑞 = 𝑞′.

Доказательство. Ïóñòü (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) � êîîðäèíàòû â èñõîäíîì áàçèñå e1, . . . , e𝑛

ïðîñòðàíñòâà 𝑉 , (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) � êîîðäèíàòû â áàçèñå f 1, . . . , f 𝑛, à (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) � êîîð-
äèíàòû â áàçèñå g1, . . . , g𝑛. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà

𝑈+ = ⟨f 1, . . . , f 𝑝⟩, 𝑈− = ⟨f 𝑝+1, . . . , f 𝑝+𝑞⟩, 𝑈0 = ⟨f 𝑝+𝑞+1, . . . , f 𝑛⟩,
𝑊+ = ⟨g1, . . . , g𝑝′⟩, 𝑊− = ⟨g𝑝′+1, . . . , g𝑝′+𝑞′⟩, 𝑊0 = ⟨g𝑝′+𝑞′+1, . . . , g𝑛⟩.

Äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ 𝑈+ ìû èìååì x = 𝑦1f 1+. . .+𝑦
𝑝f 𝑝 è ïîýòîìó ℬ(x , x ) =

(𝑦1)2 + . . .+ (𝑦𝑝)2 > 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè x ∈ 𝑈− ⊕𝑈0, òî ℬ(x , x ) ⩽ 0. Äëÿ íåíóëåâîãî
âåêòîðà x ∈ 𝑊+ ìû èìååì ℬ(x , x ) > 0, à äëÿ x ∈ 𝑊− ⊕𝑊0 èìååì ℬ(x , x ) ⩽ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑝 > 𝑝′. Òîãäà

dim𝑈+ + dim(𝑊− ⊕𝑊0) = 𝑝+ (𝑛− 𝑝′) > 𝑛 = dim𝑉,

çíà÷èò, 𝑈+ ∩ (𝑊−⊕𝑊0) ̸= {0}. Âîçüì¼ì íåíóëåâîé âåêòîð x â ýòîì ïåðåñå÷åíèè. Òàê
êàê x ∈ 𝑈+, èìååì ℬ(x , x ) > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç x ∈ 𝑊− ⊕ 𝑊0 ñëåäóåò, ÷òî
ℬ(x , x ) ⩽ 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî ïðèâîäèòñÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ ñëó÷àé 𝑝 < 𝑝′.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑝 = 𝑝′. Êðîìå òîãî, 𝑝+ 𝑞 = 𝑝′ + 𝑞′ = rkℬ, à çíà÷èò è 𝑞 = 𝑞′. □

Èìååò ìåñòî òàêæå çàêîí èíåðöèè äëÿ ýðìèòîâûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôóíêöèé,
êîòîðûé äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî:

Теорема 5.5.3. Количество 1, −1 и 0 на диагонали нормального вида матрицы
эрмитовой полуторалинейной функции не зависит от способа приведения к нор-
мальному виду.

Определение 5.5.4. Ðàçíîñòü 𝑝 − 𝑞 ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-
òåëüíûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íîðìàëüíîì âèäå íàçûâàåòñÿ сигнатурой èëè
индексом инерции âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè (ýðìèòîâîé
ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè).
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Èç òåîðåìû 5.5.2 ñëåäóåò, ÷òî ñèãíàòóðà, êàê è ðàíã, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîì âåùå-
ñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè (ýðìèòîâîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíê-
öèè), ò.å. íå çàâèñèò îò áàçèñà.

Следствие 5.5.5. Две вещественные симметрические билинейные формы или
две эрмитовы полуторалинейные функции получаются друг из друга линейной за-
меной координат тогда и только тогда, когда их ранги и сигнатуры совпадают.

Âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ìîæíî ñâåñòè â îäíî óòâåðæäåíèå: íîðìàëüíûé âèä
ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè èëè ýðìèòîâîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè
åäèíñòâåí.

5.6. Теорема Якоби. Критерий Сильвестра

Òåîðåìà ßêîáè ïîçâîëÿåò (ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ)
íàéòè íîðìàëüíûé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû áåç íàõîæäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî угловым минором порядка 𝑘 ìàòðèöû 𝑄 íàçûâàåòñÿ ìèíîð (îïðå-
äåëèòåëü ïîäìàòðèöû), ñîñòàâëåííûé èç ïåðâûõ 𝑘 ñòðîê è ïåðâûõ 𝑘 ñòîëáöîâ. Óãëî-
âîé ìèíîð ïîðÿäêà 𝑘 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |𝑄𝑘|.

Теорема 5.6.1 (ßêîáè). Предположим, что все угловые миноры матрицы 𝑄
квадратичной формы отличны от нуля до порядка 𝑟 = rk𝑄. Тогда существует
замена координат, приводящая данную квадратичную форму к виду

|𝑄1|(𝑥1)2 +
|𝑄2|
|𝑄1|

(𝑥2)2 + . . .+
|𝑄𝑟|
|𝑄𝑟−1|

(𝑥𝑟)2.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó. Ñêàæåì, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò ìåñòî
регулярный случай, åñëè îíà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïîñëåäîâàòåëüíûì
ïðèìåíåíèåì èñêëþ÷èòåëüíî îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà.

Лемма 5.6.2. Для квадратичной формы 𝑄(𝑥) имеет место регулярный случай
тогда и только тогда, когда все угловые миноры её матрицы 𝑄 отличны от нуля
до порядка 𝑟 = rk𝑄.

Доказательство. Ïóñòü óãëîâûå ìèíîðû äî ïîðÿäêà 𝑟 îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà
𝑞11 = |𝑄1| � óãëîâîé ìèíîð ïîðÿäêà 1, êîòîðûé íå ðàâåí íóëþ ïî ïðåäïîëîæåíèþ.
Çíà÷èò, íà ïåðâîì øàãå ïðèìåíèìî îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîñëå 𝑘-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðèíèìàåò âèä

(5.2) 𝑄′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑞′11 0

. . . 0
0 𝑞′𝑘𝑘

𝑞′𝑘+1,𝑘+1 . . .

0
...

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà çàìåíû êîîðäèíàò äëÿ îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 − 𝑞12

𝑞11
· · · − 𝑞1𝑛

𝑞11

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎠
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(ñì. ôîðìóëû (5.1)). Äëÿ óãëîâûõ ïîäìàòðèö 𝑄𝑘 ìû èìååì 𝑄′
𝑘 = 𝐶𝑡

𝑘𝑄𝑘𝐶𝑘, ãäå 𝐶𝑘 �
óãëîâàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû 𝐶. Òàê êàê det𝐶𝑘 = 1, ìû ïîëó÷àåì |𝑄′

𝑘| = |𝑄𝑘|, ò.å.
óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå ìåíÿþòñÿ ïðè îñíîâíîì ïðåîáðà-
çîâàíèè ìåòîäà Ëàãðàíæà.

Âîçâðàùàÿñü ê ìàòðèöå (5.2), ìû ïîëó÷àåì |𝑄𝑘+1| = |𝑄′
𝑘+1| = 𝑞′11 · · · 𝑞′𝑘𝑘𝑞′𝑘+1,𝑘+1 ̸=

0 ïðè 𝑘 < 𝑟 ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑞′𝑘+1,𝑘+1 ̸= 0, è ìû ñíîâà ìîæåì
ïðèìåíèòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïîñëå 𝑟-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì ìàòðè-
öó (5.2), ãäå 𝑘 = 𝑟 è ìàòðèöà â ïðàâîì íèæíåì óãëó ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíå-
íèåì îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà, è ìû èìååì ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé.

Ïóñòü òåïåðü èìååò ìåñòî ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé, ò.å. ôîðìà ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëü-
íîìó âèäó ñ íåíóëåâûìè ÷èñëàìè 𝑞′11, . . . , 𝑞

′
𝑟𝑟 íà äèàãîíàëè ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìå-

íåíèåì îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà, òàê êàê óãëîâûå ìèíîðû íå ìåíÿþòñÿ ïðè
îñíîâíîì ïðåîáðàçîâàíèè, ìû èìååì |𝑄𝑘| = |𝑄′

𝑘| = 𝑞′11 · · · 𝑞′𝑘𝑘 ̸= 0 ïðè 𝑘 ⩽ 𝑟. □

Доказательство теоремы Якоби. Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû, ìû ìîæåì
ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

𝑞′11(𝑢
1)2 + . . .+ 𝑞′𝑟𝑟(𝑢

𝑟)2

èñïîëüçóÿ ëèøü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà. Òîãäà |𝑄𝑘| = |𝑄′
𝑘| =

𝑞′11 · · · 𝑞′𝑘𝑘 ïðè 𝑘 ⩽ 𝑟, ò.å. 𝑞′𝑘𝑘 =
|𝑄𝑘|

|𝑄𝑘−1|
, ÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Определение 5.6.3. Ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ℬ íàçûâàåòñÿ поло-
жительно определённой, åñëè ℬ(x , x ) > 0 ïðè x ̸= 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà 𝑄(𝑥) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 𝑄(𝑥) > 0 ïðè 𝑥 ̸= 0 è òàêæå íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ çàäà¼ò â ïðî-
ñòðàíñòâå 𝑉 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò.å. ïðåâðàùàåò 𝑉 â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Теорема 5.6.4 (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Симметрическая билинейная функция
(квадратичная форма) положительно определена тогда и только тогда, когда все
угловые миноры её матрицы в некотором базисе положительны.

Доказательство. Ïóñòü âñå óãëîâûå ìèíîðû |𝑄𝑘| ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû 𝑄(𝑥) ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû ßêîáè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó 𝑄(𝑢) = 𝑞′11(𝑢
1)2 + . . .+ 𝑞′𝑛𝑛(𝑢

𝑛)2, ãäå 𝑛 = rk𝑄 = dim𝑉 , à 𝑞′𝑘𝑘 =
|𝑄𝑘|

|𝑄𝑘−1|
> 0.

Òàêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òàê êàê 𝑄(𝑢) > 0 ïðè 𝑢 ̸= 0.
Îáðàòíî, ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 𝑄(𝑥) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òàê êàê â

ëþáîì áàçèñå ìû èìååì 𝑞𝑖𝑖 = ℬ(e 𝑖, e 𝑖) > 0, âñåãäà ïðèìåíèìî îñíîâíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
ìû ïðèâåä¼ì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó 𝑄(𝑢) = 𝑞′11(𝑢

1)2+ . . .+𝑞′𝑛𝑛(𝑢
𝑛)2, ãäå 𝑞′𝑖𝑖 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, |𝑄𝑘| = |𝑄′
𝑘| = 𝑞′11 · · · 𝑞′𝑘𝑘 > 0 äëÿ ëþáîãî 𝑘. □

5.7. Симметрические билинейные функции в евклидовых пространствах.

Канонический вид

Ïóñòü 𝑉 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìû çíàåì èç òåîðåìû 3.9.3, ÷òî îòîáðàæå-
íèå x ↦→ 𝜉x = (x , · ) óñòàíàâëèâàåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì 𝑉 → 𝑉 * ìåæäó 𝑉 è
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åãî äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì 𝑉 *. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâà
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé Hom(𝑉, 𝑉 ) è Hom(𝑉, 𝑉 *). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Hom(𝑉, 𝑉 ) �
ýòî ïðîñòðàíñòâî End(𝑉 ) ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, à èç òåîðåìû 5.1.6 ñëåäóåò, ÷òî
Hom(𝑉, 𝑉 *) � ýòî ïðîñòðàíñòâî áèëèíåéíûõ ôóíêöèé B(𝑉 ). Åñëè âíèêíóòü â ïîñòðî-
åíèå ýòèõ èçîìîðôèçìîâ, òî ìû óâèäèì, ÷òî â ÿâíîì âèäå êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì
ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðîâ è ïðîñòðàíñòâîì áèëèíåéíûõ ôóíêöèé â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå ëåãêî äîêàçàòü è
íåïîñðåäñòâåííî:

Предложение 5.7.1. Пусть 𝑉 — евклидово пространство. Отображение 𝒜 ↦→
ℬ𝒜 = (𝒜 · , · ) устанавливает изоморфизм 𝜓 : End(𝑉 ) → B(𝑉 ) между простран-
ством операторов и пространством билинейных функций. Здесь ℬ𝒜 = (𝒜 · , · ) —
билинейная функция, задаваемая формулой ℬ𝒜(x, y) = (𝒜x, y).

Доказательство. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà End(𝑉 ) è B(𝑉 ) èìåþò îäèíàêîâóþ ðàç-
ìåðíîñòü 𝑛2, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ìîíîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ 𝜓. Ïóñòü 𝜓(𝒜) = 0,
ò.å. ℬ𝒜 � òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà (𝒜x , y) = 0 äëÿ ëþáûõ x , y . Â ÷àñò-
íîñòè, (𝒜x ,𝒜x ) = 0 äëÿ ëþáîãî x , ò.å. 𝒜x = 0 è 𝒜 = 𝒪 � íóëåâîé îïåðàòîð. □

Ýòî óòâåðæäåíèå èìååò âàæíûå ñëåäñòâèÿ: îíî ïîçâîëÿåò ïåðåâîäèòü óòâåðæäå-
íèÿ îá îïåðàòîðàõ â óòâåðæäåíèÿ î áèëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ è íàîáîðîò. Îäíî èç îñ-
íîâíûõ ïðèëîæåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

Теорема 5.7.2. Для билинейной симметрической функции в евклидовом про-
странстве существует ортонормированный базис, в котором её матрица диаго-
нальна. Другими словами, квадратичная форма приводится к диагональному виду
ортогональным преобразованием.

Первое доказательство. Ïóñòü ℬ � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ è
𝒜 � ñîîòâåòñòâóþùèé åé îïåðàòîð, ò. å. ℬ = ℬ𝒜. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ℬ(x , y) = ℬ(y , x )
ñëåäóåò, ÷òî (𝒜x , y) = (𝒜y , x ) = (x ,𝒜y), ò. å. îïåðàòîð 𝒜 ñàìîñîïðÿæ¼í. Âûáå-
ðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , e𝑛 èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝒜, ò.å.
𝒜e 𝑖 = 𝜆𝑖e 𝑖. Òîãäà äëÿ ìàòðèöû 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) ôóíêöèè ℬ â ýòîì áàçèñå èìååì

𝑏𝑖𝑗 = ℬ(e 𝑖, e𝑗) = (𝒜e 𝑖, e𝑗) = (𝜆𝑖e 𝑖, e𝑗) = 𝜆𝑖𝛿𝑖𝑗,

ò.å. ìàòðèöà 𝐵 äèàãîíàëüíà (è ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé îïåðàòîðà 𝒜). □

Второе доказательство. Ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ìàòðèöà áèëèíåé-
íîé ôóíêöèè è ìàòðèöà îïåðàòîðà ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ïóñòü 𝐵 �
ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ïðè îðòîãî-
íàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñ ìàòðèöåé 𝐶 ìàòðèöà 𝐵 ïåðåõîäèò â ìàòðèöó 𝐵′ = 𝐶𝑡𝐵𝐶.
Òàê êàê ìàòðèöà 𝐶 îðòîãîíàëüíà, òî æå ïðåîáðàçîâàíèå ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå
𝐵′ = 𝐶−1𝐵𝐶. Íî ýòî � çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà. Òàê êàê îïå-
ðàòîð ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé 𝐵 â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ñàìîñîïðÿæ¼í, åãî
ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. □

Äèàãîíàëüíûé âèä, ê êîòîðîìó ïðèâîäèòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
(êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà) îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, íàçûâàåòñÿ каноническим.
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Предложение 5.7.3. Канонический вид симметрической билинейной функции
(квадратичной формы) единствен с точностью до перестановки диагональных эле-
ментов. Эти элементы представляют собой собственные значения матрицы квад-
ратичной формы в любом ортонормированном базисе.

Доказательство. Ïóñòü 𝑄 � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå. Òîãäà äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êàíîíè÷åñêîãî âèäà � ýòî ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà ñ ìàòðèöåé 𝑄, ò.å. êîðíè óðàâíåíèÿ
det(𝑄− 𝑡𝐸) = 0. Â äðóãîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
åñòü 𝑄′ = 𝐶𝑡𝑄𝐶 è å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ det(𝑄′− 𝑡𝐸) = 0.
Òàê êàê

det(𝑄′ − 𝑡𝐸) = det(𝐶𝑡𝑄𝐶 − 𝑡𝐶𝑡𝐶) = det(𝐶𝑡(𝑄− 𝑡𝐸)𝐶) =

= det(𝐶𝑡𝐶) det(𝑄− 𝑡𝐸) = det(𝑄− 𝑡𝐸),

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö 𝑄 è 𝑄′ ñîâïàäàþò. □

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû òàêæå íàçûâàþò å¼ главны-
ми осями, à ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó � приведением к главным осям.

5.8. Приведение пары форм к диагональному виду. Собственные

значения и собственные векторы пары форм

Ìîäèôèêàöèÿ òåîðåìû 5.7.2 ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ïðèâîäèòü ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ñðàçó äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, îäíà èç êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:

Теорема 5.8.1. Пусть даны две квадратичные формы 𝑄(𝑥) и 𝐵(𝑥), причём фор-
ма 𝑄(𝑥) положительно определена. Тогда существует линейная замена координат
𝑥 = 𝐶𝑦, приводящая форму 𝑄(𝑥) к нормальному виду (𝑦1)2 + . . . + (𝑦𝑛)2, а форму
𝐵(𝑥) — к диагональному виду 𝜆1(𝑦

1)2 + . . .+ 𝜆𝑛(𝑦
𝑛)2.

Доказательство. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìå 𝑄(𝑥), ïðåâðàùàåò 𝑉 â åâêëèäî-
âî ïðîñòðàíñòâî. Â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ìàòðèöà Ãðàìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
åñòü 𝑄. Â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà Ãðàìà (îíà æå ìàòðèöà êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû 𝑄(𝑥)) áóäåò åäèíè÷íîé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.7.2 ñóùåñòâóåò îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ôîðìû 𝐵(𝑥) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. □

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìàòðèöà 𝐶 çàìåíû êîîðäèíàò èç ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìû íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé: âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 𝐶𝑡𝐶 = 𝐸 îíà óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ 𝐶𝑡𝑄𝐶 = 𝐸. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñòîëáöû ìàòðèöû 𝐶 îáðàçóþò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â R𝑛 ñ ìàòðèöåé Ãðàìà 𝑄.

Åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ïðåâðàòèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.8.1 â ïðàêòè÷åñêèé
àëãîðèòì, òî íàì ïðèä¼òñÿ äåéñòâîâàòü â äâà øàãà: ñíà÷àëà íàéòè ìàòðèöó 𝐶 ′, ïðè-
âîäÿùóþ 𝑄 ê åäèíè÷íîìó âèäó (ò. å. (𝐶 ′)𝑡𝑄𝐶 ′ = 𝐸), à ìàòðèöó 𝐵 ê íåêîòîðîìó âèäó
𝐵′ = (𝐶 ′)𝑡𝐵𝐶 ′; çàòåì íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó 𝐶 ′′, ïðèâîäÿùóþ 𝐵′ ê êàíî-
íè÷åñêîìó (äèàãîíàëüíîìó) âèäó, ò. å. òàêóþ, ÷òî (𝐶 ′′)𝑡𝐵′𝐶 ′′ = 𝐷 � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà; òîãäà äëÿ 𝐶 = 𝐶 ′𝐶 ′′ ìû èìååì 𝐶𝑡𝑄𝐶 = 𝐸 è 𝐶𝑡𝐵𝐶 = 𝐷.

Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ýòî ìåòîä íå î÷åíü ýôôåêòèâåí. Áîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä
îñíîâàí íà ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè:
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Определение 5.8.2. Ïóñòü äàíû äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû 𝑄(𝑥) è 𝐵(𝑥), ïðè-
÷¼ì 𝑄(𝑥) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Êîðíè óðàâíåíèÿ det(𝐵 − 𝑡𝑄) = 0 íàçûâàþòñÿ
собственными значениями пары форм 𝑄(𝑥) è 𝐵(𝑥).

Ïóñòü 𝜆 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðû ôîðì 𝑄(𝑥) è 𝐵(𝑥). Íåíóëåâîé âåêòîð 𝑦, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå óðàâíåíèé (𝐵−𝜆𝑄)𝑦 = 0, íàçûâàåòñÿ собственным вектором
пары форм, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜆.

Теорема 5.8.3. Предположим, что линейная замена 𝑥 = 𝐶𝑦 приводит положи-
тельно определённую форму 𝑄(𝑥) к нормальному виду (𝑦1)2 + . . . + (𝑦𝑛)2, а форму
𝐵(𝑥) — к диагональному виду 𝜆1(𝑦

1)2 + . . . + 𝜆𝑛(𝑦
𝑛)2. Тогда числа 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 суть

собственные значения пары форм 𝑄(𝑥) и 𝐵(𝑥), а столбцы матрицы 𝐶 образуют ба-
зис из собственных векторов пары форм, который является ортонормированным
относительно скалярного произведения, задаваемого формой 𝑄(𝑥).

Доказательство. Ìû èìååì 𝐶𝑡𝑄𝐶 = 𝐸, à 𝐶𝑡𝐵𝐶 = 𝐷, ãäå 𝐷 � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ÷èñëàìè 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 íà äèàãîíàëè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑖 ìàòðèöà 𝐷 − 𝜆𝑖𝐸
âûðîæäåííà, ñëåäîâàòåëüíî,

0 = det(𝐷−𝜆𝑖𝐸) = det(𝐶𝑡𝐵𝐶−𝜆𝑖𝐶𝑡𝑄𝐶) = det(𝐶𝑡(𝐵−𝜆𝑖𝑄)𝐶) = det(𝐶)2 det(𝐵−𝜆𝑖𝑄).
Òàê êàê ìàòðèöà 𝐶 íåâûðîæäåííà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî det(𝐵 − 𝜆𝑖𝑄) = 0, ò. å. 𝜆𝑖 �
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðû ôîðì.

Ïóñòü 𝑐𝑖 � 𝑖-é ñòîëáåö ìàòðèöû 𝐶. Èç ñîîòíîøåíèÿ 𝐶𝑡(𝐵 − 𝜆𝑖𝑄)𝐶 = 𝐷− 𝜆𝑖𝐸 ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑖-é ñòîëáåö ìàòðèöû 𝐶𝑡(𝐵−𝜆𝑖𝑄)𝐶 íóëåâîé, ò. å. 𝐶𝑡(𝐵−𝜆𝑖𝑄)𝑐𝑖 = 0. Òàê
êàê ìàòðèöà 𝐶 îáðàòèìà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (𝐵 − 𝜆𝑖𝑄)𝑐𝑖 = 0, ò.å. 𝑐𝑖 � ñîáñòâåííûé
âåêòîð ïàðû ôîðì, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜆𝑖.

Íàêîíåö, ñîîòíîøåíèå 𝐶𝑡𝑄𝐶 = 𝐸 âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû 𝐶
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ ìàò-
ðèöåé Ãðàìà 𝑄. □

5.9. Нормальный вид кососимметрических билинейных функций

Ïóñòü ℬ � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé 2. Ñîîòâåòñòâóþùóþ åé êîñîñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ
ôîðìó 𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑏𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗, ãäå 𝑏𝑗𝑖 = −𝑏𝑖𝑗, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝐵(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑖<𝑗

𝑏𝑖𝑗(𝑥
𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖).

Теорема 5.9.1. Для любой кососимметрической билинейной функции ℬ над по-
лем характеристики, не равной 2, существует базис, в котором её матрица блочно-
диагональная с блоками размера 1 или 2, причём блоки размера 1 нулевые, а блоки

размера 2 имеют вид

(︂
0 1
−1 0

)︂
.

Другими словами, любую кососимметрическую билинейную форму 𝐵(𝑥, 𝑦) ли-
нейной заменой координат можно привести к виду

(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1) + (𝑥3𝑦4 − 𝑥4𝑦3) + . . .+ (𝑥2𝑘−1𝑦2𝑘 − 𝑥2𝑘𝑦2𝑘−1).

Доказательство. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .
Ïðè dim𝑉 = 1 äîêàçûâàòü íå÷åãî, òàê êàê êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íóëåâàÿ

(çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå ðàâíà 2).
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Ïóñòü dim𝑉 = 2. Òîãäà ìàòðèöà êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîì

áàçèñå e1, e2 èìååò âèä

(︂
0 𝑏
−𝑏 0

)︂
, ãäå 𝑏 = 𝑏12 = ℬ(e1, e2). Ïóñòü 𝑏 ̸= 0 (èíà÷å ìû óæå

èìååì äâà áëîêà èç íóëåé). Òîãäà â íîâîì áàçèñå e1′ = e1 è e2′ = 1
𝑏
e2 âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå

𝑏′12 = ℬ(e1′ , e2′) = ℬ(e1,
1

𝑏
e2) =

1

𝑏
ℬ(e1, e2) = 1,

ò. å. ìàòðèöà êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû èìååò òðåáóåìûé âèä

(︂
0 1
−1 0

)︂
.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíî-
ñòè ìåíüøå 𝑛, è äîêàæåì åãî äëÿ ðàçìåðíîñòè 𝑛. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ℬ íå
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé (èíà÷å äîêàçûâàòü íå÷åãî). Ïóñòü 𝑏12 = ℬ(e1, e2) ̸= 0
äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà e1, . . . , e𝑛. Ïîïûòàåìñÿ çàìåíèòü áàçèñíûå âåêòîðû òàê, ÷òîáû
íîâûå âåêòîðû e1′ , . . . , e𝑛′ óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèÿì

(5.3) ℬ(e1′ , e2′) = 1, ℬ(e1′ , e 𝑖′) = ℬ(e2′ , e 𝑖′) = 0 ïðè 𝑖 ⩾ 3.

Íîâûé áàçèñ áóäåì èñêàòü â âèäå

e1′ = e1, e2′ = 𝑐e2, e 𝑖′ = e 𝑖 + 𝑐1𝑖′e1 + 𝑐2𝑖′e2 ïðè 𝑖 ⩾ 3.

Ïîäñòàâèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (5.3), ïîëó÷èì 𝑐 = 1
𝑏12

è

0 = ℬ(e1′ , e 𝑖′) = ℬ(e1, e 𝑖 + 𝑐1𝑖′e1 + 𝑐2𝑖′e2) = 𝑏1𝑖 + 𝑐2𝑖′𝑏12,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑐2𝑖′ = − 𝑏1𝑖
𝑏12
. Àíàëîãè÷íî,

0 = ℬ(e2′ , e 𝑖′) = ℬ(𝑐e2, e 𝑖 + 𝑐1𝑖′e1 + 𝑐2𝑖′e2) = 𝑐(𝑏2𝑖 − 𝑐1𝑖′𝑏12),

îòêóäà ñëåäóåò ÷òî 𝑐1𝑖′ =
𝑏2𝑖
𝑏12
. Îêîí÷àòåëüíî íàøà çàìåíà áàçèñà èìååò âèä

e1′ = e1, e2′ =
1

𝑏12
e2, e 𝑖′ = e 𝑖 +

𝑏2𝑖
𝑏12

e1 −
𝑏1𝑖
𝑏12

e2 ïðè 𝑖 ⩾ 3.

Ââèäó ñîîòíîøåíèé (5.3) â íîâîì áàçèñå ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ èìååò âèä

𝐵′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1
−1 0

0 · · · 0
0 · · · 0

0 0
...

...
0 0

̃︀𝐵′

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ãäå ̃︀𝐵′ � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè ℬ íà ïîäïðîñòðàíñòâå ⟨e3′ , . . . , e𝑛′⟩. Òàê êàê
ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü 𝑛 − 2, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â í¼ì ñó-
ùåñòâóåò òðåáóåìûé áàçèñ e3′′ , . . . , e𝑛′′ . Òîãäà â áàçèñå e1′ , e2′ , e3′′ , . . . , e𝑛′′ èñõîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ìàòðèöà êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ℬ èìååò òðåáóåìûé âèä. □

Âèä, îïèñàííûé â òåîðåìå 5.9.1, íàçûâàåòñÿ нормальным видом êîñîñèììåòðè÷å-
ñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû.

Следствие 5.9.2.

à) Ранг кососимметрической билинейной функции — чётное число.
á) Кососимметрическая билинейная функция в пространстве нечётной раз-

мерности всегда вырожденна.
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ßñíî, ÷òî íîðìàëüíûé âèä êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû çàâèñèò òîëü-
êî îò å¼ ðàíãà, è ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Предложение 5.9.3. Две кососимметрические билинейные формы получаются
друг из друга линейной заменой координат тогда и только тогда, когда их ранги
совпадают.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé,
íîðìàëüíûé âèä êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò ïîëÿ (ïðè óñëîâèè, ÷òî
åãî õàðàêòåðèñòèêà îòëè÷íà îò 2).

5.10. Симплектические пространства. Лагранжевы подпространства.

Существование дополнительного лагранжева подпространства.

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ôèêñèðîâàííîé íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé. Àíà-
ëîãè÷íî ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Определение 5.10.1. Симплектическим пространством íàçûâàåòñÿ âåùå-
ñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉 ñ ôèêñèðîâàííîé íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé áè-
ëèíåéíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ 𝜔 : 𝑉 × 𝑉 → R, (u , v) ↦→ 𝜔(u , v).

Èç ñëåäñòâèÿ 5.9.2 âûòåêàåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉
âñåãäà ÷¼òíà; ìû ôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèå dim𝑉 = 𝑛 = 2𝑚.

Определение 5.10.2. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑈 â ñèì-
ïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî

𝑈⊥ = {v ∈ 𝑉 : 𝜔(u , v) = 0 äëÿ âñåõ u ∈ 𝑈}.
Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âî ìíîãîì

ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Предложение 5.10.3. Для любых подпространств 𝑈 и 𝑊 симплектического
пространства 𝑉 выполнены равенства

à) dim𝑈⊥ = 𝑛− dim𝑈 ;
á) (𝑈⊥)⊥ = 𝑈 ;
â) (𝑈 +𝑊 )⊥ = 𝑈⊥ ∩𝑊⊥;
ã) (𝑈 ∩𝑊 )⊥ = 𝑈⊥ +𝑊⊥.

Доказательство. à) Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , e𝑘 â 𝑈 è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà
e1, . . . , e𝑛 â 𝑉 . Ïóñòü â ýòîì áàçèñå êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 𝜔 çàäà¼òñÿ ìàòðè-
öåé 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗), ò. å. 𝜔(e 𝑖, e𝑗) = 𝑏𝑖𝑗. Òîãäà äëÿ âåêòîðà x = 𝑥𝑗e𝑗 óñëîâèå ïðèíàäëåæíî-
ñòè ïîäïðîñòðàíñòâó 𝑈⊥ çàïèñûâàåòñÿ 𝑘 ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè

𝜔(e 𝑖, x ) = 𝜔(e 𝑖, 𝑥
𝑗e𝑗) = 𝑏𝑖𝑗𝑥

𝑗 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (𝑘×𝑛)-ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ
èç ïåðâûõ 𝑘 ñòðîê ìàòðèöû 𝐵. Òàê êàê ìàòðèöà 𝐵 íåâûðîæäåííà (èìååò ðàíã 𝑛),
ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí 𝑘, à çíà÷èò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðàâíà
𝑛− 𝑘 = 𝑛− dim𝑈 , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

á) Òàê êàê 𝜔 � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâåíñòâî 𝜔(u , v) = 0 äëÿ ëþ-
áûõ u ∈ 𝑈 è v ∈ 𝑈⊥ îçíà÷àåò, ÷òî 𝑈 ⊂ (𝑈⊥)⊥. Èç óòâåðæäåíèÿ à) âûòåêàåò, ÷òî
dim(𝑈⊥)⊥ = 𝑛− (𝑛− dim𝑈) = dim𝑈 , ïîýòîìó 𝑈 = (𝑈⊥)⊥.
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â) Äîêàæåì, ÷òî (𝑈 +𝑊 )⊥ ⊂ 𝑈⊥ ∩𝑊⊥. Ïóñòü v ∈ (𝑈 +𝑊 )⊥, ò. å. 𝜔(u +w , v) = 0
äëÿ ëþáûõ u ∈ 𝑈 è w ∈ 𝑊 . Ïîëàãàÿ w = 0 è u = 0 ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî
v ∈ 𝑈⊥ è v ∈ 𝑊⊥, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî v ∈ 𝑈⊥ ∩𝑊⊥.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî 𝑈⊥∩𝑊⊥ ⊂ (𝑈+𝑊 )⊥. Ïóñòü v ∈ 𝑈⊥∩𝑊⊥. Òîãäà 𝜔(u , v) = 0
äëÿ ëþáîãî u ∈ 𝑈 è 𝜔(w , v) = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ 𝑊 . Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜔(u+w , v) = 0,
ò. å. v ∈ (𝑈 +𝑊 )⊥.

ã) ßñíî, ÷òî 𝑈⊥ ⊂ (𝑈 ∩𝑊 )⊥ è 𝑊⊥ ⊂ (𝑈 ∩𝑊 )⊥, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑈⊥ +𝑊⊥ ⊂
(𝑈 ∩𝑊 )⊥. Äàëåå, èìååì

dim(𝑈⊥ +𝑊⊥) = dim𝑈⊥ + dim𝑊⊥ − dim(𝑈⊥ ∩𝑊⊥) =

= dim𝑈⊥ + dim𝑊⊥ − dim(𝑈 +𝑊 )⊥ =

= 𝑛− dim𝑈 + 𝑛− dim𝑊 − 𝑛+ dim(𝑈 +𝑊 ) = 𝑛− dim(𝑈 ∩𝑊 ) = dim(𝑈 ∩𝑊 )⊥.

Ïîýòîìó (𝑈 ∩𝑊 )⊥ = 𝑈⊥ +𝑊⊥. □

Замечание. Ïðåäëîæåíèå 5.10.3 âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåâûðîæäåííîé
áèëèíåéíîé ôóíêöèè, íî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü левое è правое îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå.

Â îòëè÷èå îò åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàâåíñòâî 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥ ìîæåò íå èìåòü
ìåñòà â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Определение 5.10.4. Ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑈 ⊂ 𝑉 íàçûâàåòñÿ изотропным, åñëè
𝜔|𝑈 = 0, ò. å. 𝜔(u ,u ′) = 0 äëÿ ëþáûõ u ,u ′ ∈ 𝑈 .

Äðóãèìè ñëîâàìè, 𝑈 èçîòðîïíî, åñëè 𝑈 ⊂ 𝑈⊥. Äëÿ èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû
èìååì dim𝑈 ⩽ dim𝑈⊥ = 𝑛− dim𝑈 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî dim𝑈 ⩽ 𝑚 = 𝑛

2
.

Èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐿 ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè 𝑚 = dim𝑉
2

íàçûâàåòñÿ
лагранжевым. Äëÿ òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà èìååì 𝐿 = 𝐿⊥.

Èç òåîðåìû 5.9.1 î íîðìàëüíîì âèäå êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè âûòåêàåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , e2𝑛, äëÿ êîòîðîãî

𝜔(e 𝑖, e𝑗) =

{︃
1, åñëè 𝑖 íå÷¼òíî è 𝑗 = 𝑖+ 1,

0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ 𝑖 è 𝑗 > 𝑖.

Ðàññìîòðèì íîâûé áàçèñ, ïîëó÷àåìûé ïåðåíóìåðàöèåé âåêòîðîâ e1, . . . , e2𝑛:

a 𝑖 = e2𝑖−1, b 𝑖 = e2𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Òàêîé áàçèñ a1, . . . ,a𝑚, b1, . . . , b𝑚 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

𝜔(a 𝑖, b𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝜔(a 𝑖,a 𝑗) = 𝜔(b 𝑖, b𝑗) = 0

è íàçûâàåòñÿ симплектическим èëè гамильтоновым базисом. Ìàòðèöà ôóíêöèè 𝜔

â ñèìïëåêòè÷åñêîì áàçèñå èìååò âèä

(︂
0 𝐸

−𝐸 0

)︂
.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî áàçèñà ñðàçó âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ëà-
ãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂
{1, . . . ,𝑚} (âîçìîæíî, ïóñòîãî) ïîëîæèì

𝐿𝐼 = ⟨a 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼, b𝑗 : 𝑗 /∈ 𝐼⟩.
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ßñíî, ÷òî dim𝐿𝐼 = 𝑚 è 𝐿𝐼 � ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî. Â ÷àñòíîñòè, 𝐿{1,...,𝑚} =
⟨a1, . . . ,a𝑚⟩ è 𝐿∅ = ⟨b1, . . . , b𝑚⟩. Ëàãðàíæåâû ïðîñòðàíñòâà âèäà 𝐿𝐼 íàçûâàþòñÿ
стандартными äëÿ äàííîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî áàçèñà.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëàãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî.

Лемма 5.10.5. Любое изотропное подпространство 𝑈 содержится в некотором
лагранжевом.

Доказательство. Ïóñòü dim𝑈 = 𝑘. Ðàññìîòðèì 𝜔|𝑈⊥ � îãðàíè÷åíèå êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè 𝜔 íà ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑈⊥. Òàê êàê 𝜔|𝑈 = 0 è 𝑈 ⊂ 𝑈⊥, êîñî-
ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 𝜔|𝑈⊥ âûðîæäåííà (åñëè 𝑈 ̸= {0}), à å¼ ðàíã ðàâåí

dim𝑈⊥ − dim(𝑈⊥)⊥ = dim𝑈⊥ − dim𝑈 = 𝑛− 𝑘 − 𝑘 = 2(𝑚− 𝑘).

Ïðèâåäÿ ôóíêöèþ 𝜔|𝑈⊥ ê íîðìàëüíîìó âèäó, ïîëó÷èì, ÷òî â íåêîòîðîì áàçèñå

a1, . . . ,a𝑚−𝑘, b1, . . . , b𝑚−𝑘, c1, . . . , c𝑘 å¼ ìàòðèöà áóäåò èìåòü âèä

⎛⎝ 0 𝐸 0
−𝐸 0 0
0 0 0

⎞⎠. Ïðè
ýòîì 𝑈 = ⟨c1, . . . , c𝑘⟩. Ðàññìîòðèì 𝐿 = ⟨b1, . . . , b𝑚−𝑘, c1, . . . , c𝑘⟩. Òîãäà 𝑈 ⊂ 𝐿 è
dim𝐿 = 𝑚. Íàêîíåö, ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐿 ëàãðàíæåâî, òàê êàê ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ
𝜔|𝐿 åñòü ïðàâûé íèæíèé êâàäðàò èç íóëåé â ìàòðèöå îãðàíè÷åíèÿ 𝜔|𝑈⊥ . □

Теорема 5.10.6. Для любого лагранжева подпространства 𝐿 ⊂ 𝑉 существует
такое лагранжево подпространство ̃︀𝐿, что

𝑉 = 𝐿⊕ ̃︀𝐿.
Подпространство ̃︀𝐿 можно выбрать среди стандартных подпространств 𝐿𝐼 , от-
вечающих произвольному наперёд заданному симплектическому базису.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐿{1,...,𝑚} = ⟨a1, . . . ,a𝑚⟩ è ïóñòü
𝐼 � òàêîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ, ÷òî âåêòîðû a 𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, ïîðîæäàþò â 𝐿{1,...,𝑚}
ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïîëíèòåëüíîå ê 𝐿{1,...,𝑚} ∩ 𝐿:

(𝐿{1,...,𝑚} ∩ 𝐿)⊕ ⟨a 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ = 𝐿{1,...,𝑚}

(äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü áàçèñ e1, . . . , e𝑘 â 𝐿{1,...,𝑚} ∩ 𝐿 è çàòåì âûáðîñèòü èç ñå-
ìåéñòâà âåêòîðîâ e1, . . . , e𝑘,a1, . . . ,a𝑚 âñå âåêòîðû, ëèíåéíî âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç
ïðåäûäóùèå). Òàê êàê 𝐿{1,...,𝑚} ∩ 𝐿 ⊂ 𝐿 = 𝐿⊥ è ⟨a 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ ⊂ 𝐿𝐼 = 𝐿⊥

𝐼 , ìû èìååì

𝐿{1,...,𝑚} = (𝐿{1,...,𝑚} ∩ 𝐿)⊕ ⟨a 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ ⊂ 𝐿⊥ + 𝐿⊥
𝐼 = (𝐿 ∩ 𝐿𝐼)

⊥.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐿 ∩ 𝐿𝐼 ⊂ 𝐿⊥
{1,...,𝑚} = 𝐿{1,...,𝑚}. Òîãäà

𝐿 ∩ 𝐿𝐼 = (𝐿 ∩ 𝐿{1,...,𝑚}) ∩ (𝐿𝐼 ∩ 𝐿{1,...,𝑚}) = (𝐿 ∩ 𝐿{1,...,𝑚}) ∩ ⟨a 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ = {0}.
Òàê êàê dim𝐿+ dim𝐿𝐼 = dim𝑉 , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑉 = 𝐿⊕ 𝐿𝐼 . □

5.11. Пространства с обобщённым скалярным произведением. Группы

операторов. Псевдоевклидовы пространства.

Определение 5.11.1. Ïóñòü 𝑉 � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñêàæåì, ÷òî íà 𝑉
çàäàíî обобщённое скалярное произведение, åñëè íà 𝑉 çàäàíà ôèêñèðîâàííàÿ íåâû-
ðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ℬ. Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì áóäåì îáîçíà÷àòü îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç (x , y) = ℬ(x , y).
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Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ) è ñèìïëåêòè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ).

Псевдоевклидовым пространством íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ îáîáù¼ííûì ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, çàäàâàåìûì íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé
ôóíêöèåé (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé). Ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ðàçìåðíîñòè 𝑝 + 𝑞 ñ ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé ñèãíàòóðû 𝑝 − 𝑞
îáîçíà÷àåòñÿ R𝑝,𝑞. Ïðîñòðàíñòâî R1,3 íàçûâàåòñÿ пространством Минковского, îíî
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Îïåðàòîð 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 сохраняет обобщённое скалярное произведение, åñëè
(𝒜x ,𝒜y) = (x , y) äëÿ ëþáûõ x , y ∈ 𝑉 .

Предложение 5.11.2. Пусть обобщённое скалярное произведение задаётся
матрицей 𝐺 в некотором базисе. Тогда оператор, заданный матрицей 𝐴 в том
же базисе, сохраняет обобщённое скалярное произведение в том и только том
случае, если выполнено соотношение 𝐴𝑡𝐺𝐴 = 𝐺.

Доказательство. Ïóñòü â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà 𝒜e 𝑖 = 𝑎𝑗𝑖e𝑗 è

𝑔𝑖𝑗 = (e 𝑖, e𝑗). Òîãäà äëÿ ìàòðèö 𝐴 = (𝑎𝑗𝑖 ) è 𝐺 = (𝑔𝑖𝑗) èìååì

(e 𝑖, e𝑗) = 𝑔𝑖𝑗 = (𝐺)𝑖𝑗, (𝒜e 𝑖,𝒜e𝑗) = (𝑎𝑘𝑖 e𝑘, 𝑎
𝑙
𝑗e 𝑙) = 𝑎𝑘𝑖 𝑎

𝑙
𝑗(e𝑘, e 𝑙) = 𝑎𝑘𝑖 𝑔𝑘𝑙𝑎

𝑙
𝑗 = (𝐴𝑡𝐺𝐴)𝑖𝑗.

Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (𝒜e 𝑖,𝒜e𝑗) = (e 𝑖, e𝑗) äëÿ âñåõ 𝑖, 𝑗 ýêâèâàëåíòíû ìàòðè÷íîìó
ñîîòíîøåíèþ 𝐴𝑡𝐺𝐴 = 𝐺. □

Предложение 5.11.3. Операторы, сохраняющие обобщённое скалярное произве-
дение, образуют группу относительно композиции.

Доказательство. Î÷åâèäíî, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò îáîáù¼í-
íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì òàêæå îáëà-
äàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Êðîìå òîãî, åñëè îïåðàòîð 𝒜, ñîõðàíÿþùèé îáîáù¼ííîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, îáðàòèì, òî 𝒜−1 òàêæå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(𝒜−1x ,𝒜−1y) = (𝒜𝒜−1x ,𝒜𝒜−1y) = (x , y).

Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ 𝐴𝑡𝐺𝐴 = 𝐺. Äåéñòâè-
òåëüíî, âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåì (det𝐴)2 det𝐺 = det𝐺; èç íåâûðîæäåííî-
ñòè ìàòðèöû 𝐺 ñëåäóåò, ÷òî det𝐴 ̸= 0. □

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èìååì 𝐺 = 𝐸 è ñîîòíîøå-
íèå ïðèíèìàåò âèä 𝐴𝑡𝐴 = 𝐸, ÷òî âûäåëÿåò îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû. Ïî àíàëîãèè
íàçîâ¼ì áàçèñ e1, . . . , e𝑝+𝑞 ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R𝑝,𝑞 ортонормированным,
åñëè (e 𝑖, e𝑗) = 0 ïðè 𝑖 ̸= 𝑗, (e 𝑖, e 𝑖) = 1 ïðè 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑝 è (e 𝑖, e 𝑖) = −1 ïðè 𝑝+1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑝+𝑞.
Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
R𝑝,𝑞 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(x , y) = 𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑝𝑦𝑝 − 𝑥𝑝+1𝑦𝑝+1 − . . .− 𝑥𝑝+1𝑦𝑝+𝑞.

Ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R𝑛, óæå
èçâåñòíà íàì êàê îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà 𝑂(𝑛).
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Ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ïñåâäîåâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â R𝑝,𝑞, íàçûâàåòñÿ псевдортогональной группой è îáîçíà÷àåòñÿ 𝑂(𝑝, 𝑞). Â îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà 𝐴 ïñåâäîîðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-

íîøåíèþ 𝐴𝑡𝐺𝐴 = 𝐺, ãäå 𝐺 =

(︂
𝐸 0
0 −𝐸

)︂
ñ áëîêàìè ðàçìåðîâ 𝑝 è 𝑞. Òàêèå ìàòðèöû

íàçûâàþòñÿ псевдоортогональными.
Ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñèìïëåêòè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

â R2𝑚, íàçûâàåòñÿ симплектической группой è îáîçíà÷àåòñÿ 𝑆𝑝(2𝑚). Â ãàìèëüòî-
íîâîì áàçèñå ìàòðèöà 𝐴 ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

𝐴𝑡𝐺𝐴 = 𝐺, ãäå 𝐺 =

(︂
0 𝐸

−𝐸 0

)︂
ñ áëîêàìè ðàçìåðà 𝑚. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ

симплектическими.

Пример 5.11.4. Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðà 2×2 ðàñïàäàþòñÿ â äâà ñåìåé-
ñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ïàðàìåòðèçóåòñÿ óãëîì 𝜙 ∈ [0, 2𝜋):(︂

cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂
,

(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂
.

Ïñåâäîîðòîãîíàëüíûå 2× 2-ìàòðèöû

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
∈ 𝑂(1, 1) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì(︂

𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

)︂(︂
1 0
0 −1

)︂(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
=

(︂
1 0
0 −1

)︂
,

ò. å. 𝑎2 − 𝑐2 = 1, 𝑏2 − 𝑑2 = −1 è 𝑎𝑏− 𝑐𝑑 = 0. Çäåñü èìååòñÿ ÷åòûðå ñåìåéñòâà:(︂
ch𝜓 sh𝜓
sh𝜓 ch𝜓

)︂
,

(︂
− ch𝜓 − sh𝜓
− sh𝜓 − ch𝜓

)︂
,

(︂
− ch𝜓 − sh𝜓
sh𝜓 ch𝜓

)︂
,

(︂
ch𝜓 sh𝜓
− sh𝜓 − ch𝜓

)︂
,

ãäå 𝜓 ∈ (−∞,+∞) � óãîë ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà. Ìàòðèöû èç ïåðâûõ äâóõ
ñåìåéñòâ èìåþò îïðåäåëèòåëü 1, à èç ïîñëåäíèõ äâóõ � îïðåäåëèòåëü −1.

Пример 5.11.5. Ñèìïëåêòè÷åñêèå (2 × 2)-ìàòðèöû 𝐴 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
∈ 𝑆𝑝(2) îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (︂
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

)︂(︂
0 1
−1 0

)︂(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
=

(︂
0 1
−1 0

)︂
,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ det𝐴 = 1. Òàêèì îáðàçîì, 𝑆𝑝(2) = 𝑆𝐿(2,R). Ìîæíî
äîêàçàòü (çàäà÷à), ÷òî îïðåäåëèòåëü ëþáîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöû ðàâåí åäèíè-
öå. Îäíàêî 𝑆𝑝(2𝑚) ̸= 𝑆𝐿(2𝑚,R) ïðè 𝑚 > 1.





Ãëàâà 6

Тензоры

Ïîíÿòèå òåíçîðà îáîáùàåò îáúåêòû, ðàññìàòðèâàâøèåñÿ íàìè ðàíåå: âåêòîðû, êî-
âåêòîðû (ëèíåéíûå ôóíêöèè), ëèíåéíûå îïåðàòîðû, áèëèíåéíûå ôóíêöèè. Èìååòñÿ
äâà ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ òåíçîðà: áåcêîîðäèíàòíûé (÷åðåç ïîëèëèíåéíûå ôóíê-
öèè) è êîîðäèíàòíûé (ñîáñòâåííî òåíçîðû). Íà÷í¼ì ñ ïåðâîãî.

6.1. Полилинейные функции

Ïóñòü 𝑉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè (îáû÷íî
k = R èëè C) è 𝑉 * � äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíòû v ∈ 𝑉 � ýòî, êàê îáû÷íî,
âåêòîðû, à ýëåìåíòû 𝜉 ∈ 𝑉 * çäåñü ìû áóäåì íàçûâàòü ковекторами.

Определение 6.1.1. Полилинейной функцией типа (𝑝, 𝑞) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

𝒯 : 𝑉 * × . . .× 𝑉 *⏟  ⏞  
𝑝

×𝑉 × . . .× 𝑉⏟  ⏞  
𝑞

→ k

îò 𝑝 êîâåêòîðíûõ è 𝑞 âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ, êîòîðàÿ ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó,
ò.å. óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜆′𝜉𝑗
′
+ 𝜆′′𝜉𝑗

′′
, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞) =

= 𝜆′𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑗
′
, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞) + 𝜆′′𝒯 (, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑗

′′
, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞),

𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , 𝜇
′v ′

𝑖 + 𝜇′′v ′′
𝑖 , . . . , v 𝑞) =

= 𝜇′𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v
′
𝑖, . . . , v 𝑞) + 𝜇′′𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v

′′
𝑖 , . . . , v 𝑞).

Ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè òèïà (𝑝, 𝑞) îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
ñóììà è óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå

(𝜆𝒯 +𝜇𝒮)(𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞) = 𝜆𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞)+𝜇𝒮(𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞).

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç P𝑝
𝑞(𝑉 ).

Пример 6.1.2. Ëèíåéíûå ôóíêöèè (êîâåêòîðû) ÿâëÿþòñÿ ïîëèëèíåéíûìè òè-
ïà (0, 1), à áèëèíåéíûå � òèïà (0, 2). Ââèäó íàëè÷èÿ êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà
(𝑉 *)* ∼= 𝑉 âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ïîëèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè òèïà (1, 0): çíà÷åíèå âåê-
òîðà v íà êîâåêòîðå 𝜉 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå v(𝜉) := 𝜉(v).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîðû òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè:

Предложение 6.1.3. Сопоставление линейному оператору 𝒜 полилинейной
функции 𝒯𝒜 типа (1, 1), задаваемой формулой 𝒯𝒜(𝜉, v) := 𝜉(𝒜(v)), устанавливает

канонический изоморфизм End(𝑉 )
∼=−→ P1

1(𝑉 ).
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Доказательство. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå End(𝑉 ) →
P1
1(𝑉 ) ëèíåéíî. Ïóñòü dim𝑉 = 𝑛. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà P1

1(𝑉 ) ðàâíà 𝑛2 �
ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âûáîðà áàçèñà, òàê æå êàê è äëÿ áèëèíåéíûõ ôóíê-
öèé (ñì. òàêæå ï. 6.4). Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ End(𝑉 ) è P1

1(𝑉 ) ðàâíû,
à çíà÷èò äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî End(𝑉 ) → P1

1(𝑉 ) � ìîíîìîðôèçì. Ïóñòü 𝒯𝒜 �
òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. 𝜉(𝒜(v)) = 0 äëÿ ëþáûõ v ∈ 𝑉 è
𝜉 ∈ 𝑉 *. Ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà âåêòîðå 𝒜(v),
ò.å. 𝒜(v) = 0. Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî v , ïîëó÷àåì 𝒜 = 𝒪. Èòàê îòîáðàæåíèå
𝒜 ↦→ 𝒯𝒜 ìîíîìîðôíî, à çíà÷èò çàäà¼ò èçîìîðôèçì. □

6.2. Тензоры: координатное определение

Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , e𝑛 â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 * èìååòñÿ
äâîéñòâåííûé áàçèñ 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛, ãäå 𝜀𝑖(e𝑗) = 𝛿𝑖𝑗. Òîãäà ëþáàÿ ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
𝒯 ∈ P𝑝

𝑞(𝑉 ) çàäà¼òñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ è êîâåêòîðàõ:

𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞) = 𝒯 (𝜉1𝑖1𝜀
𝑖1 , . . . , 𝜉𝑝𝑖𝑝𝜀

𝑖𝑝 , 𝑣𝑗11 e𝑗1 , . . . , 𝑣
𝑗𝑞
𝑞 e𝑗𝑞)

= 𝜉1𝑖1 · · · 𝜉
𝑝
𝑖𝑝
𝑣𝑗11 · · · 𝑣𝑗𝑞𝑞 𝒯 (𝜀𝑖1 , . . . , 𝜀𝑖𝑝 , e𝑗1 , . . . , e𝑗𝑞).

Ñîïîñòàâèì ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè 𝒯 ∈ P𝑝
𝑞(𝑉 ) è áàçèñó e1, . . . , e𝑛 íàáîð èç 𝑛𝑝+𝑞

÷èñåë 𝑇 = {𝑇 𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

}, ãäå

(6.1) 𝑇
𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

:= 𝒯 (𝜀𝑖1 , . . . , 𝜀𝑖𝑝 , e𝑗1 , . . . , e𝑗𝑞).

Ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ýòîò íàáîð ïðè çàìåíàõ áàçèñà. Ïóñòü 𝐶 = (𝑐𝑖𝑖′) �
ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , e𝑛 ê áàçèñó e1′ , . . . , e𝑛′ . Òîãäà ìû èìååì e𝑗′ =

𝑐𝑗𝑗′e𝑗, 𝜀
𝑖′ = 𝑐𝑖

′
𝑖 𝜀

𝑖 è

𝑇
𝑖′1,...,𝑖

′
𝑝

𝑗′1,...,𝑗
′
𝑞
= 𝒯 (𝜀𝑖

′
1 , . . . , 𝜀𝑖

′
𝑝 , e𝑗′1

, . . . , e𝑗′𝑞) = 𝒯 (𝑐
𝑖′1
𝑖1
𝜀𝑖1 , . . . , 𝑐

𝑖′𝑝
𝑖𝑝
𝜀𝑖𝑝 , 𝑐𝑗1𝑗′1

e𝑗1 , . . . , 𝑐
𝑗𝑞
𝑗′𝑞
e𝑗𝑞) =

= 𝑐
𝑖′1
𝑖1
· · · 𝑐𝑖

′
𝑝

𝑖𝑝
𝑐𝑗1𝑗′1

· · · 𝑐𝑗𝑞𝑗′𝑞𝒯 (𝜀𝑖1 , . . . , 𝜀𝑖𝑝 , e𝑗1 , . . . , e𝑗𝑞) = 𝑐
𝑖′1
𝑖1
· · · 𝑐𝑖

′
𝑝

𝑖𝑝
𝑐𝑗1𝑗′1

· · · 𝑐𝑗𝑞𝑗′𝑞𝑇
𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

.

Определение 6.2.1. Тензором òèïà (𝑝, 𝑞) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå

áàçèñû â 𝑉 ↦−→ íàáîðû èç 𝑛𝑝+𝑞 ÷èñåë 𝑇 = {𝑇 𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

},

ïðè êîòîðîì íàáîðû 𝑇 = {𝑇 𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

} è 𝑇 ′ = {𝑇 𝑖′1,...,𝑖
′
𝑝

𝑗′1,...,𝑗
′
𝑞
}, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì

áàçèñàì e1, . . . , e𝑛 è e1′ , . . . , e𝑛′ , ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

𝑇
𝑖′1,...,𝑖

′
𝑝

𝑗′1,...,𝑗
′
𝑞
= 𝑐

𝑖′1
𝑖1
· · · 𝑐𝑖

′
𝑝

𝑖𝑝
𝑐𝑗1𝑗′1

· · · 𝑐𝑗𝑞𝑗′𝑞𝑇
𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

.

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ тензорным законом преобразования. ×èñëà 𝑇
𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

íà-
çûâàþòñÿ компонентами òåíçîðà 𝑇 .

Òåíçîðû òèïà (𝑝, 𝑞) îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî T𝑝
𝑞(𝑉 ) îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèé ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà.

Ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝒯 ∈ P𝑝
𝑞(𝑉 ) îïðåäåëÿåò òåíçîð 𝑇 ∈ T𝑝

𝑞(𝑉 ) ïî ôîðìó-
ëå (6.1). Îáðàòíî, òåíçîð îïðåäåëÿåò ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå

𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞) = 𝜉1𝑖1 · · · 𝜉
𝑝
𝑖𝑝
𝑣𝑗11 · · · 𝑣𝑗𝑞𝑞 𝑇

𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé P𝑝
𝑞(𝑉 ) ìîæíî îòîæäåñòâèòü

ñ ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðîâ T𝑝
𝑞(𝑉 ). Ýòî ñîîòâåòñòâèå îáîáùàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè (èëè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè) è èõ ìàòðèöàìè.
Äàëåå ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè è òåíçîðû. Ìû áóäåì ãî-

âîðèòü, íàïðèìåð, ÷òî îïåðàòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà (1, 1). Áîëåå òî÷íî, òåíçîð,
ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó, � ýòî ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó áàçèñó ìàòðèöû îïåðà-
òîðà â ýòîì áàçèñå.

Пример 6.2.2.
1. Ñêàëÿðû 𝜆 ∈ k åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü òåíçîðàìè òèïà (0, 0): îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè

çàìåíå áàçèñà.

2. Âåêòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà (1, 0). Òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ 𝑣𝑖
′
= 𝑐𝑖

′
𝑖 𝑣

𝑖

îïèñûâàåò èçìåíåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà (òåîðåìà 1.6.3).

3. Êîâåêòîðû (ëèíåéíûå ôóíêöèè) � ýòî òåíçîðû òèïà (0, 1). Òåíçîðíûé çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ 𝜉𝑖′ = 𝑐𝑖𝑖′𝜉𝑖 � ýòî çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ëèíåéíîé ôóíêöèè
ïðè çàìåíå áàçèñà (ñì. ï. 1.9).

4. Áèëèíåéíûå ôóíêöèè � ýòî òåíçîðû òèïà (0, 2). Òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðà-
çîâàíèÿ 𝑇𝑖′𝑗′ = 𝑐𝑖𝑖′𝑐

𝑗
𝑗′𝑇𝑖𝑗 � ýòî çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôóíêöèè (â

ìàòðè÷íîì âèäå: 𝑇 ′ = 𝐶𝑡𝑇𝐶, ñì. òåîðåìó 5.1.3).

5. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà (1, 1). Òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçî-
âàíèÿ 𝑇 𝑖′

𝑗′ = 𝑐𝑖
′
𝑖 𝑐

𝑗
𝑗′𝑇

𝑖
𝑗 � ýòî çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà (â ìàòðè÷íîì âèäå:

𝑇 ′ = 𝐶−1𝑇𝐶, ñì. òåîðåìó 2.1.2).

6.3. Тензорное произведение, свёртка, опускание и поднятие индексов

Тензорное произведение.

Определение 6.3.1. Тензорным произведением äâóõ ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé
𝒯 ∈ P𝑝

𝑞(𝑉 ) è 𝒮 ∈ P𝑟
𝑠(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝒯 ⊗ 𝒮 ∈ P𝑝+𝑟

𝑞+𝑠(𝑉 ), çà-
äàííàÿ ïî ôîðìóëå

𝒯 ⊗ 𝒮(𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, 𝜉𝑝+1, . . . , 𝜉𝑝+𝑟, v 1, . . . , v 𝑞, v 𝑞+1, . . . , v 𝑞+𝑠) =

= 𝒯 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞) · 𝒮(𝜉𝑝+1, . . . , 𝜉𝑝+𝑟, v 𝑞+1, . . . , v 𝑞+𝑠).

Ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè 𝒯 ⊗ 𝒮 ñîîòâåòñòâóåò òåíçîð 𝑇 ⊗ 𝑆 ∈ T𝑝+𝑟
𝑞+𝑠(𝑉 ), êîìïîíåíòû

êîòîðîãî çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

(𝑇 ⊗ 𝑆)
𝑖1,...,𝑖𝑝,𝑖𝑝+1,...,𝑖𝑝+𝑟

𝑗1,...,𝑗𝑞 ,𝑗𝑞+1,...,𝑗𝑞+𝑠
= 𝑇

𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

· 𝑆𝑖𝑝+1,...,𝑖𝑝+𝑟

𝑗𝑞+1,...,𝑗𝑞+𝑠
.

Òåíçîð 𝑇 ⊗ 𝑆 íàçûâàåòñÿ тензорным произведением òåíçîðîâ 𝑇 è 𝑆.

Îïåðàöèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, î÷åâèäíî, àññîöèàòèâíà (ò.å. (𝑇 ⊗ 𝑆) ⊗ 𝑅 =
𝑇⊗(𝑆⊗𝑅)) è äèñòðèáóòèâíà (ò.å. (𝜆𝑇+𝜇𝑆)⊗𝑅 = 𝜆𝑇⊗𝑅+𝜇𝑆⊗𝑅), íî íå êîììóòàòèâíà
(âîîáùå ãîâîðÿ, 𝑇 ⊗ 𝑆 ̸= 𝑆 ⊗ 𝑇 ).

Ñóììà è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåâðàùàþò ¾ïðîñòðàíñòâî âñåõ òåíçîðîâ¿
T(𝑉 ) =

⨁︀
𝑝,𝑞 T

𝑝
𝑞(𝑉 ) â êîëüöî (òî÷íåå, àëãåáðó íàä ïîëåì k), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ

тензорной алгеброй èëè алгеброй Грассмана.
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Пример 6.3.2. Ïóñòü 𝜉, 𝜂 ∈ 𝑉 * � ëèíåéíûå ôóíêöèè, ò.å. òåíçîðû òèïà (0, 1). Èõ
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå 𝜉⊗𝜂 ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (0, 2), ò.å. áèëèíåéíîé ôóíêöè-
åé. Ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèå ýòîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè íà ïàðå âåêòîðîâ çàäà¼òñÿ
ôîðìóëîé (𝜉 ⊗ 𝜂)(u , v) = 𝜉(u) · 𝜂(v).

Свёртка. Ïóñòü òåïåðü 𝑇 = {𝑇 𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

} � òåíçîð ñ õîòÿ áû îäíèì âåðõíèì è íèæ-
íèì èíäåêñîì, ò.å. 𝑝 > 0 è 𝑞 > 0. Çàôèêñèðóåì îäèí âåðõíèé è îäèí íèæíèé èíäåêñ
(ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ýòî áóäóò ïåðâûå èíäåêñû) è ñôîðìèðóåì ñëåäóþùèé íîâûé
íàáîð èç 𝑛𝑝+𝑞−2 ÷èñåë:

𝑐𝑇 = {𝑇 𝑘,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑘,𝑗2,...,𝑗𝑞

},
ãäå, êàê îáû÷íî, ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó 𝑘 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Предложение 6.3.3. Набор чисел 𝑐𝑇 = {𝑇 𝑘,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑘,𝑗2,...,𝑗𝑞

} является тензором типа

(𝑝− 1, 𝑞 − 1).

Доказательство. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òåíçîðíûé çàêîí. Ìû èìååì

(𝑐𝑇 )
𝑖′2,...,𝑖

′
𝑝

𝑗′2,...,𝑗
′
𝑞
= 𝑇

𝑘′,𝑖′2,...,𝑖
′
𝑝

𝑘′,𝑗′2,...,𝑗
′
𝑞
= 𝑐𝑘

′

𝑖1
𝑐
𝑖′2
𝑖2
· · · 𝑐𝑖

′
𝑝

𝑖𝑝
𝑐𝑗1𝑘′𝑐

𝑗2
𝑗′2
· · · 𝑐𝑗𝑞𝑗′𝑞𝑇

𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑞

=

= 𝑐
𝑖′2
𝑖2
· · · 𝑐𝑖

′
𝑝

𝑖𝑝
𝑐𝑗2𝑗′2

· · · 𝑐𝑗𝑞𝑗′𝑞𝑐
𝑘′

𝑖1
𝑐𝑗1𝑘′𝑇

𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑞

= 𝑐
𝑖′2
𝑖2
· · · 𝑐𝑖

′
𝑝

𝑖𝑝
𝑐𝑗2𝑗′2

· · · 𝑐𝑗𝑞𝑗′𝑞𝛿
𝑗1
𝑖1
𝑇

𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑞

=

= 𝑐
𝑖′2
𝑖2
· · · 𝑐𝑖

′
𝑝

𝑖𝑝
𝑐𝑗2𝑗′2

· · · 𝑐𝑗𝑞𝑗′𝑞𝑇
𝑘,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑘,𝑗2,...,𝑗𝑞

= 𝑐
𝑖′2
𝑖2
· · · 𝑐𝑖

′
𝑝

𝑖𝑝
𝑐𝑗2𝑗′2

· · · 𝑐𝑗𝑞𝑗′𝑞(𝑐𝑇 )
𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑗2,...,𝑗𝑞

,

÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Определение 6.3.4. Òåíçîð 𝑐𝑇 = {𝑇 𝑘,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑘,𝑗2,...,𝑗𝑞

} íàçûâàåòñÿ свёрткой òåíçîðà 𝑇 =

{𝑇 𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑞

} ïî (ïåðâûì) âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñàì. Ñâ¼ðòêà, î÷åâèäíî, çàäà¼ò

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T𝑝
𝑞(𝑉 ) → T𝑝−1

𝑞−1(𝑉 ).
Îïåðàöèþ ñâ¼ðòêè ìîæíî ïðîâîäèòü íåñêîëüêî ðàç äî èñ÷åðïàíèÿ âåðõíèõ èëè

íèæíèõ èíäåêñîâ. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíàÿ ñâ¼ðòêà (ïîñëå êîòîðîé íå îñòà¼òñÿ ëèáî
âåðõíèõ, ëèáî íèæíèõ èíäåêñîâ) íàçûâàåòñÿ полной свёрткой.

Пример 6.3.5.
1. Ïóñòü 𝒜 � îïåðàòîð, ò.å. òåíçîð òèïà (1, 1). Ðåçóëüòàòîì åãî ñâ¼ðòêè áóäåò

òåíçîð òèïà (0, 0), ò.å. ñêàëÿð. Ýòîò ñêàëÿð � ýòî ñóììà 𝑎𝑖𝑖 äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû îïåðàòîðà 𝒜 â ëþáîì áàçèñå, ò.å. ñëåä îïåðàòîðà: 𝑐𝒜 = tr𝒜. Ïðîâåðêà
òåíçîðíîãî çàêîíà äëÿ ñâ¼ðòêè â äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íåçàâèñèìîñòè
ñëåäà îò áàçèñà (ëåììà 2.1.3).

2. Ïóñòü 𝐵 = {𝑏𝑗1𝑗2} � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (òåíçîð òèïà (0, 2)), à 𝑢 = {𝑢𝑖1},
𝑣 = {𝑣𝑖2} � âåêòîðû (òåíçîðû òèïà (1, 0)). Ðàññìîòðèì òåíçîð 𝐵⊗𝑢⊗𝑣 = {𝑏𝑗1𝑗2𝑢𝑖1𝑣𝑖2}
òèïà (2, 2). Åãî ïîëíàÿ ñâ¼ðòêà åñòü ñêàëÿð 𝑏𝑘𝑙𝑢

𝑘𝑣𝑙 = 𝐵(𝑢, 𝑣) � çíà÷åíèå áèëèíåéíîé
ôóíêöèè íà äàííîé ïàðå âåêòîðîâ.

Опускание и поднятие индексов. Ïóñòü 𝑉 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
ñîîòâåòñòâèå v ↦→ (v , · ) çàäà¼ò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì 𝑉 → 𝑉 *, ò.å. ïîçâîëÿåò
îòîæäåñòâèòü òåíçîðû òèïà (1, 0) ñ òåíçîðàìè òèïà (0, 1). Â êîîðäèíàòàõ ýòî âûãëÿ-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü𝐺 = (𝑔𝑖𝑗)� ìàòðèöà Ãðàìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Òàê êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, 𝐺 ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì
òèïà (0, 2). Òîãäà ïðè èçîìîðôèçìå 𝑉 → 𝑉 * âåêòîð 𝑇 ñ êîîðäèíàòàìè 𝑇 𝑖 ïåðåõîäèò
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â êîâåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè 𝑇𝑗 = 𝑔𝑖𝑗𝑇
𝑖. Òàêèì îáðàçîì, ìû ¾îïóñòèëè èíäåêñ¿ ó òåí-

çîðà 𝑇 ïðè ïîìîùè ôèêñèðîâàííîãî òåíçîðà 𝐺 òèïà (0, 2). Ýòà îïåðàöèÿ îáîáùàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Определение 6.3.6. Опускание индекса � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T𝑝
𝑞(𝑉 ) →

T𝑝−1
𝑞+1(𝑉 ) òåíçîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 , êîòîðîå òåíçîðó 𝑇 = {𝑇 𝑖1,...,𝑖𝑝

𝑗1,...,𝑗𝑞
} òèïà

(𝑝, 𝑞) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð {𝑔𝑖𝑗𝑇 𝑖,𝑖2,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

} òèïà (𝑝− 1, 𝑞 + 1).

Пример 6.3.7. Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì 𝜓 : End(𝑉 ) → B(𝑉 ) ìåæäó ïðîñòðàí-
ñòâîì îïåðàòîðîâ è ïðîñòðàíñòâîì áèëèíåéíûõ ôóíêöèé (ñì ïðåäëîæåíèå 5.7.1), ñî-
ïîñòàâëÿþùèé îïåðàòîðó 𝒜 áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ ℬ𝒜 = (𝒜 · , · ). Â êîîðäèíàòàõ ýòî
âûãëÿäèò òàê: îïåðàòîðó ñ ìàòðèöåé 𝐴 = (𝑎𝑖𝑘) ñîïîñòàâëÿåòñÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
ñ ìàòðèöåé 𝐵𝐴 = (𝑔𝑖𝑗𝑎

𝑖
𝑘). Òàêèì îáðàçîì, 𝐵𝐴 � ýòî òåíçîð òèïà (0, 2), ïîëó÷àåìûé â

ðåçóëüòàòå îïóñêàíèÿ èíäåêñà ó òåíçîðà 𝐴 òèïà (1, 1).

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü îïåðàöèþ, îáðàòíóþ ê îïóñêàíèþ èíäåêñà, ðàñ-
ñìîòðèì íàáîð {𝑔𝑘𝑙}, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû ê ìàòðèöå Ãðàìà
𝐺 = (𝑔𝑖𝑗), ò.å. 𝑔

𝑘𝑙𝑔𝑙𝑗 = 𝛿𝑘𝑗 .

Предложение 6.3.8. Набор чисел {𝑔𝑘𝑙} является тензором типа (2, 0).

Доказательство. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òåíçîðíûé çàêîí. Â íîâîì áàçèñå âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî 𝑔𝑘

′𝑖′𝑔𝑖′𝑗′ = 𝛿𝑘
′

𝑗′ . Òàê êàê {𝑔𝑖𝑗} � òåíçîð òèïà (0, 2), ìû èìå-

åì 𝑔𝑖′𝑗′ = 𝑐𝑖𝑖′𝑐
𝑗
𝑗′𝑔𝑖𝑗. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì

𝑔𝑘
′𝑖′𝑐𝑖𝑖′𝑐

𝑗
𝑗′𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑘

′

𝑗′ . Òåïåðü óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà êîìïîíåíòû îáðàòíîé

ìàòðèöû 𝑐𝑗
′

𝑘 (è ïðîñóììèðóåì ïî 𝑗′): 𝑔𝑘
′𝑖′𝑐𝑖𝑖′𝑐

𝑗
𝑗′𝑐

𝑗′

𝑘 𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑘
′

𝑗′ 𝑐
𝑗′

𝑘 . Òàê êàê 𝑐𝑗𝑗′𝑐
𝑗′

𝑘 = 𝛿𝑗𝑘, îòñþ-

äà ïîëó÷àåì 𝑔𝑘
′𝑖′𝑐𝑖𝑖′𝑔𝑖𝑘 = 𝑐𝑘

′

𝑘 . Äàëåå óìíîæèì îáå ÷àñòè íà 𝑔𝑘𝑙: 𝑔𝑘
′𝑖′𝑐𝑖𝑖′𝑔𝑖𝑘𝑔

𝑘𝑙 = 𝑐𝑘
′

𝑘 𝑔
𝑘𝑙.

Òàê êàê 𝑔𝑖𝑘𝑔
𝑘𝑙 = 𝛿𝑙𝑖, ïîëó÷àåì 𝑔𝑘

′𝑖′𝑐𝑙𝑖′ = 𝑐𝑘
′

𝑘 𝑔
𝑘𝑙. Íàêîíåö, óìíîæèì îáå ÷àñòè íà 𝑐𝑙

′

𝑙 :
𝑔𝑘

′𝑖′𝑐𝑙𝑖′𝑐
𝑙′

𝑙 = 𝑐𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑙′

𝑙 𝑔
𝑘𝑙. Òàê êàê 𝑐𝑙𝑖′𝑐

𝑙′

𝑙 = 𝛿𝑙
′

𝑖′ , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì 𝑔𝑘
′𝑙′ = 𝑐𝑘

′

𝑘 𝑐
𝑙′

𝑙 𝑔
𝑘𝑙. Ýòî è

åñòü òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ òåíçîðà òèïà (2, 0). □

Определение 6.3.9. Поднятие индекса � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T𝑝
𝑞(𝑉 ) →

T𝑝+1
𝑞−1(𝑉 ) òåíçîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 , êîòîðîå òåíçîðó 𝑇 = {𝑇 𝑖1,...,𝑖𝑝

𝑗1,...,𝑗𝑞
} òèïà

(𝑝, 𝑞) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð {𝑔𝑖𝑗𝑇 𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗,𝑗2,...,𝑗𝑞

} òèïà (𝑝+ 1, 𝑞 − 1).

Îïåðàöèÿ îïóñêàíèÿ (èëè ïîäíÿòèÿ) èíäåêñà ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ñ òåíçîðîì {𝑔𝑖𝑗} (èëè {𝑔𝑖𝑗}) è ñâ¼ðòêè.

6.4. Базис в пространстве тензоров

Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ T𝑝
𝑞(𝑉 ) ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè îïåðàöèè òåí-

çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ e 𝑖1⊗ . . .⊗e 𝑖𝑝⊗𝜀𝑗1⊗ . . .⊗𝜀𝑗𝑞 . Ïî îïðåäåëåíèþ

å¼ çíà÷åíèå íà 𝑝 êîâåêòîðàõ è 𝑞 âåêòîðàõ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(e 𝑖1 ⊗ . . .⊗ e 𝑖𝑝 ⊗ 𝜀𝑗1 ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑗𝑞)(𝜉1, . . . , 𝜉𝑝, v 1, . . . , v 𝑞) =

= e 𝑖1(𝜉
1) · · · e 𝑖𝑝(𝜉

𝑝) 𝜀𝑗1(v 1) · · · 𝜀𝑗𝑞(v 𝑞) = 𝜉1𝑖1 · · · 𝜉
𝑝
𝑖𝑝
𝑣𝑗11 · · · 𝑣𝑗𝑞𝑞 ,
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à ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð òèïà (𝑝, 𝑞) èìååò êîìïîíåíòû

𝑇
𝑘1,...,𝑘𝑝
𝑙1,...,𝑙𝑞

= (e 𝑖1 ⊗ . . .⊗ e 𝑖𝑝 ⊗ 𝜀𝑗1 ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑗𝑞)(𝜀𝑘1 , . . . , 𝜀𝑘𝑝 , e 𝑙1 , . . . , e 𝑙𝑞) = 𝛿𝑘1𝑖1 · · · 𝛿𝑘𝑝𝑖𝑝 𝛿
𝑗1
𝑙1
· · · 𝛿𝑗𝑞𝑙𝑝

(äðóãèìè ñëîâàìè, êîìïîíåíòà ýòîãî òåíçîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè 𝑖1, . . . , 𝑖𝑝 è íèæ-
íèìè èíäåêñàìè 𝑗1, . . . , 𝑗𝑞 � åäèíèöà, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû � íóëè).

Теорема 6.4.1. Тензоры e𝑖1⊗ . . .⊗e𝑖𝑝⊗𝜀𝑗1⊗ . . .⊗𝜀𝑗𝑞 , отвечающие всевозможным
значениями индексов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑝 и 𝑗1, . . . , 𝑗𝑞, образуют базис в пространстве T𝑝

𝑞(𝑉 ).

Доказательство. Ñíà÷àëà äîêàæåì ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü äàííûõ òåíçî-
ðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà 𝜆

𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

𝜆
𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

e 𝑖1⊗. . .⊗e 𝑖𝑝⊗𝜀𝑗1⊗. . .⊗𝜀𝑗𝑞 ðàâíà íóëþ. Ïðèìåíèâ ýòó ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ

ê àðãóìåíòàì 𝜀𝑘1 , . . . , 𝜀𝑘𝑝 , e 𝑙1 , . . . , e 𝑙𝑞 , ïîëó÷èì

(6.2) 0 = (𝜆
𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

e 𝑖1 ⊗ . . .⊗ e 𝑖𝑝 ⊗ 𝜀𝑗1 ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑗𝑞)(𝜀𝑘1 , . . . , 𝜀𝑘𝑝 , e 𝑙1 , . . . , e 𝑙𝑞) =

= 𝜆
𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

𝛿𝑘1𝑖1 · · · 𝛿𝑘𝑝𝑖𝑝 𝛿
𝑗1
𝑙1
· · · 𝛿𝑗𝑞𝑙𝑝 = 𝜆

𝑘1,...,𝑘𝑝
𝑙1,...,𝑙𝑞

,

ò. å. âñå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ëþáîé òåíçîð 𝑇 = {𝑇 𝑖1,...,𝑖𝑝

𝑗1,...,𝑗𝑞
} ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè äàííûõ òåíçîðîâ. À èìåííî, äîêàæåì, ÷òî

𝑇 = 𝑇
𝑖1,...,𝑖𝑝
𝑗1,...,𝑗𝑞

e 𝑖1 ⊗ . . .⊗ e 𝑖𝑝 ⊗ 𝜀𝑗1 ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑗𝑞 ,

ò. å. êîîðäèíàòû òåíçîðà â äàííîì áàçèñå ñóòü åãî êîìïîíåíòû. Â ñèëó ïîëèëèíåéíî-
ñòè ýòî ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà íàáîðàõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è êîâåêòîðîâ,
ò. å. íà àðãóìåíòàõ âèäà 𝜀𝑘1 , . . . , 𝜀𝑘𝑝 , e 𝑙1 , . . . , e 𝑙𝑞 . Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ àðãóìåíòîâ â

ëåâóþ ÷àñòü ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì 𝑇
𝑘1,...,𝑘𝑝
𝑙1,...,𝑙𝑞

, à ïðè ïîäñòàíîâêå â ïðàâóþ ÷àñòü

ìû ïîëó÷àåì òî æå ñàìîå â ñèëó âûêëàäêè, àíàëîãè÷íîé (6.2). □

Следствие 6.4.2. Размерность пространства T𝑝
𝑞(𝑉 ) равна 𝑛𝑝+𝑞.

6.5. Симметрические и кососимметрические тензоры, симметризация и

альтернирование

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òåíçîðû ñ íèæíèìè èíäåêñàìè. Ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Σ𝑞 ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ 1, . . . , 𝑞. ×åðåç (−1)𝜎 áóäåì
îáîçíà÷àòü çíàê ïåðåñòàíîâêè 𝜎 ∈ Σ𝑞.

Определение 6.5.1. Ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝒯 ∈ P0
𝑞(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ симметри-

ческой, åñëè

𝒯 (v𝜎(1), . . . , v𝜎(𝑞)) = 𝒯 (v 1, . . . , v 𝑞),

è кососимметрической, åñëè

𝒯 (v𝜎(1), . . . , v𝜎(𝑞)) = (−1)𝜎𝒯 (v 1, . . . , v 𝑞)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v 1, . . . , v 𝑞 è ïåðåñòàíîâêè 𝜎 ∈ Σ𝑞.
Êîìïîíåíòû òåíçîðà 𝑇 ∈ T0

𝑞(𝑉 ), ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðè÷åñêîé ïîëèëèíåé-
íîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

𝑇𝑗1,...,𝑗𝑞 = 𝑇𝑗𝜎(1),...,𝑗𝜎(𝑞)
,
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à êîìïîíåíòû òåíçîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîñîñèììåòðè÷åñêîé ïîëèëèíåéíîé ôóíê-
öèè, � ñîîòíîøåíèÿì

𝑇𝑗1,...,𝑗𝑞 = (−1)𝜎𝑇𝑗𝜎(1),...,𝑗𝜎(𝑞)
.

Òàêèå òåíçîðû íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî симметрическими è кососимметриче-
скими. Â ÷àñòíîñòè, ó êîñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü
êîìïîíåíòû 𝑇𝑗1,...,𝑗𝑞 , ó êîòîðûõ âñå èíäåêñû ðàçëè÷íû.

Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâà â
ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ T0

𝑞(𝑉 ), êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ S𝑞(𝑉 ) è Λ𝑞(𝑉 ) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè 𝑞 = 2 ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû � ýòî ñèììåòðè÷åñêèå
è êîñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Замечание. Õîòÿ ïîäïðîñòðàíñòâà S𝑞(𝑉 ) è Λ𝑞(𝑉 ) è îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó â
ïðîñòðàíñòâå T0

𝑞(𝑉 ), ïðè 𝑞 > 2 ðàçëîæåíèå T0
𝑞(𝑉 ) = S𝑞(𝑉 )⊕ Λ𝑞(𝑉 ) íå èìååò ìåñòà, â

îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé.

Определение 6.5.2.
Симметризацией íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð Sym: T0

𝑞(𝑉 ) → T0
𝑞(𝑉 ), êîòîðûé

òåíçîðó 𝑇 ∈ T0
𝑞(𝑉 ) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð Sym𝑇 ñ êîìïîíåíòàìè

(Sym𝑇 )𝑗1,...,𝑗𝑞 :=
1

𝑞!

∑︁
𝜎∈Σ𝑞

𝑇𝑗𝜎(1),...,𝑗𝜎(𝑞)
.

Альтернированием íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð Alt : T0
𝑞(𝑉 ) → T0

𝑞(𝑉 ), êîòîðûé
òåíçîðó 𝑇 ∈ T0

𝑞(𝑉 ) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð Alt𝑇 ñ êîìïîíåíòàìè

(Alt𝑇 )𝑗1,...,𝑗𝑞 :=
1

𝑞!

∑︁
𝜎∈Σ𝑞

(−1)𝜎𝑇𝑗𝜎(1),...,𝑗𝜎(𝑞)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Sym𝑇 � ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð, à Alt𝑇 � êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèé òåíçîð äëÿ ëþáîãî 𝑇 ∈ T0

𝑞(𝑉 ).

Предложение 6.5.3. Операторы Sym и Alt являются проекторами на подпро-
странства S𝑞(𝑉 ) и Λ𝑞(𝑉 ) соответственно.

Доказательство. Îáà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæåì âòî-
ðîå. Â ñèëó òåîðåìû 2.2.2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Alt𝑇 = 𝑇 äëÿ ëþáîãî êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà 𝑇 . Ìû èìååì

(Alt𝑇 )𝑗1,...,𝑗𝑞 :=
1

𝑞!

∑︁
𝜎∈Σ𝑞

(−1)𝜎𝑇𝑗𝜎(1),...,𝑗𝜎(𝑞)
=

1

𝑞!

∑︁
𝜎∈Σ𝑞

𝑇𝑗1,...,𝑗𝑞 = 𝑇𝑗1,...,𝑗𝑞 ,

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà 𝑇 . □

6.6. Внешнее произведение кососимметрических тензоров,

внешние формы

Äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ èìååòñÿ àíàëîã òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

Определение 6.6.1. Внешним произведением êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ
𝑃 ∈ Λ𝑝(𝑉 ) è 𝑄 ∈ Λ𝑞(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð

𝑃 ∧𝑄 :=
(𝑝+ 𝑞)!

𝑝! 𝑞!
Alt(𝑃 ⊗𝑄)
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(ðîëü êîýôôèöèåíòà áóäåò îáúÿñíåíà íèæå).

Теорема 6.6.2. Внешнее произведение кососимметрических тензоров обладает
следующими свойствами: для любых 𝑃 ∈ Λ𝑝(𝑉 ), 𝑄 ∈ Λ𝑞(𝑉 ), 𝑅 ∈ Λ𝑟(𝑉 ) и 𝜆, 𝜇 ∈ k
выполнены равенства

à) (𝜆𝑃 + 𝜇𝑄) ∧𝑅 = 𝜆𝑃 ∧𝑅 + 𝜇𝑄 ∧𝑅 (дистрибутивность, при 𝑝 = 𝑞);
á) 𝑄 ∧ 𝑃 = (−1)𝑝𝑞𝑃 ∧𝑄 (антикоммутативность);
â) (𝑃 ∧𝑄) ∧𝑅 = 𝑃 ∧ (𝑄 ∧𝑅) (ассоциативность).

Доказательство. à) Äèñòðèáóòèâíîñòü âûòåêàåò èç äèñòðèáóòèâíîñòè îïåðà-
öèè ⊗ è ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Alt.

á) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíòèêîììóòàòèâíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå Alt(𝑄⊗ 𝑃 ) = (−1)𝑝𝑞 Alt(𝑃 ⊗𝑄). Ââåä¼ì ïåðåñòàíîâêó

𝜏 =

(︂
1 . . . 𝑝 𝑝+ 1 . . . 𝑝+ 𝑞

𝑞 + 1 . . . 𝑞 + 𝑝 1 . . . 𝑞

)︂
.

Òîãäà (−1)𝜏 = (−1)𝑝𝑞, òàê êàê 𝜏 � ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè 𝑝𝑞 ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòà-
íîâîê. Ìû èìååì

Alt(𝑄⊗ 𝑃 )𝑖1,...,𝑖𝑝+𝑞 =
1

(𝑝+ 𝑞)!

∑︁
𝜎∈Σ𝑝+𝑞

(−1)𝜎𝑄𝑖𝜎(1),...,𝑖𝜎(𝑞)
𝑃𝑖𝜎(𝑞+1),...,𝑖𝜎(𝑞+𝑝)

=

=
1

(𝑝+ 𝑞)!

∑︁
𝜎∈Σ𝑝+𝑞

(−1)𝜏 (−1)𝜎𝜏𝑃𝑖𝜎𝜏(1),...,𝑖𝜎𝜏(𝑝)
𝑄𝑖𝜎𝜏(𝑝+1),...,𝑖𝜎𝜏(𝑝+𝑞)

=

= (−1)𝜏
1

(𝑝+ 𝑞)!

∑︁
𝜙∈Σ𝑝+𝑞

(−1)𝜙𝑃𝑖𝜙(1),...,𝑖𝜙(𝑝)
𝑄𝑖𝜙(𝑝+1),...,𝑖𝜙(𝑝+𝑞)

= (−1)𝑝𝑞 Alt(𝑃 ⊗𝑄)𝑖1,...,𝑖𝑝+𝑞 .

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå á) äîêàçàíî.
Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ 𝜎 ∈ Σ𝑝 è 𝑃 ∈ T0

𝑝(𝑉 )
îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜎𝑃 òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè (𝜎𝑃 )𝑖1,...,𝑖𝑝 := 𝑃𝑖𝜎(1),...,𝑖𝜎(𝑝)

. Ïî îïðåäåëåíèþ

àëüòåðíèðîâàíèÿ Alt𝑃 = 1
𝑝!

∑︀
𝜎∈Σ𝑝

(−1)𝜎𝜎𝑃 è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

𝜎(Alt𝑃 ) = Alt(𝜎𝑃 ) = (−1)𝜎 Alt𝑃.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ â) íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà:

Лемма 6.6.3. Для любых тензоров 𝑃 ∈ T0
𝑝(𝑉 ) и 𝑄 ∈ T0

𝑞(𝑉 ) выполнены равенства

Alt((Alt𝑃 )⊗𝑄) = Alt(𝑃 ⊗𝑄) = Alt(𝑃 ⊗ Alt(𝑄)).

Доказательство. Äîêàæåì ëèøü ïåðâîå ðàâåíñòâî (âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî). Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ⊗ äèñòðèáóòèâíà, à îïåðàòîð Alt ëèíååí, èìååì

Alt((Alt𝑃 )⊗𝑄) = Alt
(︁(︁ 1

𝑝!

∑︁
𝜎∈Σ𝑝

(−1)𝜎𝜎𝑃
)︁
⊗𝑄

)︁
=

1

𝑝!

∑︁
𝜎∈Σ𝑝

(−1)𝜎 Alt(𝜎𝑃 ⊗𝑄).

Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå 𝜎 ∈ Σ𝑝 ñîïîñòàâèì ïåðåñòàíîâêó ̃︀𝜎 ∈ Σ𝑝+𝑞, êîòîðàÿ íà ïåðâûõ
𝑝 èíäåêñàõ äåéñòâóåò êàê 𝜎, à îñòàëüíûå îñòàâëÿåò íà ìåñòå, ò.å.

̃︀𝜎 =

(︂
1 . . . 𝑝 𝑝+ 1 . . . 𝑝+ 𝑞

𝜎(1) . . . 𝜎(𝑝) 𝑝+ 1 . . . 𝑝+ 𝑞

)︂
.
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Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, (−1)̃︀𝜎 = (−1)𝜎 è 𝜎𝑃 ⊗𝑄 = ̃︀𝜎(𝑃 ⊗𝑄). Òîãäà èìååì

Alt((Alt𝑃 )⊗𝑄) =
1

𝑝!

∑︁
𝜎∈Σ𝑝

(−1)𝜎 Alt(̃︀𝜎(𝑃 ⊗𝑄)) =

=
1

𝑝!

∑︁
𝜎∈Σ𝑝

(−1)𝜎(−1)̃︀𝜎 Alt(𝑃 ⊗𝑄) =
1

𝑝!

∑︁
𝜎∈Σ𝑝

Alt(𝑃 ⊗𝑄) = Alt(𝑃 ⊗𝑄).

□

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.6.2 â). Ìû èìååì

(𝑃 ∧𝑄) ∧𝑅 =
(𝑝+ 𝑞 + 𝑟)!

(𝑝+ 𝑞)! 𝑟!
Alt
(︀
(𝑃 ∧𝑄)⊗𝑅

)︀
=

=
(𝑝+ 𝑞 + 𝑟)!

(𝑝+ 𝑞)! 𝑟!
Alt
(︁(𝑝+ 𝑞)!

𝑝! 𝑞!
Alt(𝑃 ⊗𝑄)⊗𝑅

)︁
=

(𝑝+ 𝑞 + 𝑟)!

𝑝! 𝑞! 𝑟!
Alt(𝑃 ⊗𝑄⊗𝑅),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäûäóùåé ëåììîé. Àíàëîãè÷íî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî 𝑃 ∧ (𝑄 ∧𝑅) = (𝑝+𝑞+𝑟)!

𝑝! 𝑞! 𝑟!
Alt(𝑃 ⊗𝑄⊗𝑅). □

Âûáåðåì òåïåðü áàçèñ e1, . . . , e𝑛 â 𝑉 , è ïóñòü 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 � äâîéñòâåííûé áàçèñ
â 𝑉 * = T0

1(𝑉 ) = Λ1(𝑉 ). Ðàññìîòðèì êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû

(6.3) 𝜀𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 = 𝑝! Alt(𝜀𝑖1 ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑖𝑝) =
∑︁
𝜎∈Σ𝑝

(−1)𝜎𝜀𝑖𝜎(1) ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑖𝜎(𝑝) .

Â ñèëó òåîðåìû 6.6.2 á) èìååì 𝜀𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 = (−1)𝜎𝜀𝑖𝜎(1) ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝜎(𝑝) äëÿ 𝜎 ∈ Σ𝑝.

Замечание. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ââèäó âûáîðà êîýôôèöèåíòà (𝑝+𝑞)!
𝑝! 𝑞!

â îïðåäåëåíèè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæåíèå 𝜀𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 îêàçàëîñü ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âûðàæåíèé 𝜀𝑖𝜎(1) ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑖𝜎(𝑝) с целыми коэффициентами. Òàêèì îáðà-
çîì, êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû 𝜀𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 îïðåäåëåíû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè
(õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò äâóõ) è äàæå íàä öåëûìè ÷èñëàìè, ÷òî óäîáíî ñ àë-
ãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Теорема 6.6.4. Кососимметрические тензоры {𝜀𝑖1 ∧ . . .∧ 𝜀𝑖𝑝 , 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑝} обра-
зуют базис в пространстве Λ𝑝(𝑉 ). В частности, dimΛ𝑝(𝑉 ) = 𝐶𝑝

𝑛.

Доказательство. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ëþáîé êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð
𝑇 ∈ T0

𝑝(𝑉 ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äàííûõ òåíçîðîâ. Ðàçëî-

æèì 𝑇 ïî áàçèñó 𝜀𝑖1 ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑖𝑝 :

𝑇 = 𝑇𝑖1,...,𝑖𝑝𝜀
𝑖1 ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑖𝑝 .

Òåïåðü ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì îïåðàòîð Alt. Òàê êàê 𝑇 � êîñîñèììåòðè÷åñêèé
òåíçîð, Alt𝑇 = 𝑇 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Alt(𝜀𝑖1⊗. . .⊗𝜀𝑖𝑝) = 1

𝑝!
𝜀𝑖1∧. . .∧𝜀𝑖𝑝 ïî îïðåäåëåíèþ

𝜀𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 . Èòàê, ïîëó÷àåì

𝑇 =
1

𝑝!

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑝

𝑇𝑖1,...,𝑖𝑝𝜀
𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 =

∑︁
𝑖1<...<𝑖𝑝

𝑇𝑖1,...,𝑖𝑝𝜀
𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 ,

÷òî è äà¼ò òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåíçîðû {𝜀𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 , 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑝} ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å.∑︁
𝑖1<...<𝑖𝑝

𝜆𝑖1,...,𝑖𝑝𝜀
𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 = 0.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (6.3) ïîëó÷àåì∑︁
𝑖1<...<𝑖𝑝

𝜆𝑖1,...,𝑖𝑝
∑︁
𝜎∈Σ𝑝

(−1)𝜎𝜀𝑖𝜎(1) ⊗ . . .⊗ 𝜀𝑖𝜎(𝑝) = 0.

Â ýòîé ñóììå âñå òåíçîðû 𝜀𝑖𝜎(1) ⊗ . . . ⊗ 𝜀𝑖𝜎(𝑝) ðàçëè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî îíè ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî 𝜆𝑖1,...,𝑖𝑝 = 0. □

Определение 6.6.5. Âûðàæåíèå 𝑇 =
∑︀

𝑖1<...<𝑖𝑝
𝑇𝑖1,...,𝑖𝑝𝜀

𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 (ïðåäñòàâ-

ëÿþùåå ñîáîé ðàçëîæåíèå êîñîñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà 𝑇 ∈ Λ𝑝(𝑉 ) ïî áàçèñó
{𝜀𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝜀𝑖𝑝 , 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑝}) íàçûâàåòñÿ внешней 𝑝-формой.

Âíåøíèå ôîðìû ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ àíàëîãè÷íî ìíîãî÷ëåíàì îò 𝑛 ïå-
ðåìåííûõ. Ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ¾ïåðåìåííûå¿ 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 àíòèêîììóòè-
ðóþò, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì 𝜀𝑖 ∧ 𝜀𝑗 = −𝜀𝑗 ∧ 𝜀𝑖 (â ÷àñòíîñòè, 𝜀𝑖 ∧ 𝜀𝑖 = 0).
Ýòî ïðåäîñòàâëÿåò î÷åíü óäîáíûé ôîðìàëèçì äëÿ ðàáîòû ñ êîñîñèììåòðè÷åñêèìè
òåíçîðàìè.



Теоретические задачи

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó R[𝑡] âñåõ ìíîãî-
÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä R, íå èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó R[𝑡].

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (𝑉R)C êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî 𝑉 ⊕ 𝑉 , ãäå 𝑉 �
êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñëîæåíèå òî æå, ÷òî è â 𝑉 ,
à óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå 𝜆 · v := 𝜆v .

3. Íàéäèòå âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà, ìàòðèöà êîòîðîãî
åñòü æîðäàíîâà êëåòêà 𝐽𝜆.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà 𝒜 ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ℬ, òàêîé, ÷òî
𝒜ℬ𝒜 = 𝒜.

5. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòå-
ðèñòèêè íå ñóùåñòâóåò îïåðàòîðîâ 𝒜 è ℬ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ
𝒜ℬ − ℬ𝒜 = id. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå îïåðàòîðû íàä ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè?

6. Ïîñòðîéòå ïðèìåð îïåðàòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä R, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ 𝒜ℬ − ℬ𝒜 = id.

7. Ïóñòü𝒜,ℬ � îïåðàòîðû. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îïå-
ðàòîðîâ 𝒜ℬ è ℬ𝒜 ñîâïàäàþò.

8. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð id+𝒜ℬ îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð
id+ℬ𝒜 îáðàòèì.

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè tr𝒜𝑘 = 0 äëÿ ëþáîãî 𝑘 > 0 íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòå-
ðèñòèêè, òî îïåðàòîð 𝒜 íèëüïîòåíòåí.

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îïåðàòîðû 𝒜 è ℬ íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ 𝒜 = 𝒜ℬ − ℬ𝒜, òî îïåðàòîð 𝒜 íèëüïîòåíòåí.

11. Ïóñòü îïåðàòîðû 𝒜 è ℬ â ïðîñòðàíñòâå íàä C êîììóòèðóþò, ò.å. 𝒜ℬ = ℬ𝒜.
Äîêàæèòå, ÷òî îíè èìåþò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòîð pr𝑅𝜆
íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑅𝜆 îïåðàòîðà 𝒜

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò îïåðàòîðà 𝒜.
13. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð 𝒜 íàä ïîëåì C ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝒜 = 𝒟 + 𝒩 , ãäå 𝒟 � äèàãîíàëèçèðóåìûé îïåðàòîð, à 𝒩 � íèëüïîòåíòíûé
îïåðàòîð, ïðè÷¼ì îïåðàòîðû 𝒟 è 𝒩 êîììóòèðóþò.

14. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîðû 𝒟 è 𝒩 èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëå-
íàìè îò 𝒜.

15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îïåðàòîð ℬ êîììóòèðóåò ñ ëþáûì îïåðàòîðîì, êîììóòè-
ðóþùèì ñ 𝒜, òî ℬ åñòü ìíîãî÷ëåí îò 𝒜.
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16. Äîêàæèòå, ÷òî 𝑄𝑅-ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàò-
ðèö. À èìåííî, äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó 𝐴 ðàçìåðà 𝑚×𝑛
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 𝐴 = 𝑄𝑅, ãäå 𝑄 � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
𝑚 ×𝑚, à 𝑅 = (𝑟𝑖𝑗) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑚 × 𝑛 ñ íåîòðèöà-

òåëüíûìè ÷èñëàìè íà ¾äèàãîíàëè¿ (ò.å. 𝑟𝑖𝑗 = 0 ïðè 𝑖 > 𝑗 è 𝑟𝑖𝑖 ⩾ 0).

17. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1, . . . ,a𝑘 åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð b, ÷òî (a 𝑖, b) > 0 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

18. Ïóñòü 𝑉 � ïðîñòðàíñòâî è 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚 ∈ 𝑉 * � íàáîð ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Äî-
êàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

𝑉 → 𝑉 *, v ↦→ ⟨𝛾1, v⟩𝛾1 + . . .+ ⟨𝛾𝑚, v⟩𝛾𝑚,

ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚 ïîðîæäàþò
ïðîñòðàíñòâî 𝑉 *.

19. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 â R𝑛 çàäàíî êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ:
𝑊 = ⟨a1, . . . ,a𝑘⟩, ïðè÷¼ì âåêòîðû-ñòîëáöû a1, . . . ,a𝑘 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Íàéäèòå ìàòðèöó îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà pr𝑊 â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

20. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà 𝐴 ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 𝐴 = 𝐿𝑅, ãäå 𝐿 è 𝑅 � ñîîòâåòñòâåííî íèæíå-
òðåóãîëüíàÿ è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

21. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî íåâûðîæäåííîãî) îïåðàòîðà 𝒜
èìååò ìåñòî ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå 𝒜 = 𝒫𝒰 , ãäå 𝒫 � íåîòðèöàòåëüíûé ñàìî-
ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, à 𝒰 � îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé) îïåðàòîð.

22. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿõ 𝒜 = 𝒫1𝒰1 = 𝒰2𝒫2 íåâûðîæäåííîãî
îïåðàòîðà 𝒜 îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) îïåðàòîðû 𝒰1 è 𝒰2 ñîâïàäàþò.

23. Ïóñòü𝒜 : 𝑉 → 𝑉 � íîðìàëüíûé îïåðàòîð (ò.å.𝒜*𝒜 = 𝒜𝒜*) è𝑊 � èíâàðèàíò-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âåðíî ëè, ÷òî 𝑊⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî 𝒜?

24. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùå-
ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà ñîñòîèò èç áëîêîâ

ðàçìåðà 1 èëè 2, ïðè÷¼ì áëîêè ðàçìåðà 2 èìåþò âèä

(︂
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

)︂
.

25. Ïóñòü áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ℬ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ℬ(x , y) = 0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ℬ(y , x ) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ℬ ëèáî ñèììåòðè÷íà, ëèáî
êîñîñèììåòðè÷íà.

26. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè íàä ïîëåì Z2, êîòî-
ðàÿ íå ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó çàìåíîé áàçèñà.

27. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðû ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì, êîòîðûå íåëüçÿ
ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó îäíèì ïðåîáðàçîâàíèåì.

28. Ïóñòü 𝜉, 𝜂 � íåíóëåâûå ëèíåéíûå ôóíêöèè. Íàéäèòå ðàíã áèëèíåéíîé ôîðìû
𝜉 ⊗ 𝜂.

29. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ S𝑝(𝑉 ).

30. Ïóñòü 𝜉1, . . . , 𝜉𝑝 ∈ 𝑉 * = Λ1(𝑉 ). Äîêàæèòå, ÷òî 𝜉1 ∧ . . . ∧ 𝜉𝑝 = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êîâåêòîðû 𝜉1, . . . , 𝜉𝑝 ëèíåéíî çàâèñèìû.
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31. Âíåøíÿÿ 2-ôîðìà 𝑇 =
∑︀

𝑖<𝑗 𝑇𝑖𝑗𝜀
𝑖 ∧ 𝜀𝑗 íàçûâàåòñÿ разложимой, åñëè 𝑇 = 𝜉 ∧ 𝜂

äëÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé (1-ôîðì) 𝜉 è 𝜂. Äîêàæèòå, ÷òî âíåøíÿÿ
2-ôîðìà ðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ñîîòâåòñòâóþùåé êîñî-
ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò 2.

32. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü det𝐵 êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)
êàê ìíîãî÷ëåí îò å¼ ýëåìåíòîâ 𝑏𝑖𝑗 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì äðóãîãî ìíîãî÷ëåíà
pf 𝐵 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè: det𝐵 = (pf 𝐵)2. Ìíîãî÷ëåí pf 𝐵 íàçûâàåòñÿ
пфаффианом ìàòðèöû 𝐵.

33. Äîêàæèòå ôîðìóëó èçìåíåíèÿ ïôàôôèàíà ïðè çàìåíå áàçèñà: åñëè 𝐵′ =
𝐶𝑡𝐵𝐶, òî pf 𝐵′ = det𝐶 pf 𝐵.

34. Íàéäèòå ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíà pf 𝐵 îò ýëåìåíòîâ 𝑏𝑖𝑗.

35. Ïóñòü ℬ : 𝑉 × 𝑉 → R � íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ, à 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 � îïåðàòîð, ñîõðàíÿþùèé ýòó ôóíêöèþ, ò. å.
ℬ(𝒜u ,𝒜v) = ℬ(u , v). Äîêàæèòå, ÷òî det𝒜 = 1.


	Предисловие
	Глава 1. Линейные пространства
	1.1. Линейные пространства и подпространства. Примеры
	1.2. Линейная зависимость. Базис. Размерность
	1.3. Пересечение и сумма подпространств, их размерности
	1.4. Прямая сумма подпространств. Внешняя прямая сумма
	1.5. Факторпространство. Размерность факторпространства
	1.6. Координаты вектора. Закон изменения координат при замене базиса
	1.7. Линейные отображения и изоморфизмы. Ядро и образ
	1.8. Матрица линейного отображения. Преобразование матрицы линейного отображения при заменах базисов
	1.9. Двойственное пространство V*, двойственный базис. Отсутствие изоморфизма V.5-.5.5-.5.5-.5.5-.5V* в бесконечномерном случае
	1.10. Второе двойственное пространство, канонический изоморфизм V.5-.5.5-.5.5-.5.5-.5V**
	1.11. Сопряжённое линейное отображение

	Глава 2. Линейные операторы
	2.1. Матрица линейного оператора. Определитель и след оператора. Невырожденные операторы. Группы GL(n) и SL(n)
	2.2. Проекторы, их алгебраическая характеризация
	2.3. Многочлены от оператора. Минимальный аннулирующий многочлен
	2.4. Овеществление и комплексификация
	2.5. Инвариантные подпространства. Ограничение оператора и фактор-оператор. Собственные значения и собственные векторы
	2.6. Характеристический многочлен. Теорема Гамильтона–Кэли
	2.7. Диагонализируемые операторы. Критерий диагонализируемости
	2.8. Нильпотентные операторы. Нормальный вид
	2.9. Корневые векторы. Теорема о разложении в прямую сумму корневых подпространств
	2.10. Жорданова нормальная форма оператора
	2.11. Вычисление многочленов и функций от матриц. Экспонента линейного оператора

	Глава 3. Геометрия евклидовых и эрмитовых пространств
	3.1. Аффинные пространства, системы координат, подпространства
	3.2. Евклидовы и эрмитовы пространства, примеры. Неравенство Коши–Буняковского, неравенство треугольника
	3.3. Ортогональные системы векторов, ортонормированные базисы. Ортогонализация Грама–Шмидта
	3.4. Ортогональные и унитарные матрицы. QR-разложение
	3.5. Ортогональное дополнение. Проекция и ортогональная составляющая. Угол между вектором и подпространством
	3.6. Аффинные евклидовы пространства. Расстояние от точки до подпространства. Расстояние между подпространствами
	3.7. Определитель матрицы Грама и многомерный объём
	3.8. Метод наименьших квадратов
	3.9. Изоморфизмы евклидовых и эрмитовых пространств. Канонический изоморфизм евклидова пространства и его сопряжённого

	Глава 4. Операторы в евклидовых и эрмитовых пространствах
	4.1. Сопряжённые операторы в евклидовых и эрмитовых пространствах
	4.2. Самосопряжённые операторы. Канонический вид
	4.3. Самосопряжённые проекторы. Спектральное разложение самосопряжённого оператора
	4.4. Кососимметрические и косоэрмитовы операторы. Канонический вид. Эрмитово разложение
	4.5. Ортогональные и унитарные операторы. Канонический вид. Группы O(n) и SO(n), U(n) и SU(n)
	4.6. Положительные самосопряжённые операторы. Полярное разложение
	4.7. Нормальные операторы

	Глава 5. Билинейные и полуторалинейные функции
	5.1. Билинейные и полуторалинейные функции, их матрицы. Закон изменения матрицы при замене базиса. Канонический изоморфизм пространства билинейных функций и пространства Hom(V,V*)
	5.2. Симметрические, кососимметрические и эрмитовы функции. Квадратичные формы.
	5.3. Нормальный вид симметрической билинейной функции над различными полями
	5.4. Нормальный вид эрмитовых полуторалинейных функций
	5.5. Закон инерции. Единственность нормального вида
	5.6. Теорема Якоби. Критерий Сильвестра
	5.7. Симметрические билинейные функции в евклидовых пространствах. Канонический вид
	5.8. Приведение пары форм к диагональному виду. Собственные значения и собственные векторы пары форм
	5.9. Нормальный вид кососимметрических билинейных функций
	5.10. Симплектические пространства. Лагранжевы подпространства. Существование дополнительного лагранжева подпространства.
	5.11. Пространства с обобщённым скалярным произведением. Группы операторов. Псевдоевклидовы пространства.

	Глава 6. Тензоры
	6.1. Полилинейные функции
	6.2. Тензоры: координатное определение
	6.3. Тензорное произведение, свёртка, опускание и поднятие индексов
	6.4. Базис в пространстве тензоров
	6.5. Симметрические и кососимметрические тензоры, симметризация и альтернирование
	6.6. Внешнее произведение кососимметрических тензоров, внешние формы

	Теоретические задачи

