
Ïðîãðàììà ýêçàìåíà ïî ëèíåéíîé àëãåáðå è ãåîìåòðèè, 2015 ã, 1-é ïîòîê.

(1) Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.
(2) Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà î ñóììå ðàç-

ìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâà è ôàêòîðïðîñòðàíñòâà.
(3) Ëèíåéíàÿ (íå)çàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ðàçìåðíîñòü. Áàçèñ. Êî-

îðäèíàòû.
(4) Ïåðåñå÷åíèå è ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà îá èõ ðàçìåðíîñòÿõ. Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðî-

ñòðàíñòâ. Âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà.
(5) Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Äâîéñòâåííûé áàçèñ. Ïðèìåð: äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê ïðî-

ñòðàíñòâó ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n è åãî áàçèñ.
(6) Èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Èçîìîðôíîñòü ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ îäèíàêîâîé ðàçìåð-

íîñòè. Âòîðîå äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì è
åãî âòîðûì äâîéñòâåííûì.

(7) Åâêëèäîâû è ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà.

(8) Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ.

(9) Ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà, óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïñåâäîðåøåíèå.

(10) Îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû. Ðàçëîæåíèå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèå
îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) íà âåðõíåòðåóãîëüíóþ.

(11) Îïðåäåëèòåëü Ãðàìà. Îáúåì n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû
Ãðàìà.

(12) Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Òåîðåìà î ñóììå ðàçìåðíîñòåé
ÿäðà è îáðàçà. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü îò áàçèñîâ.

(13) Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. ßäðî è îáðàç îïåðàòîðà. Èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Îãðàíè÷åíèå
îïåðàòîðà è ôàêòîð-îïåðàòîð. Âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà, îáëàäàþùåãî èíâàðèàíòíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì.

(14) (Íå)âûðîæäåííûå îïåðàòîðû. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Ñóùåñòâîâàíèå
íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ.

(15) Îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ. Èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ.
(16) Ìíîãî÷ëåíû îò îïåðàòîðîâ. Àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Èõ êîðíè.
(17) Ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû. Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñòàáèëèçàöèÿ ÿäåð ñòåïåíåé îïåðàòîðà.
(18) Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè.
(19) Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè â ïðÿìóþ ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòîãî ïîëÿ).
(20) Òåîðåìà Æîðäàíà î ïðèâåäåíèè ê íîðìàëüíîé ôîðìå.
(21) Åäèíñòâåííîñòü Æîðäàíîâîé ôîðìû.
(22) Îâåùåñòâëåíèå è êîìïëåêñèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ.
(23) Ñóùåñòâîâàíèå îäíîìåðíûõ èëè äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ó îïåðàòîðîâ â âå-

ùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
(24) Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Åäèíñòâåííîñòü. Ñóùåñòâîâàíèå. Èíâàðèàíòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ è

èõ îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà è åãî ñîïðÿæåííîãî.
(25) Ñàìîñîïðÿæåííûå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû, èõ êàíîíè÷åñêèé âèä.
(26) Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿçü íîðìàëüíîñòè ñ äèàãîíàëèçèðóåìîñòüþ. Îäíîâðåìåííîå ïðèâå-

äåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.
(27) Îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Èçîìåòðèè. Êàíîíè÷åñêèé âèä óíèòàðíîãî

îïåðàòîðà.
(28) Êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.
(29) Íåîòðèöàòåëüíûå îïåðàòîðû. Êâàäðàòíûé êîðåíü èç íåîòðèöàòåëüíîãî îïåðàòîðà.
(30) Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðîâ.
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(31) Áèëèíåéíûå, ïîëóòîðàëèíåéíûå, êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè. Ïðàâîå è ëåâîå ÿäðî. Íåâûðîæäåí-
íîñòü.

(32) Ìàòðèöà áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôóíêöèè, åå èçìåíåíèå ïðè çàìåíàõ áàçèñà.
(Êîñî)ñèììåòðè÷íûå è (êîñî)ýðìèòîâû ôóíêöèè.

(33) Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî (êîñî)ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé (ýðìèòîâîé ïîëóòî-
ðàëèíåéíîé) ôóíêöèè. Åãî ðàçìåðíîñòü. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâà è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîë-
íåíèÿ. Âòîðîå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå.

(34) Íîðìàëüíûé âèä (êîñî)ñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé â âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ýðìèòîâûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôóíêöèé.

(35) Òåîðåìà èíåðöèè.
(36) Òåîðåìà ßêîáè. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.
(37) Îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå íåâûðîæäåííóþ (êîñî)ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ (ýðìèòîâó ïîëó-

òîðàëèíåéíóþ) ôóíêöèþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû. Îïèñàíèå ãðóïïû O(1, 1).
(38) Èçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ëàãðàíæåâû ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáîãî èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñîäåðæàùåãî åãî ëàãðàíæåâà ïîäïðî-
ñòðàíñòâà.

(39) Ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ëàãðàíæåâà ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ ëþáîãî ëàãðàíæåâà ïîäïðî-
ñòðàíñòâà â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

(40) Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè è ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

(41) Êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè è ïðèíöèï ìèíèìàêñà.
(42) Ïðèâåäåíèå ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Îáîáùåííûé õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Òåîðåìà îá îäíîâðåìåííîì ïðèâåäåíèè îäíîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ê êà-
íîíè÷åñêîìó âèäó, à äðóãîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé) � ê íîðìàëüíîìó âèäó.

(43) Òåíçîðû. Ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè. Ïðèìåðû. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ. Áàçèñ â ïðî-
ñòðàíñòâå òåíçîðîâ.

(44) Ñâåðòêà òåíçîðîâ. Ïîäíÿòèå è îïóñêàíèå èíäåêñîâ â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
(45) Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû. Ñèììåòðèçàöèÿ è àëüòåðíèðîâàíèå êàê ïðî-

åêòîðû.
(46) Âíåøíåå óìíîæåíèå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ, åãî ñâîéñòâà.
(47) Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ.
(48) Ïðèâîäèìîñòü êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ.


