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1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç îáùåé òîïîëîãèè

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.

Òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ñ âûäåëåííûì íàáîðîì
ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ îòêðûòûìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

(à) ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è âñ¼ ìíîæåñòâî X ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè;
(á) îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì;
(â) ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Íàáîð T îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ òàêæå íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé íà ïðîñòðàíñòâå X.
Åñëè íà ìíîæåñòâåX ââåäåíû äâå òîïîëîãèè T1 è T2, ïðè÷¼ì êàæäîå ïîäìíîæåñòâî

èç T1 ëåæèò â T2, òî ãîâîðÿò, ÷òî òîïîëîãèÿ T1 ãðóáåå (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè ñëàáåå)
òîïîëîãèè T2, à òîïîëîãèÿ T2 òîíüøå (ñèëüíåå) òîïîëîãèè T1.
Ñàìîé òîíêîé òîïîëîãèåé íà X ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ, â êîòîðîé âñå ïîäìíîæåñòâà

îòêðûòû, à ñàìîé ãðóáîé � àíòèäèñêðåòíàÿ, â êîòîðîé îòêðûòûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
∅ è X.
Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U , ñîäåðæàùåå äàííóþ òî÷êó x ∈ X, íàçûâàåòñÿ

îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.
Îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî, åñëè äëÿ ëþáîãî

îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ Y ïîäìíîæåñòâî f−1(U) îòêðûòî â X. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè îíî íåïðåðûâíî, âçàèìíî îäíîçíà÷íî
è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : Y → X òàêæå íåïðåðûâíî. Äëÿ ãîìåîìîðôíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ X è Y èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå X ∼= Y .

Äàëåå ïîä ¾ïðîñòðàíñòâîì¿ ìû áóäåì ïîíèìàòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, à ïîä ¾îòîáðàæåíèåì¿ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñè-
òåëüíî èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, â êîòîðîé îòêðûòûå ìíîæåñòâà èìåþò âèä A∩U ,
ãäå U îòêðûòî â X. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ i : A ↪→ X íåïðåðûâíî.
Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî. Òî÷êà x ∈ X

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x
ñîäåðæèò òî÷êó èç A, îòëè÷íóþ îò x. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè (óïðàæíåíèå).
Ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ A t B

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ A è B, êàæäîå èç êîòîðûõ íåïóñòî, îòêðûòî è çà-
ìêíóòî.
Ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, åñëè èç êàæäîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæå-

ñòâàìè X =
⋃
i∈I Ui ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå X = U1 ∪ . . . ∪ Un.

Ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîðôîâî, åñëè ó ëþáûõ åãî äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ X
ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè, U 3 x, V 3 y, U ∩ V = ∅.
Òåîðåìà 1.1. Íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y êîìïàêò-
íîãî ïðîñòðàíñòâà X íà õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òðè ëåììû.

Ëåììà 1.2. Åñëè X êîìïàêòíî è A ⊂ X � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, òî A òàê-
æå êîìïàêòíî (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A =
⋃
i∈I Ui � îòêðûòîå ïîêðûòèå. Èìååì Ui = Vi ∩ A, ãäå

Vi � îòêðûòî â X. Òîãäà X = (X \ A) ∪
⋃
i∈I Vi � îòêðûòîå ïîêðûòèå. Âûäåëèì
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êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå X = (X \A)∪V1∪ . . .∪Vn. Òîãäà A = U1∪ . . .∪Un � êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå. �

Ëåììà 1.3. Åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå è X êîì-
ïàêòíî, òî Y òàêæå êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y =
⋃
i∈I Ui � îòêðûòîå ïîêðûòèå. Òîãäà X =

⋃
i∈I f

−1(Ui)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì. Âûäåëèì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå X =
f−1(U1) ∪ . . . ∪ f−1(Un). Òîãäà Y = U1 ∪ . . . ∪ Un � êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. �

Ëåììà 1.4. Åñëè Y õàóñäîðôîâî è B ⊂ Y � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî B
çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ B íàéä¼òñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà y ∈ Y , òà-
êàÿ, ÷òî y /∈ B. Äëÿ êàæäîé òî÷êè b ∈ B âûáåðåì îòêðûòûå (â Y ) ïîäìíîæåñòâà
Ub 3 b, Vb 3 y, Ub ∩ Vb = ∅. Èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ B =

⋃
b∈B Ub âûäåëèì êîíå÷íîå

ïîäïîêðûòèå B = Ub1 ∪ . . . ∪ Ubn . Òîãäà V = Vb1 ∩ . . . ∩ Vbn � îêðåñòíîñòü òî÷êè y, íå
ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ B. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : Y →
X íåïðåðûâíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàäî äîêàçàòü, ÷òî f ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà â îòêðûòûå (òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè). Òàê êàê f âçàèìíî
îäíîçíà÷íî, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî f ïåðåâîäèò çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â çàìêíó-
òûå. Ïóñòü A ⊂ X çàìêíóòî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2, A êîìïàêòíî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3,
f(A) ⊂ Y òàêæå êîìïàêòíî. Íàêîíåö, ñîãëàñíî ëåììå 1.4, f(A) çàìêíóòî. �

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X/∼ ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p : X → X/∼ åñòåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå å¼ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà íà
ìíîæåñòâå X/∼ îïðåäåëåíà ôàêòîð-òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé ìíîæåñòâî U ⊂ X/ ∼ îò-
êðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðîîáðàç p−1(U) îòêðûò â X. Îòîáðàæåíèå
p : X → X/∼ íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ôàêòîð-òîïîëîãèè è íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-
îòîáðàæåíèåì.
Âîò äâà âàæíåéøèõ ïðèìåðà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà:

Ïðèìåð 1.5.

1. Ïóñòü A ⊂ X, à îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X çàäàíî òàê: x1 ∼ x2 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî x1 = x2, ëèáî x1 ∈ A è x2 ∈ A. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî
X/∼ îáîçíà÷àåòñÿ X/A; ãîâîðÿò, ÷òî X/A ïîëó÷àåòñÿ èç X ñòÿãèâàíèåì A â òî÷-
êó. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè A = pt � òî÷êà, òî X/pt ãîìåîìîðôíî X, à X/∅
ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ X è òî÷êè.

2. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò ñëåâà íà ïðîñòðàíñòâå X , åñëè äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà g ∈ G çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå αg : X → X, òàêîå, ÷òî αe = id
(òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå) è αgh = αg ◦ αh (êîìïîçèöèÿ). Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå
îòîáðàæåíèå αg ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì (ñ îáðàòíûì αg−1). Òî÷êà αg(x) îáîçíà-
÷àåòñÿ ïðîñòî gx.
Îðáèòîé òî÷êè x ∈ X ïîä äåéñòâèåì G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Gx = {gx : g ∈ G}.
Îðáèòû ðàçíûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñîâïàäàþò è òåì ñàìûì çàäàþò îòíîøå-
íèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà X: x ∼ y åñëè ñóùåñòâóåò g ∈ G, òàêîé, ÷òî gx = y.
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Ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/∼ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îðáèò
ïî äåéñòâèþ G è îáîçíà÷àåòñÿ X/G.

Ïðîèçâåäåíèÿ è êîïðîèçâåäåíèÿ, äåêàðòîâû è êîäåêàðòîâû êâàäðàòû.

Áàçîé òîïîëîãèè T íàX íàçûâàåòñÿ íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Ui : i ∈ I, òàêîé,
÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ (êîíå÷íîãî
èëè áåñêîíå÷íîãî) ïîäìíîæåñòâ Ui.
Ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X × Y (ñîñòîÿùåå èç

ïàð (x, y), x ∈ X, y ∈ Y ) ñ òîïîëîãèåé, áàçó êîòîðîé îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà âèäà
U × V , ãäå U îòêðûòî â X, à V îòêðûòî â Y . Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé
ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãðóáîé èç âñåõ òîïî-
ëîãèé íà X × Y , îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðîåêöèè pX : X × Y → X, (x, y) 7→ x, è
pY : X × Y → Y , (x, y) 7→ y, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.7 (óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïðîèçâåäåíèÿ). Ïóñòü äàíû îòîáðà-
æåíèÿ f : Z → X è g : Z → Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå
h : Z → X × Y , òàêîå, ÷òî pX ◦ h = f è pY ◦ h = g. Ýòî âûðàæàåòñÿ êîììó-
òàòèâíîé äèàãðàììîé:

Z
h

##

f

&&

g

��

X × Y pX
//

pY
��

X

Y

Äàííîå óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò ïîíÿòèå êàòåãîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Òåì ñàìûì òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ çàäà¼ò êàòåãîðíîå ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíèõ äâóõ óòâåðæäåíèé îñòàâ-
ëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé.
Ïî àíàëîãèè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâX1×. . .×Xn.

Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
∏

i∈I Xi, îäíàêî çäåñü èìååòñÿ
òîíêîñòü: äëÿ òîãî ÷òîáû òàêîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàëî ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê ïðîåêöèÿì pi :

∏
i∈I Xi → Xi â êà÷åñòâå áàçû òîïîëîãèè íåîáõîäè-

ìî áðàòü òîëüêî ïðîèçâåäåíèÿ âèäà
∏

i∈I Ui, ãäå êàæäîå Ui îòêðûòî â Xi è ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî Ui îòëè÷íî îò Xi (óïðàæíåíèå). Èìåííî ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ.
Îáîáùåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå äåêàðòîâîãî êâàäðàòà:

(1) Z
h

$$

f

&&

g

  

X ×A Y pX
//

pY
��

X

r
��

Y
s // A

Êâàäðàòíàÿ äèàãðàììà â íèæíåé ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì
êâàäðàòîì, åñëè îíà îáëàäàåò óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì, îïèñûâàåìûì ðèñóíêîì.
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Ïðîñòðàíñòâî X ×A Y íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíûì ïðîèçâåäåíèåì (èëè êîàìàëüãàìîé,
â àíãë. òåðìèíîëîãèè pullback) ïðîñòðàíñòâ X è Y ñ çàäàííûìè îòîáðàæåíèÿìè
r : X → A è s : Y → A.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå X ×A Y � ýòî òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñ

çàäàííûìè îòîáðàæåíèÿìè pX : X ×A Y → X è pY : X ×A Y , ÷òî r ◦ pX = s ◦ pY
è äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Z ñ îòîáðàæåíèÿìè f : Z → X è g : Z → Y , òàêèìè,
÷òî r ◦ f = s ◦ g, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå h : Z → X ×A Y , òàêîå, ÷òî
pX ◦ h = f è pY ◦ h = g.
Ñóùåñòâîâàíèå äåêàðòîâîãî êâàäðàòà (ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ) äîêàçûâàåòñÿ

ïðåäúÿâëåíèåì ÿâíîé êîíñòðóêöèè ïðîñòðàíñòâà X ×A Y , èñïîëüçóþùåé èíäóöèðî-
âàííóþ òîïîëîãèþ è òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ:

X ×A Y = {(x, y) ∈ X × Y : r(x) = s(y)}.

Ïðîâåðêà óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Îáðàùåíèå ñòðåëîê ïðèâîäèò ê äâîéñòâåííîé êîíñòðóêöèè êîïðîèçâåäåíèÿ è êî-

äåêàðòîâà êâàäðàòà:

(2) A
r //

s
��

X

iX
�� f

��

Y
iY //

g
,,

X ∪A Y
h

##
Z

Ïðîñòðàíñòâî X ∪A Y íàçûâàåòñÿ ñêëåéêîé (èëè àìàëüãàìîé, â àíãë. òåðìèíîëîãèè
pushout) ïðîñòðàíñòâ X è Y ñ çàäàííûìè îòîáðàæåíèÿìè r : A→ X è s : A→ Y .
ßâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâà X ∪A Y èñïîëüçóåò ôàêòîð-òîïîëîãèþ:

X ∪A Y = X t Y/∼ , ãäå x ∼ y, åñëè x = r(a) è y = s(a) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè A = ∅ ïîëó÷àåì, ÷òî êîïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ X è Y ÿâëÿåòñÿ
èõ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå X t Y .

Òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé.

Ïðåäáàçîé òîïîëîãèè T íà X íàçûâàåòñÿ íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Ui : i ∈ I,
ïîðîæäàþùèõ T (ò.å. T ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãðóáîé òîïîëîãèåé, â êîòîðîé âñå Ui îòêðû-
òû). Áîëåå ÿâíî, ïðåäáàçà � ýòî íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîâîêóïíîñòü âñåâîç-
ìîæíûõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé êîòîðûõ îáðàçóåò áàçó.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : X → Y . Ýòî ìíîæåñòâî

îáîçíà÷àåòñÿ C(X, Y ) èëè Y X . Íà í¼ì ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂ X è îòêðûòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
U ⊂ Y ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé

W (K,U) = {f ∈ Y X : f(K) ⊂ U}.

Òîïîëîãèÿ íà Y X , ïîðîæä¼ííàÿ íàáîðîì âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ W (K,U) (ò.å.
äëÿ êîòîðîé ïîäìíîæåñòâà W (K,U) îáðàçóþò ïðåäáàçó), íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíî-
îòêðûòîé òîïîëîãèåé. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà Y X âñåãäà ââåäåíà
êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ òîïîëîãèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.8. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé),
òî òîïîëîãèÿ íà Y X ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ

∏
x∈X Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Êàæäîå
ìíîæåñòâî W (K,U) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïåðåñå÷åíèåì

⋂
x∈KW (x, U), à ìíîæåñòâà

W (x, U) ïîðîæäàþò òîïîëîãèþ êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏

x∈X Y . �

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

1.9. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò âñå
ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

1.10. Â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

1.11. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåïðåðûâíîãî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ìåæäó
êîìïàêòíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

1.12. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè ïðîîáðàçû êîìïàêò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòíû. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y êîìïàêòíîãî
ïðîñòðàíñòâà X â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y ñîáñòâåííî.

1.13. Îòêðûòîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì (â ñìûñëå èíäóöèðî-
âàííîé òîïîëîãèè). Àíàëîãè÷íî, çàìêíóòîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëî-
æåíèåì.

1.14. Îòêðûòîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-îòîáðàæåíèåì (â ñìûñ-
ëå ôàêòîð-òîïîëîãèè). Àíàëîãè÷íî, çàìêíóòîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîð-îòîáðàæåíèåì.

1.15. Èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ íà A ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãðóáîé èç âñåõ òîïîëî-
ãèé, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå A ↪→ X íåïðåðûâíî.

1.16. Ôàêòîð-òîïîëîãèÿ íà X/∼ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òîíêîé èç âñåõ òîïîëîãèé, äëÿ êî-
òîðûõ îòîáðàæåíèå X → X/∼ íåïðåðûâíî.

1.17. Åñëè A ⊂ X è X/A õàóñäîðôîâî, òî A çàìêíóòî. Îäíàêî X/A ìîæåò áûòü íå
õàóñäîðôîâûì äàæå åñëè X õàóñäîðôîâî, à A ⊂ X � çàìêíóòî.

1.18. Äîêàçàòü ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è 1.7.

1.19. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ êîì-
ïàêòíî. Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ èç-
âåñòíî êàê òåîðåìà Òèõîíîâà è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ
îáùåé òîïîëîãèè. Òåîðåìà Òèõîíîâà ýêâèâàëåíòíà àêñèîìå âûáîðà (ïîëåçíî ñàìî-
ñòîÿòåëüíî âûâåñòè àêñèîìó âûáîðà èç òåîðåìû Òèõîíîâà èëè ðàçîáðàòü äîêàçà-
òåëüñòâî).

1.20. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà äèñêðåòíîãî
ïðîñòðàíñòâà {0, 1}.

1.21. Ïðîâåðèòü óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿX×AY è ñêëåé-
êè X ∪A Y .

1.22. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì, êîïðîèçâåäåíèåì è êîäåêàðòîâûì êâàäðàòîì â
êàòåãîðèÿõ ãðóïï è àáåëåâûõ ãðóïï?
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1.23. Âåðíî ëè ïðåäëîæåíèå 1.8 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X?

1.24. Èìååò ìåñòî ãîìåîìîðôèçì

C(X, Y × Z) ∼= C(X, Y )× C(X,Z) èëè (Y × Z)X ∼= Y X × ZX .

1.25. Ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè
y ∈ Y íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé êîìïàêòíî.
Åñëè Y õàóñäîðôîâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî îòîáðàæåíèå êîìïîçèöèè

ϕ : C(X, Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z), (f, g) 7→ g ◦ f
íåïðåðûâíî. Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ

e : Y × C(Y, Z)→ Z, (y, f) 7→ f(y)

íåïðåðûâíî.

1.26 (ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí). Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

Φ : C(X × Y, Z)→ C(X, C(Y, Z)) èëè Φ : ZX×Y → (ZY )X ,

ïðè êîòîðîì îòîáðàæåíèå f : X×Y → Z ïåðåõîäèò â îòîáðàæåíèå Φ(f) : X → C(Y, Z),
ïåðåâîäÿùåå x ∈ X â îòîáðàæåíèå y 7→ f(x, y).
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X õàóñäîðôîâî, à Y õàóñäîðôîâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî

Φ � ãîìåîìîðôèçì.

2. Îïåðàöèè íàä òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè

Êîíóñ, íàäñòðîéêà è äæîéí. Ñèìâîë I îáîçíà÷àåò ó íàñ åäèíè÷íûé îòðåçîê [0, 1].
Öèëèíäðîì íàä X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå X× I; ïîäïðîñòðàíñòâà X× 1 è X× 0

íàçûâàþòñÿ (âåðõíèì è íèæíèì) îñíîâàíèÿìè öèëèíäðà.
Êîíóñ CX íàä X � ýòî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî öèëèíäðà ïî åãî âåðõíåìó îñíîâà-

íèþ: CX = (X × I)/(X × 1). Îáðàç îñíîâàíèÿ X × 1 íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé êîíóñà, à
îáðàç îñíîâàíèÿ X × 0 � îñíîâàíèåì êîíóñà.
Íàäñòðîéêîé ΣX íàäX íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî êîíóñà ïî åãî îñíîâàíèþ:

ΣX = CX/(X × 0). (Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòî � íå òî æå ñàìîå, ÷òî ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâî (X × I)/(X × 1 ∪ X × 0).) Ïðîñòðàíñòâî X âêëàäûâàåòñÿ â íàäñòðîéêó
ΣX â êà÷åñòâå X × 1

2
. Ïî-äðóãîìó íàäñòðîéêó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñêëåéêó äâóõ

êîíóñîâ ïî èõ îñíîâàíèÿì: ΣX = CX ∪X CX; òàêèì îáðàçîì ìû èìååì êîäåêàðòîâ
êâàäðàò

X
i //

i
��

CX

��
CX // ΣX,

ãäå êàæäîå èç îòîáðàæåíèé i ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì X íà îñíîâàíèå öèëèíäðà.
Äæîéí (èëè ñîåäèíåíèå) X ∗Y ïðîñòðàíñòâ X è Y óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê

îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ êàæäóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâàX ñ êàæäîé òî÷êîé
ïðîñòðàíñòâà Y . Ôîðìàëüíî äæîéí îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

X ∗ Y = X × Y × I/ (x, y1, 0) ∼ (x, y2, 0), (x1, y, 1) ∼ (x2, y, 1)

ïðè ëþáûõ x, x1, x2 ∈ X è y, y1, y2 ∈ Y . Ïðîèçâåäåíèå, X × Y âêëàäûâàåòñÿ â äæîéí
â êà÷åñòâå X × Y × 1

2
.
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Ïðèìåð 2.1.

1. Ðàññìîòðèì n-ìåðíóþ ñôåðó

Sn =
{
x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 : x20 + x21 + . . .+ x2n = 1

}
.

(Ïðè n = 0 ïîëó÷àåì S0 = äâå òî÷êè.) Òîãäà CSn = Dn+1 (øàð ðàçìåðíîñòè n + 1),
à íàäñòðîéêà ΣSn ãîìåîìîðôíà Sn+1 (óïðàæíåíèå).

2. Äæîéí Sk ∗ Sl ãîìåîìîðôåí ñôåðå Sk+l+1.

Ïðîñòðàíñòâà ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Â òåîðèè ãîìîòîïèé ÷àñòî èìåþò äåëî ñ
ïðîñòðàíñòâàìè ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé, ò.å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âî âñåõ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ïðîñòðàíñòâàõ âûäåëåíû îòìå÷åííûå òî÷êè è âñå îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäÿò îòìå-
÷åííûå òî÷êè â îòìå÷åííûå. Ïðè ýòîì îïåðàöèè, îïèñàííûå âûøå, âèäîèçìåíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (X, x0) è (Y, y0) íàçûâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî X×Y ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé (x0, y0). Â êîíóñå è íàäñòðîéêå íàä (X, x0)
äîïîëíèòåëüíî ñòÿãèâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî x0 × I, ò.å.

C(X, x0) = X × I/(X × 1 ∪ x0 × I), Σ(X, x0) = CX/(X × 0 ∪ x0 × I).

Ïðè ýòîì ñòÿíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî îáúÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Â äæîéíå
(X, x0) ∗ (Y, y0) äîïîëíèòåëüíî ñòÿãèâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî x0 × y0 × I.
Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòðàíñòâàìè ñ îòìå÷åííûìè òî÷-

êàìè, òî ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå X âìåñòî (X, x0) (òàêæå ΣX
âìåñòî Σ(X, x0) è ò.ä.).
Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äâå äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè íàä ïðîñòðàíñòâàìè ñ îòìå-

÷åííûìè òî÷êàìè.
Áóêåòîì ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè X è Y íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

X ∨ Y , ïîëó÷àåìîå ñêëåéêîé X è Y ïî îòìå÷åííûì òî÷êàì x0 è y0:

X ∨ Y = X t Y/(x0 ∼ y0).

Áóêåò X ∨ Y åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå X × Y â êà÷åñòâå
ïîäïðîñòðàíñòâà X × y0 ∪ x0 × Y ; ïðè ýòîì îòìå÷åííàÿ òî÷êà áóêåòà ïåðåõîäèò â
(x0, y0). Áóêåò ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè
òî÷êàìè (óïðàæíåíèå).
Ïðèâåä¼ííûì ïðîèçâåäåíèåì (èëè ñìýø-ïðîèçâåäåíèåì) ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åí-

íûìè òî÷êàìè X è Y íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X ∧ Y , ïîëó÷àåìîå ôàêòîðèçàöèåé
ïðîèçâåäåíèÿ X × Y ïî âëîæåííîìó áóêåòó X ∨ Y :

X ∧ Y = (X × Y )/(X ∨ Y ) = (X × Y )/(X × y0 ∪ x0 × Y ).

Ïðîñòðàíñòâà ïóòåé è ïåòåëü. Ïóò¼ì â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå ϕ : I → X; òî÷êà ϕ(0) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì, à ϕ(1) � êîíöîì ïóòè ϕ. Ïåòë¼é
íàçûâàåòñÿ ïóòü, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ïðîñòðàíñòâî X, ëþáûå äâå òî÷êè êîòîðîãî ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì, íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíî ñâÿçíûì. Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, íî îáðàòíîå âåðíî íå âñåãäà
(óïðàæíåíèå).
Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ïðîñòðàíñòâîì ïóòåé íà X íàçû-

âàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî PX ⊂ C(I,X), ñîñòîÿùåå èç ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ â îòìå÷åí-
íîé òî÷êå x0. Ïðîñòðàíñòâîì ïåòåëü íà X íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ΩX ⊂ PX,
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ñîñòîÿùåå èç ïåòåëü, íà÷èíàþùèõñÿ è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â îòìå÷åííîé òî÷êå x0. Îò-
ìå÷åííîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà ΩX ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ, ϕ(x) = x0.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè X õàóñäîðôîâî, òî èìååò ìåñòî åñòåñòâåííûé ïî X è Y ãî-
ìåîìîðôèçì

C(ΣX, Y )→ C(X,ΩY ),

ïåðåâîäÿùèé îòîáðàæåíèå f : X × I → ΣX → Y â îòîáðàæåíèå X → ΩY , x 7→ ϕx,
ãäå ϕx � ïåòëÿ I → Y , t 7→ f(x, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó (çàäà÷à 1.26), èìååì ãîìåî-
ìîðôèçì

C(X × I, Y )
∼=−→ C(X, C(I, Y )).

Ïðè ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâî C(ΣX, Y ) ⊂ C(X × I, Y ), ñîñòîÿùåå èç îòîáðàæåíèé
f : X×I → Y , äëÿ êîòîðûõ f(x, 0) = f(x, 1) = f(x0, t) = y0, ïåðåõîäèò â ïîäïðîñòðàí-
ñòâî C(X,ΩY ) ⊂ C(X, C(I, Y )) îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ X â ïåòëè ñ íà÷àëîì y0 è
ïåðåâîäÿùèõ x0 â ïîñòîÿííóþ ïåòëþ.
Åñòåñòâåííîñòü ïî X è Y îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé X ′ → X è Y → Y ′

ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

C(ΣX, Y )
∼= //

��

C(X,ΩY )

��
C(ΣX ′, Y ′)

∼= // C(X ′, ΩY ′)

Äåòàëè îñòàþòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. �

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ΣSn ∼= Sn+1, Sk ∗ Sl ∼= Sk+l+1 è Sk ∧ Sl ∼= Sk+l.

2.4. Äîêàæèòå, ÷òî áóêåò ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ îò-
ìå÷åííûìè òî÷êàìè, ò.å. äëÿ íåãî èìååò ìåñòî óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî

X

iX
�� f

��

Y
iY //

g
,,

X ∨ Y
h

##
Z

ãäå âñå ñòðåëêè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.

2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñâÿç-
íîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

3. Ãîìîòîïèè è ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Äâà îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè X è Y íàçûâàþòñÿ ãîìî-
òîïíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ f ' g), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå F : X × I → Y , òàêîå,
÷òî F (x, 0) = f(x) è F (x, 1) = g(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ
ãîìîòîïèåé ìåæäó f è g. Äëÿ êàæäîãî t ∈ I áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ft îòîáðàæåíèå
X → Y , x 7→ F (x, t).
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Ãîìîòîïèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè. Ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [X, Y ] ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y .

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîðôîâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî èìååì ãî-
ìåîìîðôèçì

C(I ×X, Y )
∼=−→ C(I, C(X, Y )).

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ãîìîòîïèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïóòü â ïðîñòðàí-
ñòâå îòîáðàæåíèé C(X, Y ), à ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé [X, Y ] ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êëàññîâ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà C(X, Y ).

Äâà ïðîñòðàíñòâà X è Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò îòîá-
ðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → X, òàêèå, ÷òî êîìïîçèöèè g ◦ f è f ◦ g ãîìîòîïíû
òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèÿì idX : X → X è idY : Y → Y , ñîîòâåòñòâåííî. Ãîìîòî-
ïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ïðîñòðàíñòâàõ,
è ãîìîòîïè÷åñêèì òèïîì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ êëàññ ïðîñòðàíñòâ, ãîìîòî-
ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ X.
Ïðîñòðàíñòâî X ñòÿãèâàåìî, åñëè îíî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî òî÷êå.

Ïðèìåð 3.1. Åäèíè÷íûé øàð Dn = {x ∈ Rn : |x | 6 1} ñòÿãèâàåì. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü f : Dn → pt � îòîáðàæåíèå â òî÷êó, à g : pt → Dn � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå
òî÷êó â 0 ∈ Dn. Òîãäà f ◦g : pt → pt � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, à g◦f : Dn → Dn

ïåðåâîäèò êàæäóþ òî÷êó x ∈ Dn â 0. Ãîìîòîïèÿ ìåæäó id : Dn → Dn è g ◦f çàäà¼òñÿ
îòîáðàæåíèåì F : Dn × I → Dn, (x , t) 7→ tx .

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rn ñòÿãèâàåìî, à Rn\0 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íî ñôåðå Sn−1.

3.3. Äîêàæèòå, ÷òî íàäñòðîéêà íàä òîðîì S1 × S1 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà áó-
êåòó ñôåð è îïèøèòå ýòîò áóêåò.

3.4. Ïóñòü X � äîïîëíåíèå ê 3 êîîðäèíàòíûì îñÿì â R3. Äîêàæèòå, ÷òî X ãîìîòî-
ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó îêðóæíîñòåé è íàéäèòå ÷èñëî îêðóæíîñòåé â áóêåòå.

3.5. Ïóñòü X � äîïîëíåíèå ê 3 êîîðäèíàòíûì îñÿì â C3. Äîêàæèòå, ÷òî X ãîìîòî-
ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó ñôåð S3 ∨ S3 ∨ S3 ∨ S4 ∨ S4.

4. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû. Êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì (êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì,
CW-êîìïëåêñîì) íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X, ïðåä-
ñòàâëåííîå â âèäå îáúåäèíåíèÿ

⋃∞
q=0

⋃
i∈I e

q
i ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

eqi , íàçûâàåìûõ êëåòêàìè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîé êëåòêè eqi ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå çàìêíóòîãî q-ìåðíîãî øàðà Dq â X, íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
îòîáðàæåíèåì êëåòêè eqi , îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà âíóòðåííîñòü øàðà intDq åñòü
ãîìåîìîðôèçì íà eqi . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(C) ãðàíèöà ēqi \ e
q
i êëåòêè e

q
i ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà êëåòîê

ðàçìåðíîñòè < q;
(W) ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé êëåò-

êè eqi çàìêíóòî ïåðåñå÷åíèå Y ∩ ē
q
i .
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Çàìå÷àíèå. Áóêâû ¾Ñ¿ è ¾W¿ ïðîèñõîäÿò èç àíãëèéñêîé òåðìèíîëîãèè ¾closure
�nite¿ è ¾weak topology¿, âîñõîäÿùåé ê Äæ. Óàéòõåäó. Òîïîëîãèÿ, îïèñûâàåìàÿ àê-
ñèîìîé (W), ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òîíêîé èç òîïîëîãèé, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðûì âñå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû (óïðàæíåíèå).

Îáúåäèíåíèå êëåòîê ðàçìåðíîñòè 6 n â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ
n-ì îñòîâîì ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç sknX èëè Xn. Êëåòî÷íîå ïðî-
ñòðàíñòâî X ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç åãî 0-îñòîâà X0 (êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî) ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè ïðèêëåèâàíèÿ
êëåòêè: ïðîñòðàíñòâî Z ïîëó÷àåòñÿ èç Y ïðèêëåèâàíèåì n-ìåðíîé êëåòêè ïðè ïî-
ìîùè îòîáðàæåíèÿ f : Sn−1 → Y , åñëè Z âõîäèò â êîäåêàðòîâ êâàäðàò

Sn−1
f−−−→ Yy y

Dn −−−→ Z
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Z = Y ∪f Dn.
Êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâàX íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êëåòîê èç X. Êàæäûé îñòîâ êëåòî÷-
íîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà êëåòîê, è ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòüþ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó.
Îòîáðàæåíèå f : X → Y êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì, åñëè

f(Xn) ⊂ Y n äëÿ âñåõ n.

Çàìå÷àíèå. Ðàçáèåíèå äèñêà D2 íà åãî âíóòðåííîñòü è îòäåëüíûå òî÷êè ãðàíè÷íîé
îêðóæíîñòè óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (W), íî íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (C).
Ðàññìîòðèì áóêåò ñ÷¼òíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ X =

∨∞
k=1 Ik ñ òîïîëîãèåé, ïðîèñõîäÿ-

ùåé èç ìåòðèêè: ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè t ∈ Ik è s ∈ Il ðàâíî |s − t|, åñëè k = l
è ðàâíî t + s, åñëè k 6= l. Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà âíóòðåííîñòè îòðåçêîâ è
îñòàâøèåñÿ òî÷êè óäîâëåòâîðÿåò (C), íî íå (W): ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 1

k
∈ Ik

ñõîäèòñÿ ê 0, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, íî å¼ ïåðåñå÷åíèå ñ çàìûêà-
íèåì ëþáîé êëåòêè çàìêíóòî. Êîíå÷íî, íà X ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãóþ òîïîëîãèþ
òàê, ÷òîáû àêñèîìà (W) âûïîëíÿëàñü, íî ýòà òîïîëîãèÿ íå áóäåò ïðîèñõîäèòü íè èç
êàêîé ìåòðèêè.

Åñëè A,X, Y � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà è r : A → X, s : A → Y � êëåòî÷íûå
îòîáðàæåíèÿ, òî ñêëåéêà (àìàëüãàìà) X ∪A Y � òîæå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Â
÷àñòíîñòè, öèëèíäð, êîíóñ è íàäñòðîéêà íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì � êëåòî÷íûå
ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü X, Y � ëîêàëüíî êîíå÷íûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ðàçáèåíèå ïðîèç-

âåäåíèÿ X×Y íà êëåòêè âèäà e×e′, ãäå e � êëåòêà â X, à e′ � êëåòêà â Y , çàäà¼ò íà
X × Y ñòðóêòóðó êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà. (Åñëè ïðîñòðàíñòâà X è Y íå ÿâëÿþòñÿ
ëîêàëüíî êîíå÷íûìè, ìîæåò âîçíèêíóòü ïðîáëåìà ñ àêñèîìîé (W); ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðèìåð è îáñóæäåíèå ìîæíî íàéòè â êíèãå Õàò÷åðà).
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Ïðèìåð 4.1.

1. Ñôåðà Sn èìååò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå èç äâóõ êëåòîê: òî÷êè e0 = (1, 0, . . . , 0)
è ìíîæåñòâà en = Sn \ e0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Dn → Sn, ñîîòâåòñòâó-
þùåå âòîðîé êëåòêå, ïåðåâîäèò ãðàíèöó øàðà â òî÷êó e0. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü
îòîáðàæåíèå

(x1, . . . , xn) 7→

{
(− cos πr, x1

r
sin πr, . . . , xn

r
sin πr), åñëè r 6= 0,

(−1, 0, . . . , 0), åñëè r = 0.

ãäå r =
√
x21 + . . .+ x2n.

2. Äðóãîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñôåðû Sn ñîñòîèò èç 2n + 2 êëåòîê e0±, e
1
±, . . . , e

n
±:

êëåòêà ek± ñîñòîèò èç òî÷åê (x0, . . . , xn) ∈ Sn, ó êîòîðûõ xk+1 = · · · = xn = 0 è
±xk > 0. Çäåñü çàìûêàíèå êàæäîé êëåòêè ãîìåîìîðôíî øàðó.

3. Âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0 ïðÿìûõ â Rn+1. Òîïîëîãèþ â RP n ìîæíî ââåñòè ñ ïîìîùè óã-
ëîâîé ìåòðèêè: ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ðàâíî óãëó ìåæäó íèìè.
Êîîðäèíàòû (x0, x1, . . . , xn) íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé (îïðåäåë¼ííûå ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè
èç RP n; ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå [x0 : x1 : . . . : xn]. Òî÷êè, ó êîòîðûõ
i-ÿ êîîðäèíàòà îòëè÷íà îò 0 ñîñòàâëÿþò i-þ àôôèííóþ êàðòó. Ñîîòâåòñòâèå

[x0 : x1 : . . . : xn]↔
(
x0
xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn

xi

)
îïðåäåëÿåò ãîìåîìîðôèçì àôôèííîé êàðòû íà Rn è çàäà¼ò â íåé êîîðäèíàòû.
Èìååòñÿ îòîáðàæåíèå Sn → RP n, êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êó ñôåðû â ïðÿìóþ, ïðîõî-

äÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó è 0. Ïðè ýòîì äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ñôåðû
ïåðåõîäÿò â îäíó ïðÿìóþ. Òàêèì îáðàçîì, RP n ïîëó÷àåòñÿ èç Sn îòîæäåñòâëåíèåì
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê. Âåðõíÿÿ ïîëóñôåðà Sn> = {x ∈ Sn : xn > 0}
ãîìåîìîðôíà øàðó Dn (ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèè, çàáûâàþùåãî ïîñëåä-
íþþ êîîðäèíàòó). Ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ Sn → RP n íà Sn> çàäà¼ò îòîáðàæåíèå
Dn → RP n, ïðè êîòîðîì â îäíó òî÷êó îòîáðàæàþòñÿ òîëüêî äèàìåòðàëüíî ïðî-
òèâîïîëîæíûå òî÷êè ãðàíè÷íîé ñôåðû Sn−1 ⊂ Dn.
Ïðè îòîáðàæåíèè Sn → RP n êëåòêè ek+ è ek− ðàçáèåíèÿ ñôåðû Sn èç ïðåäûäóùåãî

ïðèìåðà ñêëåèâàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà RP n íà n+ 1 êëåòêó, ïî
îäíîé êëåòêå ek â êàæäîé ðàçìåðíîñòè k 6 n. Ìû èìååì

ek = {[x0, x1 : . . . : xn] ∈ RP n : xk 6= 0, xk+1 = . . . = xn = 0}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ek = RP k\RP k−1, ãäå ïðîñòðàíñòâà RP k îáðàçóþò öåïî÷êó âëîæå-
íèé pt = RP 0 ⊂ RP 1 ⊂ . . . ⊂ RP n. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì äëÿ êëåòêè
ek ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ Dk → RP k ↪→ RP n ïðîåêöèè è âëîæåíèÿ.

4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R∞, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáúåäèíåíèå âëîæåííûõ
ïðîñòðàíñòâ R1 ⊂ R2 ⊂ R3 ⊂ . . .. Òàêèì îáðàçîì, R∞ åñòü ìíîæåñòâî ôèíèòíûõ (ò.å.
íóëåâûõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, x2, x3, . . .) âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Òîïîëîãèÿ â R∞ ââîäèòñÿ ïðàâèëîì: ïîäìíîæåñòâî A ⊂ R∞ çàìêíóòî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïåðåñå÷åíèÿ A∩Rn çàìêíóòû â ñâîèõ ïðîñòðàíñòâàõ Rn

(ýòî � ñàìàÿ òîíêàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé âñå âëîæåíèÿ Rn ↪→ R∞ íåïðåðûâíû, îíà
íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé ïðÿìîãî ïðåäåëà).
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Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñôåðà S∞ � ýòî îáúåäèíåíèå âëîæåííûõ ñôåð S1 ⊂ S2 ⊂ S3 ⊂
. . .. Ïî-äðóãîìó, S∞ � ýòî åäèíè÷íàÿ ñôåðà â ïðîñòðàíñòâå R∞.
Áåñêîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP∞ � ýòî îáúåäè-

íåíèå âëîæåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ RP 1 ⊂ RP 2 ⊂ RP 3 ⊂ . . .. Ýêâèâàëåíòíî,
RP∞ � ýòî ìíîæåñòâî ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0 ïðÿìûõ â R∞. Ïðîñòðàíñòâî RP∞ ïîëó-
÷àåòñÿ èç S∞ îòîæäåñòâëåíèåì äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê.
Êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ ñôåð Sn è ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ RP n èç äâóõ ïðåäû-

äóùèõ ïðèìåðîâ äàþò êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ S∞ è RP∞. Ïåðâîå ðàçáèåíèå èìååò ïî
äâå êëåòêè ek+ è ek−, à âòîðîå � ïî îäíîé êëåòêå ek â êàæäîé ðàçìåðíîñòè k > 0.

5. Êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CP n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç 0 ïðÿìûõ â Cn+1. Êàê è â ñëó÷àå RP n, íà ïðîñòðàíñòâå CP n èìåþòñÿ
îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû [z0 : z1 : . . . : zn] (îïðåäåë¼ííûå ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ
íà íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî) è CP n ïîêðûâàåòñÿ n + 1 àôôèííûìè êàðòàìè,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà ïðîñòðàíñòâó Cn.
Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ñôåðó

S2n+1 =
{

(z0, z1, . . . , zn) ∈ Cn+1 : |z0|2 + |z1|2 + . . .+ |zn|2 = 1
}
.

Ìû èìååì îòîáðàæåíèå S2n+1 → CP n, (z0, z1, . . . , zn) 7→ [z0 : z1 : . . . : zn], ïðè êîòîðîì
ïðîîáðàçîì òî÷êè [z0 : z1 : . . . : zn] ∈ CP n ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü â S2n+1, ñîñòîÿùàÿ
èç òî÷åê (z0z, z1z, . . . , znz) ñ |z| = 1.
Ðàññìîòðèì òàêæå øàð

D2n = {(z0, z1, . . . , zn) ∈ S2n+1 : zn ∈ R, zn > 0}.

Òîãäà îòîáðàæåíèå S2n+1 → CP n îãðàíè÷èâàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ D2n → CP n, êî-
òîðîå âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà âíóòðåííîñòè øàðà, à íà ãðàíèöå S2n−1 ïðîèñõîäèò
îòîæäåñòâëåíèå êàê îïèñàíî âûøå (îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â òî÷êè).
Ýòî äà¼ò ðàçáèåíèå CP n íà êëåòêè

e2k = {[z0, z1 : . . . : zn] ∈ CP n : zk 6= 0, zk+1 = . . . = zn = 0},

ïî îäíîé â êàæäîé ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè 2k 6 2n, ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè îòîáðàæå-
íèÿìè D2k → CP k ↪→ CP n.

6. Êëàññè÷åñêèå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè (ñôåðû ñ ðó÷êàìè, ïðîåêòèâíûå ïëîñêî-
ñòè ñ ðó÷êàìè, áóòûëêè Êëåéíà ñ ðó÷êàìè) ïîëó÷àþòñÿ ïóò¼ì îòîæäåñòâëåíèÿ ðåá¼ð
íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà. Ýòî ïðèâîäèò ê êëåòî÷íûì ðàçáèåíèÿì ïîâåðõíîñòåé ñ
îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé.
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Íà ðèñ. 1 a) èçîáðàæåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå òîðà, ïîëó÷àåìîå îòîæäåñòâëåíè-
åì ðåá¼ð êâàäðàòà â ñîîòâåòñòâèè ñ áóêâàìè è íàïðàâëåíèåì ñòðåëîê. Ïîëó÷àåìîå
ðàçáèåíèå èìååò îäíó 0-ìåðíóþ êëåòêó (â êîòîðóþ ñêëåèâàþòñÿ âñå âåðøèíû), äâå
1-ìåðíûõ êëåòêè a è b è îäíó 2-ìåðíóþ êëåòêó (âíóòðåííîñòü êâàäðàòà).
Íà ðèñ. 1 á) èçîáðàæåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ îäíîé 0-

ìåðíîé, îäíîé 1-ìåðíîé è îäíîé 2-ìåðíîé êëåòêàìè. Ýòî ðàçáèåíèå ñîâïàäàåò ñ ðàç-
áèåíèåì èç ïðèìåðà 3 ïðè n = 2.
Íà ðèñ. 1 â) èçîáðàæåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå áóòûëêè Êëåéíà ñ îäíîé 0-ìåðíîé,

äâóìÿ 1-ìåðíûìè è îäíîé 2-ìåðíîé êëåòêàìè.
Íà ðèñ. 1 ã) èçîáðàæåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñôåðû ñ äâóìÿ ðó÷êàìè (êðåíäåëÿ),

ïîëó÷àåìîå îòîæäåñòâëåíèåì ðåá¼ð âîñüìèóãîëüíèêà. Îíî ñîäåðæèò îäíó 0-ìåðíóþ,
÷åòûðå 1-ìåðíûå è îäíó 2-ìåðíóþ êëåòêàìè. Àíàëîãè÷íî, ðàçáèåíèå ñôåðû ñ g ðó÷-
êàìè (òàêæå íàçûâàåìîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ ðîäà g) ìîæíî ïîëó÷èòü
îòîæäåñòâëåíèåì ð¼áåð 4g-óãîëüíèêà. Òàêîå ðàçáèåíèå èìååò 2g îäíîìåðíûõ êëåòîê
a1, . . . , ag è b1, . . . , bg. Ðàçáèåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ g ðó÷êàìè ìîæíî ïîëó÷èòü
îòîæäåñòâëåíèåì ð¼áåð 4g+2-óãîëüíèêà, à ðàçáèåíèå áóòûëêè Êëåéíà ñ g ðó÷êàìè �
îòîæäåñòâëåíèåì ð¼áåð 4g + 4-óãîëüíèêà.

Ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè. Ïîäïðîñòðàíñòâî A ïðîñòðàíñòâà X íàçû-
âàåòñÿ åãî ðåòðàêòîì, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå r : X → X, òàêîå, ÷òî r(X) = A
è r|A = id (ò.å. r(a) = a äëÿ ëþáîãî a ∈ A). Îòîáðàæåíèå r íàçûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé X
íà A; îíî óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ r2 = r è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì àíàëîãîì
ïðîåêòîðà.
Åñëè ðåòðàêöèÿ r : X → X, r(X) = A, ãîìîòîïíà òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ,

òî A íàçûâàåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè, ñâåðõ òîãî,
ãîìîòîïèþ F : X × I → X ìåæäó r è id ìîæíî ñäåëàòü òîæäåñòâåííîé íà A (ò.å.
F (a, t) = a äëÿ ëþáîãî t ∈ I), òî A íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì
ïðîñòðàíñòâà X.
Ïàðîé ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïàðà (X,A), ãäå X � ïðîñòðàíñòâî, à A � åãî

ïîäïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèåì ïàð f : (X,A) → (Y,B) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå f : X → Y , òàêîå, ÷òî f(A) ⊂ B. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ
ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïàð (X, pt)→ (Y, pt).
Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè (homotopy

extension property, HEP), åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Z è ãîìîòîïèè

F : A × I → Z, òàêîé, ÷òî F0 = f |A, ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ F̂ : X × I → Z, äëÿ

êîòîðîé F̂0 = f è F̂ |A×I = F . Òàêèì îáðàçîì, (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæå-
íèÿ ãîìîòîïèè, åñëè ëþáîå îòîáðàæåíèå X × 0 ∪ A × I → Z ìîæíî ïðîäîëæèòü äî
îòîáðàæåíèÿ X × I → Z. Ïàðà (X,A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèå ãî-
ìîòîïèè, òàêæå íàçûâàåòñÿ ïàðîé Áîðñóêà, à îòîáðàæåíèå A → X � êîðàññëîåíèåì
(ñìûñë ïîñëåäíåãî òåðìèíà áóäåò îáúÿñí¼í ïîçæå, â ðàçäåëå 9).

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X × 0 ∪ A× I � ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X × I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè âëå÷¼ò, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå id : X × 0 ∪ A × I → X × 0 ∪ A × I ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ
X×I → X×0∪A×I, à ïîòîìó X×0∪A×I ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà X×I.
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Ïóñòü òåïåðü äàíà ðåòðàêöèÿ r : X×I → X×0∪A×I. Îòîáðàæåíèÿ f : X×0→ Z
è F : A×I → Z ñîãëàñîâàíû íà A×0, à ïîòîìó ñêëåèâàþòñÿ â îòîáðàæåíèå X×0∪A×0
A×I → Z (ñì. óïðàæíåíèå 1.21). Òðóäíîñòü ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òî òîïîëîãèÿ
ñêëåéêè X × 0∪A×0 A× I (ôàêòîð-òîïîëîãèÿ íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ X × 0tA× I)
ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé âëîæåíèåì X × 0∪A× I ↪→ X × I.
Îäíàêî ïðè íàëè÷èè ðåòðàêöèè r : X × I → X × 0∪A× I òîïîëîãèÿ ñêëåéêè ãðóáåå
èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè (ýòî î÷åâèäíî â ñëó÷àå, êîãäà A çàìêíóòî â X, è íàì
ïîíàäîáèòñÿ ëèøü ýòîò ñëó÷àé), ïîýòîìó íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèåX×0∪A×0A×I →
Z èç ñêëåéêè áóäåò òàêæå íåïðåðûâíî â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì êîìïîçèöèþ

X × I r−→ X × 0 ∪ A× I f∪F−→ Z,

êîòîðàÿ çàäà¼ò òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå ãîìîòîïèè. �

Êëåòî÷íîé ïàðîé íàçûâàåòñÿ ïàðà (X,A), ãäå X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à A �
åãî êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 4.3. Êëåòî÷íàÿ ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòî-
ïèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì, ÷òî X × 0 ∪ A × I ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì (è äàæå äå-
ôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì) ïðîñòðàíñòâà X × I; òîãäà ðåçóëüòàò áóäåò ñëåäîâàòü èç
ïðåäëîæåíèÿ 4.2.
Ðàññìîòðèì ðåòðàêöèþ r : Dn × I → Dn × 0 ∪ ∂Dn × I, çàäàâàåìóþ öåíòðàëüíîé

ïðîåêöèåé èç òî÷êè (0, 2) ∈ Dn × R. Ïîëàãàÿ rt = tr + (1 − t) id, ìû âèäèì, ÷òî
r ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé. Ýòà äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ äà¼ò äå-
ôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ Xn × I íà Xn × 0 ∪ (Xn−1 ∪ An) × I, òàê êàê Xn × I
ïîëó÷àåòñÿ èç Xn × 0 ∪ (Xn−1 ∪ An) × I ïðèêëåèâàíèåì ýêçåìïëÿðîâ Dn × I âäîëü
Dn × 0 ∪ ∂Dn × I. Òåïåðü áóäåì ñîâåðøàòü äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ Xn × I íà
Xn× 0∪ (Xn−1 ∪An)× I çà âðåìÿ t èç îòðåçêà [ 1

2n+1 ,
1
2n

]. Âçÿâ êîìïîçèöèþ ïî âñåì n,
ïîëó÷èì äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ X × I íà X × 0 ∪ A × I. Ïîëó÷åííîå îòîá-
ðàæåíèå áóäåò íåïðåðûâíî ïðè t = 0 äàæå åñëè X áåñêîíå÷íîìåðíî (è êîìïîçèöèÿ
áåñêîíå÷íà). Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå X × I → X × 0 ∪ A × I íåïðåðûâíî íà
Xn×I, òàê êàê äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ òàì ïîñòîÿííà ïðè t ∈ [0, 1

2n+1 ], à îòîáðà-
æåíèå êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíû
åãî îãðàíè÷åíèÿ íà âñå îñòîâû. �

Ñëåäñòâèå 4.4. Åñëè ïàðà (X,A) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòî-
ïèè (íàïðèìåð, åñëè (X,A) � êëåòî÷íàÿ ïàðà) è A ñòÿãèâàåìî, òî îòîáðàæåíèå
ôàêòîðèçàöèè q : X → X/A ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòÿãèâàíèå ïðîñòðàíñòâà A � ýòî ãîìîòîïèÿ ìåæäó îòîáðàæåíè-
ÿìè id : A→ A è A→ pt . Ïóñòü Ft : X → X � ïðîäîëæåíèå ýòîé ãîìîòîïèè, ïðè÷¼ì
F0 = id. Òàê êàê Ft(A) ⊂ A äëÿ âñåõ t, êîìïîçèöèÿ qFt : X → X/A ïåðåâîäèò A â

òî÷êó, à çíà÷èò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè X
q−→ X/A → X/A. Îáîçíà÷èâ

ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå ÷åðåç F̂t, ìû ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ñëåâà, ãäå
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Ft è F̂t ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãîìîòîïèè:

X
Ft //

q

��

X

q

��
X/A

F̂t // X/A

X
F1 //

q

��

X

q

��
X/A

F̂1 //

g
;;

X/A

Ïðè t = 1 ìû èìååì F1(A) = pt , à çíà÷èò F1 èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå g : X/A→ X,

ïðè÷¼ì gq = F1, êàê íà äèàãðàììå ñïðàâà. Êðîìå òîãî, qg = F̂1, òàê êàê qg(x̂) =

qgq(x) = qF1(x) = F̂1q(x) = F̂1(x̂). Îòîáðàæåíèÿ g : X/A→ X è q : X → X/A ÿâëÿþò-
ñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè ãîìîòîïè÷åñêèì ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, òàê êàê gq = F1 ' F0 =

id ïîñðåäñòâîì Ft è qg = F̂1 ' F̂0 = id ïîñðåäñòâîì F̂t. �

Ñëåäñòâèå 4.5. Åñëè (X,A) � êëåòî÷íàÿ ïàðà, òî X/A ' X ∪CA, ãäå CA � êîíóñ
íàä A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì X/A = (X ∪ CA)/CA ' X ∪ CA, ãäå ïîñëåäíÿÿ ãîìî-
òîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, ïðèìåí¼ííîãî ê
êëåòî÷íîé ïàðå (X ∪ CA,CA). �

Òåîðåìà î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè. Åñëè A ⊂ X � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî
ãîìîòîïèåé îòíîñèòåëüíî A íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèÿ Ft : X → Y , òàêàÿ, ÷òî ÷òî
Ft(a) = Ft′(a) äëÿ ëþáûõ t, t′ ∈ I è a ∈ A (ò.å. ãîìîòîïèÿ íåïîäâèæíà íà A).

Òåîðåìà 4.6. Ëþáîå îòîáðàæåíèå f : X → Y êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ãîìîòîïíî
êëåòî÷íîìó îòîáðàæåíèþ. Åñëè f óæå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì íà êëåòî÷íîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå A ⊂ X, òî ìîæíî âûáðàòü ãîìîòîïèþ îòíîñèòåëüíî A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî f : X → Y óæå êëåòî÷íî íà îñòî-
âå Xn−1, è ïóñòü en � êëåòêà â X. Çàìûêàíèå en êîìïàêòíî â X, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà f(en) ⊂ Y òàêæå êîìïàêòíî, à çíà-
÷èò f(en) ïåðåñåêàåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê â Y (óïðàæíåíèå 4.11). Ïóñòü εk �
êëåòêà ñàìîé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ñ êîòîðîé ïåðåñåêàåòñÿ f(en). Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî k > n, òàê êàê èíà÷å f óæå êëåòî÷íî íà en. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
äåôîðìàöèÿ (ãîìîòîïèÿ) îòîáðàæåíèÿ f |Xn−1∪en îòíîñèòåëüíîX

n−1, òàêàÿ, ÷òî îáðàç
êëåòêè en ïðè äåôîðìèðîâàííîì îòîáðàæåíèè íå ñîäåðæèò íåêîòîðóþ òî÷êó y ∈ εk.
Òîãäà ìîæíî äåôîðìèðîâàòü îòîáðàæåíèå f |Xn−1∪en îòíîñèòåëüíî Xn−1 òàê, ÷òîáû
îáðàç êëåòêè en íå ñîäåðæàë âñþ êëåòêó εk, âçÿâ êîìïîçèöèþ ñ äåôîðìàöèîííîé
ðåòðàêöèåé ïðîñòðàíñòâà Y k \ y íà Y k \ εk (òàêàÿ äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ ñóùå-
ñòâóåò, òàê êàê ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ Dk \x→ ∂Dk äëÿ x ∈ intDk,
à õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Dk → Y êëåòêè εk ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà
intDk). Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæå-
ñòâî f(en) íå ïåðåñåêàëîñü ñî âñåìè êëåòêàìè ðàçìåðíîñòè áîëüøå n. Äåëàÿ ýòî äëÿ
âñåõ n-ìåðíûõ êëåòîê è îñòàâëÿÿ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå íåïîäâèæíûìè íà n-ìåðíûõ
êëåòêàõ èç A, ãäå îíî óæå êëåòî÷íîå, ìû ïîëó÷èì ãîìîòîïèþ îòîáðàæåíèÿ f |Xn îò-
íîñèòåëüíî Xn−1 ∪An â êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå. Äàëåå ìû ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 4.3,
÷òîáû ïðîäîëæèòü ýòó ãîìîòîïèþ, âìåñòå ñ ïîñòîÿííîé ãîìîòîïèåé íà A, äî ãîìîòî-
ïèè íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå X. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì, âîçìîæíî,
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîòîïèé, êîòîðóþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê îäíó
ãîìîòîïèþ, âûïîëíÿÿ ãîìîòîïèþ ñ íîìåðîì n â òå÷åíèå âðåìåíè t èç èíòåðâàëà
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[1 − 1
2n
, 1 − 1

2n+1 ]. Íåïðåðûâíîñòü âñåé ãîìîòîïèè îáåñïå÷èâàåòñÿ àêñèîìîé (W): äëÿ
êàæäîé êëåòêè e èç X ãîìîòîïèÿ áóäåò íåïîäâèæíîé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî te < 1.
×òîáû çàïîëíèòü íåäîñòàþùèé øàã â ðàññóæäåíèè, íàì ïîíàäîáèòñÿ ¾ëåììà î

ñâîáîäíîé òî÷êå¿:

Ëåììà 4.7. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è ϕ : U → intDk � òàêîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî øàðà Bk ⊂ intDk ïîä-
ìíîæåñòâî V = ϕ−1(Bk) ⊂ U êîìïàêòíî. Åñëè k > n, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ψ : U → intDk, ãîìîòîïíîå ϕ, ñîâïàäàþùåå ñ ϕ âíå V è òàêîå, ÷òî
åãî îáðàç íå ïîêðûâàåò âñåãî øàðà Bk.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâîäèòñÿ íèæå, à ïîêà çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû. Èç ëåììû î ñâîáîäíîé òî÷êè è ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
h : Dn → X è g : Dk → Y êëåòîê en è εk âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f |A∪Xn−1∪en

ãîìîòîïíî îòíîñèòåëüíî A ∪Xn−1 îòîáðàæåíèþ f ′ : A ∪Xn−1 ∪ en → Y , òàêîìó, ÷òî
f ′(en) ïåðåñåêàåò òå æå êëåòêè, ÷òî è f(en), íî íå ñîäåðæèò âñþ êëåòêó εk. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì ëåììó ê ïîäìíîæåñòâó U = h−1(f−1(εk) ∩ en) è îòîáðàæåíèþ
ϕ = g−1 ◦ f ◦ h : U → intDk (òîãäà äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî øàðà Bk ⊂ intDk ïîä-
ìíîæåñòâî V = ϕ−1(Bk) ⊂ U êîìïàêòíî êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî øàðà Dn).
Ëåììà äà¼ò íàì îòîáðàæåíèå ψ : U → intDk. Òîãäà ìû îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f ′

ïî ôîðìóëå

f ′(x) =

{
f(x), åñëè x /∈ h(U),

g ◦ ψ ◦ h−1(x), åñëè x ∈ h(U).

Ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, òàê êàê îòîáðàæåíèÿ f è g ◦ ψ ◦ h−1 ñîâïàäàþò íà
ìíîæåñòâå h(U \ V ). Êðîìå òîãî, ãîìîòîïèÿ ìåæäó ϕ è ψ äà¼ò ãîìîòîïèþ ìåæäó f
è f ′, à f ′(en) íå ïîêðûâàåò εk, òàê êàê ψ(U) íå ïîêðûâàåò âñåãî øàðà Bk. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î ñâîáîäíîé òî÷êå ìû èñïîëüçóåì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ
àïïðîêñèìàöèþ.
Íàïîìíèì, ÷òî k-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆k � ýòî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íàáîðà èç k + 1

òî÷åê x0, x1, . . . , xk â Rn, íå ëåæàùèõ íà îäíîé (k−1)-ìåðíîé ïëîñêîñòè. Ýòè k+1 òî-
÷åê íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ñèìïëåêñà, à âûïóêëûå îáîëî÷êè ïîäíàáîðîâ ìíîæåñòâà
âåðøèí íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè. Ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêñàìè ðàçìåðíîñòè 6 k.
Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ � ýòî òàêîé íàáîð ñèìïëåêñîâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-

ñòè â íåêîòîðîì Rn, ÷òî ëþáûå äâà ñèìïëåêñà èç ýòîãî íàáîðà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ,
ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî öåëîé ãðàíè. Ãîâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà Rn òðèàíãóëèðîâàíî, åñëè îíî ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñèìïëåêñîâ,
êîòîðûå îáðàçóþò ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.
Áàðèöåíòðîì ñèìïëåêñà ∆k ñ âåðøèíàìè x0, x1, . . . , xk íàçûâàåòñÿ òî÷êà

1
k+1

(x0 +

x1+. . .+xk). Áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçáèåíèåì ñèìïëåêñà ∆k íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöè-
àëüíûé êîìïëåêñ, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ áàðèöåíòðû âñåõ ãðàíåé ñèìïëåêñà
∆k; ïðè ýòîì íàáîð áàðèöåíòðîâ ãðàíåé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ñèìïëåêñà
â áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçáèåíèè òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ãðàíè îáðàçóþò öåïî÷-
êó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà. Ïî-äðóãîìó áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå ñèìïëåêñà
ìîæíî îïðåäåëèòü èíäóêòèâíî: áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå 0-ìåðíîãî ñèìïëåêñà
(òî÷êè) åñòü ñàìà ýòà òî÷êà, à ïðè k > 0 áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå k-ìåðíîãî
ñèìïëåêñà ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì êîíóñîâ íàä áàðèöåíòðè÷åñêèìè ïîäðàçáèåíèÿìè âñåõ
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åãî ãðàíåé. Àíàëîãè÷íî, èíäóêòèâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîä-
ðàçáèåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.
Ýòè êîíñòðóêöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà ∆k â ëþáîå ïðîñòðàíñòâî Rn îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿ-
ìè íà âåðøèíàõ. Âî-âòîðûõ, åñëè äèàìåòð ñèìïëåêñà ∆k (ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó åãî òî÷êàìè) ðàâåí r, òî äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ åãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîä-
ðàçáèåíèÿ íå ïðåâîñõîäÿò k

k+1
r. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ áàðèöåíòðè-

÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå, ìîæíî ïîëó÷àòü ñêîëü óãîäíî ìåëêèå òðèàíãóëÿöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.7. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ : U →
intDk, ñîâïàäàþùåå ñ ϕ âíå V , áóäåò àâòîìàòè÷åñêè ãîìîòîïíî ϕ îòíîñèòåëüíî U \V ;
äîñòàòî÷íî âçÿòü ¾ïðÿìîëèíåéíóþ¿ ãîìîòîïèþ, ïðè êîòîðîé òî÷êà ϕ(u) äâèæåòñÿ ê
òî÷êå ψ(u) ïî îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó ϕ(u) ñ ψ(u).
Òåïåðü ïîñòðîèì â øàðå B ⊂ intDk êîíöåíòðè÷åñêèå øàðû B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ B4 ðà-

äèóñîâ r/5, 2r/5, 3r/5, 4r/5, ãäå r � ðàäèóñ øàðà B. Äàëåå, ïîêðîåì êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî V = ϕ−1(B) ⊂ U êîíå÷íûì ÷èñëîì n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â
U , è òðèàíãóëèðóåì îáúåäèíåíèåK ýòèõ ñèìïëåêñîâ (ñóùåñòâîâàíèå òðèàíãóëÿöèè �
óïðàæíåíèå). Ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå, ìû ìîæåì äî-
áèòüñÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà ∆ òðèàíãóëÿöèè âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
diamϕ(∆) < r/5. Ïóñòü K1 � îáúåäèíåíèå ñèìïëåêñîâ ïîñòðîåííîé òðèàíãóëÿöèè
ìíîæåñòâà K, ϕ-îáðàçû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ B4. Òîãäà B4 ∩ ϕ(U) ⊂ ϕ(K1) ⊂ B.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ′ : K1 → B, ñîâïàäàþùåå ñ ϕ íà âåðøèíàõ òðèàíãóëÿöèè
è ëèíåéíîå íà êàæäîì ñèìïëåêñå. Îòîáðàæåíèÿ ϕ|K1 è ϕ

′ ãîìîòîïíû � îíè ñîåäè-
íÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé ãîìîòîïèåé

ϕt : K1 → B, ϕ0 = ϕ|K1 , ϕ1 = ϕ′.

Òåïåðü ¾ñîøü¼ì¿ îòîáðàæåíèÿ ϕ è ϕ′ â îòîáðàæåíèå ψ : U → intDk:

ψ(u) =


ϕ(u), åñëè ϕ(u) /∈ B3,

ϕ′(u), åñëè ϕ(u) ∈ B2,

ϕ3−5r(u)(u), åñëè ϕ(u) ∈ B3 \B2.

Çäåñü r(u) � ðàññòîÿíèå îò u äî öåíòðà øàðà B. Îòîáðàæåíèå ψ íåïðåðûâíî, ñîâïà-
äàåò ñ ϕ íà U \V è åãî îáðàç ïåðåñåêàåòñÿ ñ B1 ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó êóñêîâ n-ìåðíûõ
ïëîñêîñòåé, ò.å. âñåãî øàðà B1 (à çíà÷èò è âñåãî øàðà B) íå ïîêðûâàåò. �

Ïðåäëîæåíèå 4.8. Ëþáîå îòîáðàæåíèå Sn → Sk ïðè n < k ãîìîòîïíî îòîáðàæå-
íèþ â òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ê êëåòî÷íûì ðàç-
áèåíèÿì ñôåð ñ äâóìÿ êëåòêàìè. Ïðè n < k êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå åñòü îòîáðàæåíèå
â òî÷êó. �

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

4.9. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ, îïèñûâàåìàÿ àêñèîìîé (W) èç îïðåäåëåíèÿ êëåòî÷-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òîíêîé èç òîïîëîãèé, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðûì
âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû.

4.10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòàòå ïðèêëåèâàíèÿ êëåòêè ê
õàóñäîðôîâîìó ïðîñòðàíñòâó, õàóñäîðôîâî.
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4.11. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó.

4.12. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà â òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íåïðåðûâíî íà ëþáîì îñòîâå.

4.13. Äîêàæèòå, ÷òî êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ëîêàëüíî êîíå÷íî.

4.14. Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñôåðà S∞ ñòÿãèâàåìà.

4.15. Äîêàæèòå, ÷òî RP 1 ∼= S1 è CP 1 ∼= S2.

4.16. Îïðåäåëèòå êâàòåðíèîííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî HP n è äîêàæèòå, ÷òî
HP 1 ∼= S4.

4.17. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî S2/S0 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó S1 ∨ S2.

4.18. Ñèììåòðè÷åñêèì êâàäðàòîì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî (X ×X)/∼ ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (x, y) ∼ (y, x). Äîêàæèòå, ÷òî ñèì-
ìåòðè÷åñêèé êâàäðàò îêðóæíîñòè S1 ãîìåîìîðôåí ëèñòó Ì¼áèóñà (îäíîñòîðîííåé
ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåìîé ñêëåéêîé îäíîé ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí êâàäðàòà ñ
îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè, ò.å. I2/∼, ãäå (t, 0) ∼ (1− t, 1).)

4.19. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷åñêèé êâàäðàò äâóìåðíîé ñôåðû S2 ãîìåîìîðôåí
êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP 2.

4.20. Äîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè íå âûïîëíåíî äëÿ ïàð (I, A),
ãäå A = (0, 1] èëè A = {0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . .}.

4.21. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X õàóñäîðôîâî è X × 0 ∪ A× I ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïðî-
ñòðàíñòâà X × I, òî A çàìêíóòî â X.

4.22. Ðàññìîòðèì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå îêðóæíîñòè S1 ñ äâóìÿ êëåòêàìè. Óáåäèòåñü,
÷òî äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ∆: S1 → S1 × S1, t 7→ (t, t), íå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì.
Ïîñòðîéòå ÿâíî åãî êëåòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ.

4.23. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êàê óãîäíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ñèì-
ïëåêñîâ â Rk îáëàäàåò êîíå÷íîé òðèàíãóëÿöèåé.

5. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî ïåòë¼é â òî÷êå x0 ïðîñòðàí-
ñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ : I → X (ïóòü), äëÿ êîòîðîãî ϕ(0) = ϕ(1) = x0.
Ïåòëè ϕ è ϕ′ íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè (îáîçíà÷åíèå: ϕ ∼ ϕ′), åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ãîìîòîïèÿ ϕt : I → X, ÷òî ϕ0 = ϕ, ϕ1 = ϕ′ è ϕt(0) = ϕt(1) = x0 ïðè 0 6 t 6 1.
Ïðîèçâåäåíèå ϕψ ïåòåëü ϕ è ψ � ýòî ïåòëÿ χ, ó êîòîðîé χ(t) = ϕ(2t) ïðè 0 6 t 6 1

2

è χ(t) = ψ(2t− 1) ïðè 1
2
6 t 6 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåòåëü � ýòî

ïåòëÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ ïåòåëü, êîòîðûå ïðîõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü (â òî÷êå x0) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

à) åñëè ϕ ∼ ϕ′ è ψ ∼ ψ′, òî ϕψ ∼ ϕ′ψ′,
á) (ϕψ)χ ∼ ϕ(ψχ) äëÿ ëþáûõ ïåòåëü ϕ, ψ, χ,
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â) åñëè ε � ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ, ò.å. ε(t) = x0 ïðè 0 6 t 6 1, òî ϕε ∼ εϕ ∼ ϕ
äëÿ ëþáîé ïåòëè ϕ,

ã) äëÿ ïåòëè ϕ îïðåäåëèì ïåòëþ ϕ êàê ϕ(t) = ϕ(1− t); òîãäà ϕϕ ∼ ϕϕ ∼ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî á). Ïóñòü ξ = (ϕψ)χ è ξ′ = ϕ(ψχ), ò.å.

ξ(t) =


ϕ(4t) ïðè 0 6 t 6 1

4
,

ψ(4t− 1) ïðè 1
4
6 t 6 1

2
,

χ(2t− 1) ïðè 1
2
6 t 6 1,

ξ′(t) =


ϕ(2t) ïðè 0 6 t 6 1

2
,

ψ(4t− 2) ïðè 1
2
6 t 6 3

4
,

χ(4t− 3) ïðè 3
4
6 t 6 1.

Òîãäà ãîìîòîïèÿ ξs (0 6 s 6 1) ìåæäó ξ è ξ′ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

ξs(t) =


ϕ( 4t

1+s
) ïðè 0 6 t 6 1+s

4
,

ψ(4t− 1− s) ïðè 1+s
4
6 t 6 2+s

4
,

χ(4t−2−s
2−s ) ïðè 2+s

4
6 t 6 1,

(ñì. ðèñ. 2).

-
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Ðèñ. 2

Òåïåðü ïðîâåðèì ñâîéñòâî ã). Ãîìîòîïèÿ ìåæäó χ = ϕϕ è ε çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

ξs(t) =

{
ϕ
(
2t(1− s)

)
ïðè 0 6 t 6 1

2
,

ϕ
(
2(1− t)(1− s)

)
ïðè 1

2
6 t 6 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ìîìåíò s ãîìîòîïèè ìû ïðîõîäèì ïî ïåòëå ϕ îò x0 äî òî÷êè
ϕ(1− s), à çàòåì ïðîõîäèì ïî íåé îáðàòíî äî x0.
Îñòàâøèåñÿ äâà ñâîéñòâà ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (óïðàæíåíèå). �

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [ϕ] êëàññ ýêâèâàëåíòîñòè ïåòëè ϕ îòíîñèòåëüíî ãî-
ìîòîïèè ïåòåëü. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïíûõ
ïåòåëü â òî÷êå x0 ∈ X îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ [ϕ][ψ] = [ϕψ], ñ
åäèíèöåé [ε] è îáðàòíûì ýëåìåíòîì [ϕ]−1 = [ϕ]. Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ π1(X, x0) è
íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà X ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Îòîáðàæåíèå f : X → Y , òàêîå, ÷òî f(x0) = y0, èíäóöèðó-
åò ãîìîìîðôèçì ãðóïï f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0). Åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y
ãîìîòîïíû, òî ãîìîìîðôèçìû f∗ è g∗ ñîâïàäàþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè îòîáðàæåíèè f∗ ïåòëÿ ϕ : I → X ïåðåõîäèò â ïåòëþ f ◦ϕ : I →
Y . Åñëè ïåòëè ϕ è ϕ′ ãîìîòîïíû ïðè ïîìîùè ãîìîòîïèè F : I× I → X, òî ïåòëè f ◦ϕ
è f ◦ϕ′ ãîìîòîïíû ïðè ïîìîùè ãîìîòîïèè f ◦F . Ìû èìååì f ◦ (ϕψ) = (f ◦ϕ)(f ◦ψ),
ò.å. f∗([ϕ][ψ]) = f∗([ϕ])f∗([ψ]) è f∗ � ãîìîìîðôèçì.
Íàêîíåö, ïóñòü G : X × I → Y � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è g (êàê îòîáðàæåíèÿìè

ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, ò.å. G(x0, s) = y0 ïðè 0 6 1 6 s). Òîãäà, äëÿ
ëþáîé ïåòëè ϕ : I → X, ïåòëè f ◦ϕ è g ◦ϕ ãîìîòîïíû: ãîìîòîïèÿ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé
H : I × I → Y , H(t, s) = G(ϕ(t), s). Ñëåäîâàòåëüíî, f∗ = g∗. �

Ñëåäñòâèå 5.3. Åñëè f : X → Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè x0 ∈ X ãîìîìîðôèçì f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. π1(Rn) = π1(D
n) = 0 ïðè n > 0 è π1(S

n) = 0 ïðè n > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû äëÿ Rn è Dn ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñòÿãèâàåìî (ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî òî÷-
êå). Òðèâèàëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ñôåðû Sn ïðè n > 2 âûòåêàåò èç òåî-
ðåìû î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè (ñì. ïðåäëîæåíèå 4.8). �

Çàâèñèìîñòü îò îòìå÷åííîé òî÷êè.

Òåîðåìà 5.5. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî π1(X, x0) ∼= π1(X, x1) (èçî-
ìîðôíû) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0, x1 ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α : I → X � ïóòü èç x0 â x1, ò.å. α(0) = x0 è α(1) = x1. Äëÿ
êàæäîé ïåòëè ϕ â òî÷êå x0 ìû ïîëîæèì fα(ϕ) = (αϕ)α. Çäåñü α � ¾îáðàòíûé¿ ïóòü,
α(t) = α(1 − t), à óìíîæåíèå ïóòåé îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è óìíîæåíèå ïåòåëü,
ïðè óñëîâèè, ÷òî âòîðîé ïóòü íà÷èíàåòñÿ òàì, ãäå êîí÷àåòñÿ ïåðâûé. Òîãäà fα(ϕ) �
ïåòëÿ â òî÷êå x1, ïðè÷¼ì å¼ ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêèõ
êëàññîâ ïåòëè ϕ è ïóòè α (ãäå â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàþòñÿ ãîìîòîïèè ñ çà-
êðåïë¼ííûìè êîíöàìè). Èòàê, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå fα : π1(X, x0) → π1(X, x1),
êîòîðîå çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè α.
Îòîáðàæåíèå fα ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, òàê êàê

fα([ϕψ]) = [αϕψα] = [αϕααψα] = fα([ϕ])fα([ψ]).

Êðîìå òîãî, ôîðìóëà f−1α ([χ]) = [αχα] çàäà¼ò îáðàòíûé ãîìîìîðôèçì, òàê ÷òî f �
èçîìîðôèçì. �

Èçîìîðôèçì fα çàâèñèò îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè α. Åñëè β � äðóãîé ïóòü
èç x0 â x1, òî γ = αβ � ïåòëÿ â òî÷êå x1, è ìû èìååì

fβ([ϕ]) = [βϕβ] = [βααϕααβ] = [βα][αϕα][αβ] = [γ]−1fα([ϕ])[γ].

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîììóòàòèâíà, òî èçîìîðôèçì fα âîîá-
ùå íå çàâèñèò îò α. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå,
íå ôèêñèðóÿ îòìå÷åííîé òî÷êè. Â îáùåì ñëó÷àå î ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå ëèíåéíî
ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà áåç îòìå÷åííîé òî÷êè ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî êàê îá àáñòðàêò-
íîé ãðóïïå (ò.å. ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà, íàïðèìåð, êîíå÷íà èëè íèëüïîòåíòíà, íî
íåëüçÿ ôèêñèðîâàòü â íåé îïðåäåë¼ííûé ýëåìåíò).
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îêðóæíîñòè.

Òåîðåìà 5.6. Ãðóïïà π1(S
1) èçîìîðôíà ãðóïïå Z öåëûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ïîñòðîåíèå ¾óíèâåðñàëüíîãî íàêðû-
òèÿ¿ íàä îêðóæíîñòüþ; ýòîò ìåòîä áóäåò ðàçâèò è îáîáù¼í â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : R → S1, t 7→ (cos t, sin t). Ðàññìàòðèâàÿ ïðîîáðàçû,

ìû ìîæåì îòîæäåñòâëÿòü òî÷êè îêðóæíîñòè ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, îïðåäåë¼í-
íûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ âèäà 2πk, k ∈ Z. Îòìå÷åííîé òî÷êîé îêðóæíîñòè ìû
áóäåì ñ÷èòàòü t = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïåòëþ ϕ : I → S1 ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèåé íà îòðåçêå I, çíà÷åíèå êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìîãî 2πk è çíà÷åíèåì êîòîðîé â òî÷êàõ 0 è 1 ñëóæèò ñàìî ìíîæåñòâî ÷è-
ñåë âèäà 2πk. Ó ýòîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ îäíîçíà÷íàÿ
âåòâü � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå I, çíà÷åíèå êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ϕ â ýòîé òî÷êå. Òàêàÿ îäíî-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕ̃ áóäåò îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì, åñëè íàëîæèòü óñëîâèå
ϕ̃(0) = 0. Äëÿ å¼ ïîñòðîåíèÿ ìû âûáåðåì òàêîå n, ÷òî ïðè |t1 − t2| 6 1

n
òî÷êè ϕ(t1)

è ϕ(t2) íå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû (íóæíî ðàññìîòðåòü îòêðûòîå ïîêðûòèå
îòðåçêà I, ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ âèäà ϕ−1(A), ãäå A � îòêðûòàÿ ïî-
ëóîêðóæíîñòü, è âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå). Ïîëîæèâ ϕ̃(0) = 0, ïðè 0 6 t 6 1

n
ìû áåð¼ì â êà÷åñòâå ϕ̃(t) òî èç çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ â òî÷êå t, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò
0 ìåíüøå, ÷åì íà π. Äàëåå, ïðè 1

n
6 t 6 2

n
ìû áåð¼ì â êà÷åñòâå ϕ̃(t) òî èç çíà÷åíèé

ôóíêöèè ϕ â òî÷êå t, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò ϕ̃( 1
n
) ìåíüøå, ÷åì íà π. È òàê äàëåå.

Ïî ïîñòðîåíèþ, f(ϕ̃(t)) = ϕ(t); â ÷àñòíîñòè, ϕ̃(1) = 2πk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z.
Êðîìå òîãî, âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ χ : I → R, òàêàÿ, ÷òî χ(1) = 2πk, èìååò
âèä ϕ̃ äëÿ íåêîòîðîé ïåòëè ϕ.
Òåïåðü ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå g : π1(S

1) → Z, ïîëîæèâ g([ϕ]) = ϕ̃(1)/2π. ×òî-
áû óáåäèòüñÿ, ÷òî g � èçîìîðôèçì ãðóïï, çàìåòèì ñëåäóþùåå. Âî-ïåðâûõ, ÷èñëî
ϕ̃(1)/2π íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïèè, ïîñêîëüêó îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ϕ̃(1)
äèñêðåòíà. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ϕ̃(1)/2π çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà
[ϕ] è îòîáðàæåíèå g îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Âî-âòîðûõ, îòîáðàæåíèå g ýïèìîðôíî,
ò.å. ëþáîå ÷èñëî k ∈ Z ëåæèò â åãî îáðàçå. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü ϕ = ψk,

ãäå ψ̃k(t) = 2πkt. Â-òðåòüèõ, åñëè ϕ̃1(1) = ϕ̃2(1), òî ϕ1 ∼ ϕ2, à ïîòîìó ïîòîìó g
ìîíîìîðôíî. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè ϕ̃1(t) è ϕ̃2(t) ãîìîòîïíû â êëàññå ôóíêöèé ñ
çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè â 0 è 1 (åñëè ϕ̃(1) = 2πk, òî ϕ̃ ∼ ψk; ãîìîòîïèÿ çàäà¼òñÿ ôîð-
ìóëîé ϕ̃s(t) = (1−s)ϕ̃(t)+s2πkt). Íàêîíåö, â-÷åòâ¼ðòûõ, g ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì,

òàê êàê g([ϕ]) = g([ψk]) äëÿ íåêîòîðîãî k, à ψkψl ∼ ψk+l, òàê êàê ψ̃kψl(1) = ψ̃k+l(1). �

Ïðåäëîæåíèå 5.7. Îêðóæíîñòü S1 ⊂ D2 íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì äèñêà D2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ r : D2 → S1, ò.å. êîìïîçèöèÿ

S1 i
↪→ D2 r−→ S1 åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.2,

êîìïîçèöèÿ π1(S
1)

i∗−→ π1(D
2)

r∗−→ π1(S
1) åñòü òîæäåñòâåííûé èçîìîðôèçì. Íî ýòî

íåâîçìîæíî, òàê êàê π1(S
1) = Z, à π1(D2) = 0. �

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò, äîêàçàòåëüñòâî êîòî-
ðîãî áûëî îäíèì èç ïåðâûõ òðèóìôîâ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè:

Òåîðåìà 5.8 (Áðàóýð). Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : D2 → D2 èìååò íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó, ò.å. òî÷êó x, äëÿ êîòîðîé f(x) = x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) 6= x äëÿ âñåõ x ∈ D2. Òîãäà
ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå r : D2 → S1, âçÿâ â êà÷åñòâå r(x) òî÷êó
îêðóæíîñòè S1, â êîòîðîé ëó÷, èäóùèé èç òî÷êè f(x) â òî÷êó x, ïåðå-
ñåêàåò äèñê D2. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, r(x) = x, åñëè x ∈ S1, ò.å. r �
ðåòðàêöèÿ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 5.7. �

&%
'$rrr ���	 f(x)x

r(x)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îêðóæíîñòè èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåì òîïîëîãè÷åñêîì
äîêàçàòåëüñòâå ¾îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû¿:

Òåîðåìà 5.9. Ëþáîé íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè â C èìååò êîì-
ïëåêñíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí èìååò âèä p(z) = zn + an−1z
n−1 +

. . .+a0. Åñëè p(z) íå èìååò êîðíåé â C, òî äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî r > 0 ôîðìóëà

(3) fr(s) =
p(re2πis)/p(r)

|p(re2πis)/p(r)|
çàäà¼ò ïåòëþ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1 ⊂ C ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå 1.
Ïðè èçìåíåíèè r ïîëó÷àåì ãîìîòîïèþ ïåòåëü ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå 1. Ïåòëÿ
f0 òðèâèàëüíà, ïîýòîìó [fr] = [f0] = 0 â π1(S

1) äëÿ âñåõ r. Òåïåðü âûáåðåì r >
max{|an−1|+ . . .+ |a0|, 1}. Òîãäà ïðè |z| = r ïîëó÷àåì

|zn| = rn = r · rn−1 > (|an−1|+ . . .+ |a0|)|zn−1| > |an−1zn−1 + . . .+ a0|.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí pt(z) = zn + t(an−1z

n−1 + . . . + a0) íå èìååò êîðíåé
íà îêðóæíîñòè |z| = r, åñëè 0 6 t 6 1. Çàìåíèâ p íà pt â ôîðìóëå (3), ìû ïîëó÷èì
ôóíêöèþ fr(s, t). Ïðè èçìåíåíèè t îò 1 äî 0 ýòà ôóíêöèÿ çàäà¼ò ãîìîòîïèþ ïåòëè
fr(s) = fr(s, 1) â ïåòëþ fr(s, 0) = ψn(s) = e2πins, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-þ
ñòåïåíü îáðàçóþùåé ãðóïïû π1(S

1) = Z. Òàê êàê [ψn] = [fr] = 0, ìû ïîëó÷àåì n = 0.
Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû áåç êîðíåé â C � ýòî êîíñòàíòû. �

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

5.10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ϕ ∼ ϕ′ è ψ ∼ ψ′ (ãîìîòîïèÿ ïåòåëü), òî ϕψ ∼ ϕ′ψ′.

5.11. Äîêàæèòå, ÷òî ϕε ∼ εϕ ∼ ϕ äëÿ ëþáîé ïåòëè ϕ, ãäå ε � ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ.

5.12. Åñëè X è Y ëèíåéíî ñâÿçíû, òî π1(X × Y ) ∼= π1(X)× π1(Y ).

5.13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî π1(X) = 0.

5.14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî π1(X) = 0.

5.15. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R2 íå ãîìåîìîðôíî Rn ïðè n 6= 2.

5.16. Äîêàæèòå, ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà
��@@

(òðè îòðåçêà ñ
îòîæäåñòâë¼ííûì íà÷àëîì) â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

5.17. Òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî G ñ çàäàííîé íà í¼ì ñòðóê-
òóðîé ãðóïïû, äëÿ êîòîðîé îòîáðàæåíèÿ óìíîæåíèÿ G × G → G, (g, h) 7→ gh, è
âçÿòèÿ îáðàòíîãî G→ G, g 7→ g−1, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(G) òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû àáåëåâà.
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6. Òåîðåìà âàí Êàìïåíà

Òåîðåìà âàí Êàìïåíà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ïðîñòðàí-
ñòâà, ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ, ïî ôóíäàìåíòàëüíûì
ãðóïïàì ýòèõ ïîäìíîæåñòâ.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ïîíÿòèå ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï.

Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï. Ïóñòü äàí êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé íàáîð
ãðóïï {Gα}. Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ∗αGα (åñëè ãðóïï êîíå÷íîå ÷èñëî, òî èñïîëüçó-
åòñÿ îáîçíà÷åíèå G1∗G2∗. . .∗Gk) ñîñòîèò èç âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ g1g2 . . . gm ïðîèçâîëü-
íîé äëèíûm > 0, ãäå gi ∈ Gαi

, gi 6= e, ïðè÷¼ì ñîñåäíèå áóêâû gi è gi+1 ëåæàò â ðàçíûõ
ãðóïïàõ, ò.å. αi 6= αi+1. Ñëîâà, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ ïðèâå-
ä¼ííûìè; íåïðèâåä¼ííîå ñëîâî âñåãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ïðèâåä¼ííîå, çàìåíèâ
ñîñåäíèå áóêâû, êîòîðûå ëåæàò â îäíîé è òîé æå ãðóïïåGαi

, íà èõ ïðîèçâåäåíèå âGαi

è óäàëèâ òðèâèàëüíûå áóêâû. Ñëîâó ðàçðåøàåòñÿ áûòü ïóñòûì; ïóñòîå ñëîâî áóäåò
åäèíèöå â ãðóïïå ∗αGα. Ïðîèçâåäåíèå â ãðóïïå ∗αGα � ýòî ïðèñòàâëåíèå, ò.å. çàïèñü
îäíîãî ñëîâà çà äðóãèì: (g1 . . . gm)(h1 . . . hn) = g1 . . . gmh1 . . . hn, ñ ïîñëåäóþùèì ïðå-
îáðàçîâàíèåì â ïðèâåä¼ííîå ñëîâî. Íàïðèìåð, â ïðîèçâåäåíèè (g1 . . . gm)(g−1m . . . g−11 )
âñ¼ ñîêðàùàåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì åäèíèöó ãðóïïû ∗αGα, ò.å. ïóñòîå ñëîâî. Ýòî äà-
¼ò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ ëþáîãî ñëîâà. Íåòðèâèàëüíîé ÿâëÿåòñÿ
ïðîâåðêà àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ â ∗αGα:

Ëåììà 6.1. Îïðåäåë¼ííàÿ âûøå îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïðèâåä¼ííûõ ñëîâ (ïðèñòàâ-
ëåíèå ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì) àññîöèàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüW � ìíîæåñòâî ïðèâåä¼ííûõ ñëîâ g1 . . . gm, âêëþ÷àÿ ïóñòîå
ñëîâî. Êàæäîìó ýëåìåíòó g ∈ Gα ñîïîñòàâèì îòîáðàæåíèå Lg : W → W , çàäàâàåìîå
óìíîæåíèåì ñëåâà, Lg(g1 . . . gm) = gg1 . . . gm, ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì. Ïðè ýòîì
ìû èìååì Lgg′ = LgLg′ äëÿ ëþáûõ g, g′ ∈ Gα, ò.å. g(g′(g1 . . . gm)) = (gg′)(g1 . . . gm);
ýòî ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ â Gα. Èç ôîðìóëû Lgg′ = LgLg′ âûòå-
êàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Lg îáðàòèìî, ñ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì Lg−1 . Ïîýòîìó ñî-
ïîñòàâëåíèå g 7→ Lg çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Gα â ãðóïïó P (W ) âñåõ ïåðå-
ñòàíîâîê ìíîæåñòâà W . Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå L : W → P (W ) ôîðìó-
ëîé L(g1 . . . gm) = Lg1 . . . Lgm . Îòîáðàæåíèå L èíúåêòèâíî, òàê êàê ïåðåñòàíîâêà
L(g1 . . . gm) îòîáðàæàåò ïóñòîå ñëîâî â g1 . . . gm è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé,
åñëè ñàìî ñëîâî g1 . . . gm íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â W ïðè îòîáðà-
æåíèè L ïåðåõîäèò â êîìïîçèöèþ â P (W ), òàê êàê Lgg′ = LgLg′ . Òàê êàê êîìïîçèöèÿ
ïåðåñòàíîâîê àññîöèàòèâíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óìíîæåíèå â W àññîöèàòèâíî. �

Êàæäàÿ ãðóïïà Gα îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäãðóïïîé ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ∗αGα,
ñîñòîÿùåé èç ïóñòîãî ñëîâà è îäíîáóêâåííûõ ñëîâ g ∈ Gα.
Ëþáîé íàáîð ãîìîìîðôèçìîâ ϕα : Gα → H åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåò-

ñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ϕ : ∗α Gα → H. À èìåííî, çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ íà ñëîâå
g1 . . . gm, ãäå gi ∈ Gαi

, ðàâíî ϕα1(g1) . . . ϕαn(gn). Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíîå ïðîèçâåäå-
íèå ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè ãðóïï.
Íàïðèìåð, âêëþ÷åíèÿ G ↪→ G×H è H ↪→ G×H èíäóöèðóþò ýïèìîðôèçì G∗H →

G×H.

Ïðèìåð 6.2. Åñëè êàæäàÿ èç ãðóïï Gα åñòü ãðóïïà Z, òî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå
∗αGα íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé. Íàáîð, â êîòîðûé âõîäèò ïî îäíîé îáðàçóþùåé
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êàæäîé èç ãðóïï Gα = Z, íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ñâîáîäíîé ãðóïïû, à ÷èñëî ýëåìåíòîâ
áàçèñà íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ñâîáîäíîé ãðóïïû.

Âñÿêóþ ãðóïïó G ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ôàêòîðãðóïïó ñâîáîäíîé ãðóïïû. Äëÿ ýòî-
ãî íàäî âûáðàòü íàáîð îáðàçóþùèõ ãðóïïû G, ò.å. òàêîé íàáîð ýëåìåíòîâ gi, i ∈ I,
÷òî ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ gi è
g−1i (íàïðèìåð, â êà÷åñòâå íàáîðà îáðàçóþùèõ ìîæíî âçÿòü âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G).
Òîãäà ìû èìååì ýïèìîðôèçì f : F → G èç ñâîáîäíîé ãðóïïû F ñ ìíîæåñòâîì îá-
ðàçóþùèõ I â G, ïåðåâîäÿùèé i-þ îáðàçóþùóþ ãðóïïû F â gi. ßäðî ãîìîìîðôèçìà
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé H ⊂ F ; ìû èìååì G ∼= F/H. Íèæå ìû ïîêàæåì,
÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Íàáîð îáðàçóþùèõ hj,
j ∈ J , ãðóïïû H íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó îáðàçóþùèìè gi. Ïðè ãîìîìîð-
ôèçìå f ýëåìåíòû hj ïåðåõîäÿò â ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ gi, g

−1
i , êîòîðûå ðàâíû 1

â ãðóïïå G. ×àñòî èñïîëüçóþò çàïèñü

G = 〈 gi, i ∈ I |hj, j ∈ J 〉,

êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà G çàäàíà îáðàçóþùèìè gi è ñîîòíîøåíèÿìè hj, ò.å.
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ôàêòîðãðóïïû ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ îáðàçóþùèìè gi ïî å¼ íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòàìè hj.
Åñëè G ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà è gi, i ∈ I, � íàáîð å¼ ýëåìåíòîâ, òî ôàêòîðãðóïïîé

ãðóïïû G ïî ñîîòíîøåíèÿì gi = 1 íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòàìè gi, i ∈ I.
Àáåëèàíèçàöèåé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî âñåâîçìîæíûì

ñîîòíîøåíèÿì ghg−1h−1 = 1, g, h ∈ G, ò.å. ôàêòîðãðóïïà ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå,
ïîðîæä¼ííîé âñåâîçìîæíûìè êîììóòàòîðàìè [g, h] = ghg−1h−1, g, h ∈ G. Ýòà ïîä-
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîììóòàíòîì ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ [G,G]. Àáåëèàíèçàöèÿ
ñâîáîäíîé ãðóïïû F = ∗αZ � ýòî ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ⊕αZ, áàçèñîì êîòîðîé
ñëóæèò òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ.

Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ëèíåéíî ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Aα, êàæäîå èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 ∈ X. Ãîìîìîðôèçìû iα : π1(Aα) → π1(X),
èíäóöèðîâàííûå âêëþ÷åíèÿìè, ïðîäîëæàþòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà

Φ: ∗α π1(Aα)→ π1(X).

Åñëè

iαβ : π1(Aα ∩ Aβ)→ π1(Aα)

� ãîìîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé âêëþ÷åíèåì Aα ∩ Aβ → Aα, òî iαiαβ = iβiβα, òàê
êàê îáå ýòè êîìïîçèöèè èíäóöèðîâàíû âêëþ÷åíèåì Aα ∩ Aβ ↪→ X. Òàêèì îáðàçîì,
ÿäðî ãîìîìîðôèçìà Φ ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà iαβ(ω)iβα(ω)−1, ãäå ω ∈ π1(Aα ∩Aβ).

Òåîðåìà 6.3 (âàí Êàìïåí). Ïóñòü X � îáúåäèíåíèå ëèíåéíî ñâÿçíûõ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ Aα, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 ∈ X.

à) Åñëè êàæäîå ïåðåñå÷åíèå Aα ∩Aβ ëèíåéíî ñâÿçíî, òî Φ: ∗α π1(Aα)→ π1(X)
ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.
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á) Åñëè, êðîìå òîãî, êàæäîå ïåðåñå÷åíèå Aα ∩Aβ ∩Aγ ëèíåéíî ñâÿçíî, òî ÿäðî
ãîìîìîðôèçìà Φ � ýòî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N , ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè ýëå-
ìåíòàìè âèäà iαβ(ω)iβα(ω)−1, à ïîòîìó Φ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

π1(X) ∼= ∗απ1(Aα)/N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå à), ò.å. ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ. Ìû
óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ äàííîé ïåòëè f : I → X â îòìå÷åííîé òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò òàêîå
ðàçáèåíèå 0 < s0 < s1 < . . . < sm = 1 îòðåçêà I, ÷òî îáðàç êàæäîãî îòðåçêà [si−1, si]
ïðè îòîáðàæåíèè f öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ Aα. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê f íåïðåðûâíî, êàæäàÿ òî÷êà s ∈ I èìååò îêðåñòíîñòü U(s) ⊂ I, äëÿ êîòîðîé
f(U(s)) ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ Aα. Â êà÷åñòâå U(s) ìîæíî âçÿòü îòêðûòûé èí-
òåðâàë, çàìûêàíèå êîòîðîãî îòîáðàæàåòñÿ â îäíî èç ìíîæåñòâ Aα. Èç êîìïàêòíîñòè
îòðåçêà ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ èíòåðâàëîâ ïîêðûâàåò I. Òîãäà êîíöû
ýòèõ èíòåðâàëîâ çàäàþò òðåáóåìîå ðàçáèåíèå îòðåçêà I.
Ïóñòü f([si−1, si]) ⊂ Ai è îáîçíà÷èì fi = f[si−1,si]. Òîãäà f = f1 · . . . · fm, ãäå fi ⊂ Ai.

Òàê êàê êàæäîå ïðîñòðàíñòâî Ai ∩ Ai+1 ëèíåéíî ñâÿçíî, ìû ìîæåì ñîåäèíèòü x0 ñ
f(si) ∈ Ai ∩ Ai+1 ïóò¼ì gi â Ai ∩ Ai+1. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåòëþ

(f1 · g1) · (g1 · f2 · g2) · (g2 · f3 · g3) · . . . · ·(gm−1 · fm),

ãîìîòîïíóþ f . Ýòà ïåòëÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïåòåëü, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïî-
ëîæåíà â îäíîì èç ìíîæåñòâ Aα; òàêèå ïåòëè çàêëþ÷åíû â ñêîáêè. Ñëåäîâàòåëüíî,
[f ] ëåæèò â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ Φ, à ïîòîìó Φ ñþðúåêòèâíî.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå á), ò.å., ÷òî ïðè îïèñàííîì òàì óñëîâèè ÿäðî ãî-
ìîìîðôèçìà Φ ñîâïàäàåò ñ N . Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôàêòîðèçàöèè ýëåìåíòîâ
[f ] ∈ π1(X), ò.å. ôîðìàëüíûå ðàçëîæåíèÿ âèäà [f ] = [f1] . . . [fk], ãäå

· êàæäûé ìíîæèòåëü fi � ýòî ïåòëÿ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x0, öåëèêîì ñîäåð-
æàùàÿñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ Aα, ñ ãîìîòîïè÷åñêèì êëàññîì [fi] ∈ π1(Aα);
· ïåòëÿ f ãîìîòîïíà f1 · . . . · fk â X.

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðèçàöèÿ ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [f ] � ýòî ñëîâî â ∗απ1(Aα),
âîçìîæíî, ïðèâîäèìîå, êîòîðîå ïåðåõîäèò â [f ] ïðè îòîáðàæåíèè Φ. Óòâåðæäåíèå a)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ó êàæäîãî ýëåìåíòà [f ] ∈ π1(X) åñòü ôàêòîðèçàöèÿ.
Íàçîâ¼ì äâå ôàêòîðèçàöèè êëàññà [f ] ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñâÿçàíû ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ èëè îáðàòíûõ ê íèì:

· ñîñåäíèå ÷ëåíû [fi][fi+1] îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí ÷ëåí [fi · fi+1], åñëè [fi] è [fi+1]
ëåæàò â îäíîé ãðóïïå π1(Aα);
· ÷ëåí [fi] ∈ π1(Aα) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëåæàùèé â ãðóïïå π1(Aβ), à íå â
π1(Aα), åñëè fi � ïåòëÿ â Aα ∩ Aβ.

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíÿåò ýëåìåíò ãðóïïû ∗απ1(Aα), çàäàâàåìûé ôàêòî-
ðèçàöèåé. Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíÿåò îáðàç ýòîãî ýëåìåíòà â ôàêòîðãðóïïå
Q = ∗απ1(Aα)/N ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîäãðóïïû N . Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíò-
íûå ôàêòîðèçàöèè äàþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò ãðóïïû Q.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâå ôàêòîðèçàöèè êëàññà [f ] ýêâèâàëåíòíû. Îòñþäà áóäåò

ñëåäîâàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Q→ π1(X), èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåì Φ, èíúåêòèâ-
íî. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå á) áóäåò äîêàçàíî.
Ïóñòü [f1] . . . [fk] è [f ′1] . . . [f

′
`] � äâå ôàêòîðèçàöèè êëàññà [f ]. Ïóñòü F : I×I → X �

ãîìîòîïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ f1 · . . . · fk ñ f ′1 · . . . · f ′`. Ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçáèåíèÿ
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0 = s0 < s1 < . . . < sm = 1 è 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, ÷òî îáðàç êàæäîãî
èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rij = [si−1, si] × [tj−1, tj] ïðè îòîáðàæåíèè F ëåæèò â îäíîì
ìíîæåñòâå Aα, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì Aij. Ýòè ðàçáèåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîêðûâ
I × I êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ [a, b] × [c, d], êàæäûé èç êîòîðûõ îòîá-
ðàæàåòñÿ â îäíî ìíîæåñòâî Aα, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ ñ êîìïàêòíîñòüþ, à çàòåì
ðàçäåëèâ I × I âñåìè ãîðèçîíòàëüíûìè è âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè, ñîäåðæàùèìè
ñòîðîíû ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s-ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäðàç-
áèåíèåì òåõ ðàçáèåíèé, êîòîðûå äàþò ïðîèçâåäåíèÿ f1 · . . . · fk è f ′1 · . . . · f ′`. Òàê êàê
F îòîáðàæàåò îêðåñòíîñòü ïðÿìîóãîëüíèêà Rij â Aij, ìû ìîæåì ïîøåâåëèòü âåðòè-

êàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rij òàê, ÷òîáû êàæäàÿ
òî÷êà êâàäðàòà I × I ïðèíàäëåæàëà íå áîëåå ÷åì òð¼ì ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàì Rij. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü ïî êðàéíåé ìå-
ðå òðè ðÿäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîýòîìó ìû ìîæåì øåâåëèòü
òîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêè â ïðîìåæóòî÷íûõ ðÿäàõ, îñòàâëÿÿ
âåðõíèé è íèæíèé ðÿä áåç èçìåíåíèé. Çàíóìåðóåì òåïåðü
ïðÿìîóãîëüíèêè R1, R2, . . . , Rmn êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

Åñëè γ � ïóòü â I×I, èäóùèé èç òî÷êè ëåâîé ñòîðîíû â òî÷êó ïðàâîé ñòîðîíû, òî
F |γ ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é ñ íà÷àëîì è êîíöîì â îòìå÷åííîé òî÷êå x0, òàê êàê F îòîáðàæàåò
ëåâóþ è ïðàâóþ ñòîðîíû êâàäðàòà I × I â x0. Ïóñòü γr � ïóòü, îòäåëÿþùèé ïåðâûå
r ïðÿìîóãîëüíèêîâ R1, . . . , Rr îò îñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Òîãäà γ0 � íèæíÿÿ
ñòîðîíà êâàäðàòà I × I, à γmn � åãî âåðõíÿÿ ñòîðîíà. Áóäåì ïåðåõîäèòü îò γr ê γr+1,
ïðîòàñêèâàÿ ýòîò ïóòü ïî ïðÿìîóãîëüíèêó Rr+1.
Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rr âåðøèíàìè. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû

v, äëÿ êîòîðîé F (v) 6= x0, ðàññìîòðèì ïóòü gv èç x0 â F (v). Ìû ìîæåì âûáðàòü
ïóòü gv òàê, ÷òîáû îí ïðèíàäëåæàë ïåðåñå÷åíèþ äâóõ èëè òð¼õ ìíîæåñòâ Aij â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òåì, ñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rr ñîäåðæàò âåðøèíó v, òàê êàê ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äâîéíûå è òðîéíûå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ Aij ëèíåéíî ñâÿçíû.
Âñòàâèì â F |γr ïóòè âèäà gvgv â ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèíàõ v, êàê ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ôàêòîðèçàöèþ
êëàññà [F |γr ], ðàññìàòðèâàÿ ïåòëþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãîðèçîíòàëüíîìó èëè âåðòè-
êàëüíîìó îòðåçêó ìåæäó ñîñåäíèìè âåðøèíàìè, êàê ëåæàùóþ â Aij äëÿ ëþáîãî èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rs, ñîäåðæàùèõ ýòîò îòðåçîê. Åñëè ìû âûáåðåì äðóãîé èç ýòèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rs, òî ôàêòîðèçàöèÿ êëàññà [F |γr ] çàìåíèòñÿ íà ýêâèâàëåíòíóþ
ôàêòîðèçàöèþ. Áîëåå òîãî, ôàêòîðèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûì ïó-
òÿì γr è γr+1, ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê ïðîòàñêèâàíèå ïóòè γr ïî ïðÿìîóãîëüíèêó Rr+1,
ïðè êîòîðîì ïîëó÷àåòñÿ ïóòü γr+1, çàìåíÿåò F |γr íà F |γr+1 ïîñðåäñòâîì ãîìîòîïèè â
ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà Aij, ñîîòâåòñòâóþùåãî Rr+1, è ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîå ìíîæå-
ñòâî Aij äëÿ âñåõ îòðåçêîâ ïóòåé γr è γr+1, ëåæàùèõ â Rr+1.
Ìû ìîæåì äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôàêòîðèçàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ γ0, áûëà ýêâèâàëåíò-

íà ôàêòîðèçàöèè [f1] . . . [fk], âûáèðàÿ ïóòü gv äëÿ êàæäîé âåðøèíû v âäîëü íèæíåé
ñòîðîíû êâàäðàòà I × I òàê, ÷òîáû îí ïðèíàäëåæàë íå òîëüêî äâóì ìíîæåñòâàì
Aij, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðÿìîóãîëüíèêó Rs, ñîäåðæàùåìó v, íî òàêæå ïðèíàäëåæàë
è ìíîæåñòâó Aα, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïóòè fi, â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ëåæèò
òî÷êà v. Â ñëó÷àå, êîãäà v � îáùèé êîíåö îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïóòåé fi, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F (v) = x0, ò.å. íå íóæíî âûáèðàòü ïóòü
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gv. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäíå-
ìó ïóòè γmn, ýêâèâàëåíòíà [f ′1] . . . [f

′
`]. Òàê êàê ôàêòîðèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì

ïóòÿì γr, ýêâèâàëåíòíû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôàêòîðèçàöèè [f1] . . . [fk] è [f ′1] . . . [f
′
`] ýê-

âèâàëåíòíû. �

Ñôîðìóëèðóåì îòäåëüíî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû âàí Êàìïåíà, êîãäà ïîêðûòèå
ïðîñòðàíñòâà X ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ìíîæåñòâ, X = A ∪B. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå
ïóíêòà á) òåîðåìû âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Êðîìå òîãî, íå íóæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû
êàæäîå èç ìíîæåñòâ A è B ñîäåðæàëî îòìå÷åííóþ òî÷êó, òàê êàê ìîæíî âûáðàòü
íîâóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó â ïåðåñå÷åíèè A ∩B:

Ñëåäñòâèå 6.4. Ïóñòü X = A∪B, ãäå ìíîæåñòâà A è B, à òàêæå èõ ïåðåñå÷åíèå
A ∩B, îòêðûòû è ëèíåéíî ñâÿçíû. Òîãäà

π1(X) ∼=
(
π1(A) ∗ π1(B)

)
/N,

ãäå N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè âèäà iAB(ω)iBA(ω)−1, ω ∈
π1(A ∩ B), a iAB : π1(A ∩ B) → π1(A) è iBA : π1(A ∩ B) → π1(B) � ãîìîìîðôèçìû,
èíäóöèðîâàííûå âêëþ÷åíèÿìè A ∩B ↪→ A è A ∩B ↪→ B.

Ãðóïïà
(
π1(A) ∗ π1(B)

)
/N íàçûâàåòñÿ àìàëüãàìèðîâàííûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï

π1(A) è π1(B) íàä π1(A ∩B), ñì. óïðàæíåíèå 6.8.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X ñîñòîèò èç áîëåå äâóõ ìíî-
æåñòâ Aα, óñëîâèå òîãî, ÷òî êàæäîå Aα ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ òî÷êó x0, ñóùåñòâåííî.
Ýòî óñëîâèå âëå÷¼ò, ÷òî âñå òðîéíûå ïåðåñå÷åíèÿ íåïóñòû.

Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì îïèñàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
áóêåòà

∨
αXα ïðîñòðàíñòâ Xα ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè xα:

Ñëåäñòâèå 6.5. Åñëè êàæäàÿ òî÷êà xα ∈ Xα ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàê-
òîì ñâîåé îêðåñòíîñòè Uα ⊂ Xα, òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

π1
(∨
α

Xα

) ∼= ∗
α
π1(Xα).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áóêåòà îêðóæíîñòåé
∨
α S

1 ãðóïïà π1(
∨
α S

1) ñâîáîäíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî Xα ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì
ñâîåé îêðåñòíîñòè Aα = Xα∨

∨
β 6=α Uβ ⊂

∨
αXα. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ è áîëåå ðàçëè÷íûõ

ìíîæåñòâ Aα � ýòî ïðîñòðàíñòâî
∨
α Uα, êîòîðîå ñòÿãèâàåìî. Òîãäà èç òåîðåìû âàí

Êàìïåíà ñëåäóåò, ÷òî Φ: ∗α π1(Xα)→ π1(
∨
αXα) � èçîìîðôèçì. �

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

6.6. Äîêàæèòå, ÷òî àáåëèàíèçàöèåé ãðóïïû Z2 ∗Z2 ÿâëÿåòñÿ Z2×Z2, è îïèøèòå ÿäðî
ãîìîìîðôèçìà àáåëèàíèçàöèè Z2 ∗ Z2 → Z2 × Z2.

6.7. Ïîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì Φ: ∗α π1(Aα)→ π1(X) ìîæåò áûòü íå ñþðúåêòèâ-
íûì, åñëè íå âñå ïåðåñå÷åíèÿ Aα ∩ Aβ ëèíåéíî ñâÿçíû.

6.8. Ïóñòü äàíû ãîìîìîðôèçìû ãðóïï f1 : H → G1 è f2 : H → G2. Îïðåäåëèì àìàëü-
ãàìèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå G1 ∗HG2 ãðóïï G1 è G2 íàä H êàê ôàêòîðãðóïïó ñâîáîä-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ G1∗G2 ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé âñåìè ýëåìåíòàìè
âèäà f1(h)f2(h)−1, ãäå h ∈ H.
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Äîêàæèòå, ÷òî G1 ∗H G2 âõîäèò â êîäåêàðòîâ êâàäðàò

H
f1 //

f2
��

G1

��
G2

// G1 ∗H G2,

ò.å. îáëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì, ñì. (2).

6.9. Ïóñòü X = A1 ∪ A2, ãäå X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, A1, A2 � êëåòî÷íûå
ïîäïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì ïåðåñå÷åíèå B = A1 ∩ A2 ñâÿçíî è ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ
òî÷êó x0 ∈ X, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíîé êëåòêîé. Ìû èìååì êîäåêàðòîâ êâàäðàò

B
i1 //

i2
��

A1

j1
��

A2
j2 // X,

Âû÷èñëÿÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû âñåõ ïðîñòðàíñòâ â ýòîé äèàãðàììå è ïðèìåíÿÿ
óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àìàëüãàìèðîâàííãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ïðåäûäóùåå óïðàæ-
íåíèå), ìû ïîëó÷àåì äèàãðàììó

π1(B)
(i1)∗ //

(i2)∗
��

π1(A1)

�� (j1)∗

��

π1(A2) //

(j2)∗ --

π1(A1) ∗π1(B)π1(A2)

h

((
π1(X)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó âàí Êàìïåíà, äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì

h : π1(A1) ∗π1(B) π1(A2)→ π1(A1 ∪B A2)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (ìû èìååì X = A1 ∪B A2). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêòîð π1
ïåðåâîäèò àìàëüãàìû êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ â àìàëüãàìû ãðóïï.

6.10. Íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó äîïîëíåíèÿ îêðóæíîñòè â R3.

6.11. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå äâóõ íåçàöåïëåííûõ îêðóæíîñòåé â R3 íå ãîìåî-
ìîðôíî äîïîëíåíèþ äâóõ çàöåïëåííûõ îêðóæíîñòåé.

6.12. Íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó äîïîëíåíèÿ òð¼õ êîîðäèíàòíûõ îñåé â R3.

7. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà

Çäåñü ìû íàó÷èìñÿ çàäàâàòü ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ îá-
ðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè. Ýòî ïîçâîëèò íàì ÿâíî âû÷èñëÿòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
ãðóïïó, çàäàâ êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó.
Âíà÷àëå âûâåäåì åù¼ îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè:

Ïðåäëîæåíèå 7.1. Âñÿêîå ëèíåéíî ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíî êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó ñ åäèíñòâåííîé 0-ìåðíîé êëåòêîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â íàøåì ëèíåéíî ñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå X íóëüìåðíóþ
êëåòêó e0 è ñîåäèíèì ñ íåé îñòàëüíûå íóëüìåðíûå êëåòêè ïóòÿìè (ïóòè ìîãóò ïåðå-
ñåêàòüñÿ). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî,
÷òîáû ýòè ïóòè ëåæàëè â îäíîìåðíîì îñòîâå X1. Ïóñòü γi � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé 0-
ìåðíóþ êëåòêó e0 ñ íóëüìåðíîé êëåòêîé ei. Äëÿ êàæäîãî i ïðèêëåèì ê X äâóìåðíûé
äèñê ïî îòîáðàæåíèþ íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè â X ïðè ïîìîùè ïóòè γi. Ïîëó÷èì
íîâîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X̃, êîòîðîå ñîäåðæèò X è, êðîìå òîãî, êëåòêè e1i , e

2
i

(âåðõíèå ïîëóîêðóæíîñòè è âíóòðåííîñòè ïðèêëååííûõ äèñêîâ).

ßñíî, ÷òî X åñòü äåôîðìàöèîííûé ðåòðàêò â X̃: êàæäûé ïðèêëååííûé äèñê ìîæ-
íî ñòÿíóòü íà íèæíþþ ïîëóîêðóæíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y îáúåäèíåíèå çàìûêà-
íèé êëåòîê e1i (âåðõíèõ ïîëóîêðóæíîñòåé). Î÷åâèäíî, Y ñòÿãèâàåìî. Ñëåäîâàòåëüíî,

X̃/Y ' X̃ ' X. Íî ó X̃/Y âñåãî îäíà íóëüìåðíàÿ êëåòêà. �

Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0. Îòîáðàæåíèå
ϕ : S1 → X, ïåðåâîäÿùåå îòìå÷åííóþ òî÷êó 0 îêðóæíîñòè â x0, ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïåòëþ â (X, x0), è ïîýòîìó îíî çàäà¼ò ýëåìåíò [ϕ] ∈ π1(X, x0). Åñëè æå
îòîáðàæåíèå ϕ : S1 → X ïåðåâîäèò 0 â êàêóþ-òî äðóãóþ òî÷êó ϕ(0), òî ìû ïîëó÷àåì
ýëåìåíò ãðóïïû π1(X,ϕ(0)), êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ π1(X, x0) íåêàíîíè÷åñêèì èçîìîðôèç-
ìîì (ñì. îáñóæäåíèå ïîñëå òåîðåìû 5.5). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : S1 → X çàäà¼ò ýëåìåíò ãðóïïû π1(X, x0), çàäàííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ.
ÏóñòüX � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ åäèíñòâåííîé 0-ìåðíîé êëåòêîé e0 = x0, îäíî-

ìåðíûìè êëåòêàìè e1i , i ∈ I, è äâóìåðíûìè êëåòêàìè e2j , j ∈ J . Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
îòîáðàæåíèÿ D2 → X äâóìåðíûõ êëåòîê îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèÿ ïðèêëåèâàíèÿ
fj : S1 → X1 (ñì. ðàçäåë 4), êîòîðûå çàäàþò ýëåìåíòû βj ∈ π1(X

1) ñ òî÷íîñòüþ
äî ñîïðÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì X1 � ýòî áóêåò îêðóæíîñòåé e1i è ãðóïïà π1(X

1, x0) åñòü
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I â ñèëó ñëåäñòâèÿ 6.5.

Òåîðåìà 7.2. Ãðóïïà π1(X, x0) èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ñâîáîäíîé ãðóïïû
π1(X

1, x0) ñ îáðàçóþùèìè, îòâå÷àþùèìè 1-ìåðíûì êëåòêàì, ïî ñîîòíîøåíèÿì
βj = 1, j ∈ J , îòâå÷àþùèì 2-ìåðíûì êëåòêàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè ïî ïðèêëåèâàåìûì êëåòêàì
ðàçìåðíîñòè n > 2. Åñëè òàêèõ êëåòîê íåò, òî ïðîñòðàíñòâî X = X1 � áóêåò ñôåð è
π1(X) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè, îòâå÷àþùèìè 1-ìåðíûì êëåòêàì.
ÏóñòüX ′ = X∪fDn ïîëó÷åíî èçX ïðèêëåèâàíèåì n-ìåðíîé êëåòêè en ïðè ïîìîùè

îòîáðàæåíèÿ f : Sn−1 → Y , ò.å. ìû èìååì êîäåêàðòîâ êâàäðàò

Sn−1
f−−−→ Xy y

Dn −−−→ X ′

Âíóòðè êëåòêè en âûáåðåì òî÷êó y. Ïóñòü A = X ′ \ {y} è B = X ′ \ X. Òîãäà A
äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà â X, à B ñòÿãèâàåìî. Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó
âàí Êàìïåíà ê ïîêðûòèþ X = A ∪ B. Òàê êàê π1(A) = π1(X), à π1(B) = 0, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî π1(X

′) èçîìîðôíî ôàêòîðãðóïïå ãðóïïû π1(A) ∗ π1(B) = π1(X) ïî
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ π1(A ∩B)→ π1(A).
Äàëåå ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðèêëåèâàíèÿ äâóìåðíîé êëåòêè e2, ò.å. n = 2.

Â ýòîì ñëó÷àå A ∩ B äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà îêðóæíîñòü â e2 \ {y}, è
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ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàç ãðóïïû π1(A ∩ B) â π1(A) � ýòî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
ïîðîæä¼ííàÿ êëàññîì ïåòëè, çàäàâàåìîé îòîáðàæåíèåì f : S1 → X1. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ïðèêëåèâàíèè íîâîé äâóìåðíîé êëåòêè e2 ê ñîîòíîøåíèÿì â ãðóïïå π1(X) =
π1(A) äîáàâëÿåòñÿ åù¼ îäíî ñîîòíîøåíèå β = 1, îòâå÷àþùåå ýòîé äâóìåðíîé êëåòêå.
Ïîñëå òîãî êàê ìû ïðèêëåèëè âñå äâóìåðíûå êëåòêè, äàëüíåéøåå ïðèêëåèâàíèå

êëåòîê en ðàçìåðíîñòè n > 3 íå ìåíÿåò ãðóïïó π1(X). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî A∩B
äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà (n − 1)-ìåðíóþ ñôåðó â en \ {y}; òàêèì îáðàçîì,
π1(A ∩B) = π1(S

n−1) = 0 ïðè n > 3 ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.4. �

Ïðèìåð 7.3. Âû÷èñëèì ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Sg
ðîäà g (ñôåðû ñ g ðó÷êàìè). Îíà èìååò êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó ñ îäíîé íóëüìåðíîé
êëåòêîé, 2g îäíîìåðíûìè êëåòêàìè a1, . . . , ag è b1, . . . , bg è îäíîé äâóìåðíîé êëåò-
êîé, ñì. ïðèìåð 4.1.6 è ðèñ. 1 ã). Îäíîìåðíûé îñòîâ � ýòî áóêåò 2g îêðóæíîñòåé;
åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà F2g ñ îáðàçóþùèìè a1, . . . , ag è
b1, . . . , bg. Äâóìåðíàÿ êëåòêà ïðèêëååíà ïî ïåòëå, çàäàííîé ïðîèçâåäåíèåì êîììóòà-
òîðîâ ýòèõ îáðàçóþùèõ. Ïîýòîìó π1(Sg) � ôàêòîðãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû F2g ïî
îäíîìó ñîîòíîøåíèþ, çàäàííîìó ïðîèçâåäåíèåì êîììóòàòîðîâ:

π1(Sg) ∼= 〈 a1, . . . , ag, b1, . . . , bg | a1b1a−11 b−11 · a2b2a−12 b−12 · . . . · agbga−1g b−1g 〉.

Â ÷àñòíîñòè, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîðà T 2 = S1 èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ãðóï-
ïû F2 ïî ñîîòíîøåíèþ aba−1b−1 = 1, ò.å. Z ⊕ Z. Ýòî, êîíå÷íî, ñëåäóåò èç ïðîñòîé
ôîðìóëû π1(X × Y ) ∼= π1(X)× π1(Y ) (ñì. óïðàæíåíèå 5.12).

Ïðåäëîæåíèå 7.4. Ïîâåðõíîñòü Sg íå ãîìåîìîðôíà è äàæå íå ãîìîòîïè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòè Sg′, åñëè g 6= g′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àáåëèàíèçàöèÿ ãðóïïû π1(Sg) � ýòî Z2g (ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà
ñ 2g îáðàçóþùèìè). Åñëè Sg ' Sg′ , òî π1(Sg) ∼= π1(Sg′), à çíà÷èò è àáåëèàíèçàöèè ýòèõ
ãðóïï èçîìîðôíû, ÷òî âëå÷¼ò ðàâåíñòâî g = g′. �

Ïðèìåð 7.5. Èñïîëüçóÿ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2 (ñì. ïðè-
ìåð 4.1.6 è ðèñ. 1 á)), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(RP 2) èçîìîðôíà
ôàêòîðãðóïïå ãðóïïû Z (ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ îäíîé îáðàçóþùåé a) ïî îäíîìó ñîîò-
íîøåíèþ a2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, π1(RP 2) = 〈 a | a2 〉 = Z2.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü íå ãîìåîìîðôíà íè îäíîé èç ïîâåðõ-

íîñòåé Sg.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

7.6. Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè π1(X) = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îäíîñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíî êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó ñ îäíîé 0-ìåðíîé êëåòêîé è áåç 1-ìåðíûõ êëåòîê.

7.7. Îïèøèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó áóòûëêè Êëåéíà K, èñïîëüçóÿ êëåòî÷íîå
ðàçáèåíèå èç ïðèìåðà 4.1.6 è ðèñ. 1 â). Äîêàæèòå, ÷òî

π1(K) ∼= 〈 c1, c2 | c21c22 〉.

Îïèøèòå àáåëèàíèçàöèþ ãðóïïû π1(K) è âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî áóòûëêà Êëåéíà íå
ãîìåîìîðôíà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è íå ãîìåîìîðôíà íè îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé Sg.
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7.8. Ïóñòü Pg � ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ñ g ðó÷êàìè, à Kg � áóòûëêà Êëåéíà ñ g
ðó÷êàìè (ñì. ïðèìåð 4.1.6). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïîâåðõíîñòè
Pg èëè Kg èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ îáðàçóþùèìè c1, . . . , ck ïî
îäíîìó ñîîòíîøåíèþ c21 · . . . · c2k = 1, ãäå k = 2g + 1 äëÿ Pg è k = 2g + 2 äëÿ Kg.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòè Sg, Pg, Kg ïîïàðíî íå ãîìåîìîðôíû.

7.9. Âû÷èñëèòå ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðîñòðàíñòâ RP n è CP n.

7.10. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé íåêîòîðîãî
êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

8. Íàêðûòèÿ

Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû. Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X̃ íàçûâàåòñÿ íàêðûâà-
þùèì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X, åñëè çàäàíî îòîáðà-
æåíèå p : X̃ → X, òàêîå, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ X,
äëÿ êîòîðîé p−1(U) ãîìåîìîðôíî U × Γ , ãäå Γ � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, ïðè÷¼ì
äèàãðàììà

p−1(U)
∼= //

p
##

U × Γ

||
U

êîììóòàòèâíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, p−1(U) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X̃, êàæäîå èç êîòîðûõ p ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò íà U .
Îòîáðàæåíèå p : X̃ → X íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì.

Ïðèìåð 8.1.

1. p : R → S1, t 7→ (cos t, sin t). Ýòî íàêðûòèå èñïîëüçîâàëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå
èçîìîðôèçìà π1(S

1) ∼= Z (òåîðåìà 5.6).

2. p : S1 → S1, z 7→ zk, ãäå îêðóæíîñòü S1 çàäàíà êàê {z ∈ C : |z| = 1}.
3. Îòîáðàæåíèå p : Sn → RP n, êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êó ñôåðû â ïðÿìóþ â Rn+1,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó è 0 (ñì. ïðèìåð 4.1.3).

ßñíî, ÷òî åñëè p1 : X̃1 → X1 è p2 : X̃2 → X2 � íàêðûòèÿ, òî è p1 × p2 : X̃1 × X̃2 →
X1×X2 � íàêðûòèå. Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò íàêðûòèÿ èç ïðèìåðà 8.1.1 äà¼ò íàêðûòèå
R2 → T 2 òîðà T 2 = S1 × S1 ïëîñêîñòüþ.

Ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå p : Y → X îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè (covering homotopy property, CHP) ïî îòíîøåíèþ ê
ïðîñòðàíñòâó Z, åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : Z → Y è ãîìîòîïèè F : Z×I → X,
òàêîé, ÷òî p◦f = F0, ñóùåñòâóåò íàêðûâàþùàÿ ãîìîòîïèÿ F̃ : Z×I → Y , äëÿ êîòîðîé
F̃0 = f è p ◦ F̃ = F . Ýòî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

(4) Z
f //

i0
��

Y

p

��
Z × I F //

F̃
;;

X

ãäå i0 � âëîæåíèå z 7→ (z, 0).
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Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî íàêðûòèÿ p : X̃ → X îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ ãîìî-
òîïèè, ïðè÷¼ì íàêðûâàþùàÿ ãîìîòîïèÿ åäèíñòâåííà. Ïðè Z = pt ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ
ãîìîòîïèè (4) ïðåâðàùàåòñÿ â ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ïóòåé:

Ëåììà 8.2. Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : I → X è ëþáîé òî÷êè x̃ ∈ X̃, òàêîé, ÷òî p(x̃) =

γ(0), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü γ̃ : I → X̃, òàêîé, ÷òî γ̃(0) = x̃ è p ◦ γ̃ = γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îêðåñòíîñòè èç îïðåäåëåíèÿ íàêðûòèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåí-
òàðíûìè. Äëÿ êàæäîãî t ∈ I íàéä¼ì ýëåìåíòàðíóþ îêðåñòíîñòü U(t) ⊂ X òî÷êè γ(t).
Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îòðåçêà I èç ýòèõ îêðåñòíîñòåé ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü U1, . . . , UN òàêèì îáðàçîì, ÷òî Ui ⊃ γ(ti, ti+1), ãäå 0 = t1 < t2 < . . . < tN+1 = 1.
Ïðîîáðàç p−1(U1) ãîìåîìîðôåí äèñêðåòíîìó íàáîðó òàêèõ æå îêðåñòíîñòåé. Ïóñòü

Ũ1 � òà èç íèõ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êó x̃. Îïðåäåëèì γ̃ : [0, t2] → Ũ1 êàê ïðîîáðàç
êóñêà γ|[0,t2] ïóòè γ îò 0 = t1 äî t2, êîòîðûé ïîïàäàåò â U1. Çàòåì ïðîäåëàåì òî æå
ñàìîå ñ îêðåñòíîñòüþ U2, òî÷êîé γ̃(t2) è êóñêîì ïóòè γ|[t2,t3] è ò.ä. Òàê êàê ÷èñëî
îêðåñòíîñòåé êîíå÷íî, òî ïðîöåññ êîíå÷åí, à òàê êàê äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè îí
îäíîçíà÷åí, òî ïóòü ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí. �

Òåîðåìà 8.3 (î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè). Íàêðûòèå p : X̃ → X îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó ïðîñòðàíñòâó Z, ïðè÷¼ì íàêðûâàþ-
ùàÿ ãîìîòîïèÿ F̃ : Z × I → X̃ (ñì. (4)) åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû îòîáðàæåíèå f : Z → X̃ è ãîìîòîïèÿ F : Z × I → X.
Ïåðåéäÿ ê ñîïðÿæ¼ííîìó, ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå F ′ : Z → XI , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó
z ∈ Z â ïóòü t 7→ F (z, t) â ïðîñòðàíñòâåX. Â ñèëó ëåììû 8.2, ýòîò ïóòü åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïîäíèìàåòñÿ äî ïóòè â X̃, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå f(z) ∈ X̃. Òàêèì

îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå F̃ ′ : Z → X̃I , âõîäÿùåå â äèàãðàììó

X̃ X̃Ip0oo

��
Z

f

OO

F ′ //

F̃ ′
>>

XI ,

ãäå p0 � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ïóòè åãî íà÷àëüíóþ òî÷êó. Ïåðåõîäÿ îáðàòíî
îò ñîïðÿæ¼ííûõ îòîáðàæåíèé ê èñõîäíûì, ïîëó÷èì äèàãðàììó

Z
f //

i0
��

X̃

p

��
Z × I F //

F̃

<<

X,

êîòîðàÿ è âûðàæàåò òðåáóåìîå ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ñ åäèíñòâåííîé íàêðû-
âàþùåé ãîìîòîïèåé. �

Íàêðûòèÿ è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 8.4. Îòîáðàæåíèå

p∗ : π1(X̃, x̃0)→ π1(X, x0),



34

èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèåì p : (X̃, x̃0) → (X, x0), ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Ïîä-

ãðóïïà p∗π1(X̃, x̃0) â π1(X, x0) ñîñòîèò èç ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïåòåëü â X ñ

íà÷àëîì â x0, ïîäíÿòèÿ êîòîðûõ â X̃ ñ íà÷àëîì â x̃0 ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïåòëÿ ϕ̃ : I → X̃ ñ íà÷àëîì x̃0 ïðîåêòè-
ðóåòñÿ â ïåòëþ ϕ : I → X, ãîìîòîïíóþ íóëþ (ò.å. ãîìîòîïíóþ ïîñòîÿííîé ïåòëå),
òî è ñàìà ïåòëÿ ϕ̃ ãîìîòîïíà íóëþ. Ôèêñèðóåì ãîìîòîïèþ ϕt : I → X, òàêóþ, ÷òî
ϕ0 = ϕ, ϕt(0) = ϕt(1) = x0, ϕ1(I) = x0. Ïî òåîðåìå î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè ñóùåñòâóåò

ãîìîòîïèÿ ϕ̃t : I → X̃, òàêàÿ, ÷òî ϕ̃0 = ϕ̃ è p ◦ ϕ̃t = ϕt. Íî òàê êàê ïîëíûé ïðîîáðàç
òî÷êè x0 äèñêðåòåí â X̃, ìû èìååì ϕ̃t(0) = ϕ̃(0) = x̃0, ϕ̃t(1) = ϕ̃(1) = x̃0, ϕ̃1(I) = x̃0.
Òàêèì îáðàçîì, ïåòëÿ ϕ̃ òàêæå ãîìîòîïíà íóëþ.
Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïåòëè ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x0, ïîäíèìàþ-

ùèåñÿ äî ïåòåëü ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x̃0, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿþò ýëåìåíòû îáðàçà
îòîáðàæåíèÿ p∗ : π1(X̃, x̃0) → π1(X, x0). Íàîáîðîò, ïåòëÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýëåìåíò
îáðàçà îòîáðàæåíèÿ p∗, ãîìîòîïíà ïåòëå, ó êîòîðîé åñòü òàêîå ïîäíÿòèå, ïîýòîìó ñî-
ãëàñíî ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè è ó íå¼ ñàìîé äîëæíî áûòü òàêîå ïîäíÿòèå. �

Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñîì ïîäãðóïïû H ⊂ G íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü ìíî-
æåñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ Hg, g ∈ G. Åñëè H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî èíäåêñ H
â G � ýòî ïîðÿäîê ôàêòîð-ãðóïïû G/H.

Ïðåäëîæåíèå 8.5. ×èñëî òî÷åê â ïðîîáðàçå p−1(x0) ïðè íàêðûòèè p : (X̃, x̃0) →
(X, x0) ðàâíî èíäåêñó ïîäãðóïïû p∗π1(X̃, x̃0) â π1(X, x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H = p∗π1(X̃, x̃0). Äëÿ ïåòëè ϕ â X ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x0,

ïóñòü ϕ̃ � å¼ ïîäíÿòèå â X̃, íà÷èíàþùååñÿ â òî÷êå x̃0. Ïðîèçâåäåíèå ψ ·ϕ, ãäå [ψ] ∈ H
èìååò ïîäíÿòèå ψ̃ · ϕ̃, çàêàí÷èâàþùååñÿ â òî æå òî÷êå, ÷òî è ϕ̃, òàê êàê ψ̃ � ïåò-
ëÿ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå Φ èç ìíîæåñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ
{H[ϕ], [ϕ] ∈ π1(X, x0)} â p−1(x0), ïåðåâîäÿùåå H[ϕ] â ϕ̃(1). Èç ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè

ïðîñòðàíñòâà X̃ ñëåäóåò, ÷òî Φ ñþðúåêòèâíî, òàê êàê òî÷êó x̃0 ìîæíî ñîåäèíèòü ñ
ëþáîé òî÷êîé â p−1(x0) ïóò¼ì ϕ̃, ïðîåêòèðóþùèìñÿ â ïåòëþ ϕ ñ íà÷àëîì è êîíöîì
â x0. Êðîìå òîãî, Φ èíúåêòèâíî: èç ðàâåíñòâà Φ(H[ϕ]) = Φ(H[ϕ′]) ñëåäóåò, ÷òî ϕ · ϕ′
ïîäíèìàåòñÿ äî ïåòëè â X̃ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x̃0, ïîýòîìó [ϕ][ϕ′]−1 ∈ H, à çíà÷èò,
H[ϕ] = H[ϕ′]. �

Òåîðåìà î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèé. Âûÿñíèì, êàê îáñòîèò äåëî ñ ïîäíÿòèåì ïðî-
èçâîëüíûõ îòîáðàæåíèé, à íå òîëüêî ãîìîòîïèé.
Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈ X è ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x íàéä¼òñÿ ëèíåéíî ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ U .

Òåîðåìà 8.6 (î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèÿ). Ïóñòü p : (X̃, x̃0)→ (X, x0) � íàêðûòèå è
f : (Z, z0) → (X, x0) � îòîáðàæåíèå èç ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà Z ñ îòìå-
÷åííîé òî÷êîé z0.

à) Ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî îòîáðàæåíèÿ f̃ : (Z, z0)→ (X̃, x̃0), òàêîãî, ÷òî

p ◦ f̃ = f (ïîäíÿòèÿ).
á) Åñëè Z ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäíÿòèÿ íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

f∗π1(Z, z0) ⊂ p∗π1(X̃, x̃0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì à). Ïóñòü f̃ è f̃ ′ � äâà ïîäíÿòèÿ. Åñëè z ∈ Z � ïðîèç-

âîëüíàÿ òî÷êà è γ : I → Z � ïóòü èç z0 â z, òî ïóòè f̃γ è f̃ ′γ íàêðûâàþò ïóòü fγ

è èìåþò îáùåå íà÷àëî, âñëåäñòâèå ÷åãî îíè ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó f̃(z) = (f̃γ)(1) =

(f̃ ′γ)(1) = f̃ ′(z).

Òåïåðü äîêàæåì á). Ìû ìîæåì ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå f̃ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü z ∈ Z. Âîçüì¼ì ïóòü γ : I → Z èç z0 â z è äëÿ ïóòè fγ : I → X

ïîñòðîèì ïîäíÿòèå f̃γ : I → X̃ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x̃0. Çàòåì ïîëîæèì f̃(z) = f̃γ(1).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà êîððåêòíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïóòè γ′ : I → Z èç z0 â z, ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü f̃γ′ çàêàí÷èâàëñÿ

â òîé æå òî÷êå, ÷òî è f̃γ, ò.å. ÷òîáû ïåòëÿ f ◦ (γγ′) íàêðûâàëàñü â X̃ ïåòë¼é. Ýòî
ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ, óêàçàííîìó â ÷àñòè á) òåîðåìû.

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f̃ . Ïóñòü Ũ ⊂ X̃ �

îêðåñòíîñòü òî÷êè f̃(z). Ïåðåéäÿ, åñëè íåîáõîäèìî, ê ìåíüøåé îêðåñòíîñòè, ìû ìî-

æåì ñ÷èòàòü, ÷òî p : Ũ → U � ãîìåîìîðôèçì íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü U òî÷-
êè f(z) ⊂ X. Âûáåðåì ëèíåéíî ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè z, äëÿ êîòîðîé
f(V ) ⊂ U . Â êà÷åñòâå ïóòåé èç z0 â ðàçíûå òî÷êè z′ ⊂ V ìîæíî âçÿòü ôèêñèðî-
âàííûé ïóòü γ èç z0 â z, êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ ðàçíûìè ïóòÿìè η â V èç òî÷êè

z â z′. Òîãäà ïóòè (fγ) · (fη) â X èìåþò ïîäíÿòèÿ (f̃γ) · (f̃η), ãäå f̃η = p−1(fη)

è p−1 : U → Ũ � îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê p : Ũ → U . Òàêèì îáðàçîì, f̃(V ) ⊂ Ũ ,

ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f̃ íåïðåðûâíî â òî÷êå z. �

Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Òàê êàê îòîáðàæåíèå p∗ : π1(X̃, x̃0) → π1(X, x0) ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, âîçíèêàåò âîïðîñ, ëþáàÿ ëè ïîäãðóïïà â π1(X, x0) ðåàëèçóåòñÿ

â âèäå p∗π1(X̃, x̃0) äëÿ íåêîòîðîãî íàêðûòèÿ p : (X̃, x̃0)→ (X, x0). Íèæå ìû óâèäèì,
÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè
òðèâèàëüíîé ïîäãðóïïû {e}. Òàê êàê p∗ � ìîíîìîðôèçì, ýòî ñâîäèòñÿ â âîïðîñó î
ñóùåñòâîâàíèè îäíîñâÿçíîãî íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ X.
Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈ X è å¼ îêðåñòíîñòè V 3 x ñóùåñòâóåò ìåíüøàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ V , òàêàÿ, ÷òî èí-
äóöèðîâàííîå âêëþ÷åíèåì îòîáðàæåíèå π1(U, x) → π1(X, x) òðèâèàëüíî. Îòêðûòûå
ìíîæåñòâà U ñ ýòèì ñâîéñòâîì îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíîãî
ïðîñòðàíñòâà X.

Òåîðåìà 8.7. Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå, ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå è ïîëóëîêàëü-
íî îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàêðûòèå p : X̃ → X ñ îäíîñâÿç-
íûì X̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p : (X̃, x̃0) → (X, x0) � íàêðûòèå ñ îäíîñâÿçíûì X̃. Òîãäà

ëþáóþ òî÷êó x̃ ∈ X̃ ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì ñ x̃0, è ýòîò ïóòü åäèíñòâåí ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ãîìîòîïèè. Ïîýòîìó X̃ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì ãîìîòîïè÷åñêèõ
êëàññîâ ïóòåé â X̃ ñ ôèêñèðîâàííûì íà÷àëîì x̃0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêèå ãîìîòîïè-
÷åñêèå êëàññû � ýòî â òî÷íîñòè ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ïóòåé â X ñ ôèêñèðîâàííûì
íà÷àëîì x0, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ ïóòåé. Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ:

X̃ = {[γ] : γ ïóòü â X, âûõîäÿùèé èç òî÷êè x0},
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ãäå, êàê îáû÷íî, [γ] îáîçíà÷àåò ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïóòè γ îòíîñèòåëüíî ãîìîòî-
ïèé, êîòîðûå îñòàâëÿþò íà÷àëî è êîíåö ïóòè íåïîäâèæíûìè. Ìû èìååì îòîáðàæåíèå

p : X̃ → X, [γ] 7→ γ(1).

Òàê êàêX ëèíåéíî ñâÿçíî, êîíåö γ(1) ìîæåò áûòü ëþáîé òî÷êîé âX, ïîýòîìó îòîáðà-

æåíèå p ñþðúåêòèâíî. Íèæå ìû ââåä¼ì òîïîëîãèþ íà X̃, äîêàæåì, ÷òî p : X̃ → X �
íàêðûòèå, à X̃ îäíîñâÿçíî.
Ðàññìîòðèì U � íàáîð âñåõ òàêèõ ëèíåéíî ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊂

X, ÷òî îòîáðàæåíèå π1(U)→ π1(X) òðèâèàëüíî. Òàê êàê X ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî
è ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíî, U � áàçà òîïîëîãèè íàX (ò.å. ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî
èç X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç U).
Ïóñòü äàíû U ⊂ U è ïóòü γ â X èç òî÷êè x0 â íåêîòîðóþ òî÷êó â U . Ïîëîæèì

U[γ] = {[γ · η] : η � ïóòü â U , äëÿ êîòîðîãî η(0) = γ(1)}.
Îòîáðàæåíèå p : U[γ] → U ñþðúåêòèâíî, òàê êàê U ëèíåéíî ñâÿçíî, è èíúåêòèâíî, òàê
êàê âñå ïóòè η èç γ(1) â x ∈ U ãîìîòîïíû âX, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå π1(U)→ π1(X)
òðèâèàëüíî. Èìååòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

(*)
U[γ] = U[γ′], åñëè [γ′] ∈ U[γ]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè γ

′ = γ · η, òî ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà Uγ′ èìåþò âèä [γ · η · µ] è ïîòîìó ëåæàò â U[γ]. Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà Uγ èìåþò âèä [γ ·µ] = [γ · η · η ·µ] = [γ′ · η ·µ] è ïîòîìó ëåæàò â U[γ′].

Ìû çàäàäèì òîïîëîãèþ íà X̃, âçÿâ â êà÷åñòâå áàçû íàáîð ìíîæåñòâ U[γ]. ×òîáû
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò íàáîð ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå áàçû, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì
ïåðåñå÷åíèè U[γ] ∩ V[γ′] ñîäåðæèòñÿ ìíîæåñòâî òàêîãî âèäà. Ïóñòü [γ′′] ∈ U[γ] ∩ V[γ′].
Òîãäà U[γ] = U[γ′′] è V[γ′] = V[γ′′]. Ïóñòü W ∈ U ñîäåðæèòñÿ â U ∩ V è ñîäåðæèò γ′′(1).
Òîãäà W[γ′′] ⊂ U[γ′′] ∩ V[γ′′] = U[γ] ∩ V[γ′].
Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå p : U[γ] → U ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, òàê

êàê îíî çàäà¼ò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè V[γ′] ⊂ U[γ′] è

ìíîæåñòâàìè V ∈ U , ñîäåðæàùèìèñÿ â U . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå p : X̃ → X
íåïðåðûâíî. Îíî ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, òàê êàê äëÿ ôèêñèðîâàííîãî U ∈ U ìíîæå-
ñòâà U[γ] äëÿ ðàçíûõ [γ] çàäàþò ðàçáèåíèå p−1(U) íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà,
ïîòîìó ÷òî åñëè [γ′′] ∈ U[γ] ∩ U[γ′], òî U[γ] = U[γ′] = U[γ′′] ïî ñâîéñòâó (∗).
Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî X̃ îäíîñâÿçíî. Äëÿ äàííîé òî÷êè [γ] ∈ X̃ ïóñòü γt � ïóòü â

X, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ γ íà [0, t] è îñòà¼òñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå γ(t) íà [t, 1]. Òîãäà

îòîáðàæåíèå t 7→ [γt] åñòü ïóòü â X̃, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè γ, íà÷èòàåòñÿ
â [x0] (ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå ïîñòîÿííîãî ïóòè â x0) è çàêàí÷èâàåòñÿ â [γ]. Òàê

êàê [γ] ∈ X̃ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî X̃ ëèíåéíî ñâÿçíî. ×òîáû

ïðîâåðèòü, ÷òî π1(X̃, [x0]) = 0, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî p∗π1(X̃, [x0]) = 0. Ýëåìåíòû
â îáðàçå ãîìîìîðôèçìà p∗ ïðåäñòàâëåíû ïåòëÿìè γ â (X, x0), êîòîðûå ïîäíèìàþòñÿ

äî ïåòåëü â (X̃, [x0]). Ìû óæå îòìåòèëè, ÷òî ïóòü t 7→ [γt] ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè
γ è íà÷èíàåòñÿ â [x0]. Òî, ÷òî ýòîò ïóòü ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é, îçíà÷àåò, ÷òî [γ] = [x0].
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåòëÿ γ ñòÿãèâàåìà è îáðàç ãîìîìîðôèçìà p∗ òðèâèàëåí. �

Ïðåäëîæåíèå 8.8. Ïóñòü p : X̃ → X � íàêðûòèå ñ îäíîñâÿçíûì X̃. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî äðóãîãî íàêðûòèÿ q : Y → X èìååòñÿ íàêðûòèå r : X̃ → Y , òàêîå, ÷òî
q ◦ r = p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.6 (î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèÿ). �

Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó íàêðûòèå p : X̃ → X ñ îäíîñâÿçíûì X̃ íàçûâàåòñÿ óíè-
âåðñàëüíûì íàêðûòèåì íàä X. Èç òåîðåìû êëàññèôèêàöèè èç ñëåäóþùåãî ïîäðàçäå-
ëà ñëåäóåò, ÷òî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ïðèìåð 8.9. Îòîáðàæåíèå Sn → RP n èç ïðèìåðà 4.1.3 ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
íàêðûòèåì ïðè n > 2. Òàê êàê ýòî íàêðûòèå äâóëèñòíî, èç ïðåäëîæåíèÿ 8.5 ñëåäóåò,
÷òî òðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà èìååò èíäåêñ 2 â π1(RP n). Ïîýòîìó π1(RP n) = Z2, n > 2.

Êëàññèôèêàöèÿ íàêðûòèé. Äâà íàêðûòèÿ p1 : Y1 → X è p2 : Y2 → X èçîìîðôíû,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì f : Y1 → Y2, ÷òî p1 = p2f .

Òåîðåìà 8.10. Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå, ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå è ïîëóëî-
êàëüíî îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì êëàññîâ èçîìîðôíûõ íàêðûòèé p : (Y, y0) → (X, x0)
(ñ ñîõðàíåíèåì îòìå÷åííîé òî÷êè) è ìíîæåñòâîì ïîäãðóïï â π1(X, x0). Ïðè ýòîì
ñîîòâåòñòâèè íàêðûòèå p ïåðåõîäèò â ïîäãðóïïó p∗π1(Y, y0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ⊂ π1(X, x0) ñó-
ùåñòâóåò òàêîå íàêðûòèå p : (Y, y0) → (X, x0), ÷òî p∗π1(Y, y0) = H. Çàäàäèì ñëåäó-
þùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà îäíîñâÿçíîì (óíèâåðñàëüíîì) íàêðûâàþùåì

ïðîñòðàíñòâå X̃, ââåä¼ííîì â òåîðåìå 8.7: [γ] ∼ [γ′], åñëè γ(1) = γ′(1) è [γ][γ′]−1 ∈ H.

Ïîëîæèì Y = X̃/∼. Çàìåòèì, ÷òî åñëè γ(1) = γ′(1), òî [γ] ∼ [γ′] òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà [γη] ∼ [γ′η]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè êàêèå-ëèáî äâå òî÷êè â áàçîâûõ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ U[γ] è U[γ′] îòîæäåñòâëÿþòñÿ â Y , òî ýòè îòêðûòûå ìíîæåñòâà

îòîæäåñòâëÿþòñÿ öåëèêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ p : X̃/∼= Y → X, [γ] 7→ γ(1),
ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.
Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå îòìå÷åííîé òî÷êè y0 ∈ Y êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [x0] ïîñòîÿí-

íîãî ïóòè â òî÷êå x0. Òîãäà p∗π1(Y, y0) = H. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïåòëè γ â (X, x0)

å¼ ïîäíÿòèå â X̃, íà÷èíàþùååñÿ â [x0], çàêàí÷èâàåòñÿ â [γ], ïîýòîìó îáðàç ýòîãî ïîä-

íÿòîãî ïóòè â Y = X̃/∼ áóäåò ïåòë¼é òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [γ] ∼ [x0], à ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî [γ] ∈ H.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äâà íàêðûòèÿ p1 : (Y1, y1) → (X, x0) è p2 : (Y2, y2) → (X, x0),

äëÿ êîòîðûõ p1∗(π1(Y1, y1)) = p2∗(π1(Y2, y2)), èçîìîðôíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå î
ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèÿ ìû ìîæåì ïîäíÿòü p1 äî îòîáðàæåíèÿ p̃1 : (Y1, y1)→ (Y2, y2),
äëÿ êîòîðîãî p2p̃1 = p1. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì p̃2 : (Y2, y2) → (Y1, y1), äëÿ êîòîðîãî
p1p̃2 = p2. Òîãäà ñîãëàñíî åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ ìû èìååì p̃1p̃2 = id è p̃2p̃1 = id.
Òàêèì îáðàçîì, p̃1 è p̃2 � îáðàòíûå èçîìîðôèçìû. �

Ãðàôû, ñâîáîäíûå ãðóïïû è òåîðåìà Íèëüñåíà�Øðàéåðà. Â êà÷åñòâå ïðè-
ëîæåíèÿ òåîðèè íàêðûòèé ìû äîêàæåì âàæíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî
ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ñâîáîäíà. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èñïîëüçîâàòü ðÿä ôàê-
òîâ èç òåîðèè ãðàôîâ, êîòîðûå ìû ëåãêî äîêàæåì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû î êëåòî÷íûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.
Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X. Íóëüìåðíûå êëåòêè

íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà X, à îäíîìåðíûå êëåòêè � åãî ð¼áðàìè. Ïîäãðàô
ãðàôàX � ýòî êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X (çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå
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ÿâëÿåòñÿ îáúåäèåíèåì âåðøèí è ð¼áåð). Äåðåâî � ýòî ñòÿãèâàåìûé ãðàô. Ïîäãðàô-
äåðåâî â X íàçûâàþò ìàêñèìàëüíûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà X. Êàê
ìû óâèäèì íèæå, ýòî ýêâèâàëåíòíî áîëåå î÷åâèäíîìó îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 8.11. Ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô X ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå äåðåâî, è
ëþáîå äåðåâî â ãðàôå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì äåðåâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îïèøåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî ïîäãðàôà X0 ⊂ X
äà¼ò ïîäãðàô Y ⊂ X, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðàôàX, è äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàê-

öèþ Y
'→ X0. Â ÷àñòíîñòè, âçÿâ â êà÷åñòâå X0 îäíó âåðøèíó èëè ëþáîå ïîääåðåâî,

ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Âíà÷àëå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðàôîâ X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ . . ., ãäå Xi+1

ïîëó÷àåòñÿ èç Xi äîáàâëåíèåì çàìûêàíèé eα âñåõ ð¼áåð eα ⊂ X \ Xi, èìåþùèõ ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí êîíåö â Xi. Îáúåäèíåíèå

⋃
iXi îòêðûòî â X, òàê êàê êàæäàÿ

òî÷êà èç Xi èìååò îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â Xi+1. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî
⋃
iXi

çàìêíóòî ïî àêñèîìå (W ) êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, êàê îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé êëå-
òîê. Ïîýòîìó X =

⋃
iXi, òàê êàê ãðàô X ñâÿçåí.

Òåïåðü, ÷òîáû ïîñòðîèòü Y , ïîëîæèì âíà÷àëå Y0 = X0. Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóê-
öèè, ÷òî óæå ïîñòðîåí ãðàô Yi ⊂ Xi, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðàôàXi. Ðàññìîòðèì
ãðàô Yi+1, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç Yi, åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç Xi+1\Xi äîáàâèòü
îäíî ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå ýòó âåðøèíó ñ Yi. Î÷åâèäíî, ÷òî èìååòñÿ äåôîðìàöèîííàÿ

ðåòðàêöèÿ Yi+1
'→ Yi. Òåïåðü ïîëîæèì Y =

⋃
i Yi. Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü äåôîðìà-

öèîííóþ ðåòðàêöèþ ãðàôà Y íà Y0 = X0, äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóÿ Yi+1 íà Yi â
òå÷åíèå âðåìåíè èç ïðîìåæóòêà [ 1

2i+1 ,
1
2i

]. Òîãäà òî÷êà x ∈ Yi+1\Yi îñòà¼òñÿ íåïîäâèæ-
íîé äî ýòîãî ïðîìåæóòêà, âî âðåìÿ êîòîðîãî îíà ïåðåìåùàåòñÿ â Yi, à ïîñëå ýòîãî
ïðîäîëæàåò ïåðåìåùàòüñÿ, ïîêà íå äîñòèãíåò Y0. Ïîëó÷åííàÿ ãîìîòîïèÿ ht : Y → Y
íåïðåðûâíà, òàê êàê îíà íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè êàæäîãî ðåáðà. �

Ïðåäëîæåíèå 8.12. Ïóñòü X � ñâÿçíûé ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì äåðåâîì T . Òîãäà
π1(X) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ áàçèñîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì
èç X \ T .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîåêöèÿ X → X/T ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.4. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/T ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ñ îäíîé âåðøè-
íîé, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ áóêåòîì îêðóæíîñòåé. Ïîýòîìó π1(X) ∼= π1(X/T ) � ñâîáîäíàÿ
ãðóïïà ñ áàçèñîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì, íå ïîïàâøèì â T . �

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí îäíîñâÿçåí.

Ëåììà 8.13. Ëþáîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî ãðàôà X òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p : Y → X � íàêðûòèå. Â êà÷åñòâå âåðøèí ãðàôà Y ìû
áåð¼ì äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî Y 0 = p−1(X0). Â êà÷åñòâå ðåá¼ð ãðàôà Y ìû áåð¼ì âñå-
âîçìîæíûå ïîäíÿòèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé Iα → X îäíîìåðíûõ êëåòîê
eα ïðîñòðàíñòâà X (ò. å. ðåá¼ð ãðàôà X). Òàêèå ïîäíÿòèÿ íà÷èíàþòñÿ èç çàêàí÷èâà-
þòñÿ â òî÷êàõ èç Y 0, ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîé òî÷êè èç p−1(x), ãäå x ∈ eα, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ïîäíÿòèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ýòî çàäà¼ò ñòðóêòóðó ãðàôà
íà Y . Ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè ýòîì òîïîëîãèÿ íà Y � òà æå ñàìàÿ, ÷òî è èñõîäíàÿ òî-
ïîëîãèÿ, òàê êàê îáå òîïîëîãèè èìåþò îäíè è òå æå áàçîâûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà,
ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ p : Y → X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì. �
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Òåîðåìà 8.14 (Íèëüñåí�Øðàéåð). Ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû F ñâîáîäíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüX � ãðàô, äëÿ êîòîðîãî π1(X) = F , íàïðèìåð, áóêåò îêðóæ-
íîñòåé. Äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû G ⊂ F ñîãëàñíî òåîðåìå 8.10 ñóùåñòâóåò íàêðûòèå
p : Y → X, äëÿ êîòîðîãî p∗π(Y ) = G, ò.å. π1(Y ) ∼= G, òàê êàê p∗ èíúåêòèâíî. Ïî
ïðåäûäóùåé ëåììå Y � ãðàô, ïîýòîìó ãðóïïà G ∼= π1(Y ) ñâîáîäíà ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèþ 8.12. �

Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñî ñâîáîäíûìè àáåëåâûì ãðóïïàìè, ïîäãðóïïà G ⊂ F ñâî-
áîäíîé ãðóïïû F ìîæåò èìåòü áîëüøèé ðàíã, ÷åì ãðóïïà F . Ïðèìåðû ïðèâåäåíû â
çàäà÷àõ íèæå.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

8.15. Ïîñòðîéòå íàêðûòèå áóêåòà 2 îêðóæíîñòåé ïðîñòðàíñòâîì, ãîìîòîïè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíûì áóêåòó n îêðóæíîñòåé ïðè n > 2. Ïîñòðîéòå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè S2

(êðåíäåëÿ) ïîâåðõíîñòüþ Sg (ñôåðîé ñ g ðó÷êàìè) ïðè g > 2.

8.16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íàêðûòèÿ p : X̃ → X è ëþáûõ òî÷åê x, x′ ∈ X èìååòñÿ âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèñêðåòíûìè ìíîæåñòâàìè p−1(x) è p−1(x′).
Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà p−1(x) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ëèñòîâ íàêðûòèÿ p.

8.17. Íàêðûòèå p : (X̃, x̃0)→ (X, x0) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè p∗π1(X̃, x̃0) � íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â π1(X, x0). Äîêàæèòå, ÷òî íàêðûòèå p ðåãóëÿðíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íèêàêàÿ ïåòëÿ â X íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îäíîâðåìåííî çàìêíóòîãî ïóòè
è íåçàìêíóòîãî ïóòè â X̃.

8.18. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p : (X̃, x̃0)→ (X, x0) � ðåãóëÿðíîå íàêðûòèå, òî ñóùåñòâóåò

ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû G = π1(X, x0)/p∗π1(X̃, x̃0) íà ïðîñòðàíñòâå X̃, òàêîå, ÷òî

X = X̃/G (òî÷íåå, îðáèòû äåéñòâèÿ ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâàìè p−1(x)). Îïðåäåëåíèå
äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâåX è ïðîñòðàíñòâà îðáèòX/G ñì. â ïðèìåðå 1.5.2.
Äåéñòâèå ãðóïïû G íà X íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî g 6= e è x ∈ X
âûïîëíåíî gx 6= x.

8.19. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå Y íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè êàæäàÿ
òî÷êà y ∈ Y îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ U , ÷òî ìíîæåñòâà gU , g ∈ G, ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà Y ñâîáîäíî è äèñêðåòíî,
òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ p : Y → X = Y/G ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì íàêðûòèåì. Áîëåå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå π1(X)/p∗π1(Y ) = G.

8.20. Äîêàæèòå, ÷òî äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ ðåãóëÿðíû. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåðåãó-
ëÿðíîãî òð¼õëèñòíîãî íàêðûòèÿ íàä áóêåòîì äâóõ îêðóæíîñòåé è íàä êðåíäåëåì.

8.21. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå ïîëóëîêàëüíîé îäíîñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X íåîáõî-
äèìî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîñâÿçíîãî íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà X̃.

8.22. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íå ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

8.23. Ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî îäíîñâÿçíî, åñëè ó ëþáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îäíî-
ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíîãî, íî íå ëîêàëüíî
îäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

8.24. Ïîñòðîéòå óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä áóêåòîì S1 ∨ S2.
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8.25. Ïîñòðîéòå óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä áóêåòîì S1 ∨ S1.

8.26. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ âåðñèþ òåîðåìû 8.10, â êîòîðîé íå ó÷èòûâàþòñÿ îòìå-
÷åííûå òî÷êè: èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàì èçîìîðô-
íûõ íàêðûòèé p : Y → X è êëàññàìè ñîïðÿæ¼ííîñòè ïîäãðóïï â π1(X, x0).

8.27. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíîå äåðåâî ìàêñèìàëüíî â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî íå
ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì áîëüøåì äåðåâå.

8.28. Ïóñòü G ⊂ F2 � ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ðàíãà 2 (ñ îáðàçóþùèìè a è b),
ñîñòîÿùàÿ èç ñëîâ ÷¼òíîé äëèíû. Íàéäèòå ðàíã ãðóïïû G. Îïèøèòå íàêðûòèå íàä
áóêåòîì S1 ∨ S1, ðåàëèçóþùèå ïîäãðóïïó G â π1(S

1 ∨ S1) = F2.

8.29. Ïóñòü G = [F2, F2] ⊂ F2 � êîììóòàíò ñâîáîäíîé ãðóïïû ðàíãà 2. Äîêàæèòå, ÷òî
G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Îïèøèòå íàêðûòèå íàä áóêåòîì S1 ∨ S1,
ðåàëèçóþùèå ïîäãðóïïó G â π1(S

1 ∨ S1) = F2.

9. Ðàññëîåíèÿ

Íàêðûòèå ëîêàëüíî óñòðîåíî êàê ïðîèçâåäåíèå íà äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî Γ. Îáîá-
ùåíèå ïîíÿòèÿ íàêðûòèÿ, ïðè êîòîðîì äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî çàìåíÿåòñÿ íà ïðîèç-
âîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî F , ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ðàññëîåíèÿ.

Ëîêàëüíî òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ. Ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè. Ëî-
êàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ ÷åòâ¼ðêà (E,B, F, p), ãäå E, B, F �
ïðîñòðàíñòâà, à p � òàêîå îòîáðàæåíèå E → B, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ B èìååò

îêðåñòíîñòü U ⊂ B, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ϕ : p−1(U)
∼=−→ U × F ,

çàìûêàþùèé êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

p−1(U)
ϕ

∼=
//

p
##

U × F

||
U

Ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿòîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, B áàçîé, à F ñëîåì ëîêàëü-
íî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì òàêæå íàçûâàþò
îòîáðàæåíèå p : E → B. Ïðîîáðàç p−1(x) òî÷êè x ∈ B íàçûâàåòñÿ ñëîåì ðàññëîåíèÿ
íàä òî÷êîé x; î÷åâèäíî, ýòîò ñëîé ãîìåîìîðôåí F .
Ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè â äèàãðàììå

âûøå ìîæíî ïîëîæèòü U = B; ýòî â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî E ∼= B × F .

Ïðèìåð 9.1.

1. Íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ñ äèñêðåòíûì ñëîåì F .

2. Ïðîåêöèÿ ëåíòû Ì¼áèóñà íà å¼ ñðåäíþþ ëèíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëü-
íî ðàññëîåíèå íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì îòðåçîê.

3. Ïóñòü E = S3 = {(z0, z1) ∈ C2 : |z0|2+|z1|2 = 1}, B = CP 1 = S2, p(z0, z1) = [z0 : z1].
Ïîëó÷àåì ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå p : S3 → S2 ñî ñëîåì F = S1, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Õîïôà. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ U èç îïðåäåëåíèÿ ðàññëîåíèÿ
ìîæíî âçÿòü U0 = {[z0 : z1] ∈ CP 2 : z0 6= 0} è U1 = {[z0 : z1] ∈ CP 2 : z1 6= 0}.
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Êàê è íàêðûòèÿ, ëîêàëüíî òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ
ãîìîòîïèè (ñì. òåîðåìó 8.3). Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, íàêðûâàþùàÿ ãîìîòîïèÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííà, à âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî íàëîæèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ íà îòîáðàæàåìîå ïðîñòðàíñòâî Z èëè íà áàçó ðàññëîåíèÿ B. Ìû äîêà-
æåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 9.2. Ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå p : E → B îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ïî îòíîøåíèþ ê ëþáûì êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâàì Z:

(5) Z
f //

i0
��

E

p

��
Z × I G //

G̃
<<

B

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ìû ñâåä¼ì ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ïî îòíîøåíèþ ê
ëþáûì êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâàì Z ê ñëó÷àþ Z = Dk.
Ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ñâîéñòâà

ïîäíÿòèÿ äëÿ ïàðû (X,A), êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

A
f //

i
��

E

p
��

X
g //

g̃
>>

B

ãäå i : A ↪→ X � âëîæåíèå. Òîãäà ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè � ýòî ñâîéñòâî ïîäíÿ-
òèÿ äëÿ ïàðû (Z×I, Z). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èíäóêöèè ïî êëåòêàì íàì ïîíàäîáèòñÿ îòíî-
ñèòåëüíàÿ âåðñèÿ ñâîéñòâà ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè, êîãäà òðåáóåòñÿ ïîäíÿòü ãîìîòîïèþ
G : Z × I → B äî ãîìîòîïèè G̃ : Z × I → E, íà÷èíàþùåéñÿ ñ äàííîãî îòîáðàæåíèÿ
f : Z → E è ïðîäîëæàþùåé ïîäíÿòèå G̃ : A× I → E, óæå çàäàííîå íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâå A ⊂ Z. Ýòî íå ÷òî èíîå êàê ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ äëÿ ïàðû (Z × I, Z × 0 ∪A× I):

Z × 0 ∪ A× I G̃ //

i
��

E

p

��
Z × I G //

G̃

88

B

Òåïåðü áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî êëåòêàì ïðîñòðàíñòâà Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïîäíÿòèå ãîìîòîïèè G̃ : Z × I → E óæå çàäàíî íà Z, à ìû õîòèì ïðîäîëæèòü
åãî íà ïðîñòðàíñòâî Z ′ = Z ∪ ek, ïîëó÷àåìîå èç Z ïðèêëåèâàíèåì îäíîé êëåòêè
ek ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ ∂Dk → Z. Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
Dk → Z ∪ek ýòîé êëåòêè ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà âíóòðåííîñòè øàðà, ñâîéñòâî
ïîäíÿòèÿ äëÿ ïàðû (Z ′× I, Z ′×0∪Z× I) ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ äëÿ ïàðû
(Dk × I,Dk × 0 ∪ ∂Dk × I):

Dk × 0 ∪ ∂Dk × I //

i
��

(Z ∪ ek)× 0 ∪ Z × I G̃ //

i
��

E

p

��
Dk × I // (Z ∪ ek)× I G //

G̃

77

B



42

Òàê êàê ïàðû (Dk×I,Dk×0) è (Dk×I,Dk×0∪∂Dk×I) ãîìåîìîðôíû, ñâîéñòâî ïîä-
íÿòèÿ äëÿ ïàðû (Dk×I,Dk×0∪∂Dk×I) ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè
ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâó Dk:

Dk
∼= //

i0
��

Dk × 0 ∪ ∂Dk × I G̃ //

i
��

E

p

��
Dk × I

∼= // Dk × I G //

G̃

77

B

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè äëÿ øàðîâ Dk èëè, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî, êóáîâ Ik. Ïóñòü G : Ik × I → B, G(x, t) = gt(x) � ãîìîòîïèÿ, êîòîðóþ ìû
õîòèì ïîäíÿòü, íà÷èíàÿ ñ çàäàííîãî ïîäíÿòèÿ g̃0 : Ik → E îòîáðàæåíèÿ g0 : Ik → B.
Âûáåðåì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uα} ïðîñòðàíñòâà B âìåñòå ñ ëîêàëüíûìè òðèâèàëè-

çàöèÿìè ϕα : p−1(Uα)
∼=−→ Uα × F . Òàê êàê Ik × I êîìïàêòíî, ìû ìîæåì ðàçáèòü Ik

íà ìåíüøèå êóáû C, à I � íà îòðåçêè Ij = [tj, tj+1] òàê, ÷òîáû îòîáðàæåíèå G ïåðå-
âîäèëî êàæäîå ïðîèçâåäåíèå C × Ij â îäíî ìíîæåñòâî Uα. Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî k,

ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîòîïèÿ G̃ = g̃t óæå ïîñòðîåíà íà ∂C äëÿ êàæäîãî
èç ìàëûõ êóáîâ C. ×òîáû ïðîäîëæèòü ýòó ãîìîòîïèþ g̃t íà êóá C, ìû ìîæåì ñòðî-
èòü g̃t ïîñëåäîâàòåëüíî íà êàæäîì îòðåçêå Ij. Ýòîò àðãóìåíò ïîçâîëÿåò íàì ñâåñòè
âñ¼ ê ñëó÷àþ, êîãäà îòîáðàæåíèå G ïåðåâîäèò âåñü êóá Ik × I â îäíî ìíîæåñòâî Uα.
Òîãäà íàì óæå äàíî ïîäíÿòèå G̃ : Ik × 0 ∪ ∂Ik × I → p−1(Uα), êîòîðîå íåîáõîäèìî

ïðîäîëæèòü äî ïîäíÿòèÿ G̃ : Ik× I → p−1(Uα). Âçÿâ êîìïîçèöèþ ñ ëîêàëüíîé òðèâè-

àëèçàöèåé ϕα : p−1(Uα)
∼=−→ Uα×F ìû ñâîäèì âñ¼ ê ñëó÷àþ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ:

Ik × 0 ∪ ∂Ik × I f //

i
��

Uα × F
p

��
Ik × I G //

G̃
66

Uα

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ïîäíÿòèÿ G̃ : Ik×I → Uα×F ÿâëÿåòñÿ äàííûì íàì
îòîáðàæåíèåì G. Âòîðóþ êîîðäèíàòó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êîìïîçèöèþ Ik × I →
Ik×0∪∂Ik → F , ãäå ïåðâîå îòîáðàæåíèå � ðåòðàêöèÿ, à âòîðîå � âòîðàÿ êîîðäèíàòà
äàííîãî íàì îòîáðàæåíèÿ f . �

Ðàññëîåíèÿ â ñìûñëå Ãóðåâè÷à è Ñåððà. Îòîáðàæåíèå p : E → B íàçûâàåòñÿ
ðàññëîåíèåì â ñìûñëå Ãóðåâè÷à, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ãîìîòî-
ïèè (5) ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó ïðîñòðàíñòâó Z.
Îòîáðàæåíèå p : E → B íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì â ñìûñëå Ñåððà, åñëè îíî óäî-

âëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè (5) ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó êëåòî÷íîìó
ïðîñòðàíñòâó Z.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.2, ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì â

ñìûñëå Ñåððà. (Èìååò ìåñòî òåîðåìà Ãóðåâè÷à�Õþáøà, ñîãëàñíî êîòîðîé ëîêàëüíî
òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì â ñìûñëå Ãóðåâè÷à, åñëè áàçà B ïà-
ðàêîìïàêòíà.) Âîò âàæíûé ïðèìåð ðàññëîåíèÿ â ñìûñëå Ãóðåâè÷à, êîòîðîå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì.

Ïðèìåð 9.3 (ðàññëîåíèå ïóòåé). Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâîì ïóòåé íà X íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî PX ⊂ C(I,X),
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ñîñòîÿùåå èç ïóòåé γ : I → X c γ(0) = x0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

p : PX → X, γ 7→ γ(1).

Òîãäà p ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì â ñìûñëå Ãóðåâè÷à. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü äàíû f : Z →
PX è G : Z × I → X, ñì. (5). Òîãäà íàêðûâàþùàÿ ãîìîòîïèÿ G̃ : Z × I → PX ìîæåò
áûòü çàäàíà ñëåäóþùåé ôîðìóëîé ¾ïðîäîëæåíèÿ ïóòåé¿:

G̃(z, t)(s) =

{(
f(z)

)
(s(1 + t)) ïðè s(1 + t) 6 1,

G
(
z, s(1 + t)− 1

)
ïðè s(1 + t) > 1.

Ðàññëîåíèå p : PX → X íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì ïóòåé äëÿ X. Åãî ñëîåì p−1(x0)
íàä îòìå÷åííîé òî÷êîé x0 ∈ X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü ΩX. Ñëîé p−1(x1) íàä
ëþáîé äðóãîé òî÷êîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî ïóòåé èç x0 â x1; ëåãêî âèäåòü,
÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó ïåòåëü ΩX.
Ñîãëàñíî îäíîé èç çàäà÷ â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà, âñå ñëîè ðàññëîåíèÿ â ñìûñëå

Ãóðåâè÷à ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Ðàññëîåíèÿ è êîðàññëîåíèÿ. Òåîðåìà ôàêòîðèçàöèè. Äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà
ïîä ðàññëîåíèåì ìû áóäåì ïîíèìàòü ðàññëîåíèå â ñìûñëå Ãóðåâè÷à, ò.å. îòîáðàæåíèå
p : E → B, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè (5) äëÿ ëþáîãî Z.
Äâîéñòâåííîå ïîíÿòèå êîðàññëîåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå i : A→ X, óäî-

âëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè. Ìû îïðåäåëÿëè ïîñëåäíåå äëÿ ïàð
(X,A) â ðàçäåëå 4. Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå i : A→ X îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâó Z, åñëè
äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Z è ãîìîòîïèè F : A× I → Z, òàêîé, ÷òî f ◦ i = F0,
ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ F̂ : X × I → Z, äëÿ êîòîðîé F̂0 = f è F̂ ◦ (i × id) = F . Ýòî
îïèñûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

(6) A
F ′ //

i
��

ZI

p0
��

X
f //

F̂ ′
>>

Z

ãäå ZI = C(I, Z), F ′ � ñîïðÿæ¼ííîå îòîáðàæåíèå ê F (ïðîèñõîäÿùåå èç ýñïîíåí-
öèàëüíîãî çàêîíà C(A × I, Z) ∼= C(A,ZI), ò.å. F ′(a) = γ, ãäå γ(t) = F (a, t) ∈ Z),

îòîáðàæåíèå p0 ïåðåâîäèò γ â γ(0), à F̂ ′ � ñîïðÿæ¼ííîå îòîáðàæåíèå ê F̂ .

Ïðèìåð 9.4.

1. Âëîæåíèå i : A→ X êëåòî÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà A êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X
ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3.

2. Âëîæåíèå âåðõíåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà:

i : X → X × I, x 7→ (x, 1)

ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì. Ýòîò ïðèìåð äâîéñòâåí ê ðàññëîåíèþ ïóòåé (ïðèìåð 9.3).

3. Îòîáðàæåíèå X → pt â òî÷êó âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì: â êà÷åñòâå íàêðûâà-
þùåé ãîìîòîïèè G̃ : Z × I → X ìîæíî âçÿòü ïîñòîÿííóþ ãîìîòîïèþ G̃(z, t) = f(z).
Îäíàêî ¾äâîéñòâåííîå¿ îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ òî÷êè pt → X ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîå-
íèåì òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ïðîñòðàíñòâ (íàïðèìåð, êëåòî÷íûõ).
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Ïðåäëîæåíèå 9.5.

à) Ïóñòü p : E → B � ðàññëîåíèå, f : B′ → B � îòîáðàæåíèå è

E ′ //

p′

��

E

p

��
B′

f // B

� äåêàðòîâ êâàäðàò, ò.å. E ′ = {(e, b′) ∈ E ×B′ : p(e) = f(b′)}. Òîãäà p′ : E ′ →
B′ � òîæå ðàññëîåíèå.

á) Ïóñòü i : A→ X � êîðàññëîåíèå, g : A→ A′ � îòîáðàæåíèå è

A
g //

i
��

A′

i′

��
X // X ′

� êîäåêàðòîâ êâàäðàò (ò.å. X ′ = X t A′/ ∼, ãäå x ∼ a′, åñëè x = i(a) è
a′ = g(a) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A). Òîãäà i′ : A→ X � òîæå êîðàññëîåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì à). Ðàññìîòðèì ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè äëÿ p′:

Z //

i0
��

E ′ //

p′

��

E

p

��
Z × I G //

G̃

;;

B′
f // B

Òàê êàê p : E → B � ðàññëîåíèå, ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå Z × I → E, êîòîðîå âìåñòå
ñ óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì äåêàðòîâà êâàäðàòà (ñì. (1)) äà¼ò òðåáóåìîå ïîäíÿòèå

G̃ : Z × I → E ′.
Óòâåðæäåíèå á) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî êî-

äåêàðòîâà êâàäðàòà (ñì. (2)). �

Ðàññëîåíèå p′ : E ′ → B′ íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííûì ðàññëîåíèåì p ïðè ïîìîùè
îòîáðàæåíèÿ f : B′ → B.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ôàêòîðèçàöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå ìîæíî

ðàçëîæèòü â êîìïîçèöèþ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàññëîåíèÿ, à òàêæå â
êîìïîçèöèþ êîðàññëîåíèÿ è ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 9.6 (î ôàêòîðèçàöèè îòîáðàæåíèÿ).

à) Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñóùåñòâóåò ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâà-

ëåíòíîñòü h : X → X̃ è ðàññëîåíèå p : X̃ → Y , òàêèå, ÷òî f = p ◦ h.
á) Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñóùåñòâóåò êîðàññëîåíèå i : X → Ŷ è

ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü h : Ŷ → Y , òàêèå, ÷òî f = h ◦ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì à). Ïóñòü X̃ � ìíîæåñòâî ïàð (x, γ), ñîñòîÿùèõ èç òî÷êè
x ∈ X è ïóòè γ : I → Y ñ γ(0) = f(x). Ýòî îïèñûâàåòñÿ äåêàðòîâûì êâàäðàòîì

X̃ //

��

Y I

p0
��

X
f // Y
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ãäå Y I � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïóòåé γ : I → Y , à îòîáðàæåíèå p0 ïåðåâîäèò γ â γ(0).

Òîãäà ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü h : X → X̃ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé h(x) =

(x, cf(x)), ãäå cf(x) : I → Y � ïîñòîÿííûé ïóòü t 7→ f(x), è èìååì ðàññëîåíèå p : X̃ → Y ,
p(x, γ) = γ(1) (ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ðàññëîå-
íèÿ ïóòåé â ïðèìåðå 9.3).

Äîêàæåì á). Ïóñòü Ŷ � ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà (X×I)tY , ïîëó÷àåìîå
ïðè îòîæäåñòâëåíèè (x, 0) ∈ X × I ñ f(x) ∈ Y . Ýòî îïèñûâàåòñÿ êîäåêàðòîâûì
êâàäðàòîì

X
f //

i0
��

Y

��

X × I // Ŷ

ãäå îòîáðàæåíèå i0 ïåðåâîäèò x â (x, 0).

Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü h : Ŷ → Y çàäà¼òñÿ ôîðìóëàìè h(x, t) = f(x)

è h(y) = y, è ìû èìååì êîðàññëîåíèå i : X → Ŷ , i(x) = (x, 1) (ñðàâíèòå ñ ïðèìå-
ðîì 9.4.2). �

Ïðîñòðàíñòâî Ŷ = (X × I) ∪f Y , ïîñòðîåííîå â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ á)
âûøå, íàçûâàåòñÿ öèëèíäðîì îòîáðàæåíèÿ f .

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

9.7. Ýòî � îáîáùåíèå ïðèìåðà 9.1.3. Ïîëîæèì E = S2n+1 = {(z0, z1, . . . , zn)∈ Cn+1 :
|z0|2 + . . . + |zn|2 = 1}, B = CP n, p(z0, . . . , zn) = [z0 : . . . : zn]. Äîêàæèòå, ÷òî
p : S2n+1 → CP n � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì F = S1. Îíî òàêæå
íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Õîïôà.

9.8. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññëîåíèå p : S2n+1 → CP n èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ (â
÷àñòíîñòè, ðàññëîåíèå Õîïôà), íåòðèâèàëüíî.

9.9. Äîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä êóáîì Ik òðèâèàëüíî.

9.10. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñëîè ðàññëîåíèÿ â ñìûñëå Ãóðåâè÷à ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû.

9.11. Äîêàæèòå, ÷òî âëîæåíèå âåðõíåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà i : X → X × I, x 7→
(x, 1), ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì.

9.12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî è x ∈ X, òî âëîæåíèå i : x→
X ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì.

9.13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé (X, x0), äëÿ êîòîðîãî
âëîæåíèå i : x0 → X íå ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì.

9.14. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëîæåíèå èç òåîðåìû 9.6 à) åñòåñòâåííî â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèé

X //

f
��

X ′

f ′

��
Y // Y ′
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ïðèâîäèò ê êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå ðàçëîæåíèé

X //

h

��
f

��

X ′

f ′

��

h′

  
X̃

p
��

// X̃ ′

p′~~
Y // Y ′

Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî åñòåñòâåííîñòè äëÿ ðàçëîæåíèÿ
èç òåîðåìû 9.6 á).

9.15. Ïðîñòðàíñòâî, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå ñëîþ ðàññëîåíèÿ p : X̃ → Y èç
òåîðåìû 9.6 à) íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì ñëîåì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è îáî-

çíà÷àåòñÿ hofib f . Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííîñòü êîíñòðóêöèè X̃ (ñì. ïðåäû-
äóùóþ çàäà÷ó), ÷òî ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé îïðåäåë¼í êîððåêòíî: äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
ðàçëîæåíèÿ f = p′ ◦ h′ â êîìïîçèöèþ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè h′ è ðàññëîå-
íèÿ p′ ïðîñòðàíñòâî hofib f ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñëîþ ðàññëîåíèÿ p′.

9.16. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé îòîáðàæåíèÿ f : X → Y åñòü ïðîñòðàíñòâî
F , âõîäÿùåå â äåêàðòîâ êâàäðàò

F //

��

PY

��
X

f // Y

ãäå PY → Y � ðàññëîåíèå ïóòåé.

9.17. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî G = Ŷ /i(X) = Ŷ /(X×1) ïðîñòðàíñòâà Ŷ = (X × I)∪f Y
èç òåîðåìû 9.6 á) (öèëèíäðà îòîáðàæåíèÿ) ïî åãî âåðõíåìó îñíîâàíèþ íàçûâàåòñÿ
êîíóñîì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y . Ïðîñòðàíñòâî, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå êî-
íóñó îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ åãî ãîìîòîïè÷åñêèì êîñëîåì. Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì êîäåêàðòîâ êâàäðàò

X
f //

��

Y

��
CX // G

ãäå X → CX � âëîæåíèå X â îñíîâàíèå êîíóñà. Ïðîâåðüòå êîððåêòíîñòü îïðåäåëå-
íèÿ ãîìîòîïè÷åñêîãî êîñëîÿ ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé 9.15.

9.18. Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé âëîæåíèÿ òî÷êè pt → X.

9.19. Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèé êîñëîé ïðîåêöèè â òî÷êó X → pt .

9.20. Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé âëîæåíèÿ áóêåòà S1 ∨ S1 ↪→ S1 × S1.

9.21. Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé âëîæåíèÿ áóêåòà CP∞ ∨ CP∞ ↪→ CP∞ × CP∞.

9.22. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü h : X → X̃ èç òåîðåìû 9.6 à)

ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì, à ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü h : Ŷ → Y èç òåîðå-
ìû 9.6 á) � ðàññëîåíèåì â ñìûñëå Ñåððà.



47

10. Ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Êîììóòàòèâíîñòü. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà X ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0
îïðåäåëèì πn(X, x0) êàê ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé f : Sn →
X, ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó s0 ñôåðû Sn â x0. Ñàìè ýòè îòîáðàæåíèÿ íà-
çûâàþòñÿ ñôåðîèäàìè. Èíà÷å ñôåðîèä ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòîáðàæåíèå ïàð
f : (In, ∂In)→ (X, x0), ïåðåâîäÿùèé ãðàíèöó êóáà ∂In â x0.
Ïðè n > 1 ñóììà äâóõ ñôåðîèäîâ f, g : Sn → X îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ

f + g : Sn
c−→ Sn ∨ Sn f∨g−→ X,

ãäå îòîáðàæåíèå c ñòÿãèâàåò ýêâàòîð Sn−1 â ñôåðå Sn â òî÷êó, è ìû âûáèðàåì îòìå-
÷åííóþ òî÷êó s0 íà S

n òàê, ÷òîáû îíà ïðèíàäëåæàëà ýòîìó ýêâàòîðó. Íà êóáè÷åñêîì
ÿçûêå îïåðàöèÿ ñóììû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f, g : (In, ∂In) → (X, x0)
è (t1, . . . , tn) � êîîðäèíàòû â êóáå In, òî ñóììà f + g îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå
(In, ∂In)→ (X, x0), çàäàííîå ôîðìóëîé

(7) (f + g)(t1, t2, . . . , tn) =

{
f(2t1, t2, . . . , tn) ïðè 0 6 t1 6 1

2
,

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn) ïðè 1
2
6 t1 6 1.

Òàê êàê â îïåðàöèè ñóììû ó÷àñòâóåò òîëüêî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà, òå æå ñàìûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ π1 (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.1) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóììà îïðåäåëåíà
êîððåêòíî íà ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññàõ ñôåðîèäîâ è πn(X, x0) � ãðóïïà, ïðè÷¼ì åäè-
íè÷íûé ýëåìåíò � ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå In → x0, à îáðàòíûé ýëåìåíò çàäà¼òñÿ
ôîðìóëîé −f(t1, t2, . . . , tn) = f(1− t1, t2, . . . , tn).
Ãðóïïà πn(X, x0), n > 1, íàçûâàåòñÿ n-é ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà X.

ßñíî, ÷òî π1(X, x0) � ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà, à π0(X, x0) � ïðîñòî ìíîæåñòâî
êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X (íà í¼ì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò åñòå-
ñòâåííîé ãðóïïîâîé îïåðàöèè).

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ãðóïïà πn(X, x0) êîììóòàòèâíà ïðè n > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì f + g ' g + f ïîñðåäñòâîì ãîìîòîïèè, èçîáðàæ¼ííîé
íà ðèñ. 3. Ñíà÷àëà ãîìîòîïèÿ ñæèìàåò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé f è g â

f g ' f g '
f

g
' g f ' g f

Ðèñ. 3

ìåíüøèå êóáû â In, à îáëàñòü âíå ýòèõ êóáîâ îòîáðàæàåòñÿ â îòìå÷åííóþ òî÷êó x0.
Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìîæíî äâèãàòü ýòè äâà
êóáà êàê óãîäíî, ëèøü áû îíè íå ïåðåñåêàëèñü. Ïðè n > 2 èõ ìîæíî ïåðåñòàâèòü
ìåñòàìè. Çàòåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé f è g ìîæíî ñíîâà óâåëè÷èòü äî
èõ èñõîäíîãî ðàçìåðà. Âñþ ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäåëàòü, èñïîëüçóÿ ëèøü êîîð-
äèíàòû t1 è t2, îñòàâëÿÿ äðóãèå êîîðäèíàòû áåç èçìåíåíèé. �
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Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x0, x1 ∈ X ãðóï-
ïû πn(X, x0) è πn(X, x1) èçîìîðôíû: èçîìîðôèçì çàäà¼òñÿ âûáîðîì ïóòè èç x0 â x1
(óïðàæíåíèå). Ýòîò èçîìîðôèçì, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ïóòè, âåðíåå îò åãî ãî-
ìîòîïè÷åñêîãî êëàññà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè X îäíîñâÿçíî (ò.å. π0(X) = π1(X) = 0),
òî âñå ãðóïïû πn(X, x0) ñ ðàçëè÷íûìè x0 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû.

Ïðåäëîæåíèå 10.2. Îòîáðàæåíèå f : X → Y , òàêîå, ÷òî f(x0) = y0, èíäóöèðó-
åò ãîìîìîðôèçì ãðóïï f∗ : πn(X, x0) → πn(Y, y0). Åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y
ãîìîòîïíû, òî ãîìîìîðôèçìû f∗ è g∗ ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó óòâåðæäåíèþ
äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû (ïðåäëîæåíèå 5.2). �

Ñëåäñòâèå 10.3. Åñëè f : X → Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè x0 ∈ X ãîìîìîðôèçì f∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïðåäëîæåíèå 10.4. Äëÿ ëþáûõ ïðîñòðàíñòâ (X, x0) è (Y, y0) èìååì

πn(X × Y, (x0, y0)) = πn(X, x0)× πn(Y, y0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå Z → X×Y � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ïàðà îòîáðàæåíèé
Z → X, Z → Y . Âçÿâ â êà÷åñòâå Z ïðîñòðàíñòâà Sn è Sn×I, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. �

Ïðåäëîæåíèå 10.5. πn(Sk) = 0 ïðè n < k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ïðåäëîæåíèþ 4.8 (è âûòåêàåò èç òåîðåìû î êëå-
òî÷íîé àïïðîêñèìàöèè). �

Îòíîñèòåëüíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïà-

ðû. Ïóñòü (X,A) � ïàðà ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0 ∈ A. Îïðåäå-
ëèì πn(X,A, x0), n > 1, êàê ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïàð
f : (Dn, Sn−1) → (X,A), ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó s0 ∈ Sn−1 = ∂Dn â x0.
Ýòè îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè ñôåðîèäàìè. Íà êóáè÷åñêîì ÿçû-
êå îòíîñèòåëüíûé ñôåðîèä � ýòî îòîáðàæåíèå f : In → X, ïåðåâîäÿùåå ∂In â A è
ïåðåâîäÿùåå ∂In \ In−1 â x0, ãäå ãðàíü I

n−1 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì tn = 0. Ñòÿãèâà-
íèå ïîäïðîñòðàíñòâà ∂In \ In−1 â òî÷êó ïðåîáðàçóåò òðîéêó (In, ∂In, ∂In \ In−1) â
(Dn, Sn−1, s0), ïîýòîìó îòîáðàæåíèå (Dn, Sn−1, x0) → (X,A, x0) � ýòî òî æå ñàìîå,
÷òî îòîáðàæåíèå (In, ∂In, ∂In \ In−1)→ (X,A, x0).
Îïåðàöèÿ ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ â πn(X,A, x0) òîé æå ôîðìóëîé (7), ÷òî è äëÿ

πn(X, x0), çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî êîîðäèíàòà tn èãðàåò òåïåðü îñîáóþ ðîëü è å¼
áîëüøå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îïåðàöèè ñóììû. Òàêèì îáðàçîì, πn(X,A, x0) �
ãðóïïà ïðè n > 2, è ýòà ãðóïïà êîììóòàòèâíà ïðè n > 3. Ãðóïïà πn(X,A, x0), n > 2,
íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ïàðû (X,A).
Ïðè n = 1 ìû ïîëó÷àåì I1 = [0, 1], I0 = {0} è ∂I1 \ I0 = {1}. Ñëåäîâàòåëüíî,

π1(X,A, x0) � ýòî ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé âX èç ïåðåìåííîé òî÷êè
â A â ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó x0 ∈ A. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî ìíîæåñòâî íåëüçÿ ïðåâðàòèòü
â ãðóïïó åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ

. . . −→ Gi+1
fi+1−→ Gi

fi−→ Gi−1
fi−1−→ . . .

íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè Ker fi = Im fi+1 äëÿ ëþáîãî i.
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Äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ (X,A) è n > 1 îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ

i∗ : πn(A, x0)→ πn(X, x0), j∗ : πn(X, x0)→ πn(X,A, x0), ∂ : πn(X,A, x0)→ πn−1(A, x0),

ãäå i∗ � îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèåì A ↪→ X, îòîáðàæåíèå j∗ ïåðåâî-
äèò ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ñôåðîèäà f : (In, ∂In) → (X, x0) â ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ
îòíîñèòåëüíîãî ñôåðîèäà f : (In, ∂In, ∂In \ In−1)→ (X,A, x0), à îòîáðàæåíèå ∂ ïåðå-
âîäèò ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ îòíîñèòåëüíîãî ñôåðîèäà f : (Dn, Sn−1, s0) → (X,A, x0)
â ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ñôåðîèäà f |Sn−1 : (Sn−1, s0)→ (A, x0). Íà êóáè÷åñêîì ÿçûêå,
îòîáðàæåíèå ∂ ïåðåâîäèò f : (In, ∂In, ∂In\In−1)→ (X,A, x0) â f |In−1 : (In−1, ∂In−1)→
(A, x0). Îòîáðàæåíèÿ i∗ è j∗ ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè ïðè n > 1, à ∂ ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçìîì ïðè n > 2.

Òåîðåìà 10.6 (ãîìîòîïè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .
∂→ πn(A, x0)

i∗→ πn(X, x0)
j∗→ πn(X,A, x0)

∂→ πn−1(A, x0)
i∗→ πn−1(X, x0)

j∗→ . . .

. . .
i∗→ π1(X, x0)

j∗→ π1(X,A, x0)
∂→ π0(A, x0)

i∗→ π0(X, x0)

òî÷íà äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîñòðàíñòâ (X,A).

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî π1(X,A, x0) íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, è òî÷íîñòü â ýòîì ÷ëåíå
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà [f ] ∈ π1(X,A, x0), ãäå f : (D1, S0, s0)→ (X,A, x0),
îáðàç ∂[f ] ïðåäñòàâëÿåò îòîáðàæåíèå â òî÷êó S0 → x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
[f ] = j∗[g] äëÿ íåêîòîðîãî [g] ∈ π1(X, x0). Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò è òî÷íîñòü â
÷ëåíå π1(A, x0).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.6.
Ïðîâåðèì, ÷òî Im i∗ ⊂ Ker j∗. Ïóñòü ýëåìåíò [f ] ∈ πn(X, x0) ïðåäñòàâëåí îòîáðà-

æåíèåì f : (Dn, Sn−1) → (X, x0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [f ] ∈ Im i∗, ò.å. f : Dn → X ãî-
ìîòîïíî îòîáðàæåíèþ g : Dn → X, äëÿ êîòîðîãî g(Dn) ⊂ A. Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ
(äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ) rt : D

n → Dn, ãäå r0 = id è r1 � îòîáðàæåíèå â òî÷êó.
Òîãäà êîìïîçèöèÿ g ◦ rt óñòàíàâëèâàåò ãîìîòîïèþ ìåæäó îòíîñèòåëüíûì ñôåðîè-
äîì g : (Dn, Sn−1, s0) → (X,A, x0), ïðåäñòàâëÿþùèì ýëåìåíò j∗[g], è îòîáðàæåíèåì
Dn → x0, ïðåäñòàâëÿþùèì 0, â êëàññå îòíîñèòåëüíûõ ñôåðîèäîâ. Ñëåäîâàòåëüíî
j∗[f ] = j∗[g] = 0, ò.å. [f ] ∈ Ker j∗.
Ïðîâåðèì, ÷òî Ker j∗ ⊂ Im i∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [f ] ∈ Ker j∗, ò.å. j∗[f ] = 0. Çäåñü

óäîáíî ïðåäñòàâèòü [f ] ∈ πn(X, x0) îòîáðàæåíèåì f : (In, ∂In) → (X, x0). Òîãäà j∗[f ]
ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ñôåðîèäîì f : (In, ∂In, ∂In \ In−1)→ (X,A, x0). Ãîìî-
òîïèÿ ìåæäó f è îòîáðàæåíèåì â òî÷êó â êëàññå îòíîñèòåëüíûõ ñôåðîèäîâ çàäà¼ò
îòîáðàæåíèå F : In+1 = In × I → X, êîòîðîå ñîâïàäàåò íà ãðàíè tn+1 ñ f , ïåðå-
âîäèò ãðàíü tn = 0 â A îòîáðàæàåò îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ãðàíèöû ∂In+1 â x0. Ïóñòü
Ins ⊂ In+1 � ñå÷åíèå êóáà n-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ stn + (1 − s)tn+1 = 0 (ñì. ðèñ. 4).
Òîãäà gs = F |Ins : Ins = In → X � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f = g0 è îòîáðàæåíèåì g1,
êîòîðîå ïåðåâîäèò (In, ∂In) â (A, x0). Èòàê, ìû ïîëó÷àåì [f ] = [g1] ∈ Im i∗.
Ïðîâåðèì, ÷òî Im j∗ ⊂ Ker ∂. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè [f ] ∈ πn(X,A, x0) ëåæèò â Im j∗,

òî îí ïðåäñòàâëåí ñôåðîèäîì f : (Dn, Sn−1) → (X, x0). Íî òîãäà f |Sn−1 åñòü îòîáðà-
æåíèå â òî÷êó, ò.å. ∂[f ] = 0.
Ïðîâåðèì, ÷òî Ker ∂ ⊂ Im j∗. Ïóñòü ýëåìåíò [f ] ∈ πn(X,A, x0) ïðåäñòàâëåí îòîáðà-

æåíèåì f : (In, ∂In, ∂In \ In−1) → (X,A, x0). Åñëè [f ] ∈ Ker ∂, òî èìååòñÿ ãîìîòîïèÿ
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Ðèñ. 4

gt : I
n−1 → A ìåæäó f |In−1 : In−1 → A è îòîáðàæåíèåì â òî÷êó. Ðàññìîòðèì ãîìîòî-

ïèþ ht : ∂I
n → A, ñîâïàäàþùóþ ñ gt íà I

n−1 è ïåðåâîäÿùóþ ∂In\In−1 â x0. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè äëÿ êëåòî÷íîé ïàðû (In, ∂In), ïðîäîëæèì ht äî
ãîìîòîïèè ft : I

n → X ìåæäó äàííûì íàì îòîáðàæåíèåì f = f0 è îòîáðàæåíè-
åì f1, ïåðåâîäÿùèì ∂In â x0. Òîãäà f1 : (In, ∂In) → (X, x0) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò
[f1] ∈ πn(X, x0) è ìû èìååì j∗[f1] = [f ], ò.å. [f ] ∈ Im j∗.
Ïðîâåðèì, ÷òî Im ∂ ⊂ Ker i∗. Ïóñòü [f ] ∈ πn−1(A, x0) ëåæèò â Im ∂, ò.å. ñôå-

ðîèä f : (In−1, ∂In−1) → (A, x0) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì îòíîñèòåëüíîãî ñôåðîèäà
g : (In, ∂In, ∂In \ In−1) → (X,A, x0). Òîãäà ft = g|In−1×t : I

n−1 × t = In−1 → X åñòü
ãîìîòîïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ f0 = f c îòîáðàæåíèåì â òî÷êó, ò.å. i∗[f ] = 0 è [f ] ∈ Ker i∗.
Ïðîâåðèì, ÷òî Ker i∗ ⊂ Im ∂. Ïóñòü [g] ∈ πn−1(A, x0) ëåæèò â Ker i∗, ò.å. çàäà-

íà ãîìîòîïèÿ gt : I
n−1 → X â X ìåæäó g0 = g : (In−1, ∂In−1) → (A, x0) → (X, x0)

è îòîáðàæåíèåì â òî÷êó g1 : In−1 → x0. Òîãäà ýòà ãîìîòîïèÿ çàäà¼ò îòîáðàæåíèå
f : In−1 × I → X, f(t1, . . . , tn−1, tn) = gtn(t1, . . . , tn−1), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îòíî-
ñèòåëüíûé ñôåðîèä f : (In, ∂In, ∂In \ In−1) → (X,A, x0), ñóæåíèå êîòîðîãî íà In−1

åñòü g. Èíà÷å ãîâîðÿ, ∂[f ] = [f |In−1 ] = [g], ò.å. [g] ∈ Im ∂. �

Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ. Ïóñòü p : E → B � ðàññëîå-
íèå â ñìûñëå Ñåððà, b0 ∈ B è e0 ∈ E � îòìå÷åííûå òî÷êè, p(e0) = b0, è F = p−1(b0) �
ñëîé íàä b0. Èìååì îòîáðàæåíèå ïàð

p : (E,F )→ (B, b0).

Ëåììà 10.7. Îòîáðàæåíèå p∗ : πn(E,F, e0) → πn(B, b0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ïðè n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî p∗ � ìîíîìîðôèçì. Ïóñòü p∗[f̃ ] = 0 äëÿ íåêî-

òîðîãî ýëåìåíòà [f̃ ] ∈ πn(E,F, e0), ïðåäñòàâëåííîãî îòíîñèòåëüíûì ñôåðîèäîì

f̃ : (Dn, Sn−1) → (E,F ). Òàê êàê p∗[f̃ ] = 0, ñôåðîèä f = p ◦ f̃ : (Dn, Sn−1) → (B, b0)
ãîìîòîïåí íóëþ â B ïîñðåäñòâîì ãîìîòîïèè F : Dn × I → B èëè ft : D

n → B, ãäå
f0 = f è f1 : Dn → b0. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè:

Dn × 0
f̃ //

i0
��

E

p

��
Dn × I F //

F̃

;;

B

Ýòî äà¼ò íàì ãîìîòîïèþ f̃t : D
n → E ìåæäó îòîáðàæåíèåì f̃ = f̃0 : (Dn, Sn−1) →

(E,F ) è îòîáðàæåíèåì f̃1, äëÿ êîòîðîãî f̃1(E) ⊂ F (òàê êàê f1(B) = b0). Òàêèì

îáðàçîì, [f̃ ] = [f̃1] = 0 â πn(E,F, e0) è p∗ � ìîíîìîðôèçì.
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî p∗ : πn(E,F, e0) → πn(B, b0) � ýïèìîðôèçì. Ïóñòü ýëåìåíò
[f ] : πn(B, b0) ïðåäñòàâëåí îòîáðàæåíèåì f : (In, ∂In) → (B, b0). Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîé-
ñòâîì ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂In \ In−1

��

In−1 × 1 ∪ ∂In−1 × I c //

��

E

p

��
In In−1 × I f //

f̃

77

B

ãäå c � ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå â òî÷êó e0 ∈ E (çäåñü ìû èñïîëüçóåì òî, ÷òî ïàðû
(In−1 × I, In−1 × 1 ∪ ∂In−1 × I) è (In−1 × I, In−1 × 1) ãîìåîìîðôíû). Ýòî äà¼ò íàì

îòîáðàæåíèå f̃ : In → E, äëÿ êîòîðîãî f̃(∂In) ⊂ F , òàê êàê f(∂In) = b0. Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíûé ñôåðîèä f̃ : (In, ∂In, ∂In \ In−1) → (E,F, e0),

äëÿ êîòîðîãî p∗[f̃ ] = [f ], òàê êàê p ◦ f̃ = f . Èòàê, p∗ � ýïèìîðôèçì. �

Òåîðåìà 10.8 (ãîìîòîïè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ). Äëÿ ðàññëîåíèÿ â
ñìûñëå Ñåððà p : E → B íàä ëèíåéíî ñâÿçíîé áàçîé B ñî ñëîåì F èìååò ìåñòî
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .
∂−→ πn(F, x0)

i∗−→ πn(E, x0)
p∗−→ πn(B, x0)

∂−→ πn−1(F, x0)
i∗−→ . . .

. . .
i∗−→ π1(E, x0)

p∗−→ π1(B, x0)
∂−→ π0(F, x0)

i∗−→ π0(E, x0)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âûòåêàåò èç ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (E,F )
è ïðåäûäóùåé ëåììû. �

Çàìå÷àíèå. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 10.7, ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå
∂ : πn(B, b0) → πn−1(F, e0) ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü [f ] ∈ πn(B, b0)
ïðåäñòàâëåí ñôåðîèäîì f : (In, ∂In) → (B, b0). Ðàññìîòðèì f êàê ãîìîòîïèþ
In−1 × I → B, ñîñòîÿùóþ èç îòîáðàæåíèé gt : I

n−1 → B, ãäå g0 è g1 � ïîñòîÿí-
íûå îòîáðàæåíèÿ â òî÷êó b0. Ïîäíèìåì ýòó ãîìîòîïèþ äî ãîìîòîïèè g̃t : I

n−1 → E,
íà÷èíàÿ ñ ïîñòîÿííîãî îòîáðàæåíèÿ g̃0 : In−1 → e0. Îòîáðàæåíèå g̃1 óæå íå áó-
äåò ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì, íî áóäåò ïåðåâîäèòü In−1 â F . Òîãäà ñôåðîèä
g̃1 : (In−1, ∂In−1)→ (F, e0) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò ∂[f ] ∈ πn−1(F, e0).

Ïðèìåð 10.9.

1. Ðàññìîòðèì ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàêðûòèÿ p : R→ S1 ñî ñëîåì
ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî Z:

. . .→ πn(Z)→ πn(R)→ πn(S1)→ πn−1(Z)→ . . .

Òàê êàê πn(R) = 0 ïðè âñåõ n è πk(Z) = 0 ïðè k > 0, èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âûòåêàåò, ÷òî πn(S1) = 0 ïðè n > 1.

2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ôðàãìåíò ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëî-
åíèÿ Õîïôà p : S3 → S2 ñî ñëîåì S1 (ñì. ïðèìåð 9.1.3):

π3(S
1)→ π3(S

3)
p∗→ π3(S

2)→ π2(S
1)→ π2(S

3)→ π2(S
2)

∂→ π1(S
1)→ π1(S

3)

Òàê êàê πn(S1) = 0 ïðè n > 1, π1(S
3) = π2(S

3) = 0, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ π3(S
3)

p∗→ π3(S
2)→ 0→ 0→ π2(S

2)
∂→ Z→ 0
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Òàê êàê ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî π2(S
2) ∼= Z è π3(S

3) ∼=
π3(S

2). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì πn(S3) ∼= πn(S2) ïðè n > 3. (Íà ñàìîì äåëå âñå ýòè
ãðóïïû èçîìîðôíû Z, íî ïîêà ìû ýòîãî äîêàçàòü íå ìîæåì; ýòî áóäåò äîêàçàíî â
âòîðîé ÷àñòè êóðñà.)

Òåîðåìà Óàéòõåäà.

Òåîðåìà 10.10 (Óàéòõåä). Îòîáðàæåíèå f : X → Y ñâÿçíûõ êëåòî÷íûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ f∗ : πn(X) → πn(Y ) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè
äëÿ âñåõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f : X → Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 10.3 f∗ : πn(X, x0) → πn(Y, y0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ âñåõ n. Ïðåä-
ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ âñåõ n.
Ïî òåîðåìå î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèå f : X → Y

êëåòî÷íûì. Äàëåå ïðèìåíèì òåîðåìó î ôàêòîðèçàöèè îòîáðàæåíèÿ (òåîðåìó 9.6 á))

è ðàçëîæèì f â êîìïîçèöèþ X → Ŷ → Y , ãäå Ŷ = (X×I)∪f Y � öèëèíäð îòîáðàæå-

íèÿ f , îòîáðàæåíèå Ŷ → Y ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, à X → Ŷ �
âëîæåíèå êëåòî÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Òåì ñàìûì ìû ñâåëè äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ, êîãäà f � âêëþ÷åíèå êëåòî÷íîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà X ⊂ Y . Òàê êàê f∗ � èçîìîðôèçì äëÿ âñåõ n, èç ãîìîòîïè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (Y,X) âûòåêàåò, ÷òî âñå îòíîñèòåëüíûå ãðóïïû πn(Y,X)
íóëåâûå. Ìû äîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ Y → X.
Äðóãèì ñëîâàìè, äîêàæåì, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id : Y → Y ãîìîòîïíî
îòíîñèòåëüíî X îòîáðàæåíèþ â X.
Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî ìû óæå ïîñòðîèëè ãîìîòîïèþ îòíîñèòåëüíî X

ìåæäó îòîáðàæåíèåì id : Y → Y è îòîáðàæåíèåì g : Y → Y , äëÿ êîòîðîãî g(Y k−1) ⊂
X. Ïóñòü ek � íåêîòîðàÿ k-ìåðíàÿ êëåòêà èç Y \X è Φ : (Dk, ∂Dk)→ (Y, Y k−1) � å¼
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Òàê êàê πk(Y,X) = 0, êîìïîçèöèÿ

g ◦ Φ : (Dk, ∂Dk)→ (Y, Y k−1)→ (Y,X)

ãîìîòîïíà îòíîñèòåëüíî ∂Dk îòîáðàæåíèþ â X. Òàê êàê Y k−1 ∪ ek = Y k−1 tDk/∼,
ýòà ãîìîòîïèÿ èíäóöèðóåò ãîìîòîïèþ ìåæäó îòîáðàæåíèåì g|Y k−1∪ek : Y k−1∪ ek → Y
è îòîáðàæåíèåì â X. Ïðîèçâåäÿ òàêóþ ãîìîòîïèþ îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ êëåòîê
ek ⊂ Y \ X è âçÿâ ïîñòîÿííóþ ãîìîòîïèþ íà X, ìû ïîëó÷èì ãîìîòîïèþ ìåæäó
îòîáðàæåíèåì g|Y k∪X è îòîáðàæåíèåì â X. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòî-
ïèè (òåîðåìà 4.3), ýòó ãîìîòîïèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìîòîïèè, îïðåäåë¼ííîé
íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå Y , è òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî øàãà èíäóêöèè çàâåðøåíî.
Ïðèìåíèâ êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ èíäóêöèè, ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå, êî-

ãäà ðàçìåðíîñòü êëåòîê èç Y \ X îãðàíè÷åíà. Â îáùåì ñëó÷àå ìû âûïîëíÿåì ãî-
ìîòîïèþ íà k-ì øàãå èíäóêöèè â òå÷åíèå âðåìåíè t èç îòðåçêà [1 − 1

2k
, 1 − 1

2k+1 ].

Ëþáîé êîíå÷íûé îñòîâ Y k â êîíöå êîíöîâ ñòàíåò ñòàöèîíàðíûì ïðè ýòèõ ãîìîòîïè-
ÿõ, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåë¼ííóþ ãîìîòîïèþ gt, t ∈ [0, 1], ïðè÷¼ì
g1(Y ) ⊂ X. �

Òåîðåìà Óàéòõåäà íå óòâåðæäàåò, ÷òî êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà X è Y ñ èçîìîðô-
íûìè ãîìîòîïè÷åñêèìè ãðóïïàìè áóäóò ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè: èçîìîðôèç-
ìû äîëæíû èíäóöèðîâàòüñÿ îòîáðàæåíèåì X → Y . Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà S2 è
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S3 × CP∞ èìåþò îäèíàêîâûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû (óïðàæíåíèå), íî íå ãîìîòî-
ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû (ýòîãî ìû ïîêà äîêàçàòü íå ìîæåì).

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

10.11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, ëþáîé ïóòü èç èç x0 â x1
çàäà¼ò èçîìîðôèçì ìåæäó πn(X, x0) è πn(X, x1), êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòî-
ïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè (ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàì è íà÷àëîì). Óêàçàíèå: ïîñòðîéòå
è èñïîëüçóéòå îòîáðàæåíèå ω : Sn → Sn ∨ I.

10.12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p : (X̃, x̃0) → (X, x0) � íàêðûòèå, òî èíäóöèðîâàííîå

îòîáðàæåíèå p∗ : πn(X̃, x̃0)→ πn(X, x0) � èçîìîðôèçì ïðè n > 2.

10.13. Äîêàæèòå, ÷òî πn(S1 ∨ S1) = 0 ïðè n > 2.

10.14. Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû êðåíäåëÿ (ñôåðû ñ äâóìÿ ðó÷êàìè).

10.15. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê ëåììà î 5 ãîìîìîðôèçìàõ
èëè ïðîñòî 5-ëåììà. Ïóñòü

G1
//

f1

��

G2
//

f2

��

G3
//

f3

��

G4
//

f4

��

G5

f5

��
H1

// H2
// H3

// H4
// H5

� êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ, ñòðîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òî÷-
íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Òîãäà

à) åñëè f2 è f4 � ìîíîìîðôèçìû, à f1 � ýïèìîðôèçì, òî f3 � ìîíîìîðôèçì;
á) åñëè f2 è f4 � ýïèìîðôèçìû, à f5 � ìîíîìîðôèçì, òî f3 � ýïèìîðôèçì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f1, f2, f4, f5 � èçîìîðôèçìû, òî è f3 � èçîìîðôèçì.

10.16. Ââåäèòå îòîáðàæåíèÿ è äîêàæèòå òî÷íîñòü ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè òðîéêè (X,A,B) (ãäå A ⊂ B ⊂ X):

. . .
∂−→ πn(A,B, x0)

i∗−→ πn(X,B, x0)
j∗−→ πn(X,A, x0)

∂−→ πn−1(A,B, x0)
i∗−→ . . .

. . .
i∗−→ π1(X,B, x0)

j∗−→ π1(X,A, x0)

10.17. Èñïîëüçóÿ áåñêîíå÷íîå ðàññëîåíèå Õîïôà p : S∞ → CP∞ ñî ñëîåì S1 äîêà-
æèòå, ÷òî π2(CP∞) ∼= Z è πk(CP∞) = 0 ïðè k 6= 2.

10.18. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà S2 è S3 × CP∞ èìåþò îäèíàêîâûå ãîìîòîïè÷å-
ñêèå ãðóïïû.

10.19. Äîêàæèòå, ÷òî πn(ΩX) ∼= πn+1(X) äëÿ ëþáîãî X ïðè n > 0.

10.20. Äîêàæèòå, ÷òî ΩCP∞ ' S1.

10.21. Äîêàæèòå 3-ìåðíóþ òåîðåìó Áðàóýðà: ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
f : D3 → D3 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
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