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∼ îçíà÷àåò: Îïðåäåëåíèå

- îçíà÷àåò: Ñîîáùåíèå íóæíîãî (äëÿ ýêçàìåíà) ìàòåðèàëà
≈: îçíà÷àåò Ïðèìåð
Çíàêè � ... � çàêëþ÷àþò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ
∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî; CA � äîïîëíåíèå X \ A ê ïîäìíîæåñòâó A ⊂ X .

1. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ
-=-=-=-

Òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå. Àêñèîìû òîïîëîãèè

∼ Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîæåñòâå X � ýòî ñèñòåìà T = {Uα} âûäå-
ëåííûõ ïîäìíîæåñòâ â X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì òîïîëîãèè (èëè àêñèîìàì
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ):

1. ëþáûå îáúåäèíåíèÿ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ
⋃
α Uα ïðèíàäëåæàò T ;

2. êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ
⋂k
i=1 Ui ïðèíàäëåæàò T ;

3. ñàìî X è ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ∅ ïðèíàäëåæàò T .
∼ Ïîäìíîæåñòâà Uα ⊂ X, âõîäÿùèå â ñèñòåìó T , íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè

ìíîæåñòâàìè .
Äîïîëíåíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Fα = X \ Uα = CUα íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè

ìíîæåñòâàìè . Èõ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò äâîéñòâåííûì àêñèîìàì (çàìåíà ïåðå-
ñå÷åíèé íà îáúåäèíåíèÿ è îáðàòíî): êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ è ëþáûå ïåðåñå÷åíèÿ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, à òàêæå X è ∅, ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

Ìíîæåñòâî X ñ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé T íà íåì îáîçíà÷àåòñÿ (X, T ).
∼ Ìíîæåñòâî X, íàäåëåííîå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè-

÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì , åãî ýëåìåíòû � òî÷êàìè. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî íàçûâà-
åòñÿ îêðåñòíîñòüþ ñâîèõ òî÷åê, à òàêæå êàæäîãî ëåæàùåãî â íåì ïîäìíîæåñòâà.
∼ Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà T1 áîëüøå ñòðóêòóðû T2 (T1 � T2), åñëè â T1 áîëüøå

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Íî äâå òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå X ìîãóò áûòü íå ñðàâíèìû: â
òîì ñëó÷àå, åñëè êàæäàÿ èìååò îòêðûòûå ìíîæåñòâà, íå âõîäÿùèå â äðóãóþ ñòðóê-
òóðó. Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî ñòðóêòóð {T } ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî.

- Äâå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû T1, T2 íà ìíîæåñòâå X ñîâïàäàþò (îòêðûòûå
ìíîæåñòâà îäíîé ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè è â äðóãîé) ⇔ äëÿ êàæäîé òî÷êè êàæäàÿ
îêðåñòíîñòü èç îäíîé ñòðóêòóðû ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü èç äðóãîé ñòðóêòóðû.
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� Â ýòîì ñëó÷àå îòêðûòîå ìíîæåñòâî îäíîé ñòðóêòóðû åñòü îáúåäèíåíèå îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ äðóãîé. �

≈ Ïîëåçíî èìåòü â âèäó êðàéíèå ñëó÷àè òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà X: äèñêðåò-
íóþ (âñå ïîäìíîæåñòâà X îòêðûòû) è ¾ñëèïøóþñÿ¿ (îòêðûòû òîëüêî X è ∅).

Îñíîâíûì ïðèìåðîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî Rn: ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Rn îòêðûòî, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ ε > 0
òàê, ÷òî X ñîäåðæèò ε-îêðåñòíîñòü x, ò.å. îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â x.
(Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå àêñèîì!)

-=-=-=-

Àêñèîìû îòäåëèìîñòè

- Èìååòñÿ íåñêîëüêî òèïîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âûäåëÿåìûõ àêñèîìàìè îò-
äåëèìîñòè. Ïåðâûå òðè ãîâîðÿò îá îòäåëèìîñòè òî÷åê îêðåñòíîñòÿìè (îñòàëüíûå
ðàññìîòðèì ïîçæå):
∼ T0 (àêñèîìà Êîëìîãîðîâà): Â êàæäîé ïàðå òî÷åê õîòÿ áû îäíà èìååò

îêðåñòíîñòè, íå ñîäåðæàùèå äðóãîé.
Â T0-ïðîñòðàíñòâå X âîçíèêàåò ÷àñòè÷íàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü: x ≥ y, åñëè êàæäàÿ

îêðåñòíîñòü x ñîäåðæèò y (ò.å. êàæäàÿ îêðåñòíîñòü x åñòü îêðåñòíîñòü y).
≈ Åñëè â ìíîæåñòâå åñòü èåðàðõèÿ (îòíîøåíèå ¾íà÷àëüíèê � ïîä÷èíåííûé¿), êî-

òîðàÿ òðàíçèòèâíà (íà÷àëüíèê ìîåãî íà÷àëüíèêà åñòü òîæå ìîé íà÷àëüíèê), òî â
ýòîì ìíîæåñòâå âîçíèêàåò T0-òîïîëîãèÿ, åñëè îòêðûòûì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî, â êîòî-
ðîì êàæäàÿ òî÷êà ëåæèò âìåñòå ñî âñåìè åå ïîä÷èíåííûìè. (Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå
àêñèîì!)

∼ T1 : Â êàæäîé ïàðå òî÷åê êàæäàÿ èìååò îêðåñòíîñòè, íå ñîäåðæàùèå
äðóãîé.

- Â T1-ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì.
≈ (Ïðîñòåéøèé ïðèìåð íå T1-, íî T0-ïðîñòðàíñòâà äàåò ñâÿçíîå äâîåòî÷èå: îíî

ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, îäíà èç êîòîðûõ çàìêíóòà, íî íå îòêðûòà, äðóãàÿ îòêðûòà,
íî íå çàìêêíóòà.)

∼ T2 (àêñèîìà Õàóñäîðôà): Äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê èìåþòñÿ íå ïåðåñåêà-
þùèåñÿ îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê. T2-ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ õàóñäîðôîâûìè
è òàêæå îòäåëèìûìè. (Ïðèìåð T1-, íî íå T2-ïðîñòðàíñòâà ïîñòðîåí â ðàçäåëå î êîì-
ïàêòíîñòè.)

Î÷åâèäíî, T2 ⇒ T1 ⇒ T0.
{Åñëè â ïðîñòðàíñòâå èìåþòñÿ íåîòäåëèìûå ïàðû òî÷åê (ó òàêîé ïàðû âñå îêðåñòíî-

ñòè îáùèå), òî âîçíèêàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: òî÷êè â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè
ïîïàðíî íåîòäåëèìû äðóã îò äðóãà, è êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç öåëûõ êëàññîâ.

Åñëè â ìíîæåñòâå êëàññîâ îòêðûòûì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî êëàññîâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â X, òî âîçíèêàåò òîïîëîãè÷åñêîå T0-ïðîñòðàíñòâî êëàñ-
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ñîâ, è âèäíî, ÷òî ðàññìîòðåíèå òîïîëîãèé áåç àêñèîì îòäåëèìîñòè íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà ñ

òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.}

-=-=-=-

Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ. Ãîìåîìîðôèçì

∼ Îòîáðàæåíèå f : X → Y îäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíûì , åñëè ïîëíûé ïðîîáðàç êàæäîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Y
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â X.

(Îòîáðàæåíèÿ â ïðÿìóþ R (îáû÷íî íåïðåðûâíûå) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè .)
Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ êàæäîé

îêðåñòíîñòè U(fx) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V (x), òàê, ÷òî f(V ) ⊂ U .

∼ Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî ⇔ îíî íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå.
⇒ : Ïóñòü f : X → Y íåïðåðûâíî, x ∈ X è U 3 f(x) � äàííàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè

y = f(x) ∈ Y . Òîãäà V = f−1U îòêðûòî â X, ñîäåðæèò x è f(V ) = f(f−1(U)) = U .
Çíà÷èò, èìååòñÿ îêðåñòíîñòü V (x), îáðàç êîòîðîé ëåæèò â U .
⇐ : Ïóñòü f : X → Y îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâíîå â êàæäîé òî÷êå x ∈ X, è U ⊂ Y

� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Y .
Ìíîæåñòâî V = f−1(U) ⊂ X ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü êàæäîé ñâîåé òî÷êè (îáðàç

êîòîðîé, ïî óñëîâèþ, ëåæèò â U).
Íî V åñòü îáúåäèíåíèå ýòèõ îêðåñòíîñòåé, çíà÷èò, îòêðûòî è f(V ) ⊂ U . �

∼ Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, ñîîòâ. çàìêíóòûì, åñëè îíî ïåðåâîäèò
êàæäîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â îòêðûòîå, ñîîòâ. çàìêíóòîå â çàìêíóòîå.

- Ìíîæåñòâî F ⊂ X òî÷åê, íà êîòîðîì ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ äâóõ îòîá-
ðàæåíèé f è g ïðîñòðàíñòâà X â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y , çàìêíóòî.

Äîêàæåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî U = X \ F îòêðûòî â X.
� Ïóñòü x ∈ U � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç X, p = f(x), q = g(x) è p 6= q. Òàê êàê

Y õàóñäîðôîâî, èìåþòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè P (p) è Q(q). Èõ ïðîîáðàçû
f−1(P ), g−1(Q) îòêðûòû, êàê è èõ ïåðåñå÷åíèå V = f−1(P ) ∩ g−1(Q).

V åñòü îêðåñòíîñòü òî÷êè x, ïðè÷åì îáðàçû f(x′), g(x′) êàæäîé òî÷êè x′ ∈ V
ëåæàò â íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ, ò.å. V ⊂ U è U îòêðûòî. �

= {Êëàññ âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âìåñòå ñ ìíîæåñòâàìè C(X → Y ) íåïðå-

ðûâíûõ îòîáðàæåíèé äëÿ êàæäîé ïàðû ïðîñòðàíñòâ X,Y ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé êà-

òåãîðèåé � îí óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì òåîðèè êàòåãîðèé: êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíà è îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè, êàæäîìó ïðîñòðàí-

ñòâó X îòâå÷àåò òîæäåñòâåííîå (íåïðåðûâíîå) îòîáðàæåíèå 1|X ñî ñâîéñòâàìè f = 1|Xf
äëÿ f : Z → X è g1|X = g äëÿ g : X → Y . Îòîáðàæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè íà-

çûâàþòñÿ ìîðôèçìàìè, îíè íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ìíîæåñòâ, êàê è

îáúåêòû íå îáÿçàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìíîæåñòâà. (Íàïðèìåð, êàòåãîðèÿ ¾ãî-

ðîä¿: îáúåêòû � äîìà, ìîðôèçìû � ïóòè îò äîìà À ê äîìó B.) Â êàæäîé êàòåãîðèè

ðàññìàòðèâàþòñÿ èçîìîðôèçìû îáúåêòîâ êàòåãîðèè: Îáúåêòû X è Y èçîìîðôíû, åñëè

èìåþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûå ìîðôèçìû f : X → Y è g : Y → X, äëÿ êîòîðûõ fg = 1|Y è

gf = 1|X . Â òîïîëîãè÷åñêîé êàòåãîðèè èçîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.}

∼ Ãîìåîìîðôèçì èëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó äâóìÿ ïðîñòðàí-
ñòâàìè X è Y åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, îïðåäåëÿþùåå âçàèìíî îáðàò-
íûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ: f : X → Y è g : Y → X, äëÿ êîòîðûõ fg = 1|Y è
gf = 1|X ; X è Y íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî X è Y èçîìîðôíû â òîïîëîãè÷åñêîé êàòåãîðèè.
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(Òàê êàê f = g−1, òî f(U) = g−1(U), òàê ÷òî f îòîáðàæàåò îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà â îòêðûòûå (è àíàëîãè÷íî g). Î÷åâèäíî, ãîìåîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèñòåìàìè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X è Y , ñ ñîõðàíå-
íèåì îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè. Ïîýòîìó âñå, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü îá îäíîì èç ýòèõ
ïðñòðàíñòâ íà ÿçûêå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ìîæíî ñêàçàòü è î äðóãîì.)
∼ Òîïîëîãè÷åñêèì ñâîéñòâîì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ñâîé-

ñòâî, êîòîðîå îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî èëè íå âûïîëíåíî ó ãîìåîìîðôíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ïðèìåðàìè òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëóæàò àêñèîìû îòäåëèìîñòè, äèñ-
êðåòíîñòü ñòðóêòóðû. Ìíîãî âàæíûõ ñâîéñòâ áóäåò ðàññìîòðåíî äàëüøå.

-=-=-=-

Èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ

∼ Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî A ïðîñòðàíñòâà X íàäåëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííîé òîïîëî-
ãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé: îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â A îòíîñèòåëüíî ýòîé ñòðóêòó-
ðû ñ÷èòàþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ U ∩ A îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊂ X.

(Ãîâîðèòñÿ, ÷òî U ∩ A îòêðûòî îòíîñèòåëüíî A.)
Ïîäìíîæåñòâî ñ èíäóöèðîâàííîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì

ïðîñòðàíñòâà X.
≈Ïåðâûìè ïðèìåðàìè ñëóæàò ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà ïðè ëþáîì íàòóðàëü-

íîì n åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, â êîòîðîì îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ñ÷èòàþòñÿ
âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ øàðîâ.
∼ Ïóñòü äàíî ïîäïðîñòðàíñòâî A â X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y .
Îíî îïðåäåëÿåò (ïîòî÷å÷íî) îòîáðàæåíèå f |A : A→ Y , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îãðà-

íè÷åíèåì f íà A: (f |A(x) = f(x), åñëè x ∈ A).
- Åñëè f íåïðåðûâíî, òî è f |A íåïðåðûâíî: Åñëè U îòêðûòî â Y , òî f−1(U) îò-

êðûòî â X è f−1(U) ∩ A îòêðûòî îòíîñèòåëüíî A, íî f−1(U) ∩ A = (f |A)−1(U).
Àíàëîãè÷íî, åñëè Y åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî B è äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g :

X → Y , òî ïîòî÷å÷íî îïðåäåëåíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g̃ : X → B, g̃(x) = g(x),
ãäå g(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òî÷êà Y , à g̃(x) � òà æå ñàìàÿ òî÷êà � ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê òî÷êà B.

(Ïî àíàëîãèè ñ f |A îòîáðàæåíèå g̃ ìîæíî áûëî áû îáîçíà÷èòü g|B, íî îáùåïðè-
íÿòûõ íàçâàíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ g̃ íåò, õîòÿ òàêîé ïåðåõîä â îáðàçå îò Y ê B ⊃ Y
ïðèõîäèòñÿ ÷àñòî äåëàòü).

-=-=-=-

Âèäû òî÷åê ïîäïðîñòðàíñòâà

∼ Âíóòðåííîñòüþ IntA ïîäïðîñòðàíñòâà A â X íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå îò-
êðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, ëåæàùåå â A � ýòî ìíîæåñòâî (ì.á. ïóñòîå) âñåõ òî÷åê,
ëåæàùèõ â X ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ.

Âíåøíîñòüþ ExtA ïîäïðîñòðàíñòâà A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ A (ExtA = Int CA) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, èìåþ-
ùèõ îêðåñòíîñòè, íå ïåðåñåêàþùèå A. Î÷åâèäíî, IntA ∩ ExtA = ∅.

Äîïîëíåíèå ê IntA ∪ ExtA íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé FrA ïîäïðîñòðàíñòâà A (ïèøóò
òàêæå BdA, èíîãäà ∂A) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, êàæäàÿ îêðåñòíîñòü êîòîðûõ
ïåðåñåêàåòñÿ è ñ IntA è ñ ExtA.

Èíîãäà ïèøóò IntX A è ò.ä., ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî A ñ÷èòàåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì X.

Òî÷êè, ëåæàùèå â ýòèõ ìíîæåñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè,
âíåøíèìè è ãðàíè÷íûìè.
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∼Çàìûêàíèåì Ā (èíîãäà ïèøóò [A]) ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ A∪FrA
� ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ X, òî÷åê, êàæäàÿ îêðåñòíîñòü êîòîðûõ
ïåðåñåêàåòñÿ ñ A.

Çàìûêàíèå Ā ïîäïðîñòðàíñòâà äîïîëíèòåëüíî ê åãî âíåøíîñòè (â êî-
òîðîì êàæäàÿ òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü, íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ A); çíà÷èò,
Ā çàìêíóòî.

- Ïîäïðîñòðàíñòâî A îòêðûòî ⇔ A = IntA; A çàìêíóòî â X ⇔ A = Ā.
Â ÷àñòíîñòè, çàìûêàíèå çàìûêàíèÿ çàìêíóòî (Ā = ¯̄A).

∼ Òî÷êè Ā â T1-ïðîñòðàíñòâå äåëÿòñÿ íà èçîëèðîâàííûå (îíè ïðèíàäëåæàò A) è
ïðåäåëüíûå (ìîãóò ïðèíàäëåæàòü è íå ïðèíàäëåæàòü A).

Èç T1-àêñèîìû ñëåäóåò, ÷òî
- Òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà A ⇔
Â ëþáîé îêðåñòíîñòè x èìåþòñÿ îòëè÷íûå îò x òî÷êè ìíîæåñòâà A è

ïðèòîì áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê.
≈ Â ñâÿçíîì äâîåòî÷èè çàìêíóòàÿ òî÷êà ñëóæèò ïðåäåëüíîé äëÿ îòêðûòîé òî÷êè.

- Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y ïåðåâîäèò òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæå-
ñòâà A ⊂ X â òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ f(A).

� Ïðîîáðàç V îêðåñòíîñòè U(f(x)) â Y åñòü îêðåñòíîñòü x âX, è åñëè V ñîäåðæèò
òî÷êè A, òî U ñîäåðæèò òî÷êè f(A). �

(Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìîæåò ïåðåéòè â èçîëèðîâàííóþ � êàê?!)
∼ Èìåþòñÿ äâà âàæíûõ êëàññà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé � çàìêíóòûå è îò-

êðûòûå îòáðàæåíèÿ, ýòî îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî çàìêíóòûå ìíî-
æåñòâà â çàìêíóòûå è îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îòêðûòûå.

- Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y çàìêíóòî ⇔
Â êàæäîé îêðåñòíîñòè U(Fy) ïîëíîãî ïðîîáðàçà Fy = f−1y êàæäîé òî÷êè y ∈
Y èìååòñÿ îêðåñòíîñòü V (Fy), ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè y.
⇒ : Äëÿ îêðåñòíîñòè U(Fy) ìíîæåñòâî f(X \ U) çàìêíóòî, ò.ê. çàìêíóòî îòîáðà-

æåíèå f , ïðè÷åì y /∈ f(X \ U).
ÒîãäàW (y) = Y \f(X \U) îòêðûòî â Y , V = f−1W îòêðûòî â X è íå ïåðåñåêàåòñÿ

ñ X \ U , ò.å. ëåæèò â U .
⇐ Îò îáðàòíîãî: Ïóñòü Q çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X è y ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ

f(Q), ïðè÷åì y /∈ f(Q).
Òîãäà ïîëíûé ïðîîáðàç F òî÷êè y ëåæèò â îòêðûòîì ìíîæåñòâå X \ Q è, ïî

óñëîâèþ, èìååòñÿ îêðåñòíîñòü W (y), ïîëíûé ïðîîáðàç êîòîðîé ëåæèò â X \Q.
Íî òîãäà fQ ∩W = ∅ è y íå ìîæåò áûòü ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ fQ. �

- Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàìêíóòîãî îòîáðàæåíèÿ â êàæäîé îêðåñòíîñòè ïîë-
íîãî ïðîîáðàçà òî÷êè èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ òî÷åê.
∼ Ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçû-

âàþòñÿ íåïðåðûâíûìè â ðóññêîé ëèòåðàòóðå è ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó â àíãëèé-
ñêîé (upper semicontinuous).

- Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y îòêðûòî ⇔
Äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè U ⊂ X ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Y , ïðîîáðàçû êîòî-
ðûõ ïåðåñåêàþò U , îòêðûòî â Y .
⇒ : Ïóñòü U ⊂ X îòêðûòî. Òîãäà fU îòêðûòî â Y è ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê,

ïðîîáðàçû êîòîðûõ ïåðåñåêàþò U .
⇐ : Ïóñòü U ⊂ X îòêðûòî. Îáðàç U ñîñòîèò èç òî÷åê, ïðîîáðàçû êîòîðûõ ïåðå-

ñåêàþò U . Ïî óñëîâèþ, ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî. �
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∼ Ðàçáèåíèÿ, ïîðîæäàåìûå îòîáðàæåíèÿìè îäíîâðåìåííî îòêðûòûìè è çàìêíó-
òûìè íàçûâàþòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûìè (íåïðåðûâíûìè â àíãëèéñêîé):

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ,
íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå îãîâàðèâàåòñÿ!

-=-=-=-

Áàçû è ïðåäáàçû. Ëîêàëüíûå áàçû. Àêñèîìû ñ÷åòíîñòè

∼ Áàçîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X èëè ïðîñòî áàçîé â X íàçûâàåòñÿ ñèñòå-
ìà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ â X â òîì ñìûñëå, ÷òî
êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå, âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà, ïîä-
ìíîæåñòâ èç ýòîé ñèñòåìû.

Ïðåäáàçîé òîïîëîãèè íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, êîíå÷íûå ïåðåñå-
÷åíèÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé îáðàçóþò áàçó.

- Äëÿ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f : X → Y äîñòàòî÷íî (è íåîáõîäèìî), ÷òîáû
ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ áàçû áûëè îòêðûòû.

� Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X è îêðåñòíîñòè V (f(x)) èìååòñÿ, ïî óñëîâèþ, îêðåñò-
íîñòü U(f(x)) èç áàçû, òàêàÿ, ÷òî U ⊂ V , f−1(U) îòêðûòî è x ∈ f−1(U) ⊂ f−1(V ),
çíà÷èò, f−1(V ) îòêðûòî è f íåïðåðûâíî. �

- Òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå X ìîæåò áûòü çàäàíà óêàçàíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû
ïîäìíîæåñòâ â êà÷åñòâå áàçû òîïîëîãèè.
≈ Îòêðûòûå øàðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçóþò áàçó îáû÷íîé òîïîëîãèè,

êîòîðàÿ îáû÷íî òàêèì îáðàçîì è îïðåäåëÿåòñÿ (ìíîæåñòâî îòêðûòî, åñëè îíî åñòü
îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ øàðîâ).

Ñèñòåìà ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ, äëÿ êîòîðîé îíà ñëóæèò áàçîé, åñëè
äëÿ íåå âûïîëíåí ñäåäóþùèé

Êðèòåðèé áàçû:

Ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ B ìíîæåñòâà X ñëóæèò áàçîé òîïîëîãèè â X ⇔
Äëÿ êàæäîé òî÷êè x êàæäîãî ïåðåñå÷åíèÿ B1 ∩ B2 äâóõ ýëåìåíòîâ èç B
èìååòñÿ ýëåìåíò B ∈ B òàê, ÷òî x ∈ B ⊂ B1 ∩B2.
⇒ : Ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ äîëæíî áûòü, ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëî-

ãèè, îòêðûòûì. Íî åñëè äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ áàçû B1 è B2 èìååòñÿ òî÷êà x ∈ B1∩B2,
äëÿ êîòîðîé íåò ýëåìåíòà B áàçû òàêîãî, ÷òî x ∈ B ⊂ B1∩B2, òî íå íàéäåòñÿ îòêðû-
òîãî ïîìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî x è ëåæàùåãî â B1∩B2, è, çíà÷èò, B1∩B2 íå îêàæåòñÿ
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. (Òîïîëîãèÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíèìè îáúåäèíåíèÿìè.)
⇐ : Ïóñòü äàíû òðè ýëåìåíòà B1, B2, B3 èç ñèñòåìû B. Âîçüìåì òî÷êó x ∈ B1 ∩

B2 ∩ B3. Ïóñòü x ∈ B12 ⊂ B1 ∩ B2 è x ∈ B23 ⊂ B2 ∩ B3, ãäå B12 è B23 � ýëåìåíòû B.
Òîãäà èìååòñÿ B123 ∈ B òàêîé, ÷òî x ∈ B123 ⊂ B12∩B23 ⊂ B1∩B2∩B3. Òàêèì îáðàçîì,
âñå êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ B îêàçûâàþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè ýëåìåíòîâ B.

Ïî óñëîâèþ, ñèñòåìà T äîëæíà ñîñòîÿòü èç âñåõ îáúåäèíåíèé ýëåìåíòîâ áàçû B.
Ïðîâåðèì àêñèîìû. Îáúåäèíåíèÿ òàêèõ îáúåäèíåíèé âõîäÿò â ñèñòåìó T .
Êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ îáúåäèíåíèé ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè êîíå÷íûõ

ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ B. Ò.ê. êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ B ÿâëÿþòñÿ îáúåäè-
íåíèÿìè ýëåìåíòîâ B îíè âõîäÿò â ñèñòåìó T . Èòàê T åñòü òîïîëîãèÿ íà X. �

(Íóæíî, êîíå÷íî, â äîêàçàòåëüñòâå ïðèíÿòü ¾ïî óìîë÷àíèþ¿, ÷òî X è ∅ âõîäÿò
â ñèñòåìó B. Ýòî ïîëó÷èòñÿ ñàìî ñîáîé, åñëè êàæäàÿ òî÷êà X ëåæèò â îäíîì èç
ýëåìåíòîâ B è èìåþòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëåìåíòû.)

- Ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ áàçû ïðîñòðàíñòâà X ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì A îáðà-
çóþò áàçó èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè. (Ïðîâåðüòå!)
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Ëþáàÿ ñèñòåìà P ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ñëóæèò ïðåäáàçîé íåêîòî-
ðîé òîïîëîãèè T â X, ò.å. ñèñòåìà âñåõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ èç P è
âñåõ îáúåäèíåíèé òàêèõ ïåðåñå÷åíèé óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

� Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M , ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì ïåðåñå÷åíèåì îáú-
åäèíåíèé êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ P , åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ïåðåñå÷å-
íèé ýëåìåíòîâ P . Íî êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îúåäèíåíèé ìíîæåñòâ åñòü îáúåäèíåíèå
êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ýòèõ ìíîæåñòâ, ò.å. â íàøåì ñëó÷àå � êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé
ýëåìåíòîâ P . Çíà÷èò, M åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé êîíå÷íûõ ïåðåñå-
íèé ýëåìåíòîâ P , ò.å. ïðèíàäëåæèò ïîðîæäåííîé ñèñòåìå T . �

Àêñèîìû ñ÷åòíîñòè

∼ Áàçîé â òî÷êå x ∈ X íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé x òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ
îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò åå îêðåñòíîñòü èç ýòîé ñèñòåìû.

∼ Â X âûïîëíåíà âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè, åñëè X èìååò ñ÷åòíóþ áàçó.
∼ Ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, åñëè êàæäàÿ
òî÷êà èìååò ñ÷åòíóþ áàçó. (Èç âòîðîé àêñèîìû ñ÷åòíîñòè ñëåäóåò ïåðâàÿ.)

- Â ïðîñòðàíñòâå ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè äèçúþíêòíûå ñèñòåìû îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ ñ÷åòíû. (Àêñèîìà Ñóñëèíà.)

≈ Ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ óäîâëåòâîðÿþò îáåèì ýòèì àêñèîìàì.
Íåñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå, íî íå âòîðîé.

-=-=-=-

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ

∼ Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì X × Y äâóõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâà-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X è Y (ò.å. ñîâîêóïíîñòü óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y), x ∈
X, y ∈ Y ), â êîòîðîì òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ óêàçàíèåì áàçû: çà áàçèñíûå îòêðûòûå ïîä-
ìíîæåñòâà ïðèíèìàþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ U×V , ãäå U ïðîèçâîëüíûé áàçèñíûé ýëåìåíò
â X, à V � â Y .
≈ Äëÿ ïëîñêîñòè (ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ) çà áàçó ìîæíî âçÿòü ïðîèçâåäåíèÿ

ïàð îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ. Äëÿ êâàäðàòà ê ýòîìó íóæíî äîáàâèòü åùå ïðîèçâåäåíèÿ
ïîëóèíòåðâàëîâ íà èíòåðâàëû è ïîëóèíòåðâàëîâ íà ïîëóèíòåðâàëû.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå èìååò äâå êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè: p1 : X×Y → X, p1(x, y) =
x è p2 : X × Y → Y, p2(x, y) = y, ïðè ýòîì óäîâëåòâîðåíî óñëîâèå:

a) Åñëè èìååòñÿ äðóãîå ïðîñòðàíñòâî D ñ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíè-
ÿìè q1 : D → X è q2 : D → Y , òî èìååòñÿ åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå r : D → X × Y òàê, ÷òî q1 = p1r è q2 = p2r. Ïðè ýòîì

b) Ëþáîå ïðîñòðàíñòâî D, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó îïðåäåëåíèþ, àâòî-
ìàòè÷åñêè ãîìåîìîðôíî X × Y :

� Â ñèëó a) èìååòñÿ îòîáðàæåíèå s : X → D ñ òåì æå ñâîéñòâîì, ÷òî è r, ïðè÷åì
êîìïîçèöèè rs è sr òîæäåñòâåííû, òàê êàê îòîáðàæåíèÿ X è D íà ñåáÿ ñî ñâîéñòâîì
a) åäèíñòâåííû, ò.å. òîæäåñòâåííû. �

= {Äàííîå îïðåäåëåíèå îáùåêàòåãîðíî. Îáúåêò ñ äâóìÿ ìîðôèçìàìè-ïðîåêöèÿìè
è ñâîéñòâàìè a) è b) åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè. Îí ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

èëè íå ñóùåñòâîâàòü â äàííîé êàòåãîîðèè. Íàïðèìåð, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿ-

åòñÿ àíàëîãè÷íî â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ è îòîáðàæåíèé, â êàòåãîðèè ãðóïï, â êàòåãîðèè

êîììóòàòèâíûõ ãðóïï ñ çàìåíîé íåïðåðûâíîñòè ïðîåêöèé íà ãîìîìîðôèçìû, â êà-

òåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï ñ íåïðåðûâíûìè ãîìîìîðôèçìàìè è ò.ä. Â êàòåãîðèè
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óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ñ ìîíîòîííûìè îòîáðàæåíèÿìè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå

ñóùåñòâóåò.}
∼Îïðåäåëåíî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå è äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ:

∏
1≤i≤kXi,

ïðè÷åì ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà ((X1 ×X2)×X3 = X1 × (X2 ×X3)), íî íå êîììó-
òàòèâíà: åñëè X1 6= X2, òî X1×X2 6= X2×X1. Îäíàêî, X1×X2 ãîìåîìîðôíî X2×X1

ïðè ãîìåîìîðôèçìå ϕ(x, y) = (y, x). (Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî ãîìåîìîðôèçì!)
Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ òîæå îïðåäåëåíî, íî òðåáóåò îò-

äåëüíîãî îáñóæäåíèÿ. Ìû ê ýòîìó âåðíåìñÿ.

∼ Ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîãî) f : X → Y íàçûâàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Γf = {(x, f(x))} ⊂ X × Y .

- Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî ⇔ ïðîåêöèÿ p1|Γf � ãîìåîìîðôèçì Γf è X.

Çàìåòèì, ÷òî f = p2(p1|Γf )−1. Îáîçíà÷èì (p1|Γf )−1 ÷åðåç s.
⇐ : Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî s : U → Γf , ãäå U � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ f , íåïðå-

ðûâíî. Íî f = p2s.
⇒ : Òàê êàê p1 íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà Γf , íóæíî òîëüêî ïîêàçàòü,

÷òî s íåïðåðûâíî.
Ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè s(x) íà ãðàôèêå åñòü ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàôèêîì îêðåñò-

íîñòè s(x) îòíîñèòåëüíî X ×Y , êîòîðóþ ìîæíî âçÿòü èç áàçû, ò.å. â âèäå U ×V , ãäå
U(x) �îêðåñòíîñòü â X, à V (f(x)) � â Y .

Ïî óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè f , äëÿ äàííîé îêðåñòíîñòè V (f(x)) ⊂ Y ìîæíî íàéòè
òàêóþ îêðåñòíîñòü U ′(x), ÷òî f(U ′) ⊂ V . Òîãäà s(U∩U ′) ëåæèò âî âçÿòîé îêðåñòíîñòè
U × V è, çíà÷èò, â äàííîé îêðåñòíîñòè s(x) â ãðàôèêå f . �

-=-=-=-

Ïëîòíîñòü è ñåïàðàáåëüíîñòü

∼ Ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå X, åñëè
Ā = X, ò. å. êàæäàÿ òî÷êà X åñòü òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ A.

(Â ÷àñòíîñòè, A ñîäåðæèò âñå èçîëèðîâàííûå òî÷êè X.)
∼ Ïîäïðîñòðàíñòâî A íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â X, åñëè â êàæäîì îòêðû-

òîì ìíîæåñòâå â X ñîäåðæèòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, íå ïåðåñåêàþùåå A, èíà÷å
ãîâîðÿ, IntA = ∅ (èëè A = FrA).

- Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî âñþäó ïëîòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äîïîëíèòåëüíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íèãäå íå ïëîòíî.

Çàìûêàíèå íèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà òàêæå íèãäå íå ïëîòíî.
� Îòêðûòîå ìíîæåñòâî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ A íå ïåðåñåêàåòñÿ è ñ Ā. �

∼ Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè ïðîñòðàíñòâî èìååò ñ÷åòíîå
âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî.

(¾Ñåïàðàáåëüíîå¿ îçíà÷àåò �îòäåëèìîå�, íî ýòî ñëîâî çäåñü íå óïîòðåáëÿþò, èç-çà
ïóòàíèöû ñ T2-ïðîñòðàíñòâàìè, êîòîðûå òàêæå èíîãäà íàçûâàþò îòäåëèìûìè.)

- Ïðîñòðàíñòâî ñî âòîðîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè ñåïàðàáåëüíî.
≈ Âñå ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñåïàðàáåëüíû.
� Ìíîæåñòâî òî÷åê ñî âñåìè ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè c÷åòíî è ïëîòíî. �
- Â ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå äèçúþíêòíàÿ ñèñòåìà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå

áîëåå, ÷åì ñ÷åòíà.
� Â êàæäîì ìíîæåñòâå âîçüìåì ïî òî÷êå èç ñ÷åòíîãî ïëîòíîãî ìíîæåñòâà. Ýòè

òî÷êè ïîïàðíî ðàçëè÷íû. �

{Äèçúþíêòíàÿ ñèñòåìà � ýòî ñèñòåìà ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.}

≈ Äâå àêñèîìû ñ÷åòíîñòè è ñåïàðàáåëüíîñòü � ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ.
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- Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y, Y = f(X), ñîõðàíÿåò ïëîòíîñòü ïîäìíî-
æåñòâà è ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

� Ïóñòü X = Ā. Òîãäà f(X) ⊃ f(A) ⊃ f(Ā) = f(X). �
-=-=-=-

Ïîêðûòèÿ. Ëîêàëüíî êîíå÷íûå è ôóíäàìåíòàëüíûå ïîêðûòèÿ

∼ Ñèñòåìà U = {Uα} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X åñòü åãî ïîêðûòèå (èëè ïîêðû-
âàåò X), åñëè X =

⋃
α Uα: îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ X.

Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, ãîâîðÿò, ÷òî ïîêðûòèå ñîîòâ.
êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî. Åñëè ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ îòêðûòûå èëè ñîîòâ. çàìêíóòûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà X, ïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì èëè çàìêíóòûì.
∼ Ïîêðûòèå V âïèñàíî â ïîêðûòèå U , åñëè êàæäûé ýëåìåíò V ëåæèò â íåêîòîðîì

ýëåìåíòå èç U .
- Âî âñÿêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ìîæíî âïèñàòü ïîêðûòèå ýëåìåíòàìè áàçû.
∼ Ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà

X èìååò îêðåñòíîñòü, ïåðåñåêàþùóþñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ïîêðû-
òèÿ.
∼ Ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì, åñëè ïîäìíîæåñòâî

X òîãäà è òîëüêî òîãäà îòêðûòî, êîãäà åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ïîêðû-
òèÿ îòêðûòî (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè). ßñíî, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå
ôóíäàìåíòàëüíî.

- Ëîêàëüíî êîíå÷íîå (â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîå) ïîêðûòèå çàìêíóòûìè
ìíîæåñòâàìè ôóíäàìåíòàëüíî.

� Ïóñòü {Fα} çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà X, îáðàçóþùèå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïî-
êðûòèå X, è ïóñòü H ⊂ X òàêîå ïîäìíîæåñòâî, ÷òî êàæäîå ïåðåñå÷åíèå H ∩ Fα
îòêðûòî îòíîñèòåëüíî Fα. Ïîêàæåì, ÷òî H îòêðûòî. Ïóñòü x ∈ H.

Äîïóñòèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü V (x) ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ
äâóìÿ ìíîæåñòâàìè F1 è F2, ïðè÷åì x ∈ F1 ∩ F2.

Ïóñòü U1 è U2 � îêðåñòíîñòè x â X òàêèå, ÷òî U1∩F1 = H ∩F1 è U2∩F2 = H ∩F2.
Ìíîæåñòâî W = U1 ∩ U2 ∩ V åñòü îêðåñòíîñòü x, ëåæàùàÿ â V ⊂ F1 ∪ F2.

W ∩ Fi ⊂ Ui ∩ Fi = H ∩ Fi ⊂ H, äëÿ i = 1 è 2.
Íî V ⊂ F1 ∪ F2, è x ∈ W = W ∩ V ⊂ W ∩ (F1 ∪ F2) = (W ∩ F1) ∪ (W ∩ F2) ⊂ H. �

Ïîêðûòèå ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê â R òî÷êàìè íå ôóíäàìåíòàëüíî, õîòÿ
-Ïîêðûòèå îòðåçêà âñåìè ñ÷åòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ôóíäàìåíòàëüíî.

- Åñëè ïîêðûòèå U ïðîñòðàíñòâà X ôóíäàìåíòàëüíî, òî îòîáðàæåíèå f : X → Y
íåïðåðûâíî ⇔ íåïðåðûâíî îãðàíè÷åíèå f íà êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî ïîêðûòèÿ.

-=-=-=-=-=-

2. ÌÅÒÐÈÊÀ
-=-=-=-

Òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñòðóêòóðàìè. Íàïðè-
ìåð ïîðÿäêîâîé, êîãäà çà áàçó ïðèíèìàþòñÿ èíòåðâàëû. Íî îñîáåííî âàæíà ìåòðè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ê êîòîðîé ìû ïåðåõîäèì.

Ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå. Òîïîëîãèÿ, ïîðîæäàåìàÿ ìåòðèêîé

∼ Ðàññòîÿíèåì èëè ìåòðèêîé â ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ d : X×X →
R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì ìåòðèêè:

a) ∀x : d(x, x) = 0;

9



b) ∀ (x, y) : d(x, y) = d(y, x);
c) ∀ (x, y, z) : d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).

∼ Ìíîæåñòâî X ñ ìåòðèêîé d íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì , êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ (X, d) (èëè ïðîñòî X).
∼ Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X îãðàíè÷åíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî a d(x, y) < a.
∼ Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàñëåäóåò ìåòðèêó èç X

è íàçûâàåòñÿ (ìåòðè÷åñêèì) ïîäïðîñòðàíñòâîì â X.
∼ Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x0

íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ X, äëÿ êîòîðûõ d(x, x0) ≤ r. Îòêðûòûì øàðîì
èëè r-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {y; d(x0, y) < r}.
∼Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) ïîðîæäàåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (X, Td)

ïîñðåäñòâîì ïñåâäîáàçèñà îòêðûòûõ øàðîâ. Ïðîâåðüòå!
- Îòêðûòûå øàðû � áàçèñ ïîëó÷èâøåéñÿ òîïîëîãèè Td â X. Ïðîâåðüòå!
- Åñëè íà ìíîæåñòâå X çàäàíû òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà T è ìåòðèêà

d, òî
Ñòðóêòóðà T ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé Td, ïîðîæäåííîé ìåòðèêîé ⇔

Êàæäàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè ñîäåðæèò ìåòðè÷å-
ñêóþ îêðåñòíîñòü (øàð ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå), è íàîáîðîò, êàæäûé øàð
ñîäåðæèò òîïîëîãè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü êàæäîé ñâîåé òî÷êè.

∼ X íàçûâàåòñÿ ìåòðèçóåìûì, åñëè íà X åñòü ìåòðèêà d òàêàÿ, ÷òî T = Td.
- Òîïîëîãèè, ïîðîæäåííûå íà X äâóìÿ ìåòðèêàìè, ñîâïàäàþò ⇔ Êàæäàÿ òî÷êà

îòêðûòîãî øàðà B1 îäíîé ìåòðèêè èìååò â B1 îêðåñòíîñòü B2 äðóãîé ìåòðèêè.
∼ Â ýòîì ñëó÷àå îíè íàçûâàþòñÿ (òîïîëîãè÷åñêè) ýêâèâàëåíòíûìè.
≈ Ñòàíäàðòíàÿ (¾ïèôàãîðîâà¿) ìåòðèêà â Rn � d(x, y) =

√∑n
i=1(xi − yi)2 � çàäàåò

ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãèþ, êîòîðóþ ìîæíî çàäàòü è ìåòðèêîé
∑n

i=1 |xi − yi|.
- Ôóíêöèÿ ìåòðèêè d(x,y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

� d(x′, y′) < 2δ+d(x, y), åñëè d(x, x′) < δ è d(y, y′) < δ. Çíà÷èò |d(x y)−d(x′, y′)| < 2δ.�

∼ Ðàññòîÿíèå D(x0, A) òî÷êè x0 äî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X îïðåäåëÿåòñÿ êàê
inf(d(x0, x)), ∀x ∈ A;

ðàññòîÿíèåD(A,B) ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B � êàê inf(x,y)(d(x, y)), x ∈ A, y ∈ B.
D(x,A) > 0, åñëè x 6∈ A è A çàìêíóòî.
� Åñëè x ïðåäåëüíàÿ, òî D(x,A) = 0, íî åñëè A çàìêíóòî, òî x ∈ A. �
- Ôóíêöèÿ DA(x) = D(x,A) íåïðåðûâíà ïî x.

= D(A,B) íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ è äàæå íà ìíî-
æåñòâå âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ: íå âûïîëíåíà àêñèîìà òðåóãîëüíèêà.

- Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà èìåþò âàæíûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà:
* îíè õàóñäîðôîâû (òî÷êè ðàçäåëåíû øàðàìè, ðàäèóñû êîòîðûõ ìåíüøå ïîëîâè-

íû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè),
* â íèõ âûïîëíåíà ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè (øàðû ðàäèóñà 1/n),
* ìåòðè÷åñêèå ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò ñ÷åòíóþ áàçó, ñîñòî-

ÿùóþ èç îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíûõ ëîêàëüíûõ áàç òî÷åê ñ÷åòíîãî ïëîòíîãî ìíîæåñòâà.
- Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ

äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàâíû, çàìêíóòî.
� Äîïîëíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà,

â êàæäîì èç êîòîðûõ îäíà ôóíêöèÿ áîëüøå äðóãîé. �
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî èç äâóõ çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-

ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàññòîÿíèå êîòî-
ðûõ äî íåãî ìåíüøå, ÷åì äî äðóãîãî, îòêðûòî. Òàêèì îáðàçîì,
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çàìêíóòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà îòäåëèìû íåïåðåñåêàþ-
ùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè.

Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, ìû ê íåìó âåðíåìñÿ
äàëüøå ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ.

-=-=-=-

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîëíîòà

∼ Áëàãîäàðÿ ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M ìîæ-
íî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì ε-
îêðåñòíîñòè, êàê â êóðñå àíàëèçà.

- Äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êè x0 ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ M èìåþòñÿ íåòðèâè-
àëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai 6= a0 òî÷åê A, ïðåäåëîì êîòîðûõ îíà ÿâëÿåòñÿ.

- Îòîáðàæåíèå f îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå íåïðåðûâíî (â ñìûñ-
ëå òîïîëîãèè) ⇔ f ïåðåâîäèò ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñõîäÿùèåñÿ.
∼ Ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå è èçâåñòíîå èç êóðñà àíàëèçà îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ

ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè).
∼ Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì .
- Î÷åâèäíî, çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëíî.

- Òåîðåìà 1. Â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåñå÷åíèå óáûâàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Ai ⊃ Ai+1, äèàìåòðû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ, ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

� Âîçüìåì ai ∈ Ai, ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}. �

- Òåîðåìà 2. Ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X âñþäó ïëîòíî â X.

� Çàíóìåðóåì äàííóþ ñèñòåìó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ: Un, è ïóñòü äàíî åùå îäíî
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî W .

Ñòðîèì ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé Vn òàê, ÷òî Vn ⊂ (
⋂

1≤i≤n
Ui)∩W ,

êàæäàÿ Vn ñ çàìûêàíèåì ëåæèò â Vn−1 è äèàìåòðû Vn ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
Ïî òåîðåìå 1,

⋂
1≤i<∞

Vi ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, è îíà ëåæèò â (
⋂

1≤i<∞
Ui) ∩W . �

∼ Ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà Gδ, à îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ �
ìíîæåñòâîì òèïà Fσ. Èçâåñòíî, ÷òî âñþäó ïëîòíîå Gδ-ìíîæåñòâî â ïîëíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñàìî èìååò ïîëíóþ ìåòðèêó (íàïðèìåð, ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.)

- Ïåðåõîäÿ ê äîïîëíåíèÿì, èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì:
Òåîðåìà 3. Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íå ìîæåò áûòü ïîêðûòî

ñ÷åòíîé ñèñòåìîé çàìêíóòûõ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.
≈Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå ïîëíî íè â êàêîé ìåòðèêå, ò.ê. îíî � ñ÷åòíîå

îáúåäèíåíèå ñâîèõ òî÷åê, íî îíî ïëîòíî íà îòðåçêå. ÀGδ-ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ïîëíî (íî íå â ñâîåé ñòàíäàðòíîé ìåòðèêå!) è îíî íå åñòü ñóììà ñ÷åòíîãî ÷èñëà
íèãäå íå ïëîòíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ìåòðèêà, â êîòîðîé ýòî ïðîñòðàíñòâî
ïîëíî, ïðåäñòàâëåíà ó Àëåêñàíäðîâà (ãëàâà 4, �6, ñòð. 154-5). Ñ ýòîé ìåòðèêîé îíî
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Áýðà.

-=-=-=-

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

∼ Äàäèì ñíà÷àëà îáùåå îïðåäåëåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏

α∈M Xα òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèíàäëåæàùåå À.Í. Òèõîíîâó. Ìíîæåñòâî M , êîòîðûì èí-
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äåêñèðîâàíû ïðîñòðàíñòâà-ñîìíîæèòåëè, ìîæåò èìåòü ëþáóþ ìîùíîñòü. Òî÷êàìè
ïðîñòðàíñòâà-ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç íàáîðîâ {xα} � ïî îä-
íîé òî÷êå xα èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Xα.

{Çäåñü âîçíèêàåò ëîãè÷åñêàÿ òðóäíîñòü: ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ íàáîðîâ ïðèõîäò-

ñÿ îïðàâäûâàòü ñïåöèàëüíîé àêñèîìîé òåîðèè ìíîæåñòâ � ¾àêñèîìîé âûáîðà¿ (ñó-

ùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà, êîòîðîå ñ êàæäûì Xα ïåðåñåêàåòñÿ ïî îäíîé òî÷êå), äëÿ

íåå äîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü îò äðóãèõ àêñèîì � îíà íå ïðîòèâîðå÷èò, íî è íå âû-

âîäèòñÿ èç äðóãèõ àêñèîì..}

Ïñåâäîáàçèñîì òîïîëîãèè â
∏

α∈M Xα ñëóæàò ïîäìíîæåñòâà, ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ çàìåíîé â ïðîèçâåäåíèè

∏
α∈M Xα îäíîãî ñîìíîæèòåëÿ åãî îòêðû-

òûì ïîäìíîæåñòâîì.
Çäåñü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ M ìîæåò èìåòü ëþáóþ ìîùíîñòü. Íî ìû äàëüøå ðàñ-

ñìàòðèâàåì òîëüêî ñ÷åòíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå èìååòñÿ äâà îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ (çàäàí-
íîé íåïîñðåäñòâåííî óêàçàíèåì áàçû è èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé), è íóæíî ïðîâå-
ðèòü èõ ñîãëàñîâàííîñòü:
∼ Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì T =

∏
i Xi (ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) òî-

ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ Xi (ò.å.
ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xi}, xi ∈ Xi), â êîòîðîì òîïîëîãèÿ ââîäèòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ïðåäáàçû, ñîñòîÿùåé èç ïîäìíîæåñòâ T, ïîëó÷àþùèõñÿ çàìåíîé â T îäíîãî
èç ñîìíîæèòåëåé Xi îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â ýòîì ñîìíîæèòåëå.

Áàçîé ñëóæàò ïîäìíîæåñòâà, ïîëó÷àþùèåñÿ çàìåíîé êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîìíîæè-
òåëåé èõ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè, êîòîðûå ìîæíî áðàòü èç áàçû â ñîìíîæèòåëå.

(Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå óäîâëåòâîðÿåò êàòåãîðíîìó òðåáîâàíèþ: ïðîåêöèè
íà ñîìíîæèòåëè áóäóò àâòîìàòè÷åñêè íåïðåðûâíûìè.)

Íàïðèìåð, â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè n îòðåçêîâ áàçîé áóäåò ñèñòåìà ïðîèçâåäåíèé
èíòåðâàëîâ, ò.å. îòêðûòûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

∼ Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì M ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Xi, di) íàçû-

âàåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ Xi ñ ìåòðèêîé: d(x, y) =
∑

1
m2

dm(xm, ym)
1+dm(xm,ym)

.
- Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ x

1+x
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü àê-

ñèîìó òðåóãîëüíèêà: îáîçíà÷èì êîîðäèíàòíûå ðàññòîÿíèÿ
a = dm(xm, ym), b = dm(ym, zm), c = dm(zm, xm), òîãäà

a

1 + a
+

b

1 + b
=

a+ b+ 2ab

1 + (a+ b) + ab
>

a+ b+ ab

1 + (a+ b) + ab
>

a+ b

1 + (a+ b)
>

c

1 + c
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïîêîîðäèíàòíî, îòñþäà ñëåäóåò åãî âûïîëíåíèå äëÿ M .
- Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî â êàæäîé òîïîëîãè÷åñêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîèçâå-

äåíèÿ ëåæèò ìåòðè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü, è â êàæäîé ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãè÷åñêàÿ.
Íàì óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå π2

6
â ðÿä: π

2

6
=
∑∞

1
1
k2

(Ôèõòåíãîëüö, 1966,
òîì III, ï.690, ñòð. 451). (Èç ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî ââåäåííàÿ íàìè
ìåòðèêà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îãðàíè÷åíà.)

� Äëÿ äàííîãî ε > 0 âîçüìåì n òàê, ÷òîáû
∑∞

n+1
1
k2
< ε

2
. Âîçüìåì ìåòðè÷åñêèå

îêðåñòíîñòè Uk = U(xk,
3ε
k2

) â ïðîñòðàíñòâàõ-ñîìíîæèòåëÿõ Xk.
Ïóñòü V (x) òîïîëîãè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè {xk} ñ óñëîâèåì x′k ∈ Uk, k ≤ n,

äëÿ x′ ∈ V (x) (â ñîìíîæèòåëÿõ ìåòðèêà ñîãëàñîâàíà ñ òîïîëîãèåé).
Òîãäà d(x, x′) =

∑n
1 +
∑∞

n+1 ≤
3ε
π2

∑n
1

1
k2

+ ε
2
< 3ε

π2 · π
2

6
+ ε

2
= ε, ò.å. V (x) ⊂ U(x, ε).
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Îáðàòíî. Ïóñòüòîïîëîãè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü V (x) îïðåäåëåíà óñëîâèåì, ÷òî êîîð-
äèíàòíûå ïðîåêöèè x′ki , 1 ≤ i ≤ s, åå òî÷åê x′ ëåæàò â îêðåñòíîñòÿõ Uki = U(xki , εki).

Ïîëîæèì ε = min
[

1
k2i

εki
1+εki

]
, 1 ≤ i ≤ s.

Åñëè òî÷êà x′ ëåæèò â ìåòðè÷åñêîé îêðåñòíîñòè U(x, ε), òî d(x, x′) < ε, ò.å.
1
k2i

d(xki ,x
′
ki

)

1+d(xki ,x
′
ki

)
< ε < 1

k2i

εki
1+εki

, è x′ ∈ V (x). �

-=-=-=-

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è ãèëüáåðòîâ êóá I∞

≈ Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H åñòü âàæíåéøèé ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â àíàëèçå ýòî îäíî èç îñíîâíûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ
(= âåêòîðíûõ) ïðîñòðàíñòâ, íî íàì âàæíû åãî òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Îäíî èç îïðåäåëåíèé H ñëåäóþùåå. Òî÷êàìè H ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñî ñõîäÿùåéñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ. Ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ �ïî
Ïèôàãîðó� êàê êâàäðàòíûé êîðåíü èç (áåñêîíå÷íîé) ñóììû êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé
êîîðäèíàò. (H ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì íàçûâàåòñÿ â àíàëèçå ïðîñòðàíñòâîì l2).

Àêñèîìà òðåóãîëüíèêà äîêàçûâàåòñÿ èçâåñòíûì èç êóðñà àíàëèçà ñïîñîáîì ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìóëû Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Ïîëíîòà ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ïðîåêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íà êàæäóþ îñü
áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé, ïîëó÷åííàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò H (áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó
Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî) è, î÷åâèäíî, áóäåò ïðåäåëîì äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

- Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî, çíà÷èò, èìååò ñ÷åòíóþ áàçó.

≈ Ãèëüáåðòîâ êóá (ïàðàëëåëåïèïåä, êèðïè÷) I∞.
Ìíîæåñòâî òî÷åê â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì

k ëåæèò â îòðåçêå [0, 1
2k

] íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì êóáîì I∞ (÷àùå êèðïè÷åì
èëè ðåæå ïàðàëëåëåïèïåäîì, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïî íîìåðó ñòîðîíà âäâîå
ìåíüøå ïðåäûäóùåé, êàê ó êèðïè÷à).

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè, ó êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû íóëåâûå, íà÷èíàÿ ñ (n + 1)-îé,
îáðàçóþò n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ïðè÷åì åãî 1

2n
-îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò âåñü I∞.

Ïîçæå ìû óâèäèì, ÷òî ãèëüáåðòîâ êóá êîìïàêòåí è èìååò äðóãèå âàæíûå ñâîéñòâà.

Òîïîëîãèÿ â I∞ áûëà çàäàíà ãèëüáåðòîâîé ìåòðèêîé dh, îòëè÷íîé îò ìåòðèêè
dp ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñîãëàñîâàííîé, êàê ïîêàçàíî íà ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå, ñ
òîïîëîãèåé Tp ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ: Tdp = Tp. Îêàçûâàåòñÿ, dh òîæå ñîãëàñîâàíà ñ
Tp, ò.å. Tdh = Tp, çíà÷èò, ìåòðèêè ýêâèâàëåíòíû (Tdh = Tdp):

- I∞ åñòü ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ : I∞ =
∏∞

i=1 [0,
1
2i
] =

∏
Ii.

� Ïðåäñòàâèì I∞ äëÿ äàííîãî n êàê In× I∞−n, ãäå In = I1× · · · × In, Ii = [0, 1
2i
] è

I∞−n � ïðîèçâåäåíèå îñòàëüíûõ îòðåçêîâ. Ñîîòâåòñòâåííî òî÷êà x = {xi} ∈ I∞ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê (xn, x∞−n), xn = (x1, . . . , xn) ∈ In, x∞−n = (xn+1, xn+2, . . . ) ∈ I∞−n.
Çàìåòèì, ÷òî limn→∞ diam I∞−n = 0.

Âîçüìåì òîïîëîãè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x ∈ I∞, x = {xi}, èç áàçû Tp
(ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ), ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî n, U = U1 × · · · × Un × I∞−n, ãäå Ui �
èíòåðâàëû â Ii (åñëè xi = 0 èëè 1, òî áåðåì ïîëóèíòåðâàë); âîçìîæíî, Ui = Ii. Ïóñòü
ε = min εi, ãäå εi-îêðåñòíîñòü xi ëåæèò â Ui. Ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî diam I∞−n < ε/2.
Â òàêîì ñëó÷àå ε/2-îêðåñòíîñòü òî÷êè x (âçÿòàÿ â ìåòðèêå dh) ëåæèò â U . (Åñëè
ñóììà êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé ìåíüøå a2, òî ìîäóëü êàæäîé ðàçíîñòè ìåíüøå a).

Ïóñòü V � ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x = {xi} ∈ I∞ â ìåòðèêå dh. Âîçüìåì n ñòîëü
áîëüøèì, ÷òî äèàìåòð I∞−n ìåíüøå ε/2. Äëÿ êàæäîãî Ii âîçüìåì èíòåðâàë Ui ñ
öåíòðîì â xi (åñëè xi = 0 èëè 1, òî áåðåì ïîëóèíòåðâàë) ñòîëü ìàëûé, ÷òî äèàìåòð
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ïàðàëëåëëåïèïåäà U1×· · ·×Un ìåíüøå ε/2. Òîãäà U1×· · ·×Un×I∞−n åñòü îêðåñòíîñòü
èç áàçèñà Tp, êîòîðàÿ ëåæèò â V . �

= (Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî òîïîëîãè÷åñêè ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ ñ÷åòíî-
ãî ÷èñëà ïðÿìûõ, íî ýòî òðóäíàÿ òåîðåìà, âûñêàçàííàÿ êàê ãèïîòåçà îäíèì èç îñíî-
âàòåëåé îáùåé òîïîëîãèè Ôðåøå â íà÷àëå XX-ãî âåêà, è äîêàçàííàÿ àìåðèêàíñêèì
òîïîëîãîì Ð. Àíäåðñîíîì: R.D. Anderson. Bulletin AMS, 72, 1966, p.515-519)

-=-=-=-=-=-

3. ÑÂßÇÍÎÑÒÜ
-=-=-=-

Îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè

∼ Ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, åñëè åãî íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà.
((Ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X íà ïîäìíîæåñòâà Aα íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå X â âèäå

îáúåäèíåíèÿ
⋃
αAα, ãäå Aα ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ïóñòû.))

- Ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñâîéñòâîì. Áîëåå òîãî:
Íåïðåðûâíûé îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ñâÿçåí.
� Åñëè îáðàç ðàçáèò íà äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà, òî ïðîîáðàç ðàçáèò íà èõ

ïðîîáðàçû, êîòîðûå îòêðûòû. �
-=-=-=-

Êîìïîíåíòû. Âïîëíå íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà. Èíòåðâàëû â R
- Äîáàâëåíèå ïðåäåëüíûõ òî÷åê ê ñâÿçíîìó ìíîæåñòâó íå íàðóøàåò ñâÿçíîñòè.

- Åñëè ìíîæåñòâî ñâÿçíî, òî åãî çàìûêàíèå òàêæå ñâÿçíî. Äîêàæèòå!
- Åñëè ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò îáùóþ ïðåäåëü-

íóþ òî÷êó, òî èõ îáúåäèíåíèå ñâÿçíî.

- Åñëè äâà ñâÿçíûõ ìíîæåñòâà èìåþò îáùóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó, êîòî-
ðàÿ ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç íèõ, òî îáúåäèíåíèå ñâÿçíî.

� Ïóñòü òî÷êà x0 ïðåäåëüíàÿ äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ A1, A2 è x0 ∈ A1. Ïóñòü
M = A1∪A2 = U1∪U2, ãäå Ui îòêðûòû â M è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ
Ai ëåæèò öåëèêîì â îäíîì èç ìíîæåñòâ Uj.

Äîïóñòèì, x0 ∈ U1, òîãäà òàêæå A1 ⊂ U1, çíà÷èò, A2 ⊂ U2. Íî òîãäà x0 íå åñòü
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ A2. �

∼ Â ïðîñòðàíñòâå X ðàññìîòðèì âñå ñâÿçíûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà, ñîäåð-
æàùèå äàííóþ òî÷êó x0. Èõ îáúåäèíåíèå ñâÿçíî è çàìêíóòî. Ïðèíàäëåæíîñòü äâóõ
òî÷åê ê îäíîìó ñâÿçíîìó ïîäìíîæåñòâó îêàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
X ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ. Èõ
íàçûâàþò êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè èëè ïðîñòî êîìïîíåíòàìè ïðîñòðàíñòâà X.

≈ Êîìïîíåíòàìè äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ òî÷êè. Êîìïî-
íåíòàìè ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà ïðÿìîé èëè èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàê-
æå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè.

∼ Ïðîñòðàíñòâà, êîìïîíåíòû êîòîðûõ � òî÷êè, íàçûâàþòñÿ âïîëíå íåñâÿçíûìè.
Â Rn, íàïðèìåð, òàêîâû ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà èëè ìíîæåñòâî òî÷åê, ó êîòîðûõ âñå
êîîðäèíàòû èððàöèîíàëüíû. Áîëåå èíòåðåñíûå ïðèìåðû ðàññìîòðåíû äàëüøå.

- Êîìïîíåíòû îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ îòêðûòû (ñì. ñëå-
äóùèé ðàçäåë); ò.å. îíè ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè.

(Òàêèå ïîäìíîæåñòâà èíîãäà íàçûâàþò îáëàñòÿìè).
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≈ Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà � èíòåðâàëû .
∼ Èíòåðâàë X â R ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë ìåæäó äâóìÿ äàííûìè, a è b,

¾êîíöàìè¿ X, ñ âîçìîæíûì âêëþ÷åíèåì â X îäíîãî èëè îáîèõ êîíöîâ, ïðè÷åì âîç-
ìîæíî, ÷òî a = −∞ è/èëè b = +∞. Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî a = b, ò.å. òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ
èíòåðâàëàìè.

(Ýòî îïðåäåëåíèå ïåðåíîñèòñÿ íà ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ñ òðàíçèòèâ-
íûì è íåñèììåòðè÷íûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà.)

Íà ïðÿìîé âìåñòå ñ ∅ (ïóñòûì èíòåðâàëîì) âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 11 òèïîâ: êîíå÷íûå
(çàìêíóòûå � îòðåçêè, òî÷êè, îòêðûòûå, ïîëóîòêðûòûå âïðàâî è âëåâî) è áåñêîíå÷-
íûå (âñÿ ïðÿìàÿ è ëó÷è, çàìêíóòûå è îòêðûòûå, âïðàâî è âëåâî).

Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äåäåêèíäîâà ñå÷åíèÿ â R.
Äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå M � ýòî ðàçáèåíèå M íà äâà

íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà A è B òàê, ÷òî âñå ýëåìåíòû A ìåíüøå âñåõ ýëåìåíòîâ B.
Ïî Äåäåêèíäó, ñå÷åíèå â R çàäàåò ÷èñëî c, ðàâíîå èëè max

x∈A
x, èëè min

x∈B
x.

(Äåäåêèíä îïðåäåëÿåò âåùåñòâåííûå ÷èñëà êàê ñå÷åíèÿ â îáëàñòè Q ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî � ýòî ñå÷åíèå â Q, â êîòîðîì íåò ìàêñèìàëüíîãî
ýëåìåíòà ó íèæíåãî êëàññà è ìèíèìàëüíîãî ó âåðõíåãî. Íàïðèìåð, B : {x}, x > 0 è
x2 > 2, A � îñòàëüíûå ÷èñëà.

� Ïóñòü X èíòåðâàë â R, è X = U1 ∪ U2, ãäå Ui îòêðûòû â X è íå ïåðåñåêàþòñÿ,
a ∈ U1, b ∈ U2, a < b, îòðåçîê [a, b] ⊂ X. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå, â êîòîðîì ê íèæíåìó
êëàññó (A) îòíåñåì ÷èñëà ìåíüøèå b è îòäåëåííûå îò b êàêîé-ëèáî òî÷êîé U1, à ê
âåðõíåìó (B) îñòàëüíûå. Îáà êëàññà íå ïóñòû, ÷èñëà íèæíåãî ìåíüøå ÷èñåë âåðõíåãî.

Ñîãëàñíî äåäåêèíäîâó îïðåäåëåíèþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, èìååòñÿ ÷èñëî c, êîòî-
ðîå íå ìåíüøå âñåõ ÷èñåë A è íå áîëüøå âñåõ ÷èñåë B. ßñíî, ÷òî a ≤ c ≤ b, c ∈ X,
ïðè÷åì (c, b) ⊂ B.

Íî òàêîå ÷èñëî íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íè ê U1, íè ê U2: c /∈ U1, ò.ê. èíà÷å
èìåþòñÿ òî÷êè A áîëüøèå c, è c /∈ U2, ò.ê. òîãäà âáëèçè îò c íåò òî÷åê A.

Îáðàòíî. Åñëè X ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî R, îíî ñîäåðæèò ñ êàæäîé ïàðîé ñâîèõ
òî÷åê a, b âåñü îòðåçîê [a, b], èíà÷å òî÷êà c ∈ [a, b], íå ëåæàùàÿ â X, ðàçîáúåò X íà
äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà òî÷åê áîëüøå è òî÷åê ìåíüøå c.

ÅñëèX îãðàíè÷åíî ñíèçó, ïîñòðîèì äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå, îòíåñÿ ê íèæíåìó êëàñ-
ñó A òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ âñå ìåíüøèå íå ëåæàò â X. Òî÷êà a, îïðåäåëåííàÿ ñå÷åíèåì,
ñëóæèò íèæíåé ãðàíè÷íîé òî÷êîé äëÿ X: êàê óãîäíî áëèçêî îò íåå åñòü òî÷êè X.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì âåðõíþþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó b, åñëèX îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ñàìè
òî÷êè a è b ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü X, íî âåñü èíòåðâàë ìåæäó íèìè ïðèíàäëåæèò
X, ò.ê. êàê óãîäíî áëèçêî ê a è ê b åñòü òî÷êè X, à âíå îòðåçêà [a, b] òî÷åê X íåò.

Â çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åííîñòè X è ïðèíàäëåæíîñòè ê X ãðàíè÷íûõ òî÷åê,
ïîëó÷èì âñå òèïû èíòåðâàëîâ. �

- Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå, íà-
ïðèìåð, èíòåðâàëå, èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â åå îáðàçå âåñü ëåæèò
â îáðàçå. (Äîêàæèòå! Ýòî � òåîðåìà Áîëüöàíî î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.)

-=-=-=-

Ïóòè. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü. sin1
x
. Ëîêàëüíàÿ ñâÿçíîñòü

∼ Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà â X íàçûâàåòñÿ ïóòåì â X (èíîãäà ïàðà-
ìåòðèçîâàííîé êðèâîé).
∼ Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ñî-

åäèíèìû ïóòåì â X (ò.å. ñëóæàò îáðàçàìè êîíöîâ îòðåçêà).
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- Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ Rn ñâÿçíî ⇔ U ëèíåéíî ñâÿçíî.
⇒ : Ïîäìíîæåñòâî V òî÷åê îòêðûòîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rn, äîñòèæèìûõ

ïóòåì èç òî÷êè a ∈ U , îòêðûòî (åñëè b äîñòèæèìà, òî è âñå òî÷êè èç ìàëîé ε-
îêðåñòíîñòè äîñòèæèìû) è çàìêíóòî (åñëè â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè b ∈ U èìåþòñÿ
äîñòèæèìûå òî÷êè, òî è b äîñòèæèìà). Ò.ê. U ñâÿçíî, U = V .
⇐ : Åñëè X = U1 ∪ U2, ãäå Ui îòêðûòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, à f : [0, 1] → X �

ïóòü â X, ïðè÷åì f(0) ∈ U1, f(1) ∈ U2, òî îòðåçîê [0, 1] ðàçáèò íà äâà îòêðûòûõ íå
ïåðåñåêàþùèæñÿ è íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà f−1(U1) è f−1(U2). �

- Ïîñëåäíåå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî, âîîáùå,
èç ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà âûòåêàåò åãî ñâÿçíîñòü.
Îáðàòíîå íåâåðíî.

≈ Ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì ñâÿçíîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ �ñèíóñîèäà� S, òî÷íåå:
Ãðàôèê ôóíêöèè sin 1/x, ê êîòîðîìó äîáàâëåí îòðåçîê [−1,+1] îñè îðäèíàò.

� S ñâÿçíî, ò.ê. òî÷êè âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ äâóõ
ïîëîâèí ãðàôèêà, à êàæäàÿ ïîëîâèíà ãîìåîìîðôíà ëó÷ó (îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ).

1.png

S íå ëèíåéíî ñâÿçíî: Ïóñòü â S èìååòñÿ ïóòü l, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó l(0) öåíòðàëü-
íîãî îòðåçêà ñ òî÷êîé l(1) íà ïðàâîé ÷àñòè ãðàôèêà. Ïîñòðîèì äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå
íà îòðåçêå [0, 1], îòíåñÿ ê âåðõíåìó êëàññó òî÷êè t îòðåçêà, äëÿ êîòîðûõ îòðåçêè [t, 1]
öåëèêîì îòîáðàæàþòñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ãðàôèêà. Òî÷êà t0, îïðåäåëåííàÿ ñå÷åíèåì,
îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó a íà öåíòðàëüíîì îòðåçêå.

Ðàññìàòðèâàÿ îòîáðàæåíèå l òîëüêî íà îòðåçêå [t0, 1], âîçüìåì ìàëóþ îêðåñòíîñòü
U òî÷êè a. Îíà ñîñòîèò èç èíòåðâàëà s íà öåíòðàëüíîì îòðåçêå è åùå áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïåðåñåêàþùèõñÿ äóã, ñòðåìÿùèõñÿ ê èíòåðâàëó s. Ïðîîáðàç U
îòêðûò â [t0, 1] è ñîäåðæèò ìàëûé ïîëóèíòåðâàë [t0, t1) ñî ñâÿçíûì îáðàçîì.

U ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà (îäíî � äóãà,
ñîäåðæàùàÿ l(t1), äðóãîå ìíîæåñòâî � âñå îñòàëüíîå � ñîäåðæèò a). Íî îáðàç [t0, t1] â
ýòîì ñëó÷àå åñòü ïóòü ñîåäèíÿþùèé òî÷êè èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ U , ÷òî íåâîçìîæíî. �

∼ Ëîêàëüíî ñâÿçíûì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò
ñêîëü óãîäíî ìàëóþ ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü (ò.å. â êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè åñòü
ìåíüøàÿ ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì).
∼ Ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, â êàæäîé îêðåñòíîñòè

êàæäîé òî÷êè êîòîðîãî íàéäåòñÿ ìåíüøàÿ îêðåñòíîñòü, ëþáûå äâå òî÷êè êîòîðîé
ñîåäèíèìû ïóòåì â äàííîé áîëüøåé îêðåñòíîñòè.
≈ ¾Ñèíóñîèäà¿ S íå èìååò ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ â òî÷êàõ âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû èõ èìååò ëþáîé íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà (ñì. äàëüøå, ñòð.26).

-=-=-=-=-=-
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4. ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÜ

-=-=-=-

∼ Îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòíîñòè

I. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè êàæäîå åãî îòêðûòîå
ïîêðûòèå èìååò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

- Äâå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè:
II. êàæäîå îòêðûòîå ïîêðûòèå èìååò âïèñàííîå êîíå÷íîå îòêðûòîå ïî-

êðûòèå;
III. êàæäîå îòêðûòîå ïîêðûòèå èìååò âïèñàííîå êîíå÷íîå ïîêðûòèå

ýëåìåíòàìè áàçû.
- Ïåðåõîäÿ ê äîïîëíåíèÿì, ïîëó÷àåì õàðàêòåðèçàöèþ êîìïàêòíîñòè â òåðìèíàõ

çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ (îñíîâûâàÿñü íà òîì, ÷òî íåïóñòîòà ïåðåñå÷åíèÿ ñèñòåìû
ìíîæåñòâ îçíà÷àåò ïîêðûòèå X ñèñòåìîé äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæåñòâ).

Ââåäåì ïîíÿòèå öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ:
∼ Ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííîé, åñëè êàæ-

äàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

- I. Ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî ⇔ IV. Êàæäàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
⇐ Îò ïðîòèâíîãî: åñëè êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå ïî-

êðûâàþò X, òî ïåðåñå÷åíèÿ êîíå÷íûõ ïîäñèñòåì ñèñòåìû äîïîëíèòåëüíûõ ïîäìíî-
æåñòâ íå ïóñòû, òîãäà ñèñòåìà öåíòðèðîâàíà è èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, çíà÷èò,
äàííàÿ ñèñòåìà íå ïîêðûâàåò X.
⇒: Åñëè äàííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî ñè-

ñòåìà äîïîëíèòåëüíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò ïîêðûòèå, è åñëè íåêîòîðûå åå
êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû ïîêðûâàþò X, çíà÷èò, äàííàÿ ñèñòåìà íå öåíòðèðîâàíà. �

- Êîìïàêòíîñòü ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, òîïîëîãè÷åñêèì ñâîéñòâîì. Áîëåå òîãî:

- Îáðàç íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòåí.

� Ïóñòü f : X → Y íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà
X, f(X) = Y è {Uα} îòêðûòîå ïîêðûòèå Y . Òîãäà Vα = f−1(Uα) îòêðûòîå ïîêðûòèå
X, èç êîòîðîãî ïî óñëîâèþ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå {V1, . . . , Vk. Òîãäà
Ui = f(Vi) îáðàçóþò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå äàííîãî ïîêðûòèÿ Y . �

-=-=-=-

Ñâîéñòâà êîìïàêòíîñòè. Ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ

- Çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíû.
� Ê äàííîìó ïîêðûòèþ çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X äîñòàòî÷íî ïðèñîåäè-

íèòü äîïîëíåíèå CA = X \ A. �
-Â õàóñäîðôîâîì êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíó-

òûå ïîäìíîæåñòâà îòäåëèìû íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè.

� Äëÿ a ∈ A è b ∈ B íàéäåì Uab 3 a è Uba 3 b, Uab ∩ Uba = ∅; äëÿ ôèêñèðîâàííîé
b, âûäåëÿÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå A, âîçüìåì UAb =

⋃
ai
Uai b è UbA =

⋂
ai
Ub ai . Âûäåëÿÿ

êîíå÷íîå ïîêðûòèå B, ïîëó÷èì: UA ∩ UB = ∅, ãäå UA =
⋂
bj
UAbj è UB =

⋃
bj
Ubj A. �

- Êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî A õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî.
� Ïóñòü b ∈ X ïðåäåëüíàÿ òî÷êà êîìïàêòíîãî A è b /∈ A. Äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ A

âîçüìåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè U(a) è V (b). Âûäåëèì êîíå÷íîå ïîêðûòèå
Ui(ai). Ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðåñòíîñòåé

⋂
i Vi(b) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

ñîäåðæàùåå b è íå ñîäåðæàùåå A. Çíà÷èò, b íå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ A. �
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Â T1-ïðîñòðàíñòâå ýòî ìîæåò áûòü íåâåðíûì:

≈ Ïðèìåð êîìïàêòíîãî íåõàóñäîðôîâà T1-ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåîáðàçóåì îòðåçîê [0, 1] â íîâîå ïðîñòðàíñòâî X, çàìåíèâ òî÷êó 0 äâóìÿ òî÷-
êàìè a è b. Îêðåñòíîñòè a òàêèå, êàê ó 0 â [0, 1], íî ñ çàìåíîé 0 íà a, àíàëîãè÷íî
äëÿ b. Îñòàëüíûå îêðåñòíîñòè, êàê â (0, 1]. Î÷åâèäíî, X \ b è X \ a ãîìåîìîðôíû
[0, 1] è êîìïàêòíû, íî çàìûêàíèå òîãî è äðóãîãî åñòü âñå X. Ëþáûå îêðåñòíîñòè a è
b ïåðåñåêàþòñÿ, è X åñòü T1-, íî íå T2-ïðîñòðàíñòâî. �

- Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X â
õàóñäîðôîâî Y çàìêíóòî.
� Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ X êîìïàêòíî, fA êîìïàêòíî â Y è ïîòîìó çàìêíóòî.�

-Âçàèìíîîäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.

(Ò.å. óïëîòíåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.)

- Ïðîèçâåäåíèå X × Y êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y êîìïàêòíî.
� Ïóñòü Uα îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîèçâåäåíèÿ. Â íåãî âïèñàíî ïîêðûòèå áàçèñ-

íûìè ýëåìåíòàìè Vβ ×Wγ. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ Vi(x) ×Wj(x) ïîêðûòèÿ, êîòîðûå ïîêðûâàþò êîìïàêòíûé �ñëîé� x × Y .
Èõ îáúåäèíåíèå ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü âèäà Vx × Y ýòîãî ñëîÿ (Vx =

⋂
i Vi(x)).

Èç îêðåñòíîñòåé Vx âûáåðåì êîíå÷íîå ïîêðûòèå Vxi äëÿ X. Òîãäà
⋃
i(Vxi × Y ) =

X ×Y , è îòîáðàííûå äëÿ êàæäîé òî÷êè xi ýëåìåíòû Vxi ×Wj(xi) îáðàçóþò êîíå÷íîå
ïîêðûòèå X × Y , âïèñàííîå â Uα. �

= Ïî òåîðåìå Òèõîíîâà ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà êîìïàêòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ êîìïàêòíî. Ýòà òåîðåìà òðåáóåò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àêñèîìû âûáîðà è
ëåììû Öîðíà è îñòàåòñÿ çà ïðåäåëàìè íàøåãî êóðñà (ñì. Àëåêñàíäðîâ ãëàâà 6, §4)

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

-=-=-=-

Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü. Êîìïàêòèôèêàöèè

Ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè ëîêàëèçóåòñÿ:
∼ Ëîêàëüíî êîìïàêòíûì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìå-

åò îêðåñòíîñòü ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Òàêàÿ îêðåñòíîñòü (ïî æåëàíèþ, îòêðû-
òàÿ èëè çàìêíóòàÿ) íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòüþ. Î÷åâèäíî, îòêðûòûå
ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ëîêàëüíî êîìïàêòíû. Íàîáîðîò,

- Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî îò-
êðûòîìó ïëîòíîìó ïîäìíîæåñòâó õàóñäîðôîâà êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.
≈ Ñðåäè âñåõ òàêèõ êîìïàêòíûõ ðàñøèðåíèé èëè êîìïàêòèôèêàöèé ëîêàëüíî

êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå, ïîëó÷àåìîå äîáàâëå-
íèåì âñåãî îäíîé òî÷êè:

Ïóñòü X ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî è Y = X ∪ ω ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñ òîïîëîãèåé, â êîòîðîé îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â X îñòàþòñÿ ñòàðûå, à
îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè ω ñëóæàò îáúåäèíåíèÿ ω ñ äîïîëíåíèÿìè ê êîìïàêòíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâàì â X. Ýòî � îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ Àëåêñàíäðîâà.

� Y = X ∪ ω êîìïàêòíî, X îòêðûòî è ïëîòíî â Y . � Î÷åâèäíî
Y õàóñäîðôîâî. � Äëÿ ïàð òî÷åê â X ýòî äàíî. Ïóñòü x ∈ X è V (x) îêðåñòíîñòü ñ

êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Òîãäà V è äîïîëíåíèå ê V â Y ðàçäåëÿþò x è ω. �
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≈ Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñôåðû êàê îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèè
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷àåìîãî, íàïðèìåð, ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé (èç
ñåâåðíîãî ïîëþñà ñôåðû íà ïëîñêîñòü, êîòîðîé îíà êàñàåòñÿ þæíûì ïîëþñîì).
≈Äëÿ T1-ïðîñòðàíñòâ èìååòñÿ êîíñòðóêöèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ðàñøèðåíèÿ, îòëè÷àþ-

ùàÿñÿ îò àëåêñàíäðîâñêîé òåì, ÷òî áåðóòñÿ äîïîëíåíèÿ ê êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâàì.
Äëÿ áåñêîíå÷íîãî è íå äèñêðåòíîãî X ýòà êîìïàêòèôèêàöèÿ íå õàóñäîðôîâà.

= (Óïîìÿíåì åùå, ÷òî èìååòñÿ êîíñòðóêöèÿ Ñòîóíà � ×åõà ìàêñèìàëüíîãî (â
åñòåñòâåííîì ñìûñëå) êîìïàêòíîãî ðàñøèðåíèÿ, ïðèìåíèìîãî ê âïîëíå ðåãóëÿðíûì
ïðîñòðàíñòâàì (ñì. ñòð. 30), â ÷àñòíîñòè, ê íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì, ñì. êíèãó
Àëåêñàíäðîâà, ñòð. 271.)

-=-=-=-

Êîìïàêòíîñòü â Rn. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

Â êóðñå àíàëèçà äîêàçûâàëàñü õàðàêòåðèñòèêà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn:
-Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Rn êîìïàêòíî ⇔ A çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

⇒: Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî A â Rn ëåæèò â êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè øàðîâ è,
çíà÷èò, â äîñòàòî÷íî áîëüøîì êóáå, ò.å. îãðàíè÷åíî.

Êîìïàêòíîå A çàìêíóòî, ò.ê. Rn õàóñäîðôîâî.

⇐: Îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Rn ëåæèò â êóáå, êîòîðûé êîìïàêòåí, è
òîãäà çàìêíóòîå A êîìïàêòíî. �

- Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åíà è
ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå (ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèÿ.

� Îáðàç êîìïàêòåí, îí ëåæèò íà ïðÿìîé, îãðàíè÷åí è çàìêíóò, ýêñòðåìàëüíûå
çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæàò îáðàçó. �

- Äëÿ ôóíêöèé íà (êîìïàêòíîì) îòðåçêå ïîëó÷àåòñÿ â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà: íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå îãðàíè÷åíà
è ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

-=-=-=-=-=-

5. ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÅ ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ
(ÊÎÌÏÀÊÒÛ)

-=-=-=-

Îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòîâ

∼ Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì.

Äëÿ êîìïàêòîâ, ðàçóìååòñÿ, âåðíû ïðèâåäåííûå ðàíåå ÷åòûðå ýêâèâàëåíòíûõ
îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòíîñòè. Â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî

- Êàæäûé êîìïàêò F èìååò ñ÷åòíóþ áàçó.
� Ñ÷åòíóþ áàçó îáðàçóþò ýëåìåíòû êîíå÷íûõ 1/n-ïîêðûòèé: åñëè U îêðåñòíîñòü

x ∈ F è d ðàññòîÿíèå îò x äî CU , âîçüìåì n òàê, ÷òîáû 1/n < d/2.

- Êàæäûé êîìïàêò F ñåïàðàáåëåí.
� Äîñòàòî÷íî âçÿòü ïî òî÷êå â êàæäîì ýëåìåíòå ñ÷åòíîé áàçû. �

(Íàîáîðîò, äàëüøå áóäåò âèäíî, ÷òî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñ÷åòíîé áàçîé
ìåòðèçóåìû, ò.å. ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòàìè.(ñòð. 31)

- Â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå îáùåå îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîñòè ìîæíî åùå äîïîëíèòü
íåñêîëüêèìè ýêâèâàëåíòíûìè ôîðìóëèðîâêàìè. Äâå ôîðìóëèðîâêè èç àíàëèçà:
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V. Âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X (ýòî � ÷àñòíûé ñëó÷àé öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìû)
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

V⇒ II: Âî-ïåðâûõ, ïðè êàæäîì n èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ X 1/n-øàðàìè ìîæíî âû-
äåëèòü êîíå÷íîå. Èíà÷å ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xi, ïîïàðíûå ðàññòî-
ÿíèÿ êîòîðûõ d(xi, xj) > 1/n. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ Ak =

⋃
i>k xi

èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
Â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ìîæíî âïèñàòü ïîêðûòèå 1/n-øàðàìè, èç êîòîðîãî,

êàê ïîêàçàíî, âûäåëÿåòñÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå. �

VI. Èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, èìåþùóþ ïðåäåë.

I + V ⇒ VI: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ 1/n-ïîêðûòèé è èç íèõ
îòáåðåì óáûâàþùóþ (ê íóëþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé, ñîäåðæàùèõ êàæ-
äàÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îêðåñòíîñòè, êàê è èõ
çàìûêàíèÿ, ñõîäÿòñÿ ê åäèíñòâåííîé òî÷êå, ñëóæàùåé ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê.

VI⇒ I: Äàííîå ïîêðûòèå çàìåíèì âïèñàííûì ñ÷åòíûì ïîêðûòèåì {Ui} áàçèñíû-
ìè ýëåìåíòàìè. Ïóñòü òî÷êà ak íå ïðèíàäëåæèò

⋃
i≤k Ui. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak íå

èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê. �
Â ÷àñòíîñòè,

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîìïàêòå èìååò ïðåäåë.

-=-=-=-

Êîìïàêòíîñòü è ïîëíîòà

∼ Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ε-ñåòüþ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî-
÷åê òàêîå, ÷òî ε-øàðû ñ öåíòðàìè â ýòèõ òî÷êàõ îáðàçóþò ïîêðûòèå X. Î÷åâèäíî,
ïîäìíîæåñòâî, èìåþùåå ε-ñåòü ïðè êàêîì-ëèáî ε > 0, îãðàíè÷åíî.

∼ Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì, åñëè èìååò ε-ñåòü ïðè ëþáîì ε.

Êîìïàêòû âïîëíå îãðàíè÷åíû. Áîëåå òîãî, ìû èìååì, íà ñàìîì äåëå, åùå
îäíî îïðåäåëåíèå êîìïàêòîâ:

-Òåîðåìà. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X åñòü êîìïàêò ⇔
VII. X ïîëíî è âïîëíå îãðàíè÷åíî.

⇒: Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè ñëåäóåò èç VI. Ïîëíàÿ îãðàíè÷åííîñòü
� èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïîêðûòèé 1/n-îêðåñòíîñòÿìè.

VI ⇐ VII: Ïóñòü äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü εi-ñåòåé ïðè εi → 0 è îòáåðåì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εi-øàðîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi.

Èç ïîëíîòû X è òåîðåìû 1 ðàçäåëà ¾Ìåòðèêà¿ ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ òî÷êà â
ïåðåñå÷åíèè ýòèõ øàðîâ, ïðåäåëüíàÿ äëÿ îòîáðàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. �

≈ Íàïðèìåð, ãèëüáåðòîâ êèðïè÷ I∞ êîìïàêòåí.
� Îí ïîëîí êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ε > 0 îí ÿâëÿåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ ëåæà-

ùåãî â íåì åâêëèäîâà ïàðàëëåëåïèïåäà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
Òîãäà ε-ñåòü ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ÿâëÿåòñÿ 2ε-ñåòüþ â I∞. �

Ýòî æå ðàññóæäåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ îáùåé òåîðåìû:
- Ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîìïàêòîâ åñòü êîìïàêò.
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� Ïðîèçâåäåíèå ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëíî. Ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîì-
ïàêòíûõ ñîìíîæèòåëåé êîìïàêòíî, èìååò ε-ñåòè è ε-ïëîòíî, åñëè âçÿòü äëÿ íåãî
äîñòàòî÷íî ìíîãî ñîìíîæèòåëåé â äàííîì ñ÷åòíîì ïðîèçâåäåíèè êîìïàêòîâ.) �

- Ìû âèäåëè, ÷òî I∞ ãîìåîìîðôåí ñ÷åòíîìó ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêîâ. Ýòî äàåò
äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî êîìïàêòíîñòè I∞.

-=-=-=-

Ëåììà Ëåáåãà

- Ê êîìïàêòàì ïðèìåíèìû òåîðåìû èç àíàëèçà î íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ
îòðåçêà è èõ äîêàçàòåëüñòâà, íàïðèìåð: ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòà â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ìîíî-
òîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó è äð.

- Òîïîëîãè÷åñêîé ôîðìîé òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå êîìïàêòà â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {Uα} ïðîñòðàíñòâà Y íàéäåòñÿ òàêîå
δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà â X äèàìåòðà ìåíüøå δ åãî îáðàç ëå-
æèò â íåêîòîðîì ýëåìåíòå äàííîãî ïîêðûòèÿ Y .

� Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f , äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ øàð V (x) ðàäèóñà
r(x), îáðàç êîòîðîãî ëåæèò â ýëåìåíòå U(x) ïîêðûòèÿ, ñîäåðæàùåì f(x).

Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå {W (x)} øàðàìè ðàäèóñîâ r(x)/2, W (x) ⊂ V (x) è îòáåðåì
èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèåW (xi). Ïóñòü δ ìèíèìóì ðàäèóñîâ îòîáðàííûõ øàðîâ.

Ìíîæåñòâî F äèàìåòðà δ ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåêîòîðûìW (xi) è ëåæèò íà ðàññòîÿíèè
ìåíüøåì ri/2 îò xi, çíà÷èò, â V (xi). Òîãäà f(F ) ëåæèò â íåêîòîðîì U(xi) ∈ {Uα}. �

Âçÿâ â êà÷åñòâå f òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X ïîëó÷èì ëåììó Ëåáåãà:
- Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ êîìïàêòà èìååòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî

ëþáîå ïîäìíîæåñòâî X äèàìåòðà ìåíüøå δ ëåæèò â íåêîòîðîì ýëåìåíòå
ýòîãî ïîêðûòèÿ.

-=-=-=-

Ñòðîåíèå êîìïàêòà.
Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî K è äèñêîíòèíóóìû

∼ Êîìïàêò áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì. (Ñîâåðøåííûì
íàçûâàþò è âîîáùå âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.)

- Êàæäûé êîìïàêò X åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñîâåðøåííîãî
êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà P è îòêðûòîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà Q, ñîñòîÿ-
ùåãî èç òî÷åê, èìåþùèõ îêðåñòíîñòü ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì
òî÷åê X. Êàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé ìîæåò áûòü ïóñòîé.

� Åñëè òî÷êà êîìïàêòà X èìååò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ëåæèò ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê X, òî òàêóþ îêðåñòíîñòü ìîæíî âçÿòü èç ñ÷åòíîé áàçû. Îáúåäèíåíèå
Q îòîáðàííûõ îêðåñòíîñòåé ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê X. Òîãäà êàæäàÿ
îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè èç äîïîëíåíèÿ P ê ýòîìó îáúåäèíåíèþ (åñëè îíî íå ïó-
ñòî) èìååò íå÷åòíî ìíîãî òî÷åê X. P êîìïàêòíî, ò.ê. çàìêíóòî â X, è P íå èìååò
èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. �

- Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê â êàæäîé îêðåñòíîñòè ñîâåðøåííîãî êîì-
ïàêòà èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Ïîýòîìó åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìíîæåñòâî
òî÷åê èç X ñ÷åòíî, òî â íåé åñòü èçîëèðîâàííûå òî÷êè.

∼ Äèñêîíòèíóóìîì íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûé âïîëíå íåñâÿçíûé êîìïàêò, ò.å.
êîìïàêò, êîìïîíåíòû êîòîðîãî òî÷êè.
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≈ Êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì K � íèãäå íå ïëîòíûé êîìïàêò íà ïðÿìîé áåç
èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Èç îòðåçêà [0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàñûâàþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå èí-
òåðâàëû.

Íà ïåðâîì øàãå âûáðàñûâàåòñÿ èíòåðâàë (1/3, 2/3), íà ñëåäóþùåì øàãå âûáðàñû-
âàåòñÿ ñðåäíÿÿ òðåòü â êàæäîì èç äâóõ îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ è ïðîöåññ èòåðèðóåòñÿ.

Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ âûáðîøåííîé ñ÷åòíàÿ âñþäó ïëîòíàÿ äèçúþíêòíàÿ ñè-
ñòåìà èíòåðâàëîâ, äîïîëíåíèå ê îáúåäèíåíèþ êîòîðûõ åñòü çàìêíóòîå íèãäå íå ïëîò-
íîå ìíîæåñòâî � êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì K.
K íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, ò.ê. ñðåäè âûáðîøåííûõ èíòåðâàëîâ íåò ñîñåäíèõ.

- Åñëè àíàëîãè÷íî âûáðîñèòü èç êàêîãî-ëèáî îòðåçêà [a, b] äèçúþíêòíóþ è âñþäó
ïëîòíóþ ñèñòåìó èíòåðâàëîâ li, äëèíû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî ïîëó÷èòñÿ
êîìïàêò L ãîìåîìîðôíûé êàíòîðîâó êîìïàêòó K.

� Ãîìåîìîðôèçì K è L íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ìîíîòîííîãî ãîìåîìîðô-
íîãî îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà [a, b] íà [0, 1]. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ãîìåîìîðôèçì îòðåçêà
[0, 1] íà [a, b], ïåðåâîäÿùèé [1/3, 2/3] íà l1, ëèíåéíî íà êàæäîì èç òðåõ îòðåçêîâ
[0, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1], çàòåì ýòîò ïðîöåññ èòåðèðóåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
ãîìåîìîðôèçì: íà êàæäîì øàãå ñòðîèòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì, ñîõðà-
íÿþùèé ïîðÿäîê, è äëèíû îòðåçêîâ îáîèõ ïîäðàçäåëåíèé ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ. �

= Cóììà äëèí âûáðîøåííûõ èíòåðâàëîâ äëÿ K ðàâíà 1, íî â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äëèíà ðàâíÿëàñü ëþáîìó d, 0 < d ≤ 1. Òîãäà äèñêîíòèíóóì áóäåò
èìåòü ìåðó 1−d.

- Òî÷êè K äåëÿòñÿ íà òî÷êè 1-ãî ðîäà � êîíöû âûáðîøåííûõ èíòåðâàëîâ, è òî÷êè
2-ãî ðîäà � îñòàëüíûå. Îäíàêî èõ ðàçëè÷èå îòíîñèòñÿ ê ðàñïîëîæåíèþ K íà ïðÿìîé:

- Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì K íà ñåáÿ, ïåðåâî-
äÿùèé êàæäóþ èç íèõ â äðóãóþ � îäíîðîäíîñòü K. Äîêàæèòå! (ñòð. 25)

- K èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
� Âî-ïåðâûõ, îí ëåæèò â îòðåçêå è ïîòîìó åãî ìîùíîñòü íå áîëüøå êîíòèíóàëü-

íîé. Âî-âòîðûõ, åãî ìîæíî (íåïðåðûâíî) îòîáðàçèòü íà îòðåçîê [0,1], è, çíà÷èò, åãî
ìîùíîñòü íå ìåíüøå ìîùíîñòè îòðåçêà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íóæíî îáà êîíöà êàæäîãî âûáðîøåííîãî èí-
òåðâàëà îòîáðàçèòü â äâîè÷íî ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ýòîìó èíòåðâàëó. Ýòî îòîáðàæåíèå íåñòðîãî ìîíîòîííî è ïåðåâîäèò âñþäó
ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî K (òî÷êè ïåðâîãî ðîäà) âî âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî äâîè÷íî
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê â [0, 1]. Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü. �

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü:

Òåîðåìà 1. Êàæäûé êîìïàêò X åñòü íåïðåðûâíûé îáðàç K.
� Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë εi > 0, limi→∞ εi = 0. Ïðåäñòàâèì êîìïàêò

X â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ε1-øàðîâ. Êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ êîìïàêòíûõ
øàðîâ ïðåäñòàâèì êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì êîìïàêòîâ äèàìåòðà ìåíüøå ε2 è ò.ä.

Âîçüìåì â [a, b] äèçúþíêòíûé íàáîð îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû â ÷èñëå ðàâíîì ÷èñëó
ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ε1-ïîêðûòèÿ X. Ñîïîñòàâèì ïðîèçâîëüíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî
êàæäîìó îòðåçêó ýëåìåíò ïåðâîãî ïîêðûòèÿ X.

Çàòåì c êàæäûì èç ýòèõ îòðåçêîâ ïðîâåäåì òó æå îïåðàöèþ: âîçüìåì â íåì íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ðàâíûå îòðåçêè â ÷èñëå ðàâíûì ÷èñëó ýëåìåíòîâ âòîðîãî ε2-ïîêðûòèÿ,
ïîêðûâàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïàêò ïåðâîãî ðàíãà. Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îòðåçêàìè è êîìïàêòàìè âòîðîãî ðàíãà: îòðåçêó, ëå-
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æàùåìó â îòðåçêå a ïåðâîãî ðàíãà, ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîìïàêò âòîðîãî ðàíãà,
ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ êîìïàêòîì ïåðâîãî ðàíãà, îòâå÷àþùèì îòðåçêó a.

Èòåðèðóåì ýòîò ïðîöåññ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñ îäíîé ñòîðîíû èçìåëü÷àþùóþñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêðûòèé êîìïàêòà X êîìïàêòàìè, ñ äðóãîé èçìåëü÷àþùóþñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçúþíêòíûõ ñèñòåì îòðåçêîâ. Âòîðàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèò ê íåêî-
òîðîìó äèñêîíòèíóóìó D íà îòðåçêå. Êàæäîé öåïî÷êå âëîæåííûõ îòðåçêîâ âòîðîé
ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îòâå÷àåò öåïî÷êà âëîæåííûõ êîìïàêòîâ ïåðâîé.

Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå f : D → X íåïðåðûâíî: ïóñòü y = f(x); äëÿ êàæäîãî n
y èìååò 2εn-îêðåñòíîñòü, ïîêðûòóþ êîìïàêòàìè n-îãî øàãà, à x èìååò ñêîëü óãîäíî
ìàëûå îòêðûòî-çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â ýòèõ êîìïàêòàõ. �

= {Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêðûòèé {Un} èçìåëü÷àþùàÿñÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðû-

òîãî ïîêðûòèÿ V íàéäåòñÿ n òàê, ÷òî Un âïèñàíî â V (â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå: δn → 0).}

- Çàìåíÿÿ ïîêðûòèÿ X êîìïàêòàìè íà äèçúþíêòíûå ñèñòåìû êîìïàêòîâ â X,
ïîëó÷èì:

Òåîðåìà 2. Êîìïàêò X áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê ñîäåðæèò êîìïàêò ãî-
ìåîìîðôíûé K.
- Ñëåäñòâèå: íåïóñòîé ñîâåðøåííûé êîìïàêò èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

-=-=-=-

Ñöåïëåííîñòü. Êîíòèíóóìû.
Íóëüìåðíûå êîìïàêòû = äèñêîíòèíóóìû

∼ Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xi, 1 ≤ i ≤ k, â êîìïàêòå X íàçûâàåòñÿ
ε-öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé x1 c xk, ε > 0, åñëè ðàññòîÿíèå îò êàæäîé òî÷êè xi, i ≤ k − 1,
äî òî÷êè xi+1 ìåíüøå ε.
∼ Äëÿ êàæäîãî ε > 0 êîìïàêò X ðàñïàäàåòñÿ íà ñâîè ε-êîìïîíåíòû, ò.å. êîìïî-

íåíòû ε-ñöåïëåííîñòè. (Òî÷êè â îäíîé ε-êîìïîíåíòå ñîåäèíåíû ε-öåïüþ).
- ε-Êîìïîíåíòû îáðàçóþò äèçúþíêòíîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîêðûòèå X.
� Åñëè òî÷êà b äîñòèæèìà îò a ñ ïîìîùüþ ε-öåïè, òî è âñå òî÷êè ε-îêðåñòíîñòè

b äîñòèæèìû (êîìïîíåíòû îòêðûòû). Åñëè â ε-îêðåñòíîñòè b èìåþòñÿ òî÷êè, äîñòè-
æèìûå îò a ñ ïîìîùüþ ε-öåïåé, òî è b äîñòèæèìà (êîìïîíåíòû çàìêíóòû). �

∼ Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ε-ñöåïëåííûì, åñëè êàæäûå äâå òî÷êè â íåì
ñîåäèíåíû ε-öåïüþ, è ñöåïëåííûì, åñëè îíî ε-ñöåïëåííîå äëÿ êàæäîãî ε > 0.

- Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî A êîìïàêòà ñâÿçíî ⇔ A ñöåïëåíî.
� Åñëè A (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîå) ñâÿçíî, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 êîìïîíåíòà

ε-ñöåïëåííîñòè â X êàæäîé òî÷êè îòêðûòî-çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî A äëÿ êàæäîãî
ε > 0 è ïîòîìó ñîâïàäàåò ñ A. Çíà÷èò, A ñöåïëåííîå.

Åñëè çàìêíóòîå A íå ñâÿçíî, òî èìååòñÿ ðàçëîæåíèå A íà äâà îòêðûòî-çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè â êîìïàêòå áîëüøå íåêîòîðîãî ε > 0.
Çíà÷èò, A íå ε-ñöåïëåííîå. �

∼ Ñâÿçíûé êîìïàêò íàçûâàåòñÿ êîíòèíóóìîì è íåòðèâèàëüíûì èëè ñîá-
ñòâåííûì êîíòèíóóìîì, åñëè îí èìååò áîëåå îäíîé òî÷êè.

- Òåîðåìà. Ïóñòü Φi óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εi-ñöåïëåííûõ êîì-
ïàêòîâ è εi → 0. Òîãäà A =

⋂
i Φi � êîíòèíóóì.

� Ïåðåñå÷åíèå A çàìêíóòî â êàæäîì Φi è ïîòîìó êîìïàêòíî. Íàäî äîêàçàòü
ñöåïëåííîñòü A.

Ïóñòü äàíû òî÷êè a, b â A è ε > 0. Íàéäåòñÿ íîìåð n òàêîé, ÷òî ðàññòîÿíèå
êàæäîé òî÷êè â Φn äî A ìåíüøå ε/3 è εi < ε/3. Òî÷êè a è b ñîåäèíèì ε/3-öåïüþ
aj, 1 ≤ j ≤ k, â Φn.
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Äëÿ êàæäîé òî÷êè aj âîçüìåì ε/3-áëèçêóþ òî÷êó bj ∈ A, è ìû ïîëó÷èì ε-öåïü
îò a äî b â A äëÿ ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî ε > 0. �

≈ Ïåðåñå÷åíèå óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíòèíóóìîâ � êîíòèíóóì.

- Ïåðåñå÷åíèå εn-êîìïîíåíò òî÷êè a êîìïàêòà ïðè εn → 0 åñòü êîíòèíó-
óì, ñîâïàäàþùèé ñ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ýòîé òî÷êè â êîìïàêòå.

� Ïåðåñå÷åíèå ñâÿçíî è ëåæèò â êîìïîíåíòå òî÷êè a, à êîìïîíåíòà ëåæèò â
êàæäîé ε-êîìïîíåíòå ýòîé òî÷êè. �

Îòñþäà:
- Äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U(Γ) êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Γ êîìïàêòà X

ìîæíî íàéòè îòêðûòî-çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü V (Γ), ñîäåðæàùóþñÿ â U .
- Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ òî÷êà äèñêîíòèíóóìà X èìååò ñêîëü óãîäíî ìàëóþ

îêðåñòíîñòü ñ ïóñòîé ãðàíèöåé.

Ýòî çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ðàâíà íóëþ èíäóêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü X,
ind X = 0.

(Ðàçìåðíîñòü ind X, ââåäåííàÿ Ïóàíêàðå, îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè: ind X ≤ n,
åñëè ind FrX ≤ n− 1 è ind ∅ = −1.)

= Î ðàçìåðíîñòè ðå÷ü ïîéäåò ïîçæå, íî ñ àêöåíòîì íà äðóãóþ ëåáåãîâó ðàçìåð-
íîñòü, dimX, îïðåäåëÿåìóþ ñ ïîìîùüþ ïîêðûòèé. (Äëÿ êîìïàêòîâ indX = dimX.)

∼ Ëåáåãîâà ðàçìåðíîñòü dimX ≤ n , åñëè ïîñòðàíñòâî X èìååò ñêîëü óãîäíî
ìåëêîå ïîêðûòèå êðàòíîñòè íå áîëüøå n + 1 (ò.å. êàæäàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò íå
áîëåå ÷åì n + 1 ýëåìåíòàì ïîêðûòèÿ). Â ÷àñòíîñòè, dimX = 0, åñëè X èìååò ñêîëü
óãîäíî ìåëêîå äèçúþíêòíîå ïîêðûòèå îòêðûòî-çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

- Ëåáåãîâà ðàçìåðíîñòü äèñêîíòèíóóìà X ðàâíà íóëþ.
� Çàíóìåðóåì êîíå÷íîå ε-ïîêðûòèå X îòêðûòî-çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè Gi, è

èç êàæäîãî ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ âûáðîñèì åãî ïåðåñå÷åíèå ñ ïðåäûäóùèìè. Ìíîæå-
ñòâà Gi \

⋃
j<iGj îáðàçóþò îòêðûòî-çàìêíóòîå ε-ïîêðûòèå X êðàòíîñòè 1. �

- Åñëè X äèñêîíòèíóóì áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, òî îí ïðè êàæäîì ε > 0 èìååò
êîíå÷íîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ε-ïîêðûòèå, ýëåìåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äèñêîíòèíó-
óìàìè áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âëîæåíèè K â X
íåòðóäíî ìîäèôèöèðîâàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ãîìåîìîðôèçì X ≈ K.

Èòàê, íóëüìåðíûé êîìïàêò X ëèáî ñ÷åòåí, ëèáî ñîñòîèò èç äèñêîíòè-
íóóìà, ãîìåîìîðôíîãî êàíòîðîâó äèñêîíòèíóóìó K è, âîçìîæíî, ïóñòîãî,
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

≈ Ñ äðóãîé ñòîðîíû
Êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì K åñòü åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåî-

ìîðôèçìà) äèñêîíòèíóóì áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê
(ò.å. îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ýòèì ñâîéñòâîì). Îäíîâðåìåííî îí åäèíñòâåííûé íóëü-

ìåðíûé êîìïàêò áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê (âñå ðàâíî, â ñìûñëå ind èëè dim).
Åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî K:
- Êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì K åñòü ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà äèñêðåò-

íûõ äâîåòî÷èé.
� Ýòî ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíî, íóëüìåðíî è íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. �
= Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó êîì-

ìóòàòèâíîé ãðóïïû � êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Z2 (íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî ìî-
äóëþ 2). Ïðè ýòîì ñäâèãè ãðóïïû � óìíîæåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ íà îäèí ýëåìåíò �
â K íåïðåðûâíû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî K åñòü òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, ò.å. ìíîæåñòâî, â
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êîòîðîì äàíû ñîãëàñîâàííûå ñòðóêòóðû ãðóïïû è òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî äèñêîíòèíóóì K îäíîðîäåí � êàê âñÿêàÿ

ãðóïïà. (Ñ ïîìîùüþ ñäâèãà ãðóïïû íà ýëåìåíò ba−1 ýëåìåíò a ïåðåâîäèòñÿ â b.)

≈ Êîìïàêò Àíòóàíà A
Äëÿ íóëüìåðíîãî êîìïàêòà áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê íà ïðÿìîé ìû ñòðîèëè ãî-

ìåîìîðôèçì ïðÿìîé, êîòîðûé ïåðåâîäèò ýòîò êîìïàêò â K. Íà ïëîñêîñòè àíàëîãè÷-
íûé ôàêò òàêæå âåðåí, õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëîæíåå. Íî â R3 ìîæíî ðàñïîëîæèòü
íóëüìåðíûé ñîâåðøåííûé êîìïàêò (ãîìåîìîðôíûé K) òàê, ÷òî äîïîëíåíèå ê íåìó
íå áóäåò ãîìåîìîðôíî äîïîëíåíèþ ê ñòàíäàðòíî ðàñïîëîæåííîìó K (ñêàæåì, êàê
îáû÷íî, íà îñè àáñöèññ), è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿ-
ùåãî ýòîò êîìïàêò â ñòàíäàðòíî ðàñïîëîæåííûé K íå ñóùåñòâóåò.

Òàêîå ðàñïîëîæåíèå íóëüìåðíîãî ñîâåðøåííîãî êîìïàêòà A â R3 âïåðâûå áûëî
ïîñòðîåíî â 1921 ã. ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ë.Àíòóàíîì è íàçûâàåòñÿ êîìïàêò
Àíòóàíà. (Áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû áûëè ïîñòðîåíû íåìíîãî ïîçæå Ï.Ñ. Óðûñîíîì.)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåðåòñÿ ïîëíûé òîð (áóáëèê) (ñòð. 87) äèàìåòðà 1. Âíóòðè íåãî
ðàñïîëàãàåòñÿ öåïî÷êà ïîëíûõ òîðîâ äèàìåòðà 1/2 êàæäûé. Âíóòðè êàæäîãî èõ
íèõ áåðåòñÿ öåïî÷êà ïîëíûõ òîðîâ äèàìåòðà ìåíüøå 1/4 è ò.ä. ×åðåç Ai îáîçíà-
÷èì îáúåäèíåíèå ïîëíûõ òîðîâ i-îãî øàãà. Òîãäà A =

⋂
Ai � íóæíûé êîìïàêò. (Íà

ðèñóíêàõ (âçÿòûõ èç êíèãè R.J. Daverman, G.A. Venema. Embeddings in manidolds.
Grad.St.Nath.-106. AMS. 2009 ) ïîêàçàíû âòîðàÿ è òðåòüÿ ñòàäèè ïîñòðîåíèÿ).

A íóëüìåðåí è ñîâåðøåíåí: ïåðåñå÷åíèå A ñ êàæäûì èç ïîñòðîåííûõ ïîëíûõ
òîðîâ åñòü îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â A. Îíî ýêâèâàëåíòíî ñàìîìó A, ò.å.
ïåðåâîäèòñÿ â A ãîìåîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà R3 (ïåðåâîäÿùèì áîëüøîé òîð â
ìàëûé).

Äîïîëíåíèå ê A îòëè÷àåòñÿ îò äîïîëíåíèÿ ê ñòàíäàðòíî ðàñïîëîæåííîìó K íà
ïðÿìîé â R3 òåì, ÷òî îíî íåîäíîñâÿçíî (ñòð. 82). Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååòñÿ îòîáðàæåíèå
îêðóæíîñòè â R3\A, êîòîðîå íå ãîìîòîïíî íóëþ â ýòîì ìíîæåñòâå (íå äåôîðìèðóåòñÿ
ïî íåìó â îòîáðàæåíèå òî÷êó). Â êà÷åñòâå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ íàäî âçÿòü âëîæåíèå
îêðóæíîñòè, çàöåïëåííîé ñ ïåðâûì ïîëíîòîðèåì.

25



Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò çíàíèÿ ñïåöèàëüíîé òåõíèêè (ñì. Ë.Â. Êåëäûø.
Òîïîëîãè÷åñêèå âëîæåíèÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òðóäû ÌÈÀÍ ò.81, 1966 ã.).

-=-=-=-

Ëîêàëüíàÿ ñâÿçíîñòü è æîðäàíîâû êîíòèíóóìû

= Ìû âèäåëè, ÷òî êàæäûé êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì K. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü,
êàêèå êîìïàêòû ìîãóò áûòü îáðàçàìè îòðåçêà. Îòðåçîê êîíòèíóóì, è åãî îáðàçû �
êîíòèíóóìû. Îäíàêî, êàê ìû âèäåëè, íàïðèìåð, ñèíóñîèäà îáðàçîì îòðåçêà áûòü íå
ìîæåò. Òåì íå ìåíåå êëàññ êîíòèíóóìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè íåïðåðûâíûõ îòîáðà-
æåíèé îòðåçêà (òàê ñêàçàòü, èìåþùèõ ïóòü, îáõîäÿùèé âñå åãî òî÷êè), äîñòàòî÷íî
øèðîê. Íàïðèìåð, èì ìîæåò áûòü êâàäðàò è âîîáùå êóá ëþáîé ðàçìåðíîñòè, âêëþ-
÷àÿ ãèëüáåðòîâ êèðïè÷. Ïîñòðîåíèå Ïåàíî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà íà
êâàäðàò (ñì. Ïàðõîìåíêî, ñòð.14) áûëî â ñâîå âðåìÿ (â êîíöå XIX âåêà) âòîðîé, ïîñëå
òåîðåìû Êàíòîðà î ìîùíîñòè îòðåçêà, ñåíñàöèåé, ò.ê. ïîäâåðãàëî ñîìíåíèþ èìåâøå-
åñÿ ïðåäñòàâëåíèå î ðàçìåðíîñòè (îáúåêò èìååò ðàçìåðíîñòü n, åñëè ¾îïèñûâàåòñÿ¿
n ïàðàìåòðàìè). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå î ðàçìåðíîñòè ïîëó÷èëî ïðàâèëüíóþ òîïîëî-
ãè÷åñêóþ îñíîâó ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà Áðàóýðîì ðÿäà òåîðåì, êîòîðûì ïîñâÿùåíà
âòîðàÿ ÷àñòü ýòèõ ëåêöèé. Ïðåäñòàâëåíèå î êðèâîé êàê íåïðåðûâíîì îáðàçå îòðåçêà
áûëî ââåäåíî Ê. Æîðäàíîì è ïîýòîìó îáðàçû îòðåçêà íàçûâàþò èíîãäàæîðäàíîâû-
ìè êîíòèíóóìàìè. Èõ íàçûâàþò òàêæå ïåàíîâñêèìè êîíòèíóóìàìè. Îêàçûâàåòñÿ,
êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, æîðäàíîâû (ïåàíîâñêèå) êîíòèíóóìû ýòî â òî÷íîñòè ëîêàëü-
íî ñâÿçíûå êîíòèíóóìû.

∼ Ðàññìîòðèì òðè ñâîéñòâà êîíòèíóóìà X:

∗ I: Ëîêàëüíàÿ ñâÿçíîñòü (âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ ñâÿç-
íàÿ åå îêðåñòíîñòü);
∗ II: Æîðäàíîâîñòü (X åñòü íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà I = [0, 1]);
∗ III: Ñâîéñòâî S: (äëÿ âñÿêîãî δ > 0 X åñòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå êîíòèíóóìîâ

äèàìåòðà ìåíüøå δ).
- Ýòè ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû: I⇒ III⇒ II⇒ I.

II ⇒ I: Äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : I → X, ïðè÷åì f(I) = X. Ïóñòü
U = U(x0) îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 ∈ X è U 6= X. Ïóñòü Cx � êîìïîíåíòà U , ñîäåðæàùàÿ
òî÷êó x. Çàìûêàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû èìååò òî÷êè íà ãðàíèöå FrU .

Ïîêàæåì, ÷òî Cx0 îòêðûòà, ò.å. åñòü òðåáóåìàÿ ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0.
Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðàÿ òî÷êà x1 ∈ Cx0 ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî÷åê èç äðóãèõ êîìïîíåíò Cx. Ïóñòü d(x1, FrU) > r > 0, òîãäà äèàìåòð êàæäîé
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êîìïîíåíòû Cx, äëÿ êîòîðîé d(Cx, x1) > r/2 áîëüøå r/2.
Èìååòñÿ (â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f) òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ îòðåçêîâ â I

äëèíîé ìåíüøå δ äèàìåòðû îáðàçîâ ìåíüøå r/2. Ðàçîáúåì I íà m îòðåçêîâ ei ðàâíîé
äëèíû 1

m
< δ.

Ïóñòü xk ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ Cx0 , ñõîäÿùàÿñÿ ê
x0. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà âñå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòñòîÿò îò ãðàíèöû
íà ðàññòîÿíèå > r/2, è òîãäà äèàìåòðû èõ êîìïîíåíò Cxi > r/2.

Ïðîîáðàç êàæäîé Cxk ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ, ãðàíè÷íûå òî÷êè êîòîðûõ îòîá-
ðàæàþòñÿ â FrU , è îáðàç õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ (ñîäåðæàùèé xk) èìååò äèàìåòð
> r/2. Íî òàêèå èíòåðâàëû ñîäåðæàò îòðåçêè ei, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ ìîæåò áûòü
íå áîëüøå, ÷åì m, ò.å. êîíå÷íîå ÷èñëî. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî Cx0 � îòêðûòàÿ ñâÿçíàÿ
îêðåñòíîñòü x0.

I ⇒ III: Åñëè êàæäàÿ òî÷êà êîíòèíóóìà ëåæèò â ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñâÿçíîé
îêðåñòíîñòè, òî îíà ëåæèò è â ìàëîì êîíòèíóóìå � çàìûêàíèè òàêîé îêðåñòíîñòè.
Âûáèðàÿ êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ýòèõ îêðåñòíîñòåé, ìû îäíîâðåìåííî ïîëó÷à-
åì è êîíå÷íîå ïîêðûòèå X ìàëûìè êîíòèíóóìàìè.

III⇒ II: Âîçüìåì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë δk → 0
è ñóùåñòâóþùåå, ïî óñëîâèþ, êîíå÷íîå δ1-ìåëêîå ïîêðûòèå X êîíòèíóóìàìè. Ðàñïî-
ëîæèì èõ â öåïü Ci áåç ïðîïóñêà, íî âîçìîæíî, ñ ïîâòîðåíèÿìè, òàê, ÷òîáû ïåðåñå-
÷åíèå Ci ∩ Ci+1 áûëî íåïóñòî. Âîçìîæíîñòü òàêîãî ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî ñëåäóåò èç
ñâÿçíîñòè X.

Ïóñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â öåïè m1. Ðàçäåëèì îòðåçîê I íà m1 ðàâíûõ îòðåçêîâ
è ñîïîñòàâèì i-îìó îòðåçêó ei i-ûé ýëåìåíò öåïè. Â êàæäîì Ci îòìåòèì íà÷àëüíóþ
òî÷êó x′i ∈ Ci ∩Ci−1 è êîíå÷íóþ x′′i ∈ Ci ∩Ci+1, x

′′
i = x′i+1 (òî÷êè x

′
1 ∈ C1 è x

′′
m1
∈ Cm1

áåðåì ïðîèçâîëüíî).
Âîçüìåì äàëåå δ2-ïîêðûòèå êîìïàêòà X êîíòèíóóìàìè è äëÿ êàæäîãî Ci ðàñïî-

ëîæèì â öåïü (ñ ñîáëþäåíèåì àíàëîãè÷íûõ óñëîâèé) òå êîíòèíóóìû âòîðîãî ïîðÿäêà
Cij, êîòîðûå åãî ïåðåñåêàþò. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî äîëæåí ñëóæèòü êîí-
òèíóóì Ci1, êîòîðûé ñîäåðæèò x′i, ïîñëåäíèì � Cimi , êîòîðûé ñîäåðæèò x′′i . Âìåñòå
ýòè öåïè äàþò öåïü èç âñåõ (áåç ïðîïóñêîâ, íî ñ ïîâòîðåíèÿìè) ýëåìåíòîâ âòîðîãî
ïîêðûòèÿ.

Ðàçîáúåì êàæäûé èç îòðåçêîâ ei ïåðâîãî ïîêðûòèÿ íà m1i ðàâíûõ îòðåçêîâ eij è
ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç eij ñîîòâåòñòâóþùèé (ïî íîìåðó â öåïè) êîíòèíóóì âòîðîãî
ïîêðûòèÿ. Äàëåå ýòîò ïðîöåññ èòåðèðóåòñÿ.

Åñëè ñóììà
∑

i δi êîíå÷íà, òî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòèíóóìîâ, îòâå÷àþùàÿ óáû-
âàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ, áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé � áóäåò èìåòü åäèí-
ñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó (è êàæäàÿ òî÷êà X áóäåò òàêèì ïðåäåëîì). Ñîïîñòàâèì
åå åäèíñòâåííîé òî÷êå, ëåæàùåé â ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåé óáûâàþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ â I, ìû ïîëó÷èì íåïåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà íà X. �

-=-=-=-=-=-

6. ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÜ. ËÅÌÌÀ ÓÐÛÑÎÍÀ
ÌÅÒÐÈÇÓÅÌÎÑÒÜ

-=-=-=-

Ðåãóëÿðíûå è íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

∼ Ïðîñòðàíñòâî X, â êîòîðîì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A è íå ëåæàùàÿ â íåì òî÷-
êà x èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè UA è Ux, íàçûâàåòñÿ T3-ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðèìåíÿÿ ýòó àêñèîìó âòîðîé ðàç � ê x è äîïîëíåíèþ ê Ux, ïîëó÷èì, ÷òî
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- Â ðåãóëÿðíîì X äëÿ x ∈ X è çàìêíóòîãî A ⊂ X èìåþòñÿ îêðåñòíîñòè ñ
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè.
∼ Ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì äâà íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà èìåþò

íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè, ïðèíàäëåæèò êëàññó T4.
∼ Ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îäíîâðåìåííî T1- è T3-ïðîñòðàíñòâîì, íà-

çûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì; ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå åñòü T1- è T4-ïðîñòðàíñòâî,
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì.

- Èç T3 íå ñëåäóåò T1, íî èç íîðìàëüíîñòè, î÷åâèäíî, ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü, è
èç ðåãóëÿðíîñòè õàóñäîðôîâîñòü. Èìåþòñÿ ïðèìåðû ðåãóëÿðíûõ, íî íå íîðìàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ, ñì. íèæå ðàçäåë ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî.

- Ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè íàñëåäñòâåííî: ïîäïðîñòðàíñòâà ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ðåãóëÿðíû.

� Ïóñòü x ∈ F ⊂ A ⊂ X, F çàìêíóòî â A. Èìåþòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñò-
íîñòè U(x), V (F ) îòêðûòûå â X. Èõ ïåðåñå÷åíèÿ U ′, V ′ ñ A îòêðûòû â A è ñëóæàò
îêðåñòíîñòÿìè â A ñîîòâåòñòâåííî x è F . (F ∩ A = F , ò.ê. F çàìêíóòî â A.) �

- Ñâîéñòâî íîðìàëüíîñòè íàñëåäñòâåííî ïî çàìêíóòûì ìíîæåñòâàì:
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íîðìàëüíî;

íå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîãóò íå áûòü íîðìàëüíûìè.

Òåîðåìà Òèõîíîâà. Ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé íîðìàëüíî
� Äàíû çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà A1 è A2 ðåãóëÿðíîãî ïîñòðàíñòâà X. Êàæäàÿ

òî÷êà îäíîãî èìååò îêðåñòíîñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé íå ïåðåñåêàåò äðóãîãî. Ïóñòü
Ui è Vi îêðåñòíîñòè ñ ýòèì ñâîéñòâîì, âçÿòûå èç ñ÷åòíîé áàçû è çàíóìåðîâàííûå.
Ïîëîæèì U ′n = Un \

⋃n−1
i V i, V

′
n = Vn \

⋃n
i U i.

Ìíîæåñòâà U =
⋃
U ′n, V =

⋃
V ′n îòêðûòû, U ∩ V = ∅, è U ⊃ A1, V ⊃ A2. �

-=-=-=-

Ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî

Ñëåäóþùèé ïðèìåð, ïîñòðîåííûé â 1935 ã. Âèêòîðîì Âëàäèìèðîâè÷åì Íåìûö-
êèì íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòüþ Íåìûöêîãî N. Ýòîò ïðèìåð ñëóæèò äëÿ òåñòèðîâàíèÿ
ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèìåð (âïîëíå) ðåãóëÿðíîãî,
íî íå íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

N êàê ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òî÷åê çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè y ≥ 0 (â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ (x, y)). Òîïîëîãèÿ â îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè P (y>0) îáû÷íàÿ, òàê ÷òî
P åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî N. Ëîêàëüíûé áàçèñ äëÿ òî÷êè a = (x,0) ãðàíè÷íîé ïðÿìîé
L (y=0) ñîñòîèò èç îòêðûòûõ êðóãîâ U(a) â P , êàñàþùèõñÿ L â òî÷êå a, ê êîòî-
ðûì äîáàâëÿåòñÿ òî÷êà a. Òîãäà L îêàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â N,
çàìêíóòûì, íî íå îòêðûòûì. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî L òàêæå çàìêíóòî.

N = P ∪ L ñåïàðàáåëüíî (òî÷êè ñ îáåèìè ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè â P îá-
ðàçóþò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî C).

Ðåãóëÿðíîñòü N íàäî äîêàçûâàòü äëÿ òî÷åê L. Åñëè â êàæäîé áàçèñíîé îêðåñòíî-
ñòè U(a)∪a òî÷êè a ∈ L èìåþòñÿ òî÷êè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A, òî a � ïðåäåëüíàÿ
äëÿ A è, çíà÷èò, a ∈ A. Èíà÷å, âîçüìåì êðóã V (a) ⊂ U(a) ìåíüøåãî ðàäèóñà, êàñàþ-
ùèéñÿ L. Òîãäà V (a) ∪ a è N \ Ū(a) � îêðåñòíîñòè, ðàçäåëÿþùèå a è A.

� Äîêàæåì íåíîðìàëüíîñòü N îò îáðàòíîãî. Ïðåäïîëàãàÿ íîðìàëüíîñòü, ìû äëÿ
êàæäîãî A ⊂ L (âñå ïîäìíîæåñòâà L çàìêíóòû â N) íàéäåì îòêðûòûå ìíîæåñòâà
UA ⊃ A è VA ⊃ L \ A òàê, ÷òî UA ∩ VA = ∅.

Ïóñòü CA = C ∩ UA (C ââåäåíî âûøå). Ïîêàæåì, ÷òî åñëè A 6= B, òî CA 6= CB.
Ïóñòü A\B 6= ∅. Òîãäà ŪA∩VB 6= ∅ (A\B ⊂ L\B ⊂ VB), à ŪB∩VB = ∅, ò.å. ŪA 6= ŪB,
çíà÷èò, CA 6= CB (C̄A = ŪA, â ñèëó âñþäó ïëîòíîñòè C). Íî òîãäà è CA 6= CB.
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Ìåæäó òåì, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ L, ñîãëàñíî Êàíòîðó, áîëüøå
êîíòèíóàëüíîé, à ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ñ÷åòíûõ CA ⊂ C íå áîëüøå êîíòèíóàëüíîé,
è, çíà÷èò, âçàèìíîîäíîçí÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ A↔ CA áûòü íå ìîæåò. �

-=-=-=-

Êîìïàêòíîñòü è àêñèîìû îòäåëèìîñòè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî (áåç 2-é àêñèîìû ñ÷åòíîñòè) áûëî íîð-
ìàëüíûì, íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî T1-ïðîñòðàíñòâîì. Íóæíà õàóñäîðôîâîñòü.

- Êîìïàêòíîå T2-ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî íåñëîæíî, îíî ñëåäóåò óæå çíàêîìîé òåõíèêå.
(Àëåêñàíäðîâ íàçûâàåò êîìïàêòíûå T2-ïðîñòðàíñòâà áèêîìïàêòàìè.)

-=-=-=-

Ëåììà Óðûñîíà

- Â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà ôóíêöèîíàëüíî îòäåëèìû.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
A0 è A1 â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X èìååòñÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f :
X → R, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèÿ íà A0 è A1 ïîñòîÿííû è ðàçëè÷íû, íàïðèìåð:

f |A0 = 0, f |A1 = 1, 0 ≤ f(x) ≤ 1.

= Ýòà ëåììà ñëóæèò ôóíäàìåíòîì ñîâðåìåííîé (ãîìîòîïè÷åñêîé)
òîïîëîãèè.

- Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàæåì, ÷òî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ X ðàçäåëÿåò çàìêíó-
òûå A0 è A1, åñëè äîïîëíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà, U0 ⊃ A0

è U1 ⊃ A1. Òàêîå ìíîæåñòâî A ñóùåñòâóåò â ñèëó íîðìàëüíîñòè.
Ïîëîæèì: f |A0 = 0, f |A1 = 1. Íà ïåðâîì øàãå ïîñòðîåíèÿ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî,

ðàçäåëÿþùåå äàííûå A0 è A1 ÷åðåç A 1
2
è ïîëîæèì f |A 1

2

= 1
2
. Íà âòîðîì ïîñòðîèì

ìíîæåñòâà A 1
4
, ðàçäåëÿþùåå A0 è A 1

2
, è A 3

4
, ðàçäåëÿþùåå A 1

2
è A1 è ïîëîæèì f | 1

4
= 1

4

è f | 3
4

= 3
4
. Èòåðèðóåì ýòîò ïðîöåññ.

Â ïðåäåëå ìû ïîëó÷èì äèçúþíêòíóþ ñèñòåìó çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A p
q
, èíäåêñè-

ðîâàííûõ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, ïðè÷åì îïðåäåëåíî: f(A p
q
) = p

q
.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåñå÷å-
íèåì óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ âèäà U( i

2k
, i+1

2k
), ãäå U( i

2k
, i+1

2k
) åñòü

îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ìåæäó ìíîæåñòâàìè A i

2k
è A i+1

2k
(A i

2k
∪ A i+1

2k
åãî ãðàíèöà).

Åñëè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå ãðàíèöû ìíîæåñòâ U(p, q) íå ñòàáèëèçèðó-
þòñÿ, òî äâå èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äâóõ ñòîðîí ñòðåìÿòñÿ ê äâîè÷íî èððàöèîíàëü-
íîìó ÷èñëó, êîòîðîå âîçüìåì â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ
ýòèõ ìíîæåñòâ.

Åñëè æå ýòè ÷èñëà ñòàáèëèçèðóþòñÿ íà ÷èñëå p/q, ñêàæåì, ñî ñòîðîíû A0, ìû ïðè-
ñîåäèíÿåì ìíîæåñòâî-ïåðåñå÷åíèå ê A p

q
è ïîëàãàåì çíà÷åíèå f â åãî òî÷êàõ ðàâíûì

p
q
. Ê ýòîìó ìíîæåñòâó áóäåò åùå ïðèñîåäèíåíî ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå ïðè ñòàáèëè-

çàöèè ÷èñåë íà p/q ñî ñòîðîíû A1.
Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà âñåì X, ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ

0 è 1 íà A0 è A1 ñîîòâ., ïðè÷åì 0 ≤ f(x) ≤ 1, è f íåïðåðûâíà. Ïîñëåäíåå ïðîâåðÿåòñÿ
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àâòîìàòè÷åñêè: ïðîîáðàç îòêðûòîãî èíòåðâàëà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè p
q
, r
s
ëåæèò

ìåæäó ìíîæåñòâàìè A p
q
è A r

s
è, î÷åâèäíî, îòêðûò. �

= Î ïîñòðîåííîé ôóíêöèè Óðûñîíà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà ôóíêöèîíàëüíî ðàç-
äåëÿåò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà èëè ÷òî îíè ôóíêöèîíàëüíî îòäå-
ëèìû.

Ìåæäó ðåãóëÿðíîñòüþ è íîðìàëüíîñòüþ ëåæèò åùå îäíî óñëîâèå (T3,5): � ïîëíàÿ
ðåãóëÿðíîñòü.

∼ T1-ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì èëè òèõîíîâñêèì, åñëè åãî
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ôóíêöèîíàëüíî îòäåëèìû îò íåëåæàùèõ â íèõ òî÷åê.

Íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà âïîëíå ðåãóëÿðíû, à âïîëíå ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà
ðåãóëÿðíû. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñî âòîðîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè ýòè òðè êëàññà ñîâïàäàþò.

-=-=-=-

Òåîðåìà ïðîäîëæåíèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ

- Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (êîòîðàÿ áóäåò äëÿ íàñ îñíîâíîé âî âòîðîé ÷àñòè ëåêöèé)
áûëà äîêàçàíà â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå Òèòöå è âûâåäåíà Óðûñîíîì èç åãî ëåììû â
îáùåì âèäå:

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : A → R, îïðåäåëåí-
íàÿ íà çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå A ⊂ X íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåíà äî ôóíêöèè F : X → R, F |A = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà f îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ, íå òåðÿÿ îáùíîñòè,
ïîëîæèì |f | ≤ 1. Ôóíêöèÿ F áóäåò ïîñòðîåíà êàê ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà ôóíêöèé gi, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî èíäóêöèè òàê, ÷òîáû |gi| ≤ 2i−1

3i
, è äëÿ ôóíêöèè

ϕk = f −
∑k

0 gi|A íà A áûëî áû |ϕk| ≤ (2
3
)k.

Ïóñòü g0 = 0. Ôóíêöèþ gn+1 ïîñòðîèì êàê ôóíêöèþ Óðûñîíà äëÿ çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâ A′n+1, A

′′
n+1 â A, îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè A

′
n+1 : ϕn ≤ −1

3
(2

3
)n è A′′n+1 :

ϕn ≥ 1
3
(2

3
)n, ïîëàãàÿ gn+1 = −1

3
(2

3
)n íà ïåðâîì, 1

3
(2

3
)n íà âòîðîì è |gn+1| ≤ 1

3
(2

3
)n.

Òîãäà ðÿä
∑∞

n=0 gn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðèòîì íà A ñõîäèòñÿ ê f .
Â ñëó÷àå, åñëè f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â R, âîçüìåì ãîìåîìîðôèçì h : R→ (0, 1)

è ïðèìåíèì ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ê êîìïîçèöèè hf . Ïóñòü G : X → [0, 1] ïðî-
äîëæåíèå hf è B = G−1(0∪ 1). B çàìêíóòî â X è íå ïåðåñåêàåò A. Ïóñòü ϕ ôóíêöèÿ
Óðûñîíà, ðàâíàÿ 0 íà B è 1 íà A. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕG ïðîäîëæàåò hf è íå ïðèíèìàåò
çíà÷åíèé 0 è 1. Ïîýòîìó h−1ϕG : X → R � ôóíêöèÿ íà X, ïðîäîëæàþùàÿ f .

(Ìíîæåñòâà A′1 è A
′′
1 ïóñòû, íî ýòî íå íàðóøàåò äîêàçàòåëüñòâà.) �

- Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè õàðàêòåðèçóåò íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà:
Âîçüìåì çíà÷åíèÿ 0 è 1 íà çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâàõ A0 è A1

â X, åñëè ýòî îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : X → [0,1],
òî ìíîæåñòâà A0 è A1 ðàçäåëåíû íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè f−1 [0, 1/2) è
f−1 (1/2, 1]. Åñëè ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ, òî X íîðìàëüíî.

-=-=-=-

Òåîðåìà Óðûñîíà î âëîæåíèè â ãèëüáåðòîâ êèðïè÷ è ìåòðèçàöèÿ
- Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè, îñíîâàííîé íà ôóíêöèÿõ Óðûñîíà, ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ

âîïðîñ î ìåòðèçàöèè ïðîñòðàíñòâ â åñòåñòâåííîì êëàññå ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî
ñ÷åòíîé áàçîé = íîðìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñ÷åòíîé áàçîé. Èìåííî, îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ýòîò êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì, ñîñòîÿùèì èç ïîäïðîñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâà
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ïðîñòðàíñòâà, è äàæå, áîëåå òî÷íî, ïîäïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíîãî ãèëüáåðòîâà êèð-
ïè÷à, êîòîðûå íàñëåäóþò ãèëüáåðòîâó ìåòðèêó. ßñíî, ÷òî îñíîâíîå çíà÷åíèå èìååò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î âëîæåíèè. Íàïðèìåð, êîìïàêòèôèêàöèè òàêîãî ïðîñòðàíñòâà
(ðåãóëÿðíîãî ñî ñ÷åòíîé áàçîé) ìîæíî ñòðîèòü êàê çàìûêàíèÿ åãî îáðàçà ïðè ðàç-
ëè÷íûõ âëîæåíèÿõ â ãèëüáåðòîâ êèðïè÷.

-Òåîðåìà î âëîæåíèè. Âñÿêîå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé
ãîìåîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñòâó ãèëüáåðòîâà êèðïè÷à.

Â ÷àñòíîñòè, ýòè ïðîñòðàíñòâà ìåòðèçóåìû.
- Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâàX ñî ñ÷åò-

íîé áàçîé â I∞ è ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëüíî. Ðàññìîòðèì âñå ïàðû (U, V )

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èç ñ÷åòíîé áàçû, ãäå U ⊂ V . Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ
òàêàÿ ïàðà ñ óñëîâèåì x ∈ U . Çàíóìåðóåì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïàð (ýòî ìíîæåñòâî
ñ÷åòíî). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Óðûñîíà ϕi, 0 ≤ ϕi ≤ 1, äëÿ i-îé ïàðû � äëÿ ìíîæåñòâ
U i, X \ Vi, ϕ(U) = 0, ϕ(X \ V ) = 1. Äëÿ òî÷êè x ∈ X ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {ϕn(x)
2n
}, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò òî÷êó â ãèëüáåðòîâîì êóáå, ïîñêîëüêó ôóíêöèè ϕn

îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ åäèíèöåé. Ýòî çàäàåò òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå f . Îíî âçàèìíî
îäíîçíà÷íî, ò.ê. äëÿ äâóõ òî÷åê ìîæíî íàéòè ïàðó (Ui, Vi), â êîòîðîé U i ñîäåðæèò
îäíó òî÷êó, à äðóãàÿ ëåæèò âíå Vi, è îíè ðàçëè÷àþòñÿ ñâîåé i-îé êîîðäèíàòîé.

Äîêàæåì, ÷òî f íåïðåðûâíî. Ïóñòü x ∈ X è y = f(x) = {yi} ∈ I∞. Âîçüìåì
îêðåñòíîñòü Wi(y) èç ïñåâäîáàçû òîïîëîãèè Tp (ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ), çàäàííóþ
óñëîâèåì: åñëè y′ ∈ Wi, òî |y′i − yi| < ε (íàïîìíþ, ÷òî îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ïðîèç-
âîëüíû). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕi ìíîæåñòâî U = ϕ−1

i Wi îòêðûòî. Íî â ýòîì ñëó÷àå
è f(U) ⊂ Wi.

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ g = f−1|f(X) : f(X)→ X. Ïóñòü
y = {yi} ∈ I∞ è äàíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ X, g(y) ∈ U . Íàéäåì ïàðó (Un, Vn),
ãäå g(y) ∈ Un, Vn ⊂ G, òîãäà yn = 0. Âîçüìåì îêðåñòíîñòü W (y) èç ïñåâäîáàçû,
ãäå |y′n − yn| < 1

2n
, åñëè y′ ∈ W . Òàê êàê ϕn(g(y)) = yn

2n
= 0, y′n < 1

2n
è, çíà÷èò,

g(y′) ∈ Vn ⊂ G, ò.å. g(W ) ⊂ G. �
-=-=-=-

Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü è ïàðàêîìïàêòíîñòü

∼ Ïðîñòðàíñòâî X, âî âñÿêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå êîòîðîãî ìîæíî âïèñàòü ëî-
êàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå, íàçûâàåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì.

= (Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïàðàêîìïàêòî. Ýòî
� òðóäíàÿ òåîðåìà Ñòîóíà, ñì. Àëåêñàíäðîâ, ãë.6, �11, ï.3, ñòð.302.)

- Òåîðåìà. Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé ïàðà-
êîìïàêòíî.

� 1. Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X ñî ñ÷åòíîé áàçîé ðåãóëÿðíî.
Òîãäà X ìåòðèçóåìî, è ó òî÷åê åñòü îêðåñòíîñòè, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ êîìïàêòû.
Ïóñòü â X äàíû òî÷êà p è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F, p /∈ F . Ïóñòü U(p) � îêðåñò-

íîñòü p ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. U êîìïàêòíî è ïîòîìó â U èìååòñÿ îêðåñòíîñòü
V (p), íå ïåðåñåêàþùàÿ U ∩ F , è çíà÷èò, V ∩ F = ∅.

2. X åñòü âîçðàñòàþùåå îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîìïàêòîâ Fi.
Ïóñòü B = {Bj} � íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ñ÷åòíîé áàçû, èìåþùèõ êîìïàêòíûå

çàìûêàíèÿ. Ïîëîæèì Fi =
⋃
j≤iBj.

3. X åñòü òàêîå âîçðàñòàþùåå îáúåäèíåíèå êîìïàêòîâ Φi, ÷òî Φi ⊂ IntΦi+1.
Ïîëîæèì Φ1 = F1 è ïóñòü Φi ⊃ Fi óæå ïîñòðîåíî. Ïóñòü Kis � êîíå÷íîå ÷èñëî

îêðåñòíîñòåé ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, ïîêðûâàþùèõ FrΦi.
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Ïîëîæèì Φi+1 = Fi+1

⋃
Φi

⋃
∪sK̄is. Òîãäà Φi ⊂ IntΦi+1, ò.ê. FrΦi ⊂ ∪sKis).

4. Îáîçíà÷èì FrΦi ÷åðåç Γi è ÷åðåç Hi çàìêíóòóþ îáëàñòü ìåæäó Γi è Γi+1, ò. å.
Hi = Φi+1 \ Φi.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âî âñÿêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå U = {Uk}, X = ∪Uk, ìîæíî
âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå.

Ïóñòü εi = min(ε′i/2, ε
′′
i ), ãäå ε

′
i � ðàññòîÿíèå îò Hi äî Φi−1∪ (X \Φi+2), à ε′′i � ÷èñëî

Ëåáåãà êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ Hi ýëåìåíòàìè ïîêðûòèÿ U .
Ïóñòü Vi êîíå÷íîå ïîêðûòèå Hi êàêèìè-ëèáî εi-îêðåñòíîñòÿìè (âïèñàííîå â U).

Ýëåìåíòû ïîêðûòèé Vi ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ñ ýëåìåíòàìè ïîêðûòèé Vi−1 è Vi+1,
ïîýòîìó îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ âñåõ ýòèõ ïîêðûòèé ëîêàëüíî êîíå÷íî. �

-=-=-

∼ Ðàçáèåíèå åäèíèöû
Äëÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ îòêðûòûõ ïîêðûòèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èìååòñÿ

êîíñòðóêöèÿ �ðàçáèåíèÿ åäèíèöû�, ÿâëÿþùàÿñÿ î÷åíü ïîëåçíûì òåõíè÷åñêèì ñðåä-
ñòâîì. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ Ui ñòðîèòñÿ
ôóíêöèÿ ϕi, ðàâíàÿ íóëþ âíå Ui, ïîëîæèòåëüíàÿ âíóòðè è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â
îòðåçêå [0, 1], ïðè ýòîì

∑
i ϕi(x) ≡ 1. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî âçÿòü

ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ di(x) òî÷êè x äî äîïîëíåíèÿ ê Ui è ïîëîæèòü ϕi = di(x)∑
j dj(x)

. Ëî-

êàëüíàÿ êîíå÷íîñòü íóæíà, ÷òîáû â êàæäëé òî÷êå áûëî êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
ñëàãàåìûõ è ñóììèðîâàíèå áûëî êîíå÷íûì.

(Â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå íóæíî ñíà÷àëà ïîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíî êîíå÷íîå
îòêðûòîå ïîêðûòèå ìîæåò áûòü �óæàòî�, ò.å. äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ Uα
ìîæíî âçÿòü ëåæàùåå â íåì ñ çàìûêàíèåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Vα òàê, ÷òî íîâûå
ýëåìåíòû òîæå îáðàçóþò ïîêðûòèå (î÷åâèäíî, ëîêàëüíî êîíå÷íîå). Ïîñëå ýòîãî äëÿ
êàæäîé ïàðû íàäî âçÿòü ôóíêöèþ Óðûñîíà ψα, ψα|V α = 1, ψα|X\Uα = 0, è çàìå-

íèòü åå íà ϕα0(x) =
ψα0 (x)∑
α ψα(x)

. Îäíàêî íå âñÿêîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ñêîëü

óãîäíî ìåëêèå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîêðûòèÿ, ò.å. íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íå îáÿ-
çàòåëüíî ïàðàêîìïàêòíî, õîòÿ îáðàòíîå âåðíî: âñÿêîå ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî
íîðìàëüíî (Àëåêñàíäðîâ, ãëàâà 6, §11, ñòð. 301.)

-=-=-=-=-=-=-=-
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Äèàãðàììà Äóãóíäæè
Â çàêëþ÷åíèå ïåðâîé ÷àñòè êóðñà (¾Îáùàÿ òîïîëîãèÿ¿) ïðèâîæó äèàãðàììó èç

êíèãè Dugundji J. Topology. 1966. Â ýòîé äèàãðàììå óêàçàíû ñâÿçè ìåæäó îñíîâíûìè
êëàññàìè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ áûëî âûøå ââåäåíî.

Âñå ïðîñòðàíñòâà íà ñõåìå, â ÷àñòíîñòè, êîìïàêòíûå, ïðåäïîëàãàþòñÿ õàóñäîð-
ôîâûìè. Èç êîìïàêòíîñòè òðèâèàëüíî ñëåäóåò σ-êîìïàêòíîñòü, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç
äâóõ óñëîâèé: ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü è ïðåäñòàâèìîñòü ïðîñòðàíñòâà ñ÷åòíûì îáú-
åäèíåíèåì êîìïàêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè è ôèíàëüíîé êîì-
ïàêòíîñòè ëåãêî âûòåêàþò èç äâóõ ñâîéñòâ σ-êîìïàêòíîñòè. (Òðåáîâàíèå ëîêàëüíîé
êîìïàêòíîñòè ñóùåñòâåííî, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê
íà ïðÿìîé.)

Èç ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè, êàê è èç ïîëíîòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âû-
òåêàåò ñâîéñòâî Áýðà � íåïóñòîòà ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìû ïëîòíûõ îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ (èëè, ýêâèâàëåíòíî, íåâîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíûì
îáúåäèíåíèåì íèãäå íå ïëîòíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ). Ñâîéñòâî Áýðà âàæíî
òåì, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî âîçìîæíîñòè ââåñòè â ïðîñòðàíñòâå X ïîëíóþ ìåòðèêó,
åãî ìîæíî íàçâàòü ñâîéñòâîì òîïîëîãè÷åñêîé ïîëíîòû (Ýòà òåîðåìà ïðèíàäëåæèò
Àëåêñàíäðîâó, íî â ñâîåé êíèãå îí îòñûëàåò çà åå äîêàçàòåëüñòâîì ê êíèãå Êóðàòîâ-
ñêèé Ê. Òîïîëîãèÿ, òîì 1, 1966. )

Íàêîíåö, èç ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè âûòåêàåò ôóíêöèîíàëüíàÿ îòäåëèìîñòü
òî÷êè îò íå ñîäåðæàùåãî åå çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà. Íóæíî âçÿòü îêðåñòíîñòü òî÷-
êè ñ êîìïàêòíûì (è, çíà÷èò, íîðìàëüíûì) çàìûêàíèåì, ïîëîæèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè
1 íà äàííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå è â òî÷êàõ âíå âûáðàííîé îêðåñòíîñòè è íóëü â
òî÷êå. Çàòåì ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ ¾ïî Óðûñîíó¿ íà âíóòðåííèå òî÷êè îêðåñòíîñòè,
èñïîëüçóÿ íîðìàëüíîñòü åå çàìûêàíèÿ.

-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-
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×ÀÑÒÜ 2. ÃÎÌÎÒÎÏÈÈ. ÒÅÎÐÅÌÛ ÁÐÀÓÝÐÀ.
ÊÎÌÏËÅÊÑÛ È ÏÎËÈÝÄÐÛ Â Rn

-=-

7. ÃÎÌÎÒÎÏÈÈ. ÐÅÒÐÀÊÒÛ
-=-=-=-

Ïîíÿòèå ãîìîòîïèè

∼ Äâà îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y
íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
F : X × [0, 1] → Y , ñîâïàäàþùåå ñ f ïðè t = 0 è ñ g ïðè t = 1 :
F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x).

∼ Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò f ' g (è g ' f). F íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó f è
g èëè äåôîðìàöèåé f â g. F ðàññìàòðèâàþò òàêæå êàê íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî îòîá-
ðàæåíèé: F (x, t) = Ft(x), êîòîðîå òîæå íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé (íî íåïðåðûâíîñòü
áåðåòñÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ, ýòî íå ïðîñòî íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî îòîáðà-
æåíèé!)

∼ Îòîáðàæåíèå f : X → Y ïîñòîÿííî, åñëè f(X) = y0, ò.å. îáðàç f � òî÷êà â Y .
∼ Åñëè f ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ, òî f íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïíûì

íóëþ, è ïèøóò f ' 0.
Îòîáðàæåíèå â ñôåðó, íå ãîìîòîïíîå ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ, èíîãäà íàçûâà-

åòñÿ ñóùåñòâåííûì.

≈ Âàæíûé ïðèìåð ãîìîòîïèè � ëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé â âûïóêëîå
ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà: F (x, t) = tg(x) + (1− t)f(x), íàïðèìåð, â Rn

èëè In. Áåðÿ â êà÷åñòâå g ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷àåì:
- Âñÿêîå îòîáðàæåíèå â âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ãîìî-

òîïíî íóëþ.
≈ Â ÷àñòíîñòè, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ ãîìî-

òîïíî íóëþ: 1 ' 0.
∼ Ïðîñòðàíñòâî, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîòîðîãî ãîìîòîïíî íóëþ, íàçûâà-

åòñÿ ñòÿãèâàåìûì.
≈ Íàïðèìåð, ãèëüáåðòîâ êèðïè÷ ñòÿãèâàåì (êàê âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â H).
- Îòîáðàæåíèå f : X → Y ñòÿãèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà X (â ÷àñòíîñòè, âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà, â ÷àñòíîñòè, êóáà èëè øàðà) â ëþáîå ïðîñòðàíñòâî Y ãîìîòîïíî íóëþ.
(Åñëè gt : X → X � ñòÿãèâàíèå X (g0 = 1, g1 = 0), òî fgt � òðåáóåìàÿ ãîìîòîïèÿ.)

- Ãîìîòîïèÿ ìåæäó äâóìÿ ïîñòîÿííûìè îòîáðàæåíèÿìè åñòü ïóòü, ñîåäèíÿþùèé
òî÷êè-îáðàçû ýòèõ îòîáðàæåíèé.

Y ëèíåéíî ñâÿçíî ⇔ ëþáûå äâà ïîñòîÿííûõ îòîáðàæåíèÿ X â Y ãîìîòîïíû.
≈ Íàïðèìåð, äëÿ ñèíóñîèäû èìåþòñÿ íåãîìîòîïíûå ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ.

-=-=-=-

Ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèé ñôåðû è â ñôåðó

- Ëþáûå äâà îòîáðàæåíèÿ â Rn ñîåäèíÿþòñÿ ëèíåéíîé ãîìîòîïèåéá ïðè ýòîì
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè íå óâåëè÷èâàþòñÿ (d(ft1(x), ft2(x)) ≤
d(f(x), g(x)),∀x ∈ X), â ÷àñòíîñòè, ãîìîòîïèÿ ìåæäó áëèçêèìè îòîáðàæåíèÿìè X â
Rn ïðîõîäèò ÷åðåç îòîáðàæåíèÿ áëèçêèå ê äàííûì.

Ïóñòü òåïåðü äàíû äâà îòîáðàæåíèÿ â åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn ⊂ Rn+1. Åñëè ýòè
îòîáðàæåíèÿ áëèçêè, òî ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî îíè ãîìîòîïíû, íî ëèíåéíóþ ãîìîòî-
ïèþ (èäóùóþ íå ïî ñôåðå) ïðèõîäèòñÿ âèäîèçìåíèòü, ðàçäåëèâ êàæäûé âåêòîð íà
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åãî ìîäóëü: F (x, t) = tg(x)+1−tf(x)
|tg(x)+(1−t)f(x)| . Òåïåðü êàæäàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî äóãå áîëü-

øîãî êðóãà (â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ f(x) è g(x)), ïðè óñëîâèè, ÷òî çíàìåíàòåëü íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äëÿ ýòîãî òîëüêî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðè êàæäîì x òî÷êè f(x) è g(x) íå áûëè
àíòèïîäàëüíûìè, ò.å. äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó f(x) è g(x) èìååòñÿ ãîìîòîïèÿ, èäóùàÿ ïî äóãå áîëüøîãî
êðóãà, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè îòîáðàæåíèÿìè ìåíüøå äèàìåòðà.

- Óêàæåì îäèí ïðîñòîé, íî âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà îòîáðàæåíèå â Sn ãîìîòîïíî íóëþ:
≈ Åñëè äëÿ f : X → Sn íàéäåòñÿ òî÷êà a ∈ Sn, íå ïðèíàäëåæàùàÿ f(X), òî f ' 0.
(Êàæäàÿ òî÷êà f(x) äâèæåòñÿ ïî äóãå áîëüøîãî êðóãà â íàïðàâëåíèè îò a ê

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êå -a.)

- Îòîáðàæåíèå ñôåðû f : Sn → Y ãîìîòîïíî íóëþ ⇔ ñóùåñòâóåò ïðîäîë-
æåíèå Φ : Bn+1 → Y îòîáðàæåíèÿ f íà îãðàíè÷åííûé ñôåðîé øàð Bn+1.

(Åñëè F (x, t) ãîìîòîïèÿ ìåæäó f(x) = F (x, 0) è ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì
F (x, 1) = g(x) = a ∈ Y, ∀x ∈ Sn, òî Φ(tx) = F (x, t) � òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå, ãäå tx
� òî÷êà äèñêà íà ðàäèóñå òî÷êè x ∈ Sn íà ðàññòîÿíèè t îò öåíòðà O øàðà.

Åñëè, îáðàòíî, Φ(tx) ∈ Y � êàêîå-ëèáî ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ f , òî F (x, t) =
Φ(tx) ãîìîòîïèÿ f â ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå g(x) = Φ(O)).

∼ Ïðè îïðåäåëåíèè ãîìîòîïèè íóëþ âìåñòî X × I óäîáíåå âçÿòü êîíóñ íàä X:
Ïðîñòðàíñòâî CX, ïîëó÷åííîå îòîæäåñòâëåíèåì ìåæäó ñîáîé âñåõ òî÷åê (x, 1) â X×
I, íàçûâàåòñÿ êîíóñîì íàä X. (Êîãäà X ìíîãîãðàííèê, ãîâîðÿò ¾ïèðàìèäà íàä X¿.)
∼ Îêðåñòíîñòÿìè âåðøèíû v êîíóñà � òî÷êè, ïîëó÷åííîé îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê

(x, 1) � ñëóæàò ìíîæåñòâà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç îêðåñòíîñòåé X × 1 â X × [0,1].
≈ Íàïðèìåð, øàð Bn+1 ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì íàä ñôåðîé Sn.
- Îòîáðàæåíèå f : X → Y ãîìîòîïíî íóëþ ⇔ f ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî

îòîáðàæåíèÿ Φ : CX → Y .
(Äîêàçàòåëüñòâî òî æå, ÷òî âûøå äëÿ ñôåðû.)

-=-=-=-

Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé
è ãîìîòîïè÷åñêèå òèïû ïðîñòðàíñòâ

- Ãîìîòîïèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé óñòàíàâëèâàåò ìåæäó íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíè-
ÿìè ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâà
òðåáóåò òðàíçèòèâíîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ:

Ïóñòü F1 : X × I→ Y � ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèÿ f(x) = F1(x, 0) â g(x) = F1(x, 1),
à F2 : X × I→ Y , ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèÿ g(x) = F2(x, 0) â h(x) = F2(x, 1).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèåX×[0, 2] è îòîáðàæåíèå F : X×[0, 2]→ Y , ãäå F (x, t) =
F1(x, t) ïðè 0 ≤ t ≤ 1, è F (x, t) = F2(x, t− 1) ïðè 1 ≤ t ≤ 2. (F (x, 0) = f(x), F (x, 1) =
g(x), F (x, 2) = h(x).)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : X × I → X × [0, 2] ðàâåíñòâîì ϕ(x, t) = (x, 2t).
Î÷åâèäíî, Fϕ(x, 0) = F1(x, 0) = f(x), Fϕ(x, 1) = F2(x, 1) = h(x). Çíà÷èò, êîìïîçèöèÿ
Fϕ : X × I→ Y åñòü ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è h.
∼ Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé X â Y ðàñïàäàåòñÿ íà

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Îíè íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè, èõ ìíîæå-
ñòâî îáîçíà÷àåòñÿ [X, Y ], è ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷àåòñÿ [f ].

∼ Ãîìîòîïèÿ F : X × I → Y âçàèìíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
F : X × I→ Y × I : F (x, t) = (F (x, t), t).
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Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîìïîçèöèþ GF : X × I→ Z ãîìîòîïè F : X × I→ Y
è G : Y × I→ Z: GF (x, t) = (GF (x, t), t).
∼ Âìåñòå ñ òåì îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ: äëÿ

îòîáðàæåíèé X
f→ Y

g→ Z : [g][f ] = [gf ]. (Åñëè f ' f ′, g ' g′, òî gf ' g′f ′.)
- Êîìïîçèöèÿ ãîìîòîïèé àññîöèàòèâíà: äëÿ ãîìîòîïèé ft : X → Y, gt : Y → Z, ht :

Z → U êîìïîçèöèè (ht gt)ft è ht(gt ft) ñîâïàäàþò è äàþò ãîìîòîïèþ htgtft : X → Z
èëè ([h][g])[f ] = [h]([g][f ]) = [h][g][f ] = [hgf ].

Êàæäîìó ïðîñòðàíñòâóX îòâå÷àåò åäèíè÷íûé ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ [1]X îòîáðà-
æåíèé â ñåáÿ, ãîìîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ 1X ([1]X = [1X ]). Î÷åâèäíî,
îí óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì: [1]X [f ] = [f ] = [f ][1]X

= {Ýòè çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè è åäèíèöû äàþò íàì êàçàëîñü áû ïðàâî ãîâîðèòü

î íîâîé (óïðîùåííîé) ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè: îáúåêòû ñòàðûå � òîïîëîãè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà, à â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ íóæíî âçÿòü ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðà-

æåíèé [f ]. Îäíàêî ìû ñäåëàåì åùå îäèí øàã â ñòîðîíó îãðóáëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé

êàòåãîðèè.}

∼ Ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò íàì ââåñòè îòíîøåíèå ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, îáîçíà÷àåìîå X ' Y :
∼ X ' Y ⇔ èìåþòñÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → X òàêèå, ÷òî

gf ' 1X è fg ' 1Y ;
f è g íàçûâàþòñÿ (âçàèìíî îáðàòíûìè) ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.
Òî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ïðåäû-

äóùèõ ðàññìîòðåíèé. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàñ-
ñàìè è ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïðîñòðàíñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ [X].

Åñëè äâà ïðîñòðàíñòâà X è Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî äëÿ ëþáîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Z ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé X â Z ñîâïàäàþò ñ òàêîâûìè äëÿ
Y , ò.å. [X, Z] = [Y, Z] (åñëè ϕ : X → Y ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî ñîïîñòàâ-
ëÿÿ îòîáðàæåíèþ g : Y → Z îòîáðàæåíèå f = gϕ : X → Z, ìû ïîëó÷èì óêàçàííîå
ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé, ñì. íèæå.)

= {Ìû ïîñòðîèëè íîâóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ, åå îáúåêòû � ãîìîòîïè÷å-

ñêèå êëàññû ïðîñòðàíñòâ, ìîðôèçìû � ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé. Ïðè ýòîì

êàòåãîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü [X] è [Y ] â íàøåé êàòåãîðèè îçíà÷àåò ïðîñòî ñîâïàäåíèå

îáúåêòîâ: [X] = [Y ].}

Îòìåòèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæå-
íèé:

- Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ : X → Y è ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Z âîçíèêàþò îòîá-
ðàæåíèÿ ϕ# : [Y, Z] → [X,Z] (ϕ#(f) = fϕ) è ϕ# : [Z, X] → [Z, Y ] (ϕ#(g) = ϕ g).
Ïðè ýòîì (ψ ϕ)# = ϕ#ψ# è, àíàëîãè÷íî, (ψ ϕ)# = ψ#ϕ#.

- Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ X ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ îãðàíè÷åíèÿ f : (f |A)t = (ft)|A.

- Ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèÿ f : X →
∏
Yα â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ

âçàèìíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ êîîðäèíàòíûõ îòîáðàæåíèé {fα : X →
Yα} : (fα)t = pαft.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå ñòÿãèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ ñòÿãèâàåìî.

-=-=-=-
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Ðåòðàêòû è äåôîðìàöèè

∼ Îòîáðàæåíèå p ïðîñòðàíñòâà X íà ñâîå ïîäïðîñòðàíñòâî A íàçûâàåòñÿ ðåòðàê-
öèåé, åñëè òî÷êè A íåïîäâèæíû, ò.å. p(x) = x, äëÿ x ∈ A. Çàïèñü: p : X ↘ A.
∼ Ïîäïðîñòðàíñòâî A íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì X, åñëè ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ X

íà A.
Åñëè X õàóñäîðôîâî, òî åãî ðåòðàêòû � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà.
- Ïóñòü äàíû äâà ïðîñòðàíñòâà B è X, è äâà âñòðå÷íûõ îòîáðàæåíèÿ i : B → X

è r : X → B ñ óñëîâèåì ri = 1|B. Òîãäà êîìïîçèöèÿ p = ir : X → X óäîâëåòâî-
ðÿåò òîæäåñòâó p2 = p. Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû â ñèòóàöèè, êîãäà B ⊂ X è r åñòü
ðåòðàêöèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå i îêàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì íà çàìêíóòîå ïîäìíîæå-
ñòâî A ⊂ X, è p � ðåòðàêöèåé X íà A.

(Î÷åâèäíî, i âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò B íà A (äëÿ õàóñäîðôîâà X).
Åñëè x0 ∈ X ëåæèò â çàìûêàíèè i(B), òî r ïåðåâîäèò òî÷êè èç ìàëîé îêðåñòíîñòè

x0 â ìàëóþ îêðåñòíîñòü r(x0) = b0. Îáðàçû êàê óãîäíî áëèçêèõ ê b0 òî÷åê ëåæàò â
îêðåñòíîñòè x0 è òîãäà i(b0) = x0. Çíà÷èò, i(B) = A çàìêíóòî.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå r|A : A → B íåïðåðûâíî, ò.ê. îãðàíè÷åíèå íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíî. Çíà÷èò, A ãîìåîìîðôíî B è ir|A åñòü òîæäåñòâåííîå âëî-
æåíèå A â X, è p = ir : X → X åñòü îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ òîæäåñòâåííîå íà A, ò.å.
ðåòðàêöèÿ X íà A.)

- Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, äëÿ ïðîåêöèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ íà ñîìíîæèòåëè, ñêàæåì, äëÿ ïðîåêöèé Rn íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó
÷àñòî âîîáùå ðåòðàêöèè íàçûâàþò ïðîåêöèÿìè.

- Åñëè r : X ↘ A ðåòðàêöèÿ, òî ëþáîå îòîáðàæåíèå f : A→ Z ïðîäîëæà-
åòñÿ íà X (äî îòîáðàæåíèÿ f̄ = fr).

- Åñëè A ⊂ B ⊂ X, è A ðåòðàêò X, òî A åñòü ðåòðàêò òàêæå è B.
- ÅñëèXα ðåòðàãèðóåòñÿ íà Aα ïðè âñåõ α ∈ A, òî

∏
αXα ðåòðàãèðóåòñÿ íà

∏
αAα.

Â ÷àñòíîñòè, ïðÿìàÿ R ðåòðàãèðóåòñÿ íà êàæäûé îòðåçîê [0, 1
2n
]. Ïîýòîìó ñ÷åò-

íîå ïðîèçâåäåíèå ïðÿìûõ R∞ =
∏

iRi ðåòðàãèðóåòñÿ íà ãèëüáåðòîâ êèðïè÷, à òàê
êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H òîïîëîãè÷åñêè åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ýòîãî ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, òî è îíî ðåòðàãèðóåòñÿ íà ãèëüáåðòîâ êèðïè÷.

- Ïðîñòðàíñòâî Rn èëè øàð Bn ñ óäàëåííûì íà÷àëîì O ðåòðàãèðóåòñÿ (ïî ðàäè-
óñàì)íà ãðàíè÷íóþ ñôåðó øàðà Sn−1.

= Åñëè íà÷àëî íå âûêèäûâàòü, òî ðåòðàêöèÿ íåâîçìîæíà! Ýòî îäèí èç îñíîâíûõ
ôàêòîâ òîïîëîãèè, è ìû èì îñíîâàòåëüíî çàéìåìñÿ äàëüøå. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
îòðåçîê, î÷åâèäíî, íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîè äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè. Äîêàçàòåëüñòâî,
÷òî êðóã íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü óæå íå òàê ïðîñòî. Äîêàçà-
òåëüñòâ ìíîãî, ïðèâåäåì òî, êîòîðîå íå òðåáóåò ñåðüåçíîé òåõíèêè, õîòÿ óêàçûâàåò
ïóòü äëÿ èíäóêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà íåðåòðàãèðóåìîñòè øàðà ëþáîé ðàçìåðíîñòè
íà ñâîé êðàé.

-=-=-=-

Äâóìåðíûé äèñê íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü r : B2 → S1 ðåòðàêöèÿ. Âîçüìåì òî÷êó
x0 ∈ S1, è ïîëîæèì K = r−1(x0). K ⊂ B2 � êîìïàêò, ïåðåñåêàþùèé êðàé òîëüêî â
òî÷êå x0. Âîçüìåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ Ti òàêèõ, ÷òî:

1. K ïîêðûò âíóòðåííîñòÿìè òðåóãîëüíèêîâ Ti,
2.
⋃
Ti ëåæèò â ε-îêðåñòíîñòè Uε(K) ,
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3. Òîëüêî îäèí èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïóñòü T1 ïåðåñåêàåò S1, ïðèòîì òîëüêî
îäíîé ñâîåé êðóãëîé ñòîðîíîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 â S1, êîíöû
a, b ýòîé ñòîðîíû ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò x0 â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè,

4. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé òîëüêî âíóòðåííèìè òî÷-
êàìè (â ÷àñòíîñòè, òðåóãîëüíèêè íå èìåþò îáùèõ âåðøèí).

5. ×èñëî ε âîçüìåì ñòîëü ìàëûì, ÷òî r(U) ëåæèò â ñîäåðæàùåé x0 ïîëîâèíå
îêðóæíîñòè S1.

Âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà 4. ìîæíî äîáòüñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûì ñäâèãîì âåðøèí òðå-
óãîëüíèêîâ, íå íàðóøàÿ ïðè ýòîì äðóãèõ ñâîéñòâ.

Ãðàíèöà U ñîñòîèò èç ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåé x0, è îñòàëüíîé ÷àñòè,
ëåæàùåé âíóòðè B2, êðîìå òî÷åê a, b, êîòîðûå ðàçäåëÿþò ýòè äâå ÷àñòè.

Çàìåòèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâÿçíûõ ëîìàíûõ
áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Íåêîòîðûå èç íèõ âîçìîæíî, çàìêíóòû, âî âñÿêîì ñëó÷àå ýòè
ëîìàíûå íå ìîãóò èìåòü êîíå÷íûõ òî÷åê âíóòðè B2, è åñëè ëîìàíàÿ íå çàìêíóòà, òî
îíà èìååò äâà êîíöà. Êîíöû íå ìîãóò ëåæàòü âíóòðè äèñêà, è èìè ìîãóò áûòü òîëüêî
òî÷êè a è b; çíà÷èò, èìååòñÿ ñâÿçíàÿ ëîìàíàÿ l, ÷àñòü ãðàíèöû U c êîíöàìè a, b.
Îáðàç r(l) åñòü ñâÿçíûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè a è b è ëåæàùèé â ïîëóîêðóæíîñòè
(ãîìåìîðôíîé îòðåçêó). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò îáðàç ïðîõîäèò ÷åðåç ðàçäåëÿþùóþ a
è b òî÷êó x0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ëîìàíàÿ l ëåæèò âíå ïðîîáðàçà K òî÷êè x0.

(Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ïîïðîáóåì ïîéòè äàëüøå è ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä ê äîêàçà-
òåëüñòâó íåðåòðàãèðóåìîñòè øàðà B3 íà ãðàíè÷íóþ ñôåðó, òî íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàò-
ðèâàòü ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö ìàëûõ òåòðàýäðîâ, ÷òî çàìåòíî ñëîæíåå, ÷åì ïåðåñå÷åíèå
ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ. Ìû ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü � êîìïîíåíòó ãðàíèöû îêðåñòíî-
ñòè ïðîîáðàçà òî÷êè, è ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, íàäî áóäåò äîêàçàòü, ÷òî
ýòà êîìïîíåíòà íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîþ ãðàíèöó (îêðóæíîñòü âîêðóã âûáðàííîé
òî÷êè). Ïîñëåäíåå îáîáùàåò òåîðåìó î B2. Ýòè òðóäíîñòè åùå ïðåîäîëèìû íà ýëå-
ìåíòàðíîé îñíîâå, íî äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå ðàçìåðíîñòè òðåáóåò ñåðüåçíîé òåîðèè.
Ìû äîêàæåì íèæå òåîðåìó äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé íà äðóãîì ïóòè.)

-=-=-=-

Àáñîëþòíûå ðåòðàêòû

∼ I. Ïðîñòðàíñòâî Z åñòü àáñîëþòíûé ðåòðàêò (ïðèíàäëåæèò êëàññó
AR, ïèøóò Z ∈ AR), åñëè åãî ãîìåîìîðôíûé îáðàç â ëþáîì íîðìàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå W åñòü ðåòðàêò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

- Àáñîëþòíûå ðåòðàêòû îáëàäàþò ýêâèâàëåíòíûì äâîéñòâåííûì ñâîéñòâîì:
∼ II. íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå â òàêîå ïðîñòðàíñòâî Z çàìêíóòîãî ïîä-

ìíîæåñòâà A íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X èìååò ðàñïðîñòðàíåíèå íà âñå
X.
≈ Äëÿ îòðåçêà è äëÿ R ýòî åñòü óòâåðæäåíèå Òèòöå - Óðûñîíà.

- Ïðîñòðàíñòâî Z åñòü AR ⇔ Z îáëàäàåò ñâîéñòâîì II.
⇐: Åñëè íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Z ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ëåæèò êàê çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî â êàêîì-ëèáî íîðìàëüíîì W , òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Z â ñåáÿ
ïðîäîëæàåòñÿ äî ðåòðàêöèè r : W ↘ Z. Ýòî è çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî Z �
àáñîëþòíûé ðåòðàêò.
⇒: Ïóñòü Z àáñîëþòíûé ðåòðàêò è A çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â íîðìàëüíîì X,

ïðè÷åì äàíî îòîáðàæåíèå f : A→ Z. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî Y = Z∪x=fxX (êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ �ïðèêëåéêîé X ê Z ïî f �), îòîæäåñòâèâ â X ∪ Z êàæäóþ òî÷êó x ∈ A ñ
f(x) ∈ Z.
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∼ (Òîïîëîãèÿ â X\A è â Z\f(A) ñîõðàíÿåòñÿ ñòàðîé. Îêðåñòíîñòü òî÷êè z ∈ f(A)
ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ åå îêðåñòíîñòè U â Z è ïåðåñå÷åíèÿ ñ X \ A îêðåñòíîñòè
W (f−1(U ∩ f(A))).

Ñêàæåì ïîäðîáíåå. Ïóñòü x0 ∈ f(A) è U � îêðåñòíîñòü x0 â Z. Ê ýòîé îêðåñòíîñòè
ìû äîëæíû ïðèñîåäèíèòü òî÷êè èç X \A, ñòàâøèå åé áëèçêèìè ïîñëå ïðèêëåéêè X
ê Z. Ýòè òî÷êè ëåæàò â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà f−1(x0) â X, íî âíå A (òî÷êè A
îòîæäåñòâëåíû ñ òî÷êàìè â Z è óæå �ó÷òåíû� îêðåñòíîñòüþ U). Ïîýòîìó ìû áåðåì
îêðåñòíîñòü W (f−1(x0)) â X è ïåðåñåêàåì åå ñ X \A. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî W ∩A åñòü
f−1(U ∩ f(A)).)

Z îêàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Y (îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Z îñòàëèñü îò-
êðûòûìè è íîâûõ íå ïðèáàâèëîñü), ïðèòîì Z çàìêíóòî â Y (X \ A îòêðûòî â Y ).
Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòáðàæåíèå g : X∪Z → Y è, ïî óñëîâèþ, ðåòðàêöèÿ r : Y ↘ Z.
Êîìïîçèöèÿ rg äàåò òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå F îòîáðàæåíèÿ f íà âñå X.

- Ïðîèçâåäåíèå àáñîëþòíûõ ðåòðàêòîâ åñòü àáñîëþòíûé ðåòðàêò.
Â ÷àñòíîñòè, åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà è êóáû � àáñîëþòíûå ðåòðàêòû.
- Ðåòðàêòû àáñîëþòíûõ ðåòðàêòîâ òàêæå ÿâëÿþòñÿ AR.
(Ïóñòü A çàìêíóòî â íîðìàëüíîì X è r ðåòðàêöèÿ àáñîëþòíîãî ðåòðàêòà Z íà

B. Åñëè F : X → Z ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ f : A → B ⊂ Z, òî rF : X → B �
ïðîäîëæåíèå f äî îòîáðàæåíèÿ X â B.)

Íàïðèìåð, òàêîâû ïðÿìûå ñîìíîæèòåëè àáñîëþòíûõ ðåòðàêòîâ (åâêëèäîâû ïðî-
ñòðàíñòâà è êóáû äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ïðÿìûå
ïðîèçâåäåíèÿ ðàçëè÷íûìè íåòðèâèàëüíûìè ñïîñîáàìè).

- Àáñîëþòíûå ðåòðàêòû ñòÿãèâàåìû:
ïðîñòðàíñòâî X ëåæèò â ñâîåì êîíóñå CX, è åñëè X åñòü AR, òî X åñòü ðåòðàêò

êîíóñà, çíà÷èò, 1X ' 0.
Åñëè A ïîäïðîñòðàíñòâî AR Z, è f : A→ Y ìîæíî ïðîäîëæèòü íà Z, òî f ' 0.

-=-=-=-

Àáñîëþòíûå îêðåñòíîñòíûå ðåòðàêòû

∼ I Ïðîñòðàíñòâî C ïðèíàäëåæèò êëàññó ANR (C ∈ ANR) � àáñî-
ëþòíûõ îêðåñòíîñòíûõ ðåòðàêòîâ, (absolute neighborhood retract), åñ-
ëè ëþáîé ãîìåîìîðôíûé åãî îáðàç â ëþáîì (íîðìàëüíîì) ïðîñòðàíñòâå
ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
≈ Ýòî âåðíî äëÿ ñôåð è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâ, â ÷àñòíîñòè,

ïîëèýäðîâ.
Èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîå äâîéñòâåííîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêà-

çûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñâîéñòâîì ïðîñòðàíñòâ òèïà AR:
∼ II Ëþáîå îòîáðàæåíèå çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A íîðìàëüíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X â C ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà îêðåñòíîñòü A â X.

- Ñî÷åòàíèå ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ ïîêàçûâàåò:
Eñëè B ⊂ C çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, C ANR (èëè AR), è B ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì

ñâîåé îêðåñòíîñòè N â C, r : N ↘ B, òî B åñòü ANR.
(Äëÿ ïàðû (X,A) äàííîå îòîáðàæåíèå f : A→ B ñíà÷àëà ïðîäîëæàåòñÿ (ñâîéñòâî I)
äî îòîáðàæåíèÿ F â C îêðåñòíîñòè U(A) ⊂ X, è êîìïîçèöèÿ rF åñòü ïðîäîëæåíèå
f íà U(A) ∩ (rF )−1N � íà îêðåñòíîñòü A â X. Òîãäà B � ANR ïî ñâîéñòâó II.)

≈ Â ÷àñòíîñòè, ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà Sn, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ñâîåé îêðåñò-
íîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1 (Rn+1 \ O), ãäå O íà÷àëî, ðåòðàãèðóåòñÿ íà
Sn ïî ðàäèóñàì). Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà åñòü ANR.
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Â òî æå âðåìÿ âëîæåíèÿ, íàïðèìåð, îêðóæíîñòè â R3 ìîãóò áûòü î÷åíü ñëîæíû-
ìè, ñêàæåì, ñîäåðæàòü â ñåáå êîìïàêò Àíòóàíà.

Êðîìå ñôåð ê êëàññó ANR ïðèíàäëåæèò êàæäîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà, èìåþùåå îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ íà íåãî ðåòðàãèðóåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, òàêè-
ìè ïîäìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëèýäðû.

-=-=-=-

Ëåììà Áîðñóêà (î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà Áîðñóêà î÷åíü âàæíà â ãîìîòîïè÷åñêîé òåõíèêå:

Ëåììà î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè. Ïóñòü äàíî ïðîñòðàíñòâî X, äëÿ êîòîðîãî
íîðìàëüíî ïðîèçâåäåíèå X× [0, 1] (íàïðèìåð, X ìåòðèçóåìî). Ïóñòü A ⊂ X çàìêíó-
òîå ïîäìíîæåñòâî è ïóñòü äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → C, ãäå C ∈ ANR
(íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå â Sn). Äàëåå, ïóñòü h(x, t) : A× [0, 1]→ C ãîìîòîïèÿ ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ íà A: äëÿ x ∈ A h(x, 0) = f(x).

Ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿH(x, t) : X×[0, 1]→ C îòîáðàæåíèÿ f íà âñåìX,H(x, 0) =
f , êîòîðàÿ ïðîäîëæàåò ãîìîòîïèþ h: H(x, t) = h(x, t), åñëè x ∈ A.

(Ýòà ëåììà íàçûâàåòñÿ òàêæå ëåììîé î ñòàêàíå.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h̄ : X × 0∪A× [0, 1]→ Y
çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X× [0, 1] (�ñòàêàíà íà ñòîëå�) ðàâíîå f(x) íà
X × 0 è h(x, t) íà A× [0, 1]. Íàì íàäî ïðîäîëæèòü ýòî îòîáðàæåíèå íà âñå X × [0, 1].

Ïðîäîëæèì åãî ñíà÷àëà íà îêðåñòíîñòü W (A) ⊂ X × [0, 1] �ñòàêàíà� A × [0, 1],
èñïîëüçóÿ òî, ÷òî C ∈ ANR.

Ïîêàæåì, ÷òî â W ëåæèò îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A× [0, 1] âèäà U × [0, 1], ãäå U
îêðåñòíîñòü A â X. Ïîêðîåì A× [0, 1] áàçèñíûìè îêðåñòíîñòÿìè âèäà Ua× V (t), a ∈
A, t ∈ [0, 1], ëåæàùèìè â W . Äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ A îòáåðåì êîíå÷íîå ïîêðûòèå
(êîìïàêòíîãî) �ñëîÿ� a× [0, 1]: U1(a)×V (t1), . . . , Uk×V (tk) (k çàâèñèò îò a) è âîçüìåì
îêðåñòíîñòü ñëîÿ U(a)× [0, 1], ãäå U(a) =

⋂
i≤k(a) Ui(a). Ýòè îêðåñòíîñòè ëåæàò â W .

Ïîëîæèì
⋃
a Ua = U . Òîãäà A× [0, 1] ⊂ U × [0, 1] ⊂ W .

Ïóñòü α(x) ôóíêöèÿ Óðûñîíà íà X, ðàâíàÿ 0 âíå U è 1 íà A. Ïîñòðîèì îòîáðà-
æåíèå ϕ : X × [0, 1]→ X × [0, 1], òîæäåñòâåííîå íà A× [0, 1] ∪X × 0 è ïåðåâîäÿùåå
îòðåçîê x× [0, 1] ëèíåéíî â îòðåçîê x× [0, ϕ(x)].

Êîìïîçèöèÿ h̄ϕ : X × [0, 1]→ Sn ñîâïàäàåò ñ f íà X × 0 è ñ h íà A× [0, 1]. �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ h íà U × [0, 1] ìû ïîòðåáîâàëè íîðìàëüíîñòè ïðî-
èçâåäåíèÿ X× [0, 1]. Îíà íå ñëåäóåò èç íîðìàëüíîñòè X, õîòÿ ýòî òàê, íàïðèìåð, äëÿ
ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ, ò.ê. ïðîèçâåäåíèå ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ ìåòðèçóåìî.
Ñóùåñòâåííûì â äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîñòü �ñëîÿ�.

≈ Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ãîìåîìîðôèçì ñôåðû h : Sn → Sn ñóùåñòâåíåí. Ïóñòü
ht : Sn → Sn ãîìîòîïèÿ îò h0 = h ê h1(Sn) = a. Ïîëàãàÿ H(Bn+1) = a, èìååì, ïî
ëåììå, ãîìîòîïèþ Ht : Bn+1 → Sn, ïðîäîëæàþùóþ ht, H1 = H = h1, H0 = h0 = h. Íî
H0|Sn = h è = h−1H0 åñòü ðåòðàêöèÿ øàðà íà åãî êðàé, ÷òî íåâîçìîæíî.

-=-=-=-=-=-

8. ÑÈÌÏËÅÊÑÛ. ÊÎÌÏËÅÊÑÛ. ÏÎËÈÝÄÐÛ
-=-=-=-

Âûïóêëûå ìíîæåñòâà è ñèìïëåêñû

Â äàëüíåéøåì íàì ïîñòîÿííî áóäóò íóæíû ñðåäñòâà êóñî÷íî ëèíåéíîé êàòå-
ãîðèè, êîòîðàÿ ñî ñâîèìè îáúåêòàìè (êîìïëåêñàìè è ïîëèýäðàìè) è ìîðôèçìàìè
(ñèìïëèöèàëüíûìè è êóñî÷íî ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè) îáðàçóåò îñîáûé ìèð, ãäå
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äîñòóïíû ìåòîäû ëèíåéíîé ãåîìåòðèè, è êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì àïïàðàòîì äëÿ
ðåøåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì.

Íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ âûïóêëîñòè.
∼ Â ïðîñòðàíñòâå Rn âûïóêëûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå âìåñòå ñ êàæäîé

ïàðîé ñâîèõ òî÷åê ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê.
- Ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) âûïóêëî.
∼ Âûïóêëîé îáîëî÷êîé CA ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷å-

íèå âñåõ ñîäåðæàùèõ åãî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Î÷åâèäíî, ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ
(åäèíñòâåííûì) ìèíèìàëüíûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì A.
∼ Ìíîæåñòâî P = {xi} èç r + 1 ≤ n + 1 òî÷åê xi (ëèíåéíî) íåçàâèñèìî (èëè

â îáùåì ïîëîæåíèè), åñëè îíî íå ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè ðàçìåðíîñòè ìåíüøå r.
Óïîðÿäî÷èâ ýòè òî÷êè êàê-ëèáî, ñêàæåì, x0, x1, . . . xk, ìû îïðåäåëèì k-ðåïåð. Òî÷-
êà x0 ñëóæèò íà÷àëîì, à âåêòîðû vi = xi − x0 � ïðèíèìàþòñÿ çà âåêòîðû ðåïåðà
(òî÷êè xi îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî ñâîèìè ðàäèóñ-âåêòîðàìè). Â ñëó÷àå r = n ýòîò ðåïåð
ìîæíî ïðèíÿòü çà áàçèñíûé â ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, îí çàäàåò îðèåíòàöèþ ïðî-
ñòðàíñòâà. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîâïàäàåò îíà èëè íåò ñ îðèåíòàöèåé ïðèíÿòîé â
ïðîñòðàíñòâå çàðàíåå, ñèñòåìó P ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé.

∼ Ñèìïëåêñîì ðàçìåðíîñòè p (èëè p-ñèìïëåêñîì) ∆p íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà íåçàâèñèìîé ñèñòåìû P èç p+1 òî÷åê. Òî÷êè ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè
ñèìïëåêñà. Åñëè âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû, îíè çàäàþò îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà, êî-
òîðàÿ ïðèíèìàåòñÿ çà îðèåíòàöèþ ñèìïëåêñà. ×èñëî p íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
dim ∆p ñèìïëåêñà.
≈ Òî÷êà, îòðåçîê, òðåóãîëüíèê è òåòðàýäð � ïðèìåðû ñèìïëåêñîâ ìàëûõ ðàçìåð-

íîñòåé. Êîíóñ íàä ñèìïëåêñîì åñòü ñèìïëåêñ íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.
∼ Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Q ⊂ P èç q+ 1 âåðøèí òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèñìûì è

åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà åñòü q-ñèìïëåêñ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ q-ìåðíîé ãðàíüþ ñèì-
ïëåêñà ∆p. Âñåãî èìååòñÿ Cq

p q-ìåðíûõ ãðàíåé â ∆p è 2p âñåõ ãðàíåé (åñëè âêëþ÷èòü
â ýòî ÷èñëî ïóñòîå ìíîæåñòâî è ñàì ñèìïëåêñ â êà÷åñòâå íåñîáñòâåííûõ ãðàíåé.)

= (Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà â Rn åñòü îáúåäèíåíèå ñèì-
ïëåêñîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ äàííîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ âñåõ îòðåçêîâ ñ
êîíöàìè â òî÷êàõ ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåì øàãå ìíîæåñòâà. )

∼ Ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà ñèìïëåêñà
Êàæäûé k-ñèìïëåêñ ∆ îïðåäåëÿåò åãî íåñóùóþ ïëîñêîñòü Π∆, ýòî � ëèíåéíàÿ îáî-

ëî÷êà åãî âåðøèí (ìèíèìàëüíàÿ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ âñå âåðøèíû). Äëÿ ëþáûõ
äâóõ ñèìïëåêñîâ ∆1 è ∆2 ëþáîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ∆1 â ìíîæåñòâî âåð-
øèí ∆2 îïðåäåëÿåò àôôèííîå îòîáðàæåíèå Π∆1 â Π∆2 (ëèíåéíîå â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåïåðàõ, åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò â íà÷àëüíóþ). Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëå-
íî íå âïîëíå îäíîçíà÷íî, íî îíî îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè âçàèìíî îäíîçíà÷íî
âåðøèííîå ñîîòâåòñòâèå. Îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà â ñèìïëåêñ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,
åñëè îíî åñòü îãðàíè÷åíèå àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ íåñóùèõ ïëîñêîñòåé.
∼ Ñîáñòâåííûå ãðàíè ∆ (ò.å. âñå ãðàíè, êðîìå ñàìîãî ∆ è ïóñòîé ãðàíè) îáðàçóþò

êðàé (ãðàíèöó) ∂∆ k-ñèìïëåêñà, êîòîðàÿ ãîìåîìîðôíà (k − 1)-ñôåðå. Âíóòðåííîñòü

ñèìïëåêñà ∆ \ ∂∆ íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ñèìïëåêñîì è îáîçíà÷àåòñÿ
◦
∆.

- Êðàé ∂∆ è âíóòðåííîñòü
◦
∆ ñîâïàäàþò ñ òîïîëîãè÷åñêèìè Fr∆ è Int∆, åñëè ðàç-

ìåðíîñòè ñèìïëåêñà è îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò (íàïðèìåð, â íåñóùåé
ïëîñêîñòè).
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Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âåðøèí k-ñèìïëåêñà ∆ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà èç l+ 1 è m+ 1 òî÷åê. Ýòè ïîäìíîæåñòâà îïðåäåëÿþò l-ãðàíü ∆1 è m-ãðàíü ∆2,
ïðè÷åì k = l +m+ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ.

- Ïîëåçíîå ñâîéñòâî ñêðåùèâàþùèõñÿ ãðàíåé. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè ∆1

ñ òî÷êàìè ∆2, ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â îáùåì êîíöå. Ñåðåäèíû ýòèõ îòðåçêîâ
îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî ñèìïëåêñà ∆, êîòîðîå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðÿìûì ïðîèçâå-

äåíèåì ∆1 × ∆2, à îòêðûòûé ñèìïëåêñ
◦
∆ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

◦
∆1 ×

◦
∆2 × (0, 1).

-=-=-=-

Êîìïëåêñû (ãåîìåòðè÷åñêèå).

∼ Êîìïëåêñû. Ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ñèìïëåêñîâ â Rn íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñîì
(ãåîìåòðè÷åñêèì èëè ïðÿìîëèíåéíûì), åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ
åñòü èõ îáùàÿ ãðàíü (ìîæåò áûòü, ïóñòàÿ).

(Èìåþòñÿ è äðóãèå òèïû êîìïëåêñîâ, ïîýòîìó èíîãäà íàäî îãîâàðèâàòü, ÷òî èìå-
åòñÿ â âèäó èìåííî äàííîå îïðåäåëåíèå.)
≈ Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñèìïëåêñîâ ðàçìåðíîñòè ≤ r â êîìïëåêñå K îáðàçóåò ïîä-

êîìïëåêñ Kr ⊂ K, íàçûâàåìûé r-ìåðíûì îñòîâîì K (èëè r-îñòîâîì) êîìïëåêñà
K.
∼ Ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñîâ, âõîäÿùèõ â êîìïëåêñ K, íàçûâàåòñÿ

åãî ðàçìåðíîñòüþ dimK.
≈ Êîìïëåêñ ðàçìåðíîñòè 1 íàçûâàåòñÿ ãðàôîì.

∼ Ìíîæåñòâî ñèìïëåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ äàííûé ñèìïëåêñ σ ∈ K ÿâëÿåòñÿ îáùåé
ãðàíüþ, íàçûâàåòñÿ çâåçäîé σ è îáîçíà÷àåòñÿ st(σ) (îò àíãëèéñêîãî star � çâåçäà).

- Îòêðûòàÿ çâåçäà
◦
st(σ) ñîñòîèò èç âñåõ òåõ îòêðûòûõ ñèìïëåêñîâ çâåçäû st(σ),

çàìûêàíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò σ. Îòêðûòûå çâåçäû âåðøèí îáðàçóþò îòêðûòîå ïî-
êðûòèå òåëà êîìïëåêñà.

- Åñëè ñèìïëåêñ â êîìïëåêñå íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ äðóãèõ ñèìïëåêñîâ (ò.å. ñîâïà-
äàåò ñî ñâîåé çâåçäîé), òî îí åñòü ïåðåñå÷åíèå çâåçä ñâîèõ âåðøèí. Ïðîâåðüòå!

(Âîîáùå, ïåðåñå÷åíèå çâåçä âåðøèí ñèìïëåêñà åñòü åãî çâåçäà:
⋂

v∈σ∈K
St(v) =

St(σ).)

∼ Êîìïëåêñû è òîïîëîãèÿ. Êîìïëåêñ åñòü ìíîæåñòâî ñèìïëåêñîâ, à íå èõ
îáúåäèíåíèå. Îáúåäèíåíèå ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ òåëîì êîìïëåêñà è
îáîçíà÷àåòñÿ |K|.

×òîáû ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn èìåëî õîðîøèå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà, òðåáó-
åòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:
∼ Êîìïëåêñ ëîêàëüíî êîíå÷åí, åñëè êàæäàÿ òî÷êà åãî òåëà èìååò â íåì îêðåñò-

íîñòü, ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñèìïëåêñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå òåëî êîìïëåê-
ñà ëîêàëüíî êîìïàêòíî.

- |K| îêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè îòêðûòûå çâåçäû
êîíå÷íû è ïðèíÿòû çà îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â |K| ñ èõ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé.

≈ (Çàìåòüòå, ÷òî ñèíóñîèäà åñòü òåëî îäíîìåðíîãî áåñêîíå÷íîãî êîìïëåêñà ñ êî-
íå÷íûìè çâåçäàìè � è òîïîëîãèåé èíäóöèðîâàííîé èç åå âëîæåíèÿ â ïëîñêîñòü. Ýòà
òîïîëîãèÿ íå ñîâïàäàåò ñ ââåäåííîé âûøå êîìáèíàòîðíîé òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé
îòêðûòûìè çâåçäàìè âåðøèí. Â ýòîé ïîñëåäíåé ñèíóñîèäà íåñâÿçíà � ðàñïàäàåòñÿ
íà îòðåçîê è äâå áåñêîíå÷íûå äóãè.)
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- Åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà èìååò îêðåñòíîñòü, ïåðåñåêàþùóþñÿ òîëüêî ñ
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà (âîçìîæíî, ïóñòûì), òî òåëî |K| áóäåò
ëîêàëüíî êîìïàêòíûì è çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì (ò.ê. ñèìïëåêñû çàìêíóòû).

Ðàçóìååòñÿ ýòè ñâîéñòâà âûïîëíåíû, åñëè êîìïëåêñ êîíå÷åí.

Òåëî |K| êîìïëåêñà K ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì:

Ïîëèýäðû è òðèàíãóëÿöèè

∼ Ïðÿìîëèíåéíûì (èëè ãåîìåòðè÷åñêèì) ïîëèýäðîì P â Rn íàçûâàåòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òåëîì íåêîòîðîãî êîìïëåêñà. Åñëè
P = |K|, òî êîìïëåêñ K íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé ïîëèýäðà P .

Òåëî ó êîìïëåêñà îäíî. Òðèàíãóëÿöèé ó ïîëèýäðà (áåñêîíå÷íî) ìíîãî (åñëè ýòî
íå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê).
∼ Ìåæäó òðèàíãóëÿöèÿìè ïîëèýäðà èìååòñÿ îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà:
Îäíà òðèàíãóëÿöèÿ T1 ïîëèýäðà P íàçûâàåòñÿ ïîäðàçäåëåíèåì äðóãîé T2, åñëè

êàæäûé ñèìïëåêñ ïåðâîé òðèàíãóëÿöèè ëåæèò â íåêîòîðîì ñèìïëåêñå âòîðîé. (Ïðè
ýòîì, î÷åâèäíî, êàæäûé ñèìïëåêñ T2 îêàçûâàåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííûì ñèìïëåêñà-
ìè T1.)

= Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå äâóõ (êîíå÷íîãî ÷èñëà) ïîëèýäðîâ åñòü ïîëèýäð,
äâå òðèàíãóëÿöèè îäíîãî è òîãî æå ïîëèýäðà èìåþò èçîìîðôíûå ïîäðàçäåëåíèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ è äðóãèõ óòâåðæäåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ òåõíèêó îáðàùåíèÿ
ñ ïîëèýäðàìè, ïîëåçíî, â ÷àñòíîñòè, ââåñòè ïîíÿòèå âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ è èõ
êîìïëåêñîâ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü íåîáõîäèìûìè ñâåäåíèÿìè è âåðíåìñÿ ê îáøåé
òåîðèè äàëüøå.

-=-=-=-

Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñèìïëåêñà

∼ Ïóñòü äàí ñèìïëåêñ ∆k â k-ìåðíîé ïëîñêîñòè P k â (k+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Rk+1 ñ âåðøèíàìè a0, a1, . . . , ak (èíà÷å ãîâîðÿ, äàíî k + 1 òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè
â P k � íå ñîäåðæàùèõñÿ â (k − 1)-ïëîñêîñòè). Ïóñòü b � òî÷êà â Rk+1 \ P . Ïðèìåì b

çà íà÷àëî â Rk+1, îáîçíà÷èì âåêòîðû
−→
bai ÷åðåç ei è ïðèìåì èõ çà áàçèñíûå â Rk+1.

Ïëîñêîñòü P k èìååò óðàâíåíèå
∑

i α
i = 1 â ýòîì áàçèñå, (α0, α1, . . . , αk) � êîîðäè-

íàòû òî÷êè x. (Áàçèñíûå âåêòîðû óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ.)
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà αi íåçàâèñèìî îò âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà êàê êî-

îðäèíàòû òî÷êè â ïëîñêîñòè P k, ñâÿçàííûå óêàçàííûì ñîîòíîøåíèåì, ïîñêîëüêó èõ
íàáîð òî÷êó ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî. Íåîòðèöàòåëüíûå íàáîðû îïðåäåëÿ-
þò òî÷êè ñèìïëåêñà ∆k ñ âåðøèíàìè ai, ò.å. èõ âûïóêëóþ îáîëî÷êó. (Óñëîâèå αi0 ≥ 0
çàäàåò â P k ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå ai0 è îãðàíè÷åííîå ïëîñêîñòüþ îñòàëüíûõ
òî÷åê ai, âî âòîðîì ïîëóïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòà αi0 < 0. Òàêèì îáðàçîì, íåîòðèöà-
òåëüíûå íàáîðû îïðåäåëÿþò ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâ, ò.å. âûïóêëîå ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå âñå ai, è ïðèòîì ìèíèìàëüíîå � äîêàæòå!)

Íàáîðû αi íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ñèìïëåêñà ∆k.
∼ Óñëîâèå αi = 0 âûäåëÿåò ãðàíü ñèìïëåêñà, ïðîòèâîëåæàùóþ åãî i-îé âåðøèíå.

Ñèñòåìà òàêèõ óñëîâèé âûäåëÿåò ãðàíü ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, íà êîòîðîé îñòàëüíûå
αi ñëóæàò áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîîðäèíàòàìè.

- Íàçâàíèå �áàðèöåíòðè÷åñêèå� ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷êà x = (α0, . . . , αn) îêàçû-
âàåòñÿ öåíòðîì òÿæåñòè (áàðèöåíòðîì), åñëè âåðøèíà ai íåñåò ãðóç âåëè÷èíîé αi.
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Ïðèìåì îäíó èç òî÷åê ai, ñêàæåì, a0, çà íà÷àëüíóþ â P k. Âåêòîðû ai − a0 = vi
(ëèíåéíî) íåçàâèñèìû. Ïðèìåì èõ çà áàçèñíûå â ïëîñêîñòè P k. Êîîðäèíàòû òî÷êè
x = (α0, α1, . . . , αk) â ýòîì áàçèñå áóäóò (α1, . . . , αk):

x− b =
∑
i≥0

αiei =
∑
i≥1

αiei + α0e0 =
∑
i≥1

αi(ei − e0) + (
∑
i≥0

αi)e0 =
∑
i≥1

αivi + a0 − b,

ò.å. x− a0 =
∑
i≥1

αivi, ÷òî è çíà÷èò, ÷òî êîîðäèíàòû x â áàçèñå vi ñóòü α
i, 1 ≤ i ≤ k.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà â ñèìïëåêñ

Ïóñòü òåïåðü f � ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàì a0, . . . , ak ∈ P k òî÷êè c0, c1, . . . , ck
ci = f(ai) (íåêîòîðûå ci ìîãóò ñîâïàäàòü) íåêîòîðîé ïëîñêîñòè Q l, ëåæàùåé â ïðî-
ñòðàíñòâå Rl+1. Âîçüìåì â Rl+1 \Q l òî÷êó d.

Âîçüìåì íåçàâèñèìûå âåêòîðû gj, 0 ≤ j ≤ l, ñ îáùèì íà÷àëîì â d è ñ êîíöàìè íà
ïëîñêîñòè Q l; îíè îáðàçóþò áàçèñ â Rl+1. Êàê è âûøå, êîîðäèíàòû òî÷êè y ∈ Q l â
ýòîì áàçèñå ÿâëÿþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ýòîé òî÷êè â ïëîñêîñòè Q l.
Ïðèìåì çà íà÷àëî â Q l òî÷êó c0 = f(a0). Âåêòîðû wj = gj−g0 îáðàçóþò áàçèñ â Q

l.
Ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðàì vi = ai − a0 âåêòîðû ui = ci − c0 è ïðîäîëæèâ

ýòî ñîîòâåòñòâèå ïî ëèíåéíîñòè, ìû ïîëó÷èì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : P k → Q l.
Îíî ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ F : Rk+1 → Rl+1 (F (b) = d).

Ïóñòü (hji ), i ≥ 0, j ≥ 0, � ìàòðèöà F â áàçèñàõ (ei) è gj : F (ei) = hjigj, òîãäà∑
j h

j
i = 1 è äëÿ i ≥ 1

f(ui) = F (ei − e0) =
∑
i≥0

hji (gj − g0) =
∑
j≥1

hji (gj) + h0
ig0 − g0 =

=
∑
j≥1

hji (gj)−
∑
j≥1

hji (g0) +
∑
j≥0

hji (g0)− g0 =
∑
j≥1

hji (gj − g0) + g0 − g0 =
∑
j≥1

hjiwj.

Ò.å. (hji ), i ≥ 1, j ≥ 1 � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f ïëîñêîñòè P k â Q l.

Ïóñòü (αi) � áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè x: x =
∑

0≤i≤k
αiai =

∑
1≤i≤k

αivi.

Òîãäà f(x) = αif(vi) = αihjiwj. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò òî÷êó ñ
áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè αi â òî÷êó ñ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè
αihji , êîòîðûå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f âçàèìíî îäíîçíà÷íî è òî÷êè f(ai) = ci íåçàâèñèìû, à âåêòîðû
vi = ci − c0 âûáðàíû â êà÷åñòâå áàçèñíûõ, òî ìàòðèöà (hji ) åäèíè÷íàÿ è áàðèöåíòðè-
÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðè îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿþòñÿ.

Åñëè f ïåðåâîäèò ñèìïëåêñ ∆k â ñèìïëåêñ ∆l è âåðøèíû ïåðåõîäÿò â âåðøèíû,
òî áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðîîáðàçîâ îäíîé âåðøèíû ñêëàäûâàþòñÿ.

Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû è áàðèöåíòðè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ êîì-
ïëåêñà.

Ïóñòü äàíû p-ñèìïëåêñ ∆p ñ âåðøèíàìè a0, a1, . . . , ap, åãî ãðàíü q-ãðàíü ∆q ñ âåð-
øèíàìè ai0 , ai1 , . . . , aiq è òî÷êà x ∈ ∆q. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè x îòíî-
ñèòåëüíî ãðàíè ∆q ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå êîîðäèíàò ñèìïëåêñà, íóæíî
òîëüêî äîáàâèòü íóëè â êà÷åñòâå êîîðäèíàò, îòâå÷àþùèõ òåì âåðøèíàì ∆p, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãðàíè. Èç ýòîãî âèäíî, ÷òî ìû ìîæåì ââåñòè ñèñòåìó áà-
ðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñðàçó äëÿ öåëîãî êîìïëåêñà K (äëÿ ïðîñòîòû ïóñòü îí
áóäåò êîíå÷íûì). Óïîðÿäî÷èì âåðøèíû K: v1, v2, . . . , vN è äëÿ òî÷êè x, ëåæàùåé â
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ñèìïëåêñå σ ∈ K ïîëîæèì, ÷òî åå áàðèöåíòðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà (xi) = 0, åñëè vi íå
âåðøèíà ñèìïëåêñà σ, à åñëè vi ∈ σ, òî xi åñòü áàðèöåíòðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà x â σ,
îòâå÷àþùàÿ v. Ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî, ÷òî ñóììà áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò òî÷êè
ðàâíà 1.

Ïóñòü òåïåðü äàí êîìïëåêñ K è êàæäîé âåðøèíå v ∈ K ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå
òî÷êà ṽ â àôôèííîì ïðñòðàíñòâå Rn. Ýòî âåðøèííîå îòîáðàæåíèå (çàäàííîå íà âåð-
øèíàõ) ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò äî ñèìïëèöèàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ K â Rn. Èìåííî, åñëè òî÷êà x ∈ σp ∈ K èìååò â σp áàðèöåíòðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû xi0 , . . . , xip , òî åé îòâå÷àåò òî÷êà x̃ = (xi0 ṽi0 + · · · + xip ṽip) ∈ Rn. (Ìû
áóäåì íàçûâàòü ýòî áàðèöåíòðè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì âåðøèííîãî îòîáðàæåíèÿ.)

- Ëþáîé êîíå÷íûé êîìïëåêñ K ñ N âåðøèíàìè èçîìîðôåí ïîäêîìïëåêñó ñèì-
ïëåêñà ∆N−1, âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
âåðøèíàìè êîìïëåêñà.

Ñèìïëåêñàì K îòâå÷àþò ãðàíè òîé æå ðàçìåðíîñòè è ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåð-
øèíàìè â ∆. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê êîìïëåêñà K ñîâïàäàþò ñ èõ áà-
ðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè â ∆.

-=-=-=-

Áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå ñèìïëåêñà.

Ñèìïëåêñ ∆n èìååò îñîáóþ òðèàíãóëÿöèþ T, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî n-ñèìïëåêñà
σn ∈ T ïîðÿäîê áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïî âåëè÷èíå (αi0(x) ≤ αi1(x) ≤ · · · ≤
αin(x)) ó âñåõ òî÷åê σn îäèí è òîò æå. Î÷åâèäíî, ÷èñëî ýòèõ ñèìïëåêñîâ (n+ 1)!.

Ýòî ïîäðàçäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðîâåäåíèåì äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí (n − 1)-
ìåðíîé ïëîñêîñòè (â íåñóùåé ïëîñêîñòè), íà êîòîðîé ðàâíû çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé ïàðû áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ïîñòðîåíèå ýòîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ìîæíî
îïèñàòü èíäóêòèâíî: íà k-îì øàãå ñòðîÿòñÿ êîíóñà ñ âåðøèíàìè â áàðèöåíòðàõ k-
ãðàíåé ñèìïëåêñà ∆n íàä ñèìïëåêñàìè òðèàíãóëÿöèé (k−1)-ãðàíåé, ïîñòðîåííûõ íà
ïðåäûäóùåì øàãå.
∼ Ýòà òðèàíãóëÿöèÿ ñèìïëåêñà íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîé.
≈Áàðèöåíòðè÷åñêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ T òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåòñÿ ïðîâåäåíèåì òðåõ

ìåäèàí, òåòðàýäðà � øåñòè ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ êàæäàÿ ÷åðåç ðåáðî è ñåðåäèíó
ïðîòèâîëåæàùåãî ðåáðà (èëè � ÷åðåç ìåäèàíû äâóõ ãðàíåé ñ îáùèì ðåáðîì).

- Èìååò ìåñòî âàæíûé ôàêò, êîòîðûé íàì ïîòðåáóåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå 9:
Äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ T íå ïðåâû-

øàþò äèàìåòð ñèìïëåêñà ∆n, óìíîæåííûé íà n
n+1

.

� Ïóñòü â n-ñèìïëåêñå σi ïîäðàçäåëåíèÿ T êîîðäèíàòà αk áîëüøå îñòàëüíûõ. Â
êàæäîé òî÷êå îòðåçêà L, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíó ak ñ áàðèöåíòðîì ïðîòèâîëåæàùåé
(n− 1)-ãðàíè ∆n−1

k âñå êîîðäèíàòû, êðîìå αk, èìåþò ðàâíîå çíà÷åíèå: â áàðèöåíòðå
ãðàíè ∆n−1

k çíà÷åíèå 1
n
, â áàðèöåíòðå ∆n � 1

n+1
, â âåðøèíå ak � íóëü. Ïîýòîìó îòíî-

øåíèå äëèíû L ê ðàññòîÿíèþ îò ak äî áàðèöåíòðà ∆n ðàâíî n+1
n
, è ñëåäîâàòåëüíî,

äèàìåòð ñèìïëåêñà, îòñåêàåìîãî ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé ∆n−1
k è ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç áàðèöåíòð â n+1
n

ðàç ìåíüøå äèàìåòðà ∆n. Íî ñèìïëåêñ σi ëåæèò â ∆n. Ñàìîå
âàæíîå òóò òî, ÷òî n

n+1
< 1. Ïîýòîìó, èòåðèðóÿ îïåðàöèþ áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàç-

äåëåíèÿ, ïðèìåíÿÿ åå êî âñåì ïîëó÷àþùèìñÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå ñèìïëåêñàì, ìû
áóäåì ïîëó÷àòü èçìåëü÷åíèÿ èñõîäíîãî ñèìïëåêñà, ò.å. òðèàíãóëÿöèè ñ äèàìåòðàìè
ñèìïëåêñîâ ìåíüøå ëþáîãî çàäàííîãî ε > 0.

-=-=-=-
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Êóñî÷íî ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòîáðàæåíèé â Rn (è â ñôåðó Sn)
Cèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âåðøèí

(âåðøèííûì ñîîòâåòñòâèåì). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò (íåïðåðûâíîå) îòîáðàæåíèå f̄
òåëà |K1| êîìïëåêñà K1 â K2 êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì.
∼ Îòîáðàæåíèå ϕ ïîëèýäðà P1 â ïîëèýäð P2 ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ñèìïëè-

öèàëüíûì, åñëè îíî ñèìïëèöèàëüíî äëÿ íåêîòîðûõ èõ òðèàíãóëÿöèé. Íî ïîñêîëüêó
àïðèîðè òðèàíãóëÿöèè íå ôèêñèðóþòñÿ, îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì,
åñëè êîìïëåêñû ìîãóò áûòü òðèàíãóëèðîâàíû òàê, ÷òî ϕ ñòàíåò ñèìïëèöèàëüíûì
îòîáðàæåíèåì K1 â K2.
∼ Íî äëÿ íàñ âàæåí åùå îäèí ñëó÷àé � îòîáðàæåíèÿ ïîëèýäðà â åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî (èëè ñôåðó). Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå ϕ : P → Rn íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî
ëèíåéíûì, åñëè P ìîæåò áûòü òðèàíãóëèðîâàí òàê, ÷òî êàæäûé ñèìïëåêñ îòîáðà-
æàåòñÿ ëèíåéíî.

Îòîáðàæåíèå êîìïëåêñà â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì,
åñëè îíî ëèíåéíî íà êàæäîì ñèìïëåêñå.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñà â ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè áîëåå âûñîêîé, ÷åì ðàç-
ìåðíîñòü ñàìîãî êîìïëåêñà, îáû÷íî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáðàç ñèìïëåêñà åñòü
ñèìïëåêñ. Ýòî òàê äëÿ îîòîáðàæåíèé â îáùåå ïîëîæåíèå:

Ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå (êîíå÷íîãî) êîìïëåêñà R â àôôèííîå ïðñòðàíñòâî Rn

åñòü îòîáðàæåíèå â îáùåå ïîëîæåíèå, åñëè â îáùåì ïîëîæåíèè íàõîäÿòñÿ îáðàçû
êàæäîé ñèñòåìû èç p ≤ n + 2 òî÷åê (ò.å. âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òàêîé ñèñòåìû åñòü
(p− 1)−ñèìïëåêñ).

Ñêîëü óãîäíî ìàëûì ñäâèãîì îáðàçîâ âåðøèí ìîæíî ïîëó÷èòü ñèìïëèöèàëüíîå
îòîáðàæåíèå â îáùåå ïîëîæåíèå. Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíèåì â îáùåå
ïîëîæåíèå ìàëûì ñäâèãîì.

Òåîðåìà î êóñî÷íî ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè. Ïóñòü äàíî íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ϕ : P → Rn (êîìïàêòíîãî) ïîëèýäðà â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ T ïîëèýäðà è
ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ϕ̄ : T → Rn, ÷òî d(ϕ, ϕ̄) = max

x∈P
d(ϕ(x), ϕ̄(x)) < ε.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ îòîáðàæåíèé â ñôåðó.

� Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü òðèàíãóëÿöèþ T ïîëèýäðà è ïîäðàçäåëèì åå áàðèöåí-
òðè÷åñêè äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïîëîæèì ϕ̄(v) = ϕ(v) äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîëó-
÷åííîé òðèàíãóëÿöèè è ïðîäîëæèì ϕ̄ áàðèöåíòðè÷åñêè íà ñèìïëåêñû. Â ñèëó ðàâíî-
ìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ϕ, åñëè äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ äîñòàòî÷íî ìàëû, ðàññòîÿíèå
ìåæäó îáðàçàìè òî÷åê îäíîãî ñèìïëåêñà ìåíüøå ε/2, òîãäà è äèàìåòðû ϕ̄(σ), σ ∈ T ,
ìåíüøå ε/2, è ðàññòîÿíèå d(ϕ(x), ϕ̄(x)) ≤ d(ϕ(x), ϕ(v)) + d(ϕ̄(v), ϕ̄(x)) < ε, ãäå v
êàêàÿ-ëèáî âåðøèíà ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùåãî òî÷êó x.) �

- Îòîáðàæåíèå f : P → Sn k-ìåðíîãî ïîëèýäðà â ñôåðó, ãäå k < n, íåñóùåñòâåííî.

� Ìû äîêàçûâàëè, ÷òî äâà ðàâíîìåðíî áëèçêèõ îòîáðàæåíèÿ f è g â ñôåðó îä-
íîãî ïðîñòðàíñòâà X âñåãäà ãîìîòîïíû (ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé ãîìîòîïèè ïî äóãàì
áîëüøèõ êðóãîâ).

Àïïðîêñèìèðóåì äàííîå f(x) ε-áëèçêèì êóñî÷íî ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì g(x).
Ïî ïðåäûäóùåìó, f(x) è g(x) ãîìîòîïíû. Íî ò.ê. ðàçìåðíîñòè ñèìïëåêñîâ â P è èõ
ëèíåéíûõ îáðàçîâ â Sn ìåíüøå n, íå âñå òî÷êè ñôåðû ïîêðûòû îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ
g, à òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå (ñòð. ??), îíî íåñóùåñòâåííî. Çíà÷èò, òàêîâî è f .

-=-=-=-=-=-
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9. ÍÅÑÒßÃÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ÑÔÅÐÛ È ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÛÅ ÒÎ×ÊÈ.

ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜ Rn

-=-=-=-

Ìû äîêàæåì ñåé÷àñ êëàññè÷åñêóþ ëåììó, èç êîòîðîé çàòåì âûâåäåì òåîðåìû î
íåðåòðàãèðóåìîñòè øàðà íà ãðàíè÷íóþ ñôåðó è î íåñòÿãèâàåìîñòè ñôåðû, ýêâèâà-
ëåíòíûå çíàìèåíèòîé òåîðåìå Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ëåììà ïðèíàäëåæèò
íåìåöêîìó ìàòåìàòèêó Ýìàíóýëþ Øïåðíåðó, à âûâîä òåîðåìû î íåðåòðàãèðóåìîñòè
ÿ çàèìñòâóþ èç Àëåêñàíäðîâñêîé ÷àñòè ñòàòüè Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà è Á.À. Ïàñûíêîâà
(ÓÌÍ ò.XII, âûï.5, 1957 ã.).

Ìû îáîçíà÷àåì ñòàíäàðòíûé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ ÷åðåç ∆n, åãî âåðøèíû ÷åðåç
ai, 0 ≤ i ≤ n, ãðàíü, ïðîòèâîëåæàùóþ âåðøèíå ai, îáîçíà÷èì ∆n−1

i .

Ëåììà Øïåðíåðà è íåðåòðàãèðóåìîñòü øàðà

- Ëåììà Øïåðíåðà. Ïóñòü äàíà òðèàíãóëÿöèÿ T = {τk} n-ìåðíîãî ñèì-
ïëåêñà, è êàæäîé âåðøèíå vq òðèàíãóëÿöèè T ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå
îäíà èç âåðøèí ai ñèìïëåêñà ∆n ñ óñëîâèåì, ÷òî åñëè vq ëåæèò íà êàêîé-
ëèáî ãðàíè ñèìïëåêñà ∆n, òî åé ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå îäíà èç âåðøèí
ýòîé ãðàíè.

Òîãäà íàéäåòñÿ n-ñèìïëåêñ τnk0 òðèàíãóëÿöèè, âåðøèíû êîòîðîãî ïîñòàâ-
ëåíû â ñîîòâåòñòâèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûì âåðøèíàì ∆n.

� Íàçîâåì n-ñèìïëåêñ τ ∈ T íîðìàëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ïîñòàâëåíû â ñîîò-
âåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî âåðøèíàì ∆n. Ìû ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî ÷èñëî
òàêèõ ñèìïëåêñîâ íå÷åòíî è, çíà÷èò, îòëè÷íî îò íóëÿ, ÷òî äîêàæåò ëåììó.

Ïðè n = 0 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, äîïóñòèì, îíî äîêàçàíî äëÿ n−1. Ôèêñèðóåì
(n−1)-ãðàíü ñìïëåêñà ∆n, ñêàæåì, ∆n−1

0 , ïðîòèâîëåæàùóþ a0, è íàçîâåì (n−1)-ãðàíü
ñèìïëåêñà τnk ∈ T îòìå÷åííîé, åñëè åå âåðøèíû ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî
îäíîçíà÷íî âåðøèíàì ∆n−1

0 . Ó n-ñèìïëåêñà τnk ìîæåò áûòü 0, 1 èëè 2 îòìå÷åííûõ
ãðàíè, ïðè÷åì ó íîðìàëüíûõ è òîëüêî ó íèõ ýòî ÷èñëî ðàâíî 1 (åñëè ñèìïëåêñ íå
íîðìàëåí, íî èìååò îòìå÷åííóþ ãðàíü, òî åãî äâóì âåðøèíàì ïîñòàâëåíà â ñîîòâåò-
ñòâèå îäíà è òà æå âåðøèíà ãðàíè ∆n−1

0 , è ÷èñëî åãî îòìå÷åííûõ ãðàíåé íà ñàìîì
äåëå ðàâíî 2).

Ïóñòü m � ñóììà ÷èñåë îòìå÷åííûõ ãðàíåé äëÿ âñåõ n-ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè.
Èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàåò, ÷òî íàäî äîêàçàòü, ÷òîm íå÷åòíî. Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî
(n−1)-ñèìïëåêñ τn−1

r òðèàíãóëÿöèè. Åñëè îí ëåæèò âíóòðè ∆n, òî ê íåìó ïðèìûêàåò
äâà n-ñèìïëåêñà, îí ñ÷èòàåòñÿ äâà ðàçà è åãî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Åñëè îí ëåæèò íà
ãðàíèöå, òî íóæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ñèìïëåêñ ëåæèò íà ãðàíè ∆n−1

0 ,
ïðè ýòîì òîëüêî òå ñèìïëåêñû, âåðøèíû êîòîðûõ ïîñòàâëåíû âî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ñ âåðøèíàìè ∆n−1

0 (èíà÷å ñèìïëåêñ íå îòìå÷åííûé). Îí ñëóæèò
îòìå÷åííîé ãðàíüþ ðîâíî îäíîãî n-ñèìïëåêñà, è â ðåçóëüòàòå ÷åòíîñòü ÷èñëà îòìå-
÷åííûõ ãðàíåé ðàâíà ÷åòíîñòè ÷èñëà òåõ ãðàíåé, êîòîðûå ëåæàò íà ∆n−1

0 è âåðøèíû
êîòîðûõ ïîñòàâëåíû âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå âåðøèíàì ∆n−1

0 .
Íî ýòî ÷èñëî íå÷åòíî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. �

Íåðåòðàãèðóåìîñòü ñèìïëåêñà íà åãî êðàé. Ìû çàìåíèëè â ôîðìóëèðîâêêå
øàð íà ñèìïëåêñ, òàê óäîáíåå ïðèìåíÿòü ëåììó Øïåðíåðà.

Òåîðåìà. Íå ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèè ∆n íà åãî êðàé Σn−1.

� Ïóñòü ϕ ðåòðàêöèÿ ∆n íà åãî êðàé Σn−1.
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Ãðàíè ∆n−1
i îáðàçóþò òðèàíãóëÿöèþ Σn−1. Îòêðûòàÿ çâåçäà âåðøèíû ai åñòü îò-

êðûòîå ìíîæåñòâî Oi = Σn−1 \ ∆n−1
i . Ýòè ìíîæåñòâà îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå

êðàÿ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì
⋂
iOi = ∅. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ϕ èìå-

åòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè ðåòðàêöèè ϕ îáðàç êàæäîãî ìíîæåñòâà äèàìåòðà ìåíüøå δ
ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ Oi (ëåììà Ëåáåãà, ñì. ??).

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü áàðèöåíòðè÷åñêèå ïîäðàçäåëåíèÿ òðèàíãóëÿöèé
ñèìïëåêñà (íà÷àâ ñ ñàìîãî ∆n). ×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (ñîãëàñíî ñâîéñòâó ýòîé
îïåðàöèè, ñì. âûøå), ïîëó÷èòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ, äèàìåòðû çâåçä ñèìïëåêñîâ êîòîðîé
ìåíüøå δ. Êàæäîé âåðøèíå òàêîé òðèàíãóëÿöèè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíó
ai, â çâåçäå êîòîðîé ëåæèò îáðàç çâåçäû ýòîé âåðøèíû.

Òî, ÷òî òî÷êè Σn−1 ïðè ðåòðàêöèè ïåðåõîäÿò â ñåáÿ, âëå÷åò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
ëåììû Øïåðíåðà. Èìååòñÿ ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè, âåðøèíû êîòîðîãî âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî ñîïîñòàâëåíû âñåì âåðøèíàì ai. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. òîãäà îáðàç ñàìîãî
ñèìïëåêñà (êîòîðûé åñòü ïåðåñå÷åíèå çâåçä ñâîèõ âåðøèí) ñîäåðæàëñÿ áû â êàæäîé
èç çâåçä Oi è ëåæàë áû â èõ ïåðåñå÷åíèè, êîòîðîå ïóñòî. �

-=-=-=-

Ñëåäñòâèÿ: òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå è î íåñòÿãèâàåìîñòè Sn−1.

Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Âñÿêîå îòîáðàæåíèå øàðà â ñåáÿ èìååò
òî÷êó, ñîâïàäàþùóþ ñî ñâîèì îáðàçîì

Ýòà çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Áðàóýðà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû î íåðå-
òðàãèðóåìîñòè øàðà íà êðàé:

� Ïóñòü f : Bn → Bn íåïðåðûâíî è íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ò.å. äëÿ âñåõ
x ∈ Bn f(x) 6= x. Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Bn ëó÷, èäóùèé èç òî÷êè f(x)
÷åðåç x äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðàåì øàðà â òî÷êå ϕ(x). Èç-çà îòñóòñòâèÿ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê, âî-ïåðâûõ, òàêîé ëó÷ ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì òî÷êà ϕ(x) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
x, è ϕ(x) = x, åñëè X � òî÷êà êðàÿ. Ìû ïîëó÷èëè ðåòðàêöèþ øàðà íà êðàé. �

Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå ýêâèâàëåíòíà òåîðåìå î íåðåòðàãèðóåìîñòè øàðà
íà êðàé: åñëè áû èìåëàñü òàêàÿ ðåòðàêöèÿ, òî âçÿâ åå êîìïîçèöèþ ñ öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé ñôåðû, ìû ïîëó÷èëè áû îòîáðàæåíèå øàðà áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Åùå îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû î íåðåòðàãèðóåìîñòè øàðà (òàêæå ýêâèâà-
ëåíòíîå åé è, ñîáñòâåííî, ÿâëÿþùååñÿ åå ïðîñòîé ïåðåôîðìóëèðîâêîé) �

íåñòÿãèâàåìîñòü ñôåðû Sn: 1Sn 6' 0|Sn .
(Íàïîìíþ, ÷òî øàð åñòü êîíóñ íàä ñâîåé ãðàíè÷íîé ñôåðîé, ñì. âûøå.)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ óòâåðæäåíèé:
� ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ îòîáðàæåíèÿ øàðà â ñåáÿ,
� íåñòÿãèâàåìîñòü ãðàíè÷íîé ñôåðû,
� íåðåòðàãèðóåìîñòü øàðà íà êðàé
(è äîêàçàëè ïîñëåäíåå).

- Íå òîëüêî òîæäåñòâåííûé, íî ëþáîé ãîìåîìîðôèçì ñôåðû íå ãîìîòîïåí íóëþ:
ãîìåîìîðôèçì h èìååò îáðàòíûé q = h−1, qh = 1 è åñëè 1 ñóùåñòâåí, òî îáà

îòîáðàæåíèÿ h è q íå ãîìîòîïíû íóëþ.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ëèíåéíîé ðàçìåðíîñòè Rn

Òî, ÷òî ïðÿìàÿ R íå ãîìåîìîðôíà ïëîñêîñòè èëè âîîáùå ïðîñòðàíñòâó Rn, n > 1
äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî: ëþáàÿ îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè ðàçáèâàåòñÿ ýòîé òî÷êîé, ò.å.
äîïîëíåíèå ê òî÷êå íåñâÿçíî. À øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè â á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ
îñòàåòñÿ ñâÿçíîé ïîñëå âûêèäûâàíèÿ ýòîé òî÷êè, ÷òî î÷åâèäíî. Íî íå î÷åâèäíî, êàê
îáîáùèòü ýòî äîêàçàòåëüñòâî íà âûñøèå ðàçìåðíîñòè.
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Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè èíà÷å ïðåäñòàâèòü äîêàçàòåëüñòâî. Èìåííî, åñëè â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ R âçÿòü ïî òî÷êå ñ êàæäîé åå ñòîðîíû, ñêàæåì, a ñëåâà,
b ñïðàâà, òî ýòó ïàðó òî÷åê íåëüçÿ ïðîãîìîòîïèðîâàòü â äîïîëíåíèè ê x0 â îäíó
òî÷êó, ñêàæåì, â c (îäíó èç íèõ íåëüçÿ ñîåäèíèòü ñ c ïóòåì, ìèíóÿ x0). Íî íà ïà-
ðó òî÷åê ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ñôåðó ðàçìåðíîñòè íóëü! È ìû ïîëó÷àåì òàêóþ
ôîðìóëèðîâêó, îáîáùàþùóþ ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî:

Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 ∈ Rn ñóùåñòâóåò îòîá-
ðàæåíèå f : Sn−1 → U \ x0 íåãîìîòîïíîå íóëþ â Rn \ x0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû
îòîáðàæåíèå ñôåðû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè â U \x0 ãîìîòîïíî íóëþ â Rn\x0.

� Âîçüìåì â êà÷åñòâå òî÷êè x0 íà÷àëî O. Ïóñòü U äàííàÿ îêðåñòíîñòü íà÷àëà. Â
U âîçüìåì øàðîâóþ îêðåñòíîñòü B ñ öåíòðîì O. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ f : Sn−1 →
U \O âîçüìåì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ãðàíè÷íîé ñôåðû S = ∂B. Äîïóñòèì, ÷òî
f ' 0 è ft : S → Rn \ O � ãîìîòîïèÿ, äëÿ êîòîðîé f0 = f = 1|S, f1(S) = a 6= O.
Ïóñòü r : Rn \ O → S ðåòðàêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ êàæäûé ëó÷ èç íà÷àëà â òî÷êó åãî
ïåðåñå÷åíèÿ ñ S. Òîãäà êîìïîçèöèÿ rft åñòü ñòÿãèâàíèå ñôåðû â òî÷êó ïî ñåáå, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Åñëè g : Sk → Rn \O îòîáðàæåíèå ñôåðû ðàçìåðíîñòè k < n− 1, òî g ãîìîòîïíî

ñ ïîìîùüþ ðàäèàëüíîé ãîìîòîïèè rt(g(x)) = (1 − t)g(x) + t g(x)
|g(x)| îòîáðàæåíèþ r1g :

Sk → Sn−1, ãîìîòîïíîìó íóëþ, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â êîíöå ãëàâû 8 (46). �

Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíÿåò ñèëó è äëÿ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:
- Øàðû (èëè êóáû), ñôåðû ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé íå ãîìåîìîðôíû.
Âîîáùå, åñëè îêðåñòíîñòè òî÷åê ïðîñòðàíñòâ X è Y ãîìåîìîðôíû îòêðûòûì

øàðàì ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, òî ýòè ïðîñòðàíñòâà íå ãîìåîìîðôíû.

- Äëÿ áîëüøåé ñòðîãîñòè ñôîðìóëèðóåì äâà ñâîéñòâà, êîòîðûå âìåñòå òîïîëîãè-
÷åñêè èíâàðèàíòíû, ò.å. ãîìåîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà îäíîâðåìåííî èìåþò îáà ýòè
ñâîéñòâà èëè íå èìåþò õîòÿ áû îäíî èç íèõ:

1. Êàæäàÿ òî÷êà x ïðîñòðàíñòâà X èìååò îêðåñòíîñòü U(x) è îòîáðàæåíèå ñôåðû
Sn−1 â U \ x íå ãîìîòîïíîå íóëþ.

2. Äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè U(x) êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ îêðåñòíîñòü V (x) ⊂
U òàê, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå Sk ïðè k < n− 1 â V \ x ãîìîòîïíî íóëþ â U \ x.

Ïðîñòðàíñòâà, âñå òî÷êè êîòîðûõ èìåþò îêðåñòíîñòè ãîìåîìîðôíûå îòêðûòûì
øàðàì ðàçìåðíîñòè n, íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ðàçìåðíîñòè n. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé íå ãîìåîìîðôíû. Ñâÿçíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàç-
ìåðíîñòè 1 ýòî èíòåðâàëû ïðÿìîé è îêðóæíîñòè. Ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè äâà
íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè. Ìû èìè çàéìåìñÿ â ïîñëåäíåì ðàçäåëå.

-=-=-=-=-=-

Äîïîëíåíèå ê ãëàâå 9. Ëåììà Øïåðíåðà è òåîðåìà Õåëëè

Â ýòîì äîïîëíåíèè ìû ïðèâåäåì îñíîâàííîå íà ëåììå Øïåðíåðà äîêàçàòåëüñòâî,
äàííîå Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì, èçâåñòíîé òåîðåìû Õåëëè î ïåðåñå÷åíèè âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ.

Èç ëåììû Øïåðíåðà ñëåäóåò òåîðåìà, èìåþùàÿ íåñêîëüêî ïåðåôîðìóëèðîâîê.
Îäíó èç íèõ íàçûâàþò òåîðåìîé Êíàñòåðà � Êóðàòîâñêîãî � Ìàçóðêåâè÷à èëè, äëÿ
êðàòêîñòè, ÊÊÌ. Îíà áûëà äîêàçàíà ñðàçó ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñòàòüè Øïåðíåðà è
èñïîëüçîâàíà àâòîðàìè äëÿ âûâîäà èç íåå òåîðåìû Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Êðàñíîñåëüñêèé èñïîëüçîâàë ýòó òåîðåìó â íåêîòîðîé ïåðåôîðìóëèðîâêå (íàçû-
âàåìîé èì òåîðåìîé Ëåáåãà) äëÿ âûâîäà òåîðåìû Õåëëè.
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Ìû íà÷íåì ñ òåîðåìû ÊÊÌ, âûâåäåì èç íåå, ñëåäóÿ Á.À. Ïàñûíêîâó, òåîðåìó
î íåðåòðàãèðóåìîñòè ñèìïëåêñà íà êðàé, äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ òåîðåì è â
çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî Êðàñíîñåëüñêîãî òåîðåìû Õåëëè.

Ëåììà 1 (Òåîðåìà ÊÊÌ). Ïóñòü äàíî ïîêðûòèå
⋃
iAi = ∆n, 0 ≤ i ≤ n,

n-ñèìïëåêñà çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Êàæäîìó ìíîæåñòâó Ai ñîïîñòàâëåíà
âåðøèíà ai ñèìïëåêñà.

Ïóñòü êàæäàÿ ãðàíü ∆k
α ñèìïëåêñà ñ íàáîðîì âåðøèí α = (ai0 , ai1 , . . . , aik) ëå-

æèò â ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ åå âåðøèíàì ìíîæåñòâ Ai: ∆k
α ⊂

⋃
ij∈α

Aij .

Òîãäà
⋂
Ai 6= ∅.

� Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ T ñèìïëåêñà ∆n. Äëÿ êàæäîé âåøè-
íû v ∈ T âîçüìåì îòêðûòóþ ãðàíü ∆v, íà êîòîðîé îíà ëåæèò, è ñîïîñòàâèì âåðøèíå
v îäíî èç ìíîæåñòâ Ai(v), ñîäåðæàùèõ ýòó ãðàíü.

Òåì ñàìûì âåðøèíå v ∈ T áóäåò ñîïîñòàâëåíà âåðøèíà ai(v), ïðè÷åì ñîáëþäåíî
óñëîâèå ëåììû Øïåðíåðà. Òîãäà, ïî ëåììå, èìååòñÿ n-ñèìïëåêñ δn ∈ T , âåðøèíû
êîòîðîãî îêàçûâàþòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ âåðøèíàìè ∆n, òî
åñòü ïðèíàäëåæàò ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì Ai.

Èçìåëü÷àÿ òðèàíãóëÿöèþ, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ñèìïëåêñîâ,
äèàìåòðû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áóäåò îäíîâðåìåííî ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Ai. Â ñèëó çà-
ìêíóòîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ, îíà ïðèíàäëåæèò èì âñåì, ò.å. èõ ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî. �

Ñîõðàíèì ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 2 (Ëåáåãà, ñîãëàñíî Êðàñíîñåëüñêîìó). Ïóñòü äàíî çàìêíóòîå ïî-
êðûòèå

⋃
iAi = ∆n, 0 ≤ i ≤ n, è Ai ∩∆i = ∅.

Òîãäà
⋂
Ai 6= ∅.

� Ïðîâåðèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ýòîé ëåììû âûòåêàåò óñëîâèå ïðåäûäóùåé ëåììû.
Ïóñòü äàíà ãðàíü ∆k

α, α = (ai0 , ai1 , . . . , aik), è ñêðåùèâàþùàÿñÿ ñ íåé ãðàíü ∆̃n−k−1
β ,

ãäå β äîïîëíÿåò α â ìíîæåñòâå âåðøèí ∆n.
Ìíîæåñòâî Aij , îòâå÷àþùåå âåðøèíå aij ∈ β, íå ïåðåñåêàåò ãðàíè ∆k

α, ò.ê. ∆k
α ⊂

∆n−1
ij

. Çíà÷èò, ∆k
α ⊂

⋃
sAs, ãäå s ∈ α. Óñëîâèå ëåììû 1 âûïîëíåíî. �

Çàìå÷àíèå. Â ëåììå 2 âìåñòî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ìîæíî âçÿòü îòêðûòûå (êî-
òîðûå ìîãóò áûòü ¾óæàòû¿ äî çàìêíóòûõ ñ ñîõðàíåíèåì óñëîâèÿ).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà âûâåäåíà èç ëåììû 1 Ïàñûíêîâûì è èñïîëüçîâàíà â ðàáîòå,
êîòîðàÿ öèòèðîâàëàñü âûøå (ñòð. 47), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðåòðàãèðóåìîñòè ñèì-
ïëåêñà íà åãî êðàé.

Ëåììà 3. Ïóñòü ñíîâà
⋃

0≤i≤n
Ai = ∆n � çàìêíóòîå ïîêðûòèå, è ïóñòü Ai ⊃ ∆n−1

i

äëÿ êàæäîãî i.
Òîãäà

⋂
Ai 6= ∅.

� Ïîêàæåì, ÷òî ëåììà 3 âûòåêàåò èç ëåììû 2. Äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî Bi =
∆n \ Ai äëÿ êàæäîãî i íå ñîäåðæèò ∆i è îòêðûòî. Åñëè

⋂
Ai = ∅, òî

⋃
0≤i≤n

Bi = ∆n

� îòêðûòîå ïîêðûòèå, è ïî ëåììå 2 òîãäà
⋂
Bi 6= ∅ (ñì. Çàìå÷àíèå ê ëåììå). Íî ýòî

çíà÷èò, ÷òî Ai íå îáðàçóþò ïîêðûòèÿ. �

Àíàëîãè÷íî èç ëåììû 3 ñëåäóåò ëåììà 2. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ ëåìû 1, î÷åâèä-
íî, âûòåêàåò óñëîâèå ëåììû 3. Òàêèì îáðàçîì âñå òðè ëåììû ýêâèâàëåíòíû. Âûâåäåì
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äàëåå òåîðåìó î íåðåòðàãèðóåìîñòè ñèìïëåêñà íà êðàé, ñëåäóÿ Ïàñûíêîâó, èç ëåì-
ìû 3 è ïîêàæåì, ÷òî ëåììà Øïåðíåðà åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû î íåðåòðàãèðóåìîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà î íåðåòðàãèðóåìîñòè. Íå ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèè ∆n íà Σn−1 =
∂∆n =

⋃
i ∆

n−1
i .

� Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ ðåòðàêöèÿ r : ∆n ↘ Σn−1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Ai =
r−1(∆n−1

i ). Äëÿ íèõ âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 3, ïîñêîëüêó r ðåòðàêöèÿ. Â òàêîì
ñëó÷àå èìååòñÿ òî÷êà x, ïðèíàäëåæàùàÿ Ai äëÿ êàæäîãî i. Íî îáðàç ýòîé òî÷êè
ïðèíàäëåæèò êàæäîé ãðàíè ∆n−1

i , ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî ëåììà Øïåðíåðà åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû î íåðåòðàãèðó-
åìîñòè.

Ëåììà Øïåðíåðà. Ïóñòü T òðèàíãóëÿöèÿ ∆n è êàæäîé âåðøèíå v ∈ T ïîñòàâ-
ëåíà â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíà ∆n òàê, ÷òî âåðøèíå, ëåæàùåé íà ãðàíè ∆n−1

i îòâå÷àåò
îäíà èç âåðøèí ýòîé ãðàíè. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî n-ñèìïëåêñà òðèàíãóëÿöèè T âåð-
øèíû ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûì âåðøèíàì ñèìïëåêñà.

� Äîïóñòèì, ÷òî íå íàéäåòñÿ ñèìïëåêñà èç T , âåðøèíû êîòîðîãî îêàæóòñÿ ïî-
ñòàâëåííûìè â ñîîòâåòñâèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûì âåðøèíàì ∆n. Òîãäà âñå âåðøèíû
êàæäîãî ñèìïëåêñà δkj ëåæàò â îäíîé (îòêðûòîé) i-ãðàíè, ãäå i ≤ n. Îòîáðàæåíèå
âåðøèí îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ñèìïëåêñà â ýòó ãðàíü
(ñì. 46), ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ ñîãëàñîâàíû íà îáùèõ ãðàíÿõ ñèìïëåêñîâ, òàê ÷òî
âîçíèêàåò íåïðåðûâíîå (ñèìïëèöèàëüíîå) îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà ∆n íà åãî êðàé.
Îãðàíè÷åíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà êðàé, î÷åâèäíî, ãîìîòîïíî ñ ïîìîùüþ ëèíåé-
íîé ãîìîòîïèè òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìó. Ýòà ãîìîòîïèÿ ïî ëåììå Áîðñóêà
(â äàííîì ñëó÷àå òðèâèàëüíî) ïðîäîëæàåòñÿ íà ñèìïëåêñ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ðåòðàêöèþ ñèìïëåêñà íà êðàé. �

Èòàê, ëåììàØïåðíåðà, ëåììû òèïà òåîðåìû ÊÊÌ, òåîðåìà î íåðåòðàãèðóåìîñòè
ñèìïëåêñà è âìåñòå ñ íåé òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå, òåîðåìà î íåñòÿãè-
âàåìîñòè ñôåðû � âñå ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

Ïåðåéäåì ê òåîðåìå Õåëëè. Ìû âûâåäåì åå, ñëåäóÿ Êðàñíîñåëüñêîìó, èç ëåììû 2.

Ñíà÷àëà î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 4. Àôôèííûé îáðàç m-ìåðíîãî ñèìïëåêñà â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè
ìåíüøå m ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ãðàíèöû ñèìïëåêñà.

� Ðàññìîòðèì äàííîå îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà êàê îãðàíè÷åíèå ëèíåéíîãî îòîáðà-
æåíèÿ åãî íåñóùåé ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðîîáðàç êàæ-
äîé òî÷êè åñòü ïëîñêîñòü ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, è åå ïåðåñå÷åíèå ñ ñèìïëåê-
ñîì, åñëè íå ïóñòî, òî ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ñèìïëåêñà. �

Òåîðåìà Õåëëè. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn äàíû âûïóêëûå ìíîæåñòâà Vi, 0 ≤
i ≤ m, äëÿ êîòîðûõ êàæäûé íàáîð Vij èç n+ 1 ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåññå-
÷åíèå:

⋂
0≤j≤n

Vij 6= ∅.

Òîãäà ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ Vi íå ïóñòî.
� Ïóñòü ñíà÷àëà ÷èñëî âñåõ ìíîæåñòâ m = n + 2. Âîçüìåì ïî òî÷êå â êàæäîì

ïåðåñå÷åíèè ïî n+ 1 ìíîæåñòâ Vi, ïóñòü bi ∈
⋂
j Vij , ãäå ij 6= i.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω âûïóêëóþ îáëî÷êó ýòèõ òî÷åê. Ω � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê
è ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ q ñèìïëåêñà ∆n+1, ïðè÷åì bi = q(ai), ãäå
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ai, 0 ≤ i ≤ n + 1, � âåðøèíû ∆n+1. Ñîãëàñíî ëåììå 4, Ω =
⋃
i q(∆

n
i ), ãäå ∆n

i � ãðàíü
ïðîòèâîëåæàùàÿ âåðøèíå ai. Ïóñòü Si = q(∆n

i ), Ω =
⋃
i Si.

Ìíîæåñòâî Vi ñîäåðæèò, ïî óñëîâèþ, âñå òî÷êè bij , ij 6= i (bij áåðåòñÿ â ïåðåñå÷åíèè
âñåõ ìíîæåñòâ, êðîìå Vij , è åñëè ij 6= i, òî â ýòîì ïåðåñå÷åíèè äîëæíî ó÷àñòâîâàòü
Vi). Çíà÷èò, Vi ñîäåðæèò Si � âûïóêëóþ îáîëî÷êó ýòèõ òî÷åê.

∆n
i ⊂ q−1(Si), è ýòè ïðîîáðàçû îáðàçóþò ïîêðûòèå ∆n+1 (ò.ê. q(∆n+1) = Ω =⋃

i q(∆
n
i ) =

⋃
i Si), ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2. Ïî ýòîé ëåììå ïåðåñå÷åíèå ìíî-

æåñòâ q−1(Si) íå ïóñòî, íî òîãäà íå ïóñòî è
⋂
i Si, à çíà÷èò è

⋂
i Vi.

Â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ìíîæåñòâ m ≥ n+2, ìû ñíà÷àëà ïîëó÷àåì ïî äîêàçàííîìó,
÷òî íàáîðû èç n+ 2 ìíîæåñòâ äàííîé ñèñòåìû èìåþò íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ. Çàòåì,
ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ñî ñäâèãîì ðàçìåðíîñòè, ïîëó÷èì, ÷òî íåïóñòû
ïåðåñå÷åíèÿ ïî n+ 3 ìíîæåñòâ, è ò.ä. �

-=-=-=-=-=-

10. ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÅ ÁÎÐÑÓÊÀ

ÒÅÎÐÅÌÀ ÆÎÐÄÀÍÀ � ÁÐÀÓÝÐÀ. ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÎÁËÀÑÒÈ
-=-=-=-

Ñâîéñòâî êîìïàêòà ðàçáèâàòü Rn.

Ìû íå äîêàçàëè åøå äâå çíàìåíèòûå òåîðåìû Áðàóýðà � îáîáùåíèå òåîðåìû
Æîðäàíà (ñôåðà ðàçìåðíîñòè n − 1 ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî Rn ïðè ëþáîì âëîæå-
íèè â íåãî, è äîïîëíåíèå èìååò äâå êîìïîíåíòû, îáùåé ãðàíèöåé êîòîðûõ ñëóæèò
îáðàç âëîæåíèÿ) è òåîðåìó îá èíâàðèàíòíîñòè îáëàñòè (ãîìåîìîðôíûé îáðàç îò-
êðûòîãî ìíîæåñòâà â Rn îòêðûò). Ìû äîêàæåì çäåñü, îïèðàÿñü íà òåîðåìó Áîðñóêà
î ãîìîòîïèÿõ îòîáðàæåíèé â ñôåðó êîìïàêòîâ, ëåæàùèõ â Rn, ïîëîâèíó òåîðåìû
Æîðäàíà � Áðàóýðà: òî, ÷òî ãîìåîìîðôíûé îáðàç ñôåðû ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî è
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ãðàíèöåé ñâîèõ êîìïîíåíò. Ìû íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå, îäíàêî, òðåáóåò ïîíÿòèÿ ñòåïåíè, ê êîòîðîìó ìû îáðàòèìñÿ â
ñëåäóþùåé ãëàâå. Òàì ìû äîêàæåì ïîëíîå îáîáùåíèå òåîðåìûÆîðäàíà � Áðàóýðà �
èíâàðèàíòíîñòü ÷èñëà êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ äëÿ âëîæåíèé äàííîãî êîìïàêòà â Rn.

Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Rn êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì X.

X çàìêíóòî, çíà÷èò, äîïîëíåíèå CX îòêðûòî è ðàñïàäàåòñÿ íà îòêðûòûå ëèíåéíî
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. X ðàçáèâàåò Rn, åñëè èìååòñÿ áîëåå îäíîé êîìïîíåíòû äîïîë-
íåíèÿ. X íå ðàçáèâàåò Rn, åñëè äîïîëíåíèå ñâÿçíî.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ ðîâíî îäíà íåîãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà (ò.ê. X îãðàíè-
÷åííî).

- ãðàíèöà êàæäîé êîìïîíåíòû ëåæèò â X;
- åñëè íè îäíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X, îòëè÷íîå îò X, íå ðàçáèâàåò Rn, òî

X ñëóæèò ïîëíîé ãðàíèöåé êàæäîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ.
� Åñëè ãðàíèöà íåêîòîðîé êîìïîíåíòû U ìåíüøå X, òî îíà ðàçáèâàåò Rn íà U è

äîïîëíåíèå ê çàìûêàíèþ U . �
Ýòèì ñâîéñòâîì, êàê óâèäèì â ñëåäóþùåì ïóíêòå, îáëàäàåò (n− 1)-ñôåðà.

Åñëè íèêàêîå çàìêíóòîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî X íå ðàçáèâàåò Rn, òî è
ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî X íå ðàçáèâàåò Rn.

� Åñëè A ⊂ X ðàçáèâàåò Rn, òî A âñþäó ïëîòíî â X, ò.ê. ãðàíèöà êàæäîé êîì-
ïîíåíòû Bα äîïîëíåíèÿ ê A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X, è îíà ðàçáèâàëà áû ïðî-
ñòðàíñòâî íà âíóòðåííîñòü Bα è äîïîëíåíèå ê çàìûêàíèþ Bα. Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ê A,
íå ïðèíàäëåæàùàÿ ê A, ÿâëÿåòñÿ â òàêîì ñëó÷àå ïðåäåëüíîé äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû
äîïîëíåíèÿ è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò èì âñåì, ò.å. A íå ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî. �
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∼ Çàìûêàíèå îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ Rn êîìïàêòíî è íà-
çûâàåòñÿ êîìïàêòíîé îáëàñòüþ.

-X ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî, åñëè è òîëüêî åñëè åãî äîïîëíåíèå èìååò êîìïàêòíóþ
êîìïîíåíòó.

(Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â Rn èìååò ðîâíî îäíó íåêîìïàêòíóþ êîìïîíåíòó
äîïîëíåíèÿ (íåîãðàíè÷åííóþ). Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû, åñëè èìåþòñÿ, êîìïàêòíû.)

Óñèëåíèå òåîðåìû íåðåòðàãèðóåìîñòè.
- Íå ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèÿ g : Bn → Rn, òîæäåñòâåííîãî íà ãðàíèöå øàðà, ïðè

êîòîðîì îáðàç øàðà íå ñîäåðæèò íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ IntBn.
� Êîìïîçèöèÿ rg, ãäå r : Rn \ x0 → ∂ Sn � ðàäèàëüíîå îòîáðàæåíèå, áûëà áû

ðåòðàêöèåé øàðà íà åãî ãðàíèöó. �
- Êîìïàêòíàÿ îáëàñòü íå ìîæåò áûòü ðåòðàãèðîâàíà íà ñâîþ ãðàíèöó. Áîëåå òî-

ãî, íå ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèè ïðîñòðàíñòâà íà çàìûêàíèå äîïîëíåíèÿ ê êîìïàêòíîé
îáëàñòè.

� Äëÿ øàðà, ñîäåðæàùåãî Ū , âîçíèêàåò ðåòðàêöèÿ íà ãðàíèöó. �
- Àíàëîãè÷íî: Åñëè çàìûêàíèå îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ñôåðû Sn ðåòðàãèðó-

åòñÿ íà ãðàíèöó, òî ýòî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñî âñåé ñôåðîé (ò.å. U âñþäó ïëîòíî).
- Åñëè X ⊂ Rn (èëè X ⊂ Sn) êîìïàêòíûé AR (íàïðèìåð, ãîìåîìîðôíûé îáðàç

êóáà ëþáîé ðàçìåðíîñòè), òî äîïîëíåíèå ñâÿçíî (ò.å. AR íå ðàçáèâàåò Rn (ñîîòâ. Sn)).
�Èìååòñÿ ðåòðàêöèÿ ïðîñòðàíñòâà íàX, è åñëè áûëà áû êîìïàêòíàÿ êîìïîíåíòà,

òî âîçíèêëà áû ðåòðàêöèÿ ïðîñòðàíñòâà íà çàìûêàíèå äîïîëíåíèÿ ê êîìïàêòíîé
îáëàñòè. �

- Òîïîëîãè÷åñêèé îáðàç ñôåðû Sn−1 â Rn (èëè â Sn) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ãðàíèöåé
êàæäîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ.

� Åñëè ãðàíèöà A êîìïîíåíòû B íå ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ñôåðû, îíà ðàçáèâà-
åò ïðîñòðàíñòâî è ëåæèò â òîïîëîãè÷åñêîì îáðàçå øàðà. Òîãäà è ýòîò îáðàç øàðà
ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî. Íî øàð åñòü AR. �

(Ýòî óòâåðæäåíèå îáû÷íî ñ÷èòàþò ÷àñòüþ ïîëíîé òåîðåìû Æîðäàíà.)

-=-=-=-

Îòîáðàæåíèå Áîðñóêà.

∼ Ïóñòü p ∈ Rn, îòîáðàæåíèå ϕp : Rn \ p→ Sn−1, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: x 7→ x−p
|x−p| .

Ìû äîêàæåì òåïåðü îäèí îáùèé ôàêò, â êîòîðîì óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî
êîìïàêòà â Rn ðàçáèâàòü ïðîñòðàíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó åãî íåñòÿãèâàåìîñòè,
ò.å. ñâîéñòâó, íå ñâÿçàííîìó ñ âëîæåíèåì â Rn è òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíîìó � åñëè
ïðîñòðàíñòâî íå ñòÿãèâàåìî, òî è ëþáîå ãîìåîìîðôíîå åìó íå ñòÿãèâàåìî. Òåì ñàìûì
áóäåò èíâàðèàíòíûì è ñâîéñòâî ðàçáèâàòü ïðè ëþáîì âëîæåíèè Rn. Â ÷àñòíîñòè
òîïîëîãè÷åñêèé îáðàç ñôåðû Sn−1 â ïðîñòðàíñòâå Rn ðàçáèâàåò ýòî ïðîñòðàíñòâî, òàê
êàê ñòàíäàðòíî ðàñïîëîæåííàÿ ñôåðà ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî íà òî÷êè ñ ðàäèóñîì
ìåíüøå 1 è òî÷êè ñ ðàäèóñîì áîëüøå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðàññìîòðåíèè ââåäåííîãî îòîáðàæåíèÿ Áîðñóêà �
ðàäèàëüíîé ïðîåêöèè Rn \ p íà ñôåðó ñ öåíòðîì â p. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà î ïðîäîëæåíèè îòîáðàæåíèÿ ïîëèýäðà â Sn íà áîëüøèé ïîëèýäð.
Ïóñòü ïîëèýäð P ïðåäñòàâëåí îáúåäèíåíèåì äâóõ ïîëèýäðîâ: P = P1 ∪ P2. Ïóñòü
äàíî îòîáðàæåíèå f : P1 → Sn è ïóñòü ðàçìåðíîñòü P2 ìåíüøå n+ 1. Ñóùåñòâóåò
ïðîäîëæåíèå F : P → Sn îòîáðàæåíèÿ f .

� Âî-ïåðâûõ, ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå f íà îêðåñòíîñòü U ïîäïîëèýäðà P1 â P ,
ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñôåðà åñòü ANR.
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Ðàññìîòðèì äëÿ íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè K ïîëèýäðà P âåðøèíû, íå ïîïàâøèå
â U , è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé èç íèõ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ñôåðû. Ýòèì
îòîáðàæåíèå F îïðåäåëåíî íà 0-ìåðíîì îñòîâå K.

Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, äîïóñòèì, ÷òî F óæå îïðåäåëåíî íà âñåõ (i−1)-ñèìïëåêñàõ
ïîëèýäðà P1, i ≤ n, è ïðè ýòîì êóñî÷íî ëèíåéíî. Ïóñòü σ i-ñèìïëåêñ K, íà êîòîðîì
îòîáðàæåíèå åùå íå îïðåäåëåíî. Îíî îïðåäåëåíî íà ãðàíèöå ýòîãî ñèìïëåêñà. Åñëè
i− 1 < n, òî ýòî îòîáðàæåíèå ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó, òàê êàê åñòü òî÷êè ñôåðû, íå
ïîêðûòûå îáðàçîì, è òîãäà îíî ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà σ. �

-=-=-=-

Òåîðåìà Áîðñóêà. Ïóñòü X êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn.

X ðàçáèâàåò Rn ⇔ Èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ( 6' 0) îòîáðàæåíèå X â Sn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
⇒ Ïóñòü òî÷êà p ∈ Rn ïðèíàäëåæèò êîìïàêòíîé êîìïîíåíòå V äîïîëíåíèÿ ê X.

Ïîìåñòèì íà÷àëî â òî÷êó p, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ëåæèò âíóòðè øàðà B ðàäèóñà 1.
Ïóñòü ϕp|X : X → Sn−1 ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ ϕ(X) = a0 ∈ Sn−1,

òîãäà ïî ëåììå î ñòàêàíå ϕp|X ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ Φ : Rn → Sn−1.
(Ïðèìåíèì ýòó ëåììó ê îáðàòíîé ãîìîòîïèè îò ϕ(X) ê ϕp|X : ïðè t = 0 âñå Rn

îòîáðàæàåòñÿ â a0, ïðè t = 1 âîçíèêàåò ïðîäîëæåíèå Φ : Rn → Sn−1 îòîáðàæåíèÿ
ϕp).

Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ ïðîäîëæåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà êîìïàêòíóþ êîìïîíåí-
òó V , ñîäåðæàùóþ p. Îòîáðàæåíèå ϕp ïðîäîëæàåò ýòî ïðîäîëæåíèå âíå X, ò.å. âîç-
íèêàåò îòîáðàæåíèå r : B→ S = ∂B, r = Φ íà V è r = ϕp âíå V , îòîáðàæåíèÿ Φ è ϕp
ñîâïàäàþò íà Fr V . Ïðè ýòîì ϕp|Sn−1 = 1|Sn−1 ; ïîëó÷àåòñÿ ðåòðàêöèÿ øàðà ðàäèóñà 1
íà åãî ãðàíèöó, ÷òî íåâîçìîæíî.

Èòàê, åñëè X ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî, òî îòîáðàæåíèå ϕp|X ñóùåñòâåííî.

⇐ Äîïóñòèì, X íå ðàçáèâàåò Rn. Òîãäà èìååòñÿ òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà äîïîë-
íåíèÿ, íåîãðàíè÷åííàÿ. Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå f : X → Sn−1.

Ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå f äî îòîáðàæåíèÿ êóáà Q, F : Q → Sn−1, ãäå X ⊂ IntQ,
Q \X ñâÿçíî.

1. Èìååòñÿ ïðîäîëæåíèå f1 : U → Sn−1 äî îòîáðàæåíèÿ f1 íà íåêîòîðóþ îêðåñò-
íîñòü U ⊂ Q, òàê êàê Sn−1 åñòü ANR.

2. Èìååòñÿ ðåòðàêöèÿ r : Q↘ P1

⋃
P2, ãäå P1 è P2 ïîëèýäðû, ïðè÷åì X ⊂ P1 ⊂ U ,

à ðàçìåðíîñòü P2 íå áîëüøå n− 1. Áåðåì ìåëêîå ðåøåò÷àòîå ïîäðàçäåëåíèå Q íà n-
êóáèêè (êàê â òåòðàäè â êëåòî÷êó), äîñòàòî÷íî ìåëêîå, ÷òîáû êóáèêè, ïåðåñåêàþùèå
X, ëåæàëè â U . Òàê êàê Q \ X ñâÿçíî, äëÿ êàæäîãî êóáèêà, íå ïåðåñåêàþùåãî X,
èìååòñÿ öåïî÷êà êóáèêîâ, ñîåäèíÿþùàÿ åãî ñ ãðàíèöåé òàê, ÷òî äâà ñîñåäíèõ â öå-
ïî÷êå êóáèêà èìåþò îáùóþ ãðàíü. Èñïîëüçóÿ ýòè öåïî÷êè, ìîæíî, ïîñëåäîâàòåëüíî
ðåòðàãèðóÿ î÷åðåäíûå êóáèêè íà ñâîè ãðàíèöû áåç îäíîé ãðàíè, ïîëó÷èòü ðåòðàêöèþ
Q íà îáúåäèíåíèå n-êóáèêîâ, ïåðåñåêàþùèõ X (ïîëèýäð P1) âìåñòå ñ îáúåäèíåíèåì
íåêîòîðîãî ÷èñëà n− 1-ãðàíåé, îñòàâøèõñÿ ïîñëå ñæàòèÿ n-êóáèêîâ (ïîëèýäð P2).

3. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå èìåþùååñÿ îòîáðàæåíèå f1 : P1 → Sn−1 ïðîäîë-
æèìî äî îòîáðàæåíèÿ f2 : P1

⋃
P2 → Sn−1.

Êîìïîçèöèÿ f2r åñòü îòîáðàæåíèå êóáà Q â ñôåðó Sn−1, ïðîäîëæàþùåå îòîáðà-
æåíèå f : X → Sn−1. Íî îòîáðàæåíèå êóáà â ëþáîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïíî íóëþ, à
âìåñòå ñ òåì ãîìîòîïíî íóëþ îãðàíè÷åíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
Q, â òîì ÷èñëå íà X.
Èòàê, åñëè X ⊂ Rn íå ðàçáèâàåò Rn, òî âñå îòîáðàæåíèÿ X â Sn−1 íåñóùåñòâåííû. �
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Ñëåäñòâèå òåîðåìû Áîðñóêà:
Òåîðåìà Æîðäàíà - Áðàóýðà â îäíó ñòîðîíó.

Òåîðåìà. Òîïîëîãè÷åñêèé îáðàç Sn−1 â Rn ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî Rn.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñôåðû Sn−1 â ñåáÿ ñóùåñòâåííî.

(Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó Æîðäàíà - Áðàóýðà â îäíó ñòîðîíó: ñôåðè÷åñêèé îáðàç
ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî. Îñòàåòñÿ âîïðîñ: íà ñêîëüêî êîìïîíåíò?)

- Òåîðåìà. ×èñëî êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê ãîìåîìîðôíîìó îáðàçó C ñôåðû Sn−1

â Rn êîíå÷íî.

� Ðàññìîòðèì êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü N(C) â Rn, êîòîðàÿ ðåòðàãèðóåòñÿ íà C.
Òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò, ò.ê. ñôåðà � ANR.

Òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê C ìîæåò ïåðåñåêàòü äîïîëíåíèå
ê N : áåðÿ â Rn \ N ïî òî÷êå â êàæäîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ ê C, ìû ïîëó÷èì
ìíîæåñòâî, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà êîòîðîãî ëåæèò â Rn \N è íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü C,
çíà÷èò, äîëæíà ëåæàòü â îäíîé èç êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ, êîòîðûå, îäíàêî, îòêðûòû.

Íî íè îäíà êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ íå ìîæåò ëåæàòü öåëèêîì â N , ò.ê. ðåòðàêöèÿ
N íà C äàëà áû ðåòðàêöèþ Rn íà åå äîïîëíåíèå (ñì.âûøå). �

×èñëî êîìïîíåíò ðàâíî äâóì, íî äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé òåõíèêè è
äàíî â ãëàâå 12.

-=-=-=-

Óòî÷íåíèå òåîðåìû Áîðñóêà î ðàäèàëüíîé ïðîåêöèè:

Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå ϕp íà X ⊂ Sn ñóùåñòâåííî, åñëè è òîëüêî åñëè
p ïðèíàäëåæèò êîìïàêòíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ ê X.

� Â îäíó ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî äàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Áîðñóêà. Ïóñòü
p ïðèíàäëåæèò íåîãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ. Ïóñòü γ(t) ïóòü, íå ïåðåñå-
êàþùèé ìíîæåñòâà X è ñîåäèíÿþùèé òî÷êó p ñ óäàëåííîé òî÷êîé q. Îòîáðàæåíèÿ
ϕp|X è ϕq|X ãîìîòîïíû ïîñðåäñòâîì H(x, t) = ϕγ(t)|X(x). Íî ϕq(X) ïðè äîñòàòî÷íî
óäàëåííîé òî÷êå q (îòäåëåííîé îò X (n−1)-ïëîñêîñòüþ) çàíèìàåò ìåíüøå ïîëîâèíû
ïîâåðõíîñòè ñôåðû è ïîýòîìó ãîìîòîïåí ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ. �

Òåîðåìà 2. Òî÷êè p è q ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå Sn \ X òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèÿ ϕp|X è ϕq|X ãîìîòîïíû.

� ⇒ Ïóñòü γ(t) ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè p è q è íå ïåðåñåêàþùèé ìíîæåñòâà
X. Ãîìîòîïèÿ H(x, t) = ϕγ(t)|X(x) äàåò òðåáóåìîå.
⇐ Ïóñòü p è q ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ; îäíà, ñêàæåì, p, ïðèíàäëåæèò êîì-

ïàêòíîé êîìïîíåíòå U . Îòîáðàæåíèå ϕq îïðåäåëåíî, â ÷àñòíîñòè, íà çàìûêàíèè U .
Ïî ëåììå î ñòàêàíå, åñëè ϕq|X è ϕp|X ãîìîòîïíû, òî è ϕp|X ïðîäîëæàåòñÿ íà U . Ïðè-
íèìàÿ p çà íà÷àëî è ñ÷èòàÿ, ÷òî X ëåæèò â øàðå ðàäèóñà 1, ìû ïîëó÷èì, êàê âûøå,
ðåòðàêöèþ åäèíè÷íîãî øàðà íà ãðàíè÷íóþ ñôåðó, ÷òî íåâîçìîæíî. �

Ïîïóòíî ìû ïîëó÷èëè ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ óòâåðæäåíèé:

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X ⊂ Rn êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, p � òî÷êà â CX =
Rn\X è Up � êîìïîíåíòà CX, ñîäåðæàùàÿ p. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

ϕp|X ' 0,
ϕp|X ïðîäîëæàåòñÿ íà Up,
Up � íåîãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà.

-=-=-=-=-=-
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Ê òåîðåìå Æîðäàíà � Áðàóýðà

Ìû ñäåëàåì çäåñü ïîïûòêó ñâåäåíèÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òåîðåìû (÷èñëî êîìïî-
íåíò íå áîëüøå äâóõ) ê òåõíèêå òåîðåìû Áîðñóêà. Îáñóæäåíèå îòëîæèì äî êîíöà
èçëîæåíèÿ ýòîé ïîïûòêè. Íàïîìíèì åùå ðàç ôîðìóëèðîâêó:

Òåîðåìà Æîðäàíà � Áðàóýðà. Äîïîëíåíèå ê òîïîëîãè÷åñêîìó îáðàçó
(n− 1)-ìåðíîé ñôåðû â ïðîñòðàíñòâå Rn èìååò äâå êîìïîíåíòû è ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíîé ãðàíèöû êàæäîé èç ýòèõ êîìïîíåíò.

Âûøå óæå äîêàçàíî êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Áîðñóêà, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé îáðàç
(n− 1)-ñôåðû ðàçáèâàåò Rn. Ëþáîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî (n− 1)-ñôåðû, íå ñîâ-
ïàäàþùåå ñî ñôåðîé, ëåæèò â íåé â (n− 1)-øàðå è ïîòîìó, êàê è øàð, íå ðàçáèâàåò
ïðîñòðàíñòâî. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñôåðà ñëóæèò îáùåé ãðàíèöåé êàæäîé äîïîë-
íèòåëüíîé îáëàñòè (ñì. íà÷àëî ýòîãî ðàçäåëà, ñòð. 52).

Îñòàëîñü äîêàçàòü:

Òåîðåìà. Äîïîëíåíèå â Rn ê òîïîëîãè÷åñêîìó îáðàçó C ñôåðû Sn−1 íå
ìîæåò èìåòü áîëåå äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî (?). Ïóñòü Ui, 0 ≤ i ≤ k <∞, � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Rn \Sn−1.
(Ìû çíàåì, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ êîíå÷íî. Âïðî÷åì, ýòî íå áóäåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ). Ïóñòü U1 � íåîãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà. Âîçüìåì â êàæäîì Ui, i 6= 1, ïî
ìàëîìó øàðó Bi, è ïóñòü B1 � çàìûêàíèå äîïîëíåíèÿ ê áîëüøîìó øàðó, ñîäåðæàùåìó
âíóòðè ñåáÿ C è âñå Ui, i 6= 1. Ïóñòü Si = ∂Bi.

1. Òàê êàê ñôåðà ÿâëÿåòñÿ ANR, â Rn èìååòñÿ çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü N(C) (ò.å.
çàìûêàíèå îêðåñòíîñòè C), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ r : N ↘ C, åå ìîæíî
ñ÷èòàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì ñäâèãîì, òàê ÷òî äëÿ çàäàííîãî ε > 0 èìååòñÿ ëèíåéíàÿ
ε-äåôîðìàöèÿ rt : N → Rn, r0 = 1, r1 = r, è rt(x) = x, åñëè x ∈ C ïðè âñåõ t.
Âîçüìåì ε > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òî rt(N) íå ïåðåñåêàåò íèêàêîãî Bi íè äëÿ êàêîãî t.
Ïóñòü K = FrN .

2. Èìååòñÿ ñòàíäàðòíàÿ (ðàäèàëüíàÿ) ðåòðàêöèÿ p0 : (Rn \ IntB0)↘ S0.
N =

⋃
Ni, 0 ≤ i ≤ k, ãäå Ni = N ∩ Ui (C =

⋂
iNi)) è K =

⋃
Ki, ãäå Ki = K ∩ Ui.

Ïðè ýòîì Ki ñëóæèò îáùåé ãðàíèöåé ìåæäó Ni è Ui \Ni â Ui.

3. Îòîáðàæåíèå p0|K1 : K1 → S0 íå ãîìîòîïíî íóëþ, ò.ê. òî÷êà p0 ëåæèò â êîì-
ïàêòíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ ê K1.

4. Îòîáðàæåíèÿ p0|Ki : Ki → S0, i > 1, ãîìîòîïíû íóëþ, òàê êàê êàæäîåKi, i > 1,
îãðàíè÷èâàåò êîìïàêòíóþ îáëàñòü, ëåæàùóþ âíå B0.

5. Íî äëÿ êàæäîãî i > 0 ìû èìååì ãîìîòîïèþ p0rt|Ki : Ki → S0, â ñèëó êîòîðîé
p0|Ki = p0r0|Ki ' p0|C r1|Ki , i > 0 (r1|Ki : Ki → C, p0|C : C → S0).

5a. Òàê êàê p0|K1 íå ãîìîòîïíî íóëþ, îòîáðàæåíèå p0|C r1|K1 òàêæå íå ãîìîòîïíî
íóëþ, è òîãäà îáà îòîáðàæåíèÿ r1|K1 : K1 → C è p0|C : C → S0 íå ãîìîòîïíû íóëþ.

5b. Íî òàê êàê ãîìîòîïíî íóëþ p0|Ki , i > 1, è, çíà÷èò, p0r1|Ki , à p0|C íå íóëü,
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî r1|Ki : Ki → C, i > 1, ãîìîòîïíî íóëþ.

Èòàê, îòîáðàæåíèå r1|K1 íå ãîìîòîïíî, à r1|Ki äëÿ i > 1 ãîìîòîïíî íóëþ.
Íî ýòè îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåíû íåçàâèñèìî îò p0 è ìû ìîæåì ïîìåíÿòü ðîëÿìè

K1 èKi, i > 1, (äîáàâèâ òî÷êó â áåñêîíå÷íîñòè äëÿ U1 è âûêèíóâ îäíó òî÷êó èç Ui), íå
ìåíÿÿ îòîáðàæåíèÿ r1. Çíà÷èò, ëèáî îíè îáà ãîìîòîïíû íóëþ, ëèáî îáà íå ãîìîòîïíû.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå... Ñòîï! Ïóíêò 5b ñòðîãî ãîâîðÿ, íåâåðåí. Âîîáùå ãîâîðÿ, èç òîãî,
÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé ãîìîòîïíà íóëþ, íå ñëåäóåò, ÷òî îäíî èç íèõ
ãîìîòîïíî íóëþ (ïðèìåðû ïðèâåñòè íåòðóäíî (!)), â îòëè÷èå îò óòâåðæäåíèÿ 5a.
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Â íàøåì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå âñå æå âåðíî, íî äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò èñïîëü-
çîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåõíèêè, ïðåæäå âñåãî, ïîíÿòèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ �
öåëîãî ÷èñëà, ñîïîñòàâëÿåìîãî îòîáðàæåíèþ, âçÿòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, è
óäîâëåòâîðÿþùåå ïðàâèëó: ñòåïåíü êîìïîçèöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñîñòàâëÿþùèõ.
Îäíàêî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ýòó òåîðèþ çäåñü, íóæíî ïîçàáîòèòüñÿ, ÷òîáû ãðàíèöû Ki

áûëè ïîëèýäðàìè (÷òî íåòðóäíî) ñïåöèàëüíîãî âèäà � ìíîãîîáðàçèÿìè (ñì.ñòð. ??),
÷òî òðåáóåò ñïåöèàëüíîé òåõíèêè.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå íåòðóäíî ïðåâðàòèòü Ki â ãîìåîìîðôíûå îáðàçû îêðóæíî-
ñòè, è òîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòóþ òåõíèêó, êîòîðàÿ èçëîæåíà çäåñü â
òðåòüåé ÷àñòè. Íî â ãëàâå 12 ìû äàäèì èçëîæåíèå òåîðèè ñòåïåíè â îãðàíè÷åííîì
îáúåìå (äëÿ îòîáðàæåíèé îáëàñòåé Rn) äîñòàòî÷íîì äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Æîðäàíà � Áðàóýðà, ÷òî è áóäåò òàì ñäåëàíî.

-=-=-=-

Òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè îáëàñòè

Ýòî åùå îäíà çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Áðàóýðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn è h : U → X ãîìåîìîðô-
íîå îòîáðàæåíèå U íà ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Rn.

Òîãäà X îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Rn.

� Ïóñòü a ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â U è Bna ⊂ U øàð ñ öåíòðîì â a, = ∂Bna , è C
îáîçíà÷àåò îáðàç ñôåðû: hSn−1

a = C.
Ïóñòü W � êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ ê C, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó p = h(a), òîãäà W

ñîäåðæèò öåëèêîì îáðàç V = Int Bna , ò.ê. V ñâÿçíî. Åñëè h(V ) ñîâïàäàåò ñ W , h(a) �
âíóòðåííÿÿ òî÷êà h(U). Åñëè íåò, òî èìååòñÿ ðåòðàêöèÿ r : W \ p→ C = FrW . Òîãäà
h−1|Crh|Bna : Bna → Sn−1

a åñòü ðåòðàêöèÿ äèñêà íà åãî êðàé, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Èç ýòîé òåîðåìû ñíîâà âûòåêàåò íåãîìåîìîðôíîñòü åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàç-
íûõ ðàçìåðíîñòåé.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò äàíî åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî íåãîìåîìîðôíîñòè åâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, íî îñíîâíîé çàäà÷åé áóäåò � ââåñòè ïî-
íÿòèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (è ïîêàçàòü, ÷òî åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, èìåþùèå
ðàçíóþ ëèíåéíóþ ðàçìåðíîñòü, èìåþò òàêæå ðàçíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü).

-=-=-=-

11. ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈß ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ dimX
ÏÎ Ï.Ñ. ÀËÅÊÑÀÍÄÐÎÂÓ

ÍÅÐÂ ÏÎÊÐÛÒÈß È ε-ÑÄÂÈÃÈ Â ÏÎËÈÝÄÐ.
-=-=-=-

Íåðâ ïîêðûòèÿ è ε-ñäâèã êîìïàêòà â ïîëèýäð.

∼ Äâå êàòåãîðèè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ.
Ãåîìåòðè÷åñêèé êîìïëåêñ ìîæíî îïèñàòü àáñòðàêòíî êàê ìíîæåñòâî (âåðøèí), â

êîòîðîì âûäåëåíû êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà (ñèìïëåêñû) ñ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì,
÷òî ïîäìíîæåñòâà âûäåëåííûõ ïîäìíîæåñòâ òàêæå âûäåëåíû (÷òî îòâå÷àåò óñëî-
âèþ çàìêíóòîñòè ñèìïëåêñîâ). Ìíîæåñòâà ñ òàê âûäåëåííîé ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ
íàçûâàþòñÿ àáñòðàêòíûìè êîìïëåêñàìè. Àáñòðàêòíûé êîìïëåêñ, îòâå÷àþùèé ãåî-
ìåòðè÷åñêîìó, íàçûâàåòñÿ åãî ñõåìîé.
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Íàîáîðîò, åñëè äàí àáñòðàêòíûé êîìïëåêñ, òî ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè ïîñòðî-
èòü ãåîìåòðè÷åñêèå êîìïëåêñû, äëÿ êîòîðûõ îí ñëóæèò ñõåìîé. Îíè íàçûâàþòñÿ ðåà-
ëèçàöèÿìè àáñòðàêòíîãî êîìïëåêñà. Ãåîìåòðè÷åñêèå êîìïëåêñû, èìåþùèå îäèíàêî-
âóþ ñõåìó, íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäóèõ âåðøèíàìè, ïðè êîòîðîì ñèìïëåêñû îòâå÷àþò ñèìïëåêñàì).

Ðåàëèçàöèþ ïðîèçâîëüíîãî àáñòðàêòíîãî êîìïëåêñà ïðîùå âñåãî ïîñòðîèòü òàê.
Íóæíî âçÿòü â ïðîñòðàíñòâå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñòîëüêî òî÷åê â îáùåì ïîëîëæå-
íèè, ñêîëüêî âåðøèí â ñõåìå, è äëÿ êàæäîãî âûäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà (àáñòðàêò-
íîãî ñèìïëåêñà ñõåìû) ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ ñ ñîîòâåòñòâåííûìè âåð-
øèíàìè (ò.å. âçÿòü èõ âûïóêëóþ îáîëî÷êó).

Äëÿ äâóõ êîìïëåêñîâ K1 è K2 (âñå ðàâíî, ãåîìåòðè÷åñêèõ èëè àáñòðàêòíûõ) ñèì-
ïëèöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì K1 âK2 íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåð-
øèí K1 â ìíîæåñòâî âåðøèí K2, ïðè êîòîðîì ñèìïëåêñàì K1 îòâå÷àþò ñèìïëåê-
ñû K2. ßñíî, ÷òî ýòèì îïðåäåëÿþòñÿ äâå êàòåãîðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ è àáñòðàêòíûõ
êîìïëåêñîâ ñ ñèìïëèöèàëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ (îïðåäåëåíèå
êîìïîçèöèè è ïðîâåðêà àêñèîì î÷åâèäíû).
∼ Ïóñòü èìååòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X ïîäìíîæåñòâàìè

Aα. Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ ñîïîñòàâèë òàêîìó ïîêðûòèþ êîìïëåêñ, íàçâàííûé èì íåðâîì
ïîêðûòèÿ, êîòîðûé ñëóæèò ñõåìîé ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ: êàæäîìó ýëå-
ìåíòó îòâå÷àåò âåðøèíà êîìïëåêñà, è êàæäîìó íåïóñòîìó ïåðåñå÷åíèþ èç k ýëåìåí-
òîâ îòâå÷àåò (k−1)-ñèìïëåêñ êîìïëåêñà ñ âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàì,
â êîòîðûõ ëåæèò ýòî ïåðåñå÷åíèå. Íàïðèìåð:
≈ Íóëüìåðíûé êîìïàêò èìååò ñêîëü óãîäíî ìåëêîå ïîêðûòèå, íåðâ êîòîðîãî äèñ-

êðåòåí (ñîñòîèò òîëüêî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåðøèí).
Ñèìïëåêñ åñòü íåðâ ñâîåãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè çâåçäàìè âåðøèí.

Ïîñòðîåíèå ε-ñäâèãà êîìïàêòà X ⊂ Rn â ïîëèýäð |K|.
Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå X åãî îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè Ui, 1 ≤ i ≤ k.

Åñëè äèàìåòðû âñåõ Ui ìåíüøå ε > 0, ìû ñêàæåì, ÷òî äàíî ε-ïîêðûòèå. Ðåàëèçóåì
íåðâ ïîêðûòèÿ â âèäå ïðÿìîëèíåéíîãî êîìïëåêñà K, ïîñòðîåííîãî �ðÿäîì� ñ X.

Èìåííî, âîçüìåì ñíà÷àëà â êàæäîì ìíîæåñòâå Ui òî÷êó v′i. Çàòåì, ðàñøèðèâ Rn

äî ïðîñòðàíñòâà RN , ãäå N áîëüøå, ÷åì ÷èñëî k ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ, ïåðåâåäåì
òî÷êè v′i ìàëûì ñäâèãîì â òî÷êè vi â îáùåì ïîëîæåíèè â RN (ò.å. â âåðøèíû (k−1)-
ñèìïëåêñà).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðàçáèåíèåì åäèíèöû ϕi, ïîä÷èíåííûì ïîêðûòèþ Ui (ñì.
ñòð.32) äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → |K|. Òî÷êå x ∈ X îòâå÷àåò íàáîð íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ϕi(x) ñ ñóììîé 1. Ýòè ÷èñëà ìîæíî ïðèíÿòü çà áàðèöåíòðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû òî÷êè y = f(x) â êîìïëåêñå K. Ýòà òî÷êà áóäåò ëåæàòü â òî÷íîñòè â
òîì ñèìïëåêñå, êîòîðûé îòâå÷àåò íàáîðó ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ, ñîäåðæàùèõ x.

Åñëè Ui îáðàçóþò ε-ïîêðûòèå, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè v
′
i, äëÿ êîòîðûõ x ∈ Ui,

íå áîëüøå 2ε; åñëè è ñäâèã v′i â vi íå ïðåâîñõîäèò ε, òî äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ K íå
áîëüøå 4ε, è òîãäà î÷åâèäíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y íå ïðåâîñõîäèò 6ε. Èíûìè
ñëîâàìè, ïðè ñòðåìëåíèè ε ê íóëþ ïîñòðîåííûé ñäâèã êîìïàêòà X â ïîëèýäð |Kε|
òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àåìûå ïîëèýäðû ïðèáëèæàþòñÿ
ê êîìïàêòó èëè ÷òî êîìïàêò àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîëèýäðàìè.

-=-=-

Ðàçìåðíîñòü dim. Òåîðåìà Àëåêñàíäðîâà

Ðàçìåðíîñòü àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèýäðà |K| íà åäèíèöó ìåíüøå êðàòíîñòè
ïîêðûòèÿ Ui, ò.å. ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó.
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Ñ ýòèì ñâÿçàíî ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå. (Íàïîìíèì: îäíî ïîêðû-
òèå âïèñàíî â äðóãîå, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ïåðâîãî ëåæèò â íåêîòîðîì ýëåìåíòå
âòîðîãî.)

∼ Ðàçìåðíîñòüþ dimX ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî n òàêîå, ÷òî â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå {Ui} ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âïèñàòü
ïîêðûòèå {Vj}, êðàòíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò n+ 1.

Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò (ìîãóò áûòü ïîêðûòèÿ, â êîòîðûå íåëüçÿ âïèñàòü
ïîêðûòèå êîíå÷íîé êðàòíîñòè, èëè äëÿ âñå áîëåå ìåëêèõ ïîêðûòèé êðàòíîñòü äîëæ-
íà ðàñòè íåîãðàíè÷åííî), òî ïðîñòðàíñòâî ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì. Íàïðèìåð,
ãèëüáåðòîâ êèðïè÷ áåñêîíå÷íîìåðåí.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè íàïîìèíàåò îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîñòè �
âìåñòî êîíå÷íîñòè âïèñàííîãî ïîêðûòèÿ ãîâîðèòñÿ î êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Íî ïîíÿ-
òèÿ ýòè íåçàâèñèìû: íåêîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü êîíå÷íîìåðíûìè (ñì.
äàëüøå î ðàçìåðíîñòè Rn), à êîìïàêòíûå áåñêîíå÷íîìåðíûìè (íàïðèìåð, ãèëüáåðòîâ
êèðïè÷).

- Åñëè X ãîìåîìîðôíî Y , òî dimX = dimY , ò.å. dimX � òîïîëîãè÷åñêèé èíâà-
ðèàíò.

(Êðîìå �ðàçìåðíîñòè dim � èìååòñÿ åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, êîòîðûå íå ýêâè-
âàëåíòíû äðóã äðóãó: ind, Ind è äð. Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî dim = ind äëÿ íóëüìåð-
íûõ êîìïàêòîâ. Ñì. êíèãó Â.Ãóðåâè÷à è Ã.Âîëìåíà �Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè� (1948) èëè
áîëåå ñîâðåìåííûé ó÷åáíèê ïî îáùåé òîïîëîãèè, íàïðèìåð, Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ, Á.À.
Ïàñûíêîâ. �Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàçìåðíîñòè�.)

Èòàê, åñëè dimX ≤ n, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ∃ ε-ñäâèã êîìïàêòà X ⊂ Rn â ïîëèýäð
|K| (ëèíåéíîé) ðàçìåðíîñòè n. (Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïîêðûòèå ε-îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê,
çàòåì â íåãî âïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîå ïîêðûòèå êðàòíîñòè íå áîëåå n + 1,
êîòîðîå, î÷åâèäíî, â ñëó÷àå êîìïàêòà îêàæåòñÿ êîíå÷íûì, è ïðîèçâîäèòñÿ ñäâèã â
íåðâ ýòîãî ïîêðûòèÿ.) Âåðíî è îáðàòíîå:

Òåîðåìà Àëåêñàíäðîâà. Äëÿ êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ Rn ðàç-
ìåðíîñòü dimX íå ïðåâîñõîäèò n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî
ε > 0 èìååòñÿ ε-ñäâèã X â ïîëèýäð |K|, ëèíåéíàÿ ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íå
ïðåâîñõîäèò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñêîëü óãîäíî ìàëûõ
ñäâèãîâ â n-ìåðíûå ïîëèýäðû âëå÷åò, ÷òî dimX ≤ n. Ïóñòü K � êîìïëåêñ, òðè-
àíãóëèðóþùèé n-ìåðíûé ïîëèýäð P , ñèìïëåêñû êîòîðîãî èìåþò äèàìåòðû ìåíüøå
ε/4, è f : X → P � ε/4-ñäâèã. Êðàòíîñòü ïîêðûòèÿ ïîëèýäðà çâåçäàìè âåðøèí êîì-
ïëåêñà K íå áîëüøå n + 1. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå X ìíîæåñòâàìè Ui = f−1(St vi),
ãäå vi � âåðøèíû K. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äèàìåòðû ýòèõ ìíîæåñòâ íå ïðåâîñõî-
äÿò ε, à êðàòíîñòü ýòîãî ïîêðûòèÿ ðàâíà êðàòíîñòè ïîêðûòèÿ P çâåçäàìè âåðøèí
òðèàíãóëÿöèè, ò.å. íå áîëüøå n+ 1.

Íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü, ÷òîáû êîìïàêò X ëåæàë â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Âìåñòî ε-ñäâèãà ìîæíî ãîâîðèòü îá ε-îòîáðàæåíèè:

dimX ≤ n ⇔ äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ∃ îòîáðàæåíèå X íà ïîëèýäð, ïðè êîòîðîì ïðî-
îáðàçû òî÷åê èìåþò äèàìåòðû ìåíüøå ε.

-=-=-

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äîêàæåì òåïåðü òîïîëîãè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü ëèíåéíîé
ðàçìåðíîñòè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû ñâåäåì åå ê òåîðåìå î íåðåòðàãèðóåìîñòè êóáà íà
åãî ãðàíèöó (ãëàâà 9).
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Èíâàðèàíòíîñòü ðàçìåðíîñòè Rn

Òåîðåìà. dimRn = n. (Èíà÷å: ëèíåéíàÿ ðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé,
è åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà ðàçíûõ ëèíåéíûõ ðàçìåðíîñòåé íå ãîìåîìîðôíû).

� Âîçüìåì äâå êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû S1 è S2 ñ öåíòðîì O ðàäèóñîâ 1 è 1 + ε.
Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ ε-ñäâèã f øàðà B1, îãðàíè÷åííîãî ïåðâîé ñôåðîé, â ïîëèýäð
ðàçìåðíîñòè ≤ n − 1 (îáðàç ëåæèò âíóòðè âòîðîé ñôåðû). Îòîáðàçèì ëèíåéíî îò-
ðåçîê [x1, x2] êàæäîãî ðàäèóñà ìåæäó ñôåðàìè Si â îòðåçîê [f(x1), x2]. Ìû ïîëó÷èì
ïðîäîëæåíèå f äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ øàðà B2, îãðàíè÷åííîãî âòîðîé ñôå-
ðîé, â ñåáÿ, ïðè êîòîðîì òî÷êè S2 íåïîäâèæíû, è èìåþòñÿ òî÷êè B1, íå ëåæàùèå â
îáðàçå (ò.ê. ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè n−1 íèãäå íå ïëîòåí â Rn). Ïóñòü x0 � òàêàÿ òî÷êà.
Îòîáðàçèì êàæäûé ïîëóèíòåðâàë (x0, y], ãäå y ∈ S2, â òî÷êó y. Êîìïîçèöèÿ ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ ñ ïðåäûäóùèì äàåò îòîáðàæåíèå øàðà B2 íà åãî ãðàíèöó, ïðè êîòîðîì
òî÷êè ãðàíèöû íåïîäâèæíû. Ýòî íåâîçìîæíî ïî òåîðåìå î íåðåòðàãèðóåìîñòè øàðà
íà ãðàíèöó.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èìåþòñÿ ñêîëü óãîäíî ìåëêèå ïîêðûòèÿ Rn êðàòíîñòè n + 1
(íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìàÿ �êèðïè÷íàÿ êëàäêà�, ñì.ðèñ). �

Îòìåòèì îòëè÷èå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà íåãîìåîìîðôíîñòè åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ
ðàçíîé (ëèíåéíîé) ðàçìåðíîñòè îò òîãî, êîòîðîå áûëî äàíî â êîíöå ãëàâû 9, ñòð.49).
Òàì íåïîñðåäñòâåííî äîêàçûâàëîñü, ÷òî îêðåñòíîñòè òî÷åê èìåþò ðàçíûå ãîìîòî-
ïè÷åñêèå ñâîéñòâà. Çäåñòü äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâà èìåþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ
ââåäåííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà dimX.

-=-=-=-=-=-

12. ÊÓÑÎ×ÍÎ ËÈÍÅÉÍÀß ÒÎÏÎËÎÃÈß.
ÑÒÅÏÅÍÜ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß È ÒÅÎÐÅÌÀ ÆÎÐÄÀÍÀ � ÁÐÀÓÝÐÀ

-=-=-=-

Î âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ

∼ Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ äâîéñòâåííûìè ñïîñîáàìè.
∼ I. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â Rn ýòî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

òî÷åê.
∼ II. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â Rn ýòî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ

ïîëóïðîñòðàíñòâ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ïåðåñå÷åíèå îãðàíè÷åíî.
Â ÷èñëî ïîëóïðîñòðàíñòâ ìîãóò âõîäèòü ïàðû, îãðàíè÷åííûå îáùåé (n − 1)-

ïëîñêîñòüþ, òàê ÷òî ìíîãîãðàííèê ìîæåò ëåæàòü â ïëîñêîñòè â Rn ðàçìåðíîñòè
ìåíüøå n (k-ïëîñêîñòü åñòü ïåðåñå÷åíèå 2(n− k) ïîëóïðîñòðàíñòâ).

Íèæå äàåòñÿ åùå îäíî îïðåäåëåíèå.
∼ Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê èìååò âåðøèíû (îíè ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå ìíî-

æåñòâî òî÷åê, âûïóêëîé îáîëî÷êîé êîòîðûõ îí ÿâëÿåòñÿ). Åãî íåñóùåé ïëîñêîñòüþ
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ñîäåðæàùàÿ åãî ïëîñêîñòü (= àôôèííàÿ îáîëî÷êà åãî òî-
÷åê). Åå ðàçìåðíîñòü íàçûâàåòñÿ (ëèíåéíîé) ðàçìåðíîñòüþ dimM ìíîãîãðàííèêà
M . Çàìåòèì, ÷òî M êîìïàêò.
∼ III. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â ïðîñòðàíñòâå Rn ýòî îáðàç ñèìïëåêñà ïðè àô-

ôèííîì îòîáðàæåíèè â Rn äðóãîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
- Îïðåäåëåíèÿ I è III ýêâèâàëåíòíû.
⇐ Îáðàç ñèìïëåêñà ïðè àôôèííîì îòîáðàæåíèè åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îáðàçîâ

åãî âåðøèí.
⇒ Ïóñòü M � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà k òî÷åê vi â Rn. Âîçüìåì â ïðîñòðàíñòâå Rk−1

òî÷êè ui â îáùåì ïîëîæåíèè è âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷êàìè
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vi. Ýòî ñîîòâåòñòâèå àâòîìàòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ äî àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ Rk−1

â Rn. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê ui (ñèìïëåêñ) îòîáðàçèòñÿ ïðè ýòîì íà âûïóêëóþ
îáîëî÷êó òî÷åê vi.

Ýêâèâàëåíòíîñòü II è III äîêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå.
- Íåñóùàÿ ïëîñêîñòü ñèìïëåêñà îòîáðàæàåòñÿ íà íåñóùóþ ïëîñêîñòü ìíîãîãðàí-

íèêà.
- Îáðàç âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ïðè àôôèííîì îòîáðàæåíèè åñòü âûïóêëûé

ìíîãîãðàííèê.
- Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ åñòü âûïóêëûé

ìíîãîãðàííèê.

- Ïåðåñå÷åíèå âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà M è ïëîñêîñòè P åñòü âûïóê-
ëûé ìíîãîãðàííèê (â ñìûñëå I è III).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè è ñèìïëåêñà. Åñëè
îíî ñîäåðæèò ïàðó ðàçëè÷íûõ òî÷åê, òî îíè îáå ëåæàò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì
äâå òî÷êè íà ãðàíèöå ñèìïëåêñà. Ïîýòîìó ýòî ïåðåñå÷åíèå ëèáî ñîñòîèò èç îäíîé
òî÷êè, ëèáî åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïåðåñå÷åíèé ïëîñêîñòè ñ ãðàíÿìè ñèìïëåêñà.
Íî ãðàíè ñèìïëåêñà åñòü ñèìïëåêñû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è ïåðåñå÷åíèÿ ñ íèìè
ïî èíäóêöèè ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè, ò.å. âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ òî÷åê. Òîãäà è ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè ñ äàííûì ñèìïëåêñîì åñòü
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, ò.å. âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

Ïóñòü äàíû ïëîñêîñòü P è âûïóêëûé ìíîãîãðàííèêM , ïóñòü S åãî íåñóùàÿ ïëîñ-
êîñòü. Ðàññìîòðèì àôôèííîå îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íà
S, ïðè êîòîðîì M îêàçûâàåòñÿ îáðàçîì ñèìïëåêñà T ⊂ V . Ïðîîáðàç ïåðåñå÷åíèÿ
P è S åñòü ïëîñêîñòü Q â V , ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ T îòîáðàæàåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèå
M ∩ P . Èòàê, ýòî ïåðåñå÷åíèå åñòü îáðàç âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ïðè àôôèííîì
îòîáðàæåíèè, ò.å. âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

- Ïåðåñå÷åíèå âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà M ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì åñòü
âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

Ïóñòü ïîëóïðîñòðàíñòâî P+ îãðàíè÷åíî (n − 1)-ïëîñêîñòüþ P . Äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïî îáå ñòîðîíû îò P åñòü âåðøèíû M , íå ëåæàùèå íà P .

Åñëè M � ñèìïëåêñ, òî îí ïîêðûò îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè òî÷êè ãðàíè σ1,
öåëèêîì ëåæàùåé â ïîëóïðîñòðàíñòâå, ñ òî÷êàìè ãðàíè σ2, íå ïåðåñåêàþùåé P+.
Çíà÷èò, M ∩ P+ åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà σ1 è V ∩ P , ò.å. äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Ïðîèçâîëüíûé M ìû ñíîâà ðàññìàòðèâàåì êàê àôôèííûé îáðàç ñèìïëåêñà, ïðè-
÷åì ìîæíî, î÷åâèäíî, ñ÷èòàòü, ÷òî íåñóùàÿ ïëîñêîñòü M ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîîáðàç ïëîñêîñòè P åñòü ïëîñêîñòü êîðàçìåðíîñòè 1 è
ïåðåñå÷åíèå M ∩ P+ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïåðåñå÷åíèÿ ñèìïëåêñà ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì,
ò.å. îáðàçîì âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà.

Óäîáíî íàçâàòü ïîëíîìåðíûì ìíîãîãðàííèê, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íîìåðíûì â íåñóùåé ïëîñêîñòè.

Î÷åâèäíî, ïîëíîìåðíûé ìíîãîãðàííèê ñîäåðæèò ñèìïëåêñ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåð-
íîñòè è, çíà÷èò, âíóòðåííèå òî÷êè â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå.

Îñíîâíîå çíà÷åíèå èìååò
Ëåììà. Åñëè òî÷êà A íå ëåæèò â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå M , òî A è

M ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íåêîòîðîé (n − 1)-ïëîñêîñòè (ðàçäåëåíû
ïëîñêîñòüþ).
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(Ò.ê. M êîìïàêòåí, èìååòñÿ áëèæàéøàÿ ê A òî÷êà B ∈M . Ïëîñêîñòü, ïåðïåíäè-
êóëÿðíàÿ ê îòðåçêó [AB] â åãî ñåðåäèíå íå ïåðåñåêàåò M è ðàçäåëÿåò A è M .)

∼ Îïîðíîé ïëîñêîñòüþ ìíîãîãðàííèêà â Rn íàçûâàåòñÿ (n−1)-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü,
ñ êîòîðîé ìíîãîãðàííèê èìååò îáùèå òî÷êè è ïðè ýòîì ëåæèò ïî îäíó åå ñòîðîíó.
∼ Ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêà ñ åãî îïîðíûìè ïëîñêîñòÿìè íàçûâàþòñÿ ãðàíÿ-

ìè èíîãîãðàííèêà, îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè ðàçíûõ ðàç-
ìåðíîñòåé. Äëÿ ñèìïëåêñîâ ãðàíè â íîâîì ñìûñëå ñîâïàäàþò, î÷åâèäíî, ñ ãðàíÿìè,
îïðåäåëåííûìè äëÿ íèõ âûøå.

- Âåðøèíû êàæäîé ãðàíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà.
(Êàæäàÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé òåõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà, êîòî-

ðûå ëåæàò íà ñîîòâåòñòâóþùåé îïîðíîé ïëîñêîñòè.
- Êàæäàÿ ãðàíü âûïóêëîãî k-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà M ñëóæèò ãðàíüþ

åãî (k − 1)-ãðàíè.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãîãðàííèê ïîëíîìåðíûé (k = n). Åñëè ãðàíü Q èìååò ðàç-

ìåðíîñòü ìåíüøå n−1, òî èìååòñÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà, êîòîðàÿ âìåñòå ñQ ëåæèò
â ãðàíè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì ó Q: âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü (n− 1)-ïëîñêîñòü P ,
ñîäåðæàùóþ Q âìåñòå ñ êàêîé-íèáóäü âåðøèíîé v, íå ëåæàùåé â íåñóùåé ïëîñêîñòè
Q. Åñëè îíà îïîðíàÿ, òî ïåðåñåêàåò M ïî ãðàíè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì ðàçìåð-
íîñòü Q. Åñëè íåò, òî ñ îáåèõ ñòîðîí îò P èìåþòñÿ âåðøèíû M . P ïåðåñåêàåò M ïî
ìíîãîãðàííèêó M ′ ðàçìåðíîñòè n− 1 è ïî èíäóêöèè M ′ èìååò ãðàíü Q′ ðàçìåðíîñòè
n− 2, ñîäåðæàùóþ Q. Áóäåì òåïåðü âðàùàòü P âîêðóã íåñóùåé ïëîñêîñòè ãðàíè Q′

â îäíó ñòîðîíó. Ïîñêîëüêó âåðøèí êîíå÷íîå ÷èñëî, èìååòñÿ ïîëîæåíèå, â êîòîðîì
ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå íåò âåðøèí, à ê âåðøèíàì Q äîáàâèòñÿ åùå õîòÿ áû îäíà
âåðøèíà. Ìû ïîëó÷èì ãðàíü M áîëüøåé ðàçìåðíîñòè è ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò
- Êàæäàÿ âåðøèíà k-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé íåêîòîðîé åãî

(k − 1)-ãðàíè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ:
- Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v èìååòñÿ îïîðíàÿ ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ ìíîãîãðàí-

íèê òîëüêî â v.
(Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîëíîìåðíûé ìíîãîãðàííèê. Âîçüìåì n − 1-ãðàíü Q,

âåðøèíîé êîòîðîé ñëóæèò v è ïóñòü P � åå îïîðíàÿ ïëîñêîñòü. Ïî èíäóêöèè â P
èìååòñÿ (n − 2)-ïëîñêîñòü P ′, ïåðåñåêàþùàÿ Q òîëüêî ïî âåðøèíå v. Ïîâåðíåì â
Rn ïëîñêîñòü P âîêðóã P ′ íà äîñòàòî÷íî ìàëûé óãîë. Îíà ïåðåéäåò â ïëîñêîñòü,
ïåðåñåêàþùóþ M òîëüêî â v.

- Èç îïðåäåëåíèÿ I âûòåêàåò II.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãîãðàííèê ïîëíîìåðíûé, òàê êàê íåñóùàÿ ïëîñêîñòü ðàç-

ìåðíîñòè k ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì n−k (n−1)-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé è, çíà÷èò, 2(n−k)
çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ.

- Ïîëíîìåðíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê M åñòü ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâ, îãðàíè÷åííûõ íåñóùèìè ïëîñêîñòÿìè åãî (n−1)-ìåðíûõ ãðàíåé.

(ßñíî, ÷òî ñàì ìíîãîãðàííèê M ëåæèò â ýòîì ïåðåñå÷åíèè. Åñëè òî÷êà A íå
ëåæèò âM , òî ñîåäèíèì åå ñ âíóòðåííåé òî÷êîé B îòðåçêîì I. Îí ïåðåñåêàåò ãðàíèöó
M â òî÷êå C. Íåñóùàÿ ïëîñêîñòü êàæäîé (n − 1)-ãðàíè, ïðèìûêàþùåé ê ãðàíè,
ñîäåðæàùåé C, îòäåëÿåò A îò M .)

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ â ñìûñëå I òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíî-
ãîãðàííèêà ñ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè è, çíà÷èò (ñì.âûøå), âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.
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(Îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, âûïóêëûì
ìíîãîãðàííèêîì, íî ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì).

Òåîðåìà. Îïðåäåëåíèÿ I è II ýêâèâàëåíòíû.
I⇐ II ïðîâåäåíî âûøå.
II ⇒ I: Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëóïðîñòðàíñòâ P+

i , îãðàíè÷åííûõ
(n − 1)-ïëîñêîñòÿìè Pi, ïåðåñå÷åíèå M êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â n-ñèìïëåêñå T . Ýòî
ïåðåñå÷åíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïåðåñå÷åíèå ïåðåñå÷åíèé T ∩P+

i . Íî êàæ-
äîå èç ýòèõ ïåðåñå÷åíèé, êàê ìû âèäåëè, åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â ñìûñëå
ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ, è, çíà÷èò, ýòî æå âåðíî äëÿ M .

- Ïóñòü M1 ⊂ Rk è M2 ⊂ Rl � âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
M1 ×M2 åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â Rk+l.

-=-=-=-

Êîìïëåêñû ìíîãîãðàííèêîâ è òðèàíãóëÿöèè

∼ (Ïðÿìîëèíåéíûé) ïîëèýäð â Rn � ýòî êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ ìíîãî-
ãðàííèêîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåæíåìó: ïîëèýäð � ïîäìíîæåñòâî,
ÿâëÿþùååñÿ òåëîì íåêîòîðîãî êîìïëåêñà.

- Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê òðèàíãóëèðóåì. Òðèàíãóëÿöèþ ìîæíî ïîñòðî-
èòü, íå ââîäÿ íîâûõ âåðøèí. (Ïî èíäóêöèè)

= Ïóñòü äàí ïîëèýäð P ⊂ Rn � òåëî êîìïëåêñà K. Ïðîâåäåì íåñóùèå ïëîñêîñòè
âñåõ ñèìïëåêñîâ K è ðàñøèðèì èõ äî ïëîñêîñòåé ðàçìåðíîñòè n− 1. Ïîëó÷èâøèåñÿ
(n−1)-ïëîñêîñòè ðàçîáüþò ïðîñòðàíñòâî Rn íà âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè (âîçìîæíî,
áåñêîíå÷íûå). Ïðè ýòîì äâà ìíîãîãðàííèêà ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî îáùåé ãðàíè.
Äàííûé ïîëèýäð îêàæåòñÿ ðàçáèò íà âûïóêëûå êîíå÷íûå ìíîãîãðàííèêè. Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî îí îêàçûâàåòñÿ òåëîì êîìïëåêñà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ:
∼ Êîìïëåêñîì âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âûïóêëûõ ìíî-

ãîãðàííèêîâ, êàæäûå äâà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî îáùåé ãðàíè (ìîæåò áûòü,
ïóñòîé). Ìíîãîãðàííèêè êîìïëåêñà íàçûâàþòñÿ òàêæå åãî êëåòêàìè, à îáúåäèíåíèå
êëåòîê ðàçìåðíîñòè íå ïðåâîñõîäÿùåé k íàçûâàåòñÿ k-îñòîâîì êîìïëåêñà.

- Êîìïëåêñ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ òðèàíãóëèðóåì.
(Ò.å. åãî òåëî ñîâïàäàåò ñ òåëîì ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, êàæäûé ñèìïëåêñ

êîòîðîãî ëåæèò â íåêîòîðîì èç âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ äàííîãî êîìïëåêñà.)
Èíäóêöèÿ ïî îñòîâàì. Îñòîâ ðàçìåðíîñòè 0 òðèàíãóëèðóåì. Ïóñòü óæå òðèàíãó-

ëèðîâàí îñòîâ ðàçìåðíîñòè k − 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êëåòêó a ðàçìåðíîñòè k.
Åå ãðàíèöà ñîñòîèò èç ñèìïëåêñîâ, îáðàçóþùèõ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Âîçü-
ìåì âíóòðè k-êëåòêè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó va. Ïèðàìèäû, èìåþùèå âåðøèíîé va, à
îñíîâàíèåì ñèìïëåêñû ãðàíèöû a, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêñàìè, êîòîðûå ìîãóò
ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ïî îáùåé ãðàíè è â îáúåäèíåíèè äàþò a. Ýòà îïåðàöèÿ ïðîâî-
äèòñÿ â êàæäîé k-êëåòêå íåçàâèñèìî îò äðóãèõ è â ðåçóëüòàòå äàåò òðèàíãóëÿöèþ
k-îñòîâà.

Íà îñíîâå ýòîé ëåììû ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
- Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëèýäðîâ åñòü ïîëèýäð. Çàìûêàíèå

ðàçíîñòè äâóõ ïîëèýäðîâ åñòü ïîëèýäð. (Èíûìè ñëîâàìè, êîíå÷íûå ïîëèýäðû â Rn

îáðàçóþò àëãåáðó ìíîæåñòâ.)
- Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëèýäðîâ åñòü ïîëèýäð.
Åñëè äàíû äâå òðèàíãóëÿöèè îäíîãî ïîëèýäðà, òî ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî âûøå

ïîñòðîåíèÿ ñ ïðîâåäåíèåì íåñóùèõ ïëîñêîñòåé è èõ ðàñøèðåíèÿ äî (n−1)-ïëîñêîñòåé
ñðàçó êî âñåì ñèìïëåêñàì îáîèõ êîìïëåêñîâ äàñò ðàçáèåíèå ïîëèýäðà íà êîìïëåêñ
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ìíîãîãðàííèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåò ëåæàòü â îäíîì ñèìïëåêñå êàæäîé èç
äàííûõ òðèàíãóëÿöèé. Ïîäðàçäåëÿÿ åãî äî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, ìû ïîëó-
÷èì òðèàíãóëÿöèþ, êîòîðàÿ ïîäðàçäåëÿåò ñðàçó îáå äàííûå òðèàíãóëÿöèè. Òàêèì
îáðàçîì,

- Äâå òðèàíãóëÿöèè ïîëèýäðà èìåþò èçîìîðôíûå ïîäðàçäåëåíèÿ.
-=-=-=-

Èçîìîðôèçì êîìïëåêñîâ è êîìáèíàòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëèýäðîâ

∼ Êîìïëåêñû K1 è K2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè èìååòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè âåðøèí K1 è K2 òàê, ÷òî åñëè íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí îäíîãî èç íèõ ñëóæèò ìíîæåñòâîì âåðøèí ñèì-
ïëåêñà, òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû äðóãîãî òàêæå îáðàçóþò ìíîæåñòâî âåðøèí
åãî ñèìïëåêñà.

(Èíà÷å: êîìïëåêñû èçîìîðôíû, åñëè èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó èõ ñèìïëåêñàìè, ïðè êîòîðîì ãðàíè ñèìïëåêñà â îäíîì îòâå÷àåò ãðàíü ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ñèìïëåêñà â äðóãîì.)

Ó ïîëèýäðà ðàçìåðíîñòè áîëüøå íóëÿ èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî òðèàíãóëÿöèé
(äàæå ó îòðåçêà!). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ââåñòè åùå îäíî, áîëåå ãðóáîå, îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó êîìïëåêñàìè.
∼ Äâà êîìïëåêñà êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè èìåþò èçîìîðôíûå ïîä-

ðàçäåëåíèÿ.
Äâå òðèàíãóëÿöèè òîãî æå ïîëèýäðà êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû (ñì.âûøå).

-=-=-=-

Îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñîâ è ïîëèýäðîâ

Ñèìïëèöèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñîâ. Åñëè äàíî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå âåðøèí êîìïëåêñîâ, ïîðîæäàþùåå èõ èçîìîðôèçì, òî îíî òàêæå
ïîðîæäàåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó èõ òåëàìè, ëèíåéíûé íà ñèìïëåêñàõ.

Áîëåå îáùèì îáðàçîì:
∼ Ñèìïëèöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì êîìïëåêñà K1 â K2 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå,

ïðè êîòîðîì ãðàíü ñèìïëåêñà â K1 îòîáðàæàåòñÿ â ãðàíü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìïëåê-
ñà â K2. (Èíà÷å: îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåì âåðøèí, ïðè êîòîðîì
êàæäîå ìíîæåñòâî âåðøèí ñèìïëåêñà â K1 îòîáðàæàåòñÿ â ìíîæåñòâî âåðøèí ñèì-
ïëåêñà â K2.)

(Ðàçìåðíîñòè ñèìïëåêñîâ ïðè ñèìïëèöèàëüíîì îòîáðàæåíèè íå âîçðàñòàþò.)
Ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå îäíîãî êîìïëåêñà â äðóãîé ïîðîæäàåò íåïðåðûâ-

íîå îòîáðàæåíèå òåëà ïåðâîãî â òåëî âòîðîãî, ëèíåéíîå íà êàæäîì ñèìïëåêñå.

Êóñî÷íî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïîëèýäðîâ.
∼ Êóñî÷íî ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïîëèýäðà â ïîëèýäð íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-

íèå, ïîðîæäåííîå ñèìïëèöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè ïåðâîãî
â íåêîòîðóþ òðèàíãóëÿöèþ âòîðîãî.

Â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî-ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçì, ÿâ-
ëÿþùèéñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêîé ãîìåîìîðôèçì ïîðîæäàåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì íåêîòîðûõ òðèàíãóëÿöèé êîìïëåêñîâ.
≈ Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè îäíîé ðàçìåðíîñòè êóñî÷íî-ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.
= Ìåæäó ìíîæåñòâîì êîìïëåêñîâ è ìíîæåñòâîì ïîëèýäðîâ íåò âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ (êîìïëåêñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîëèýäð � ñâîå òåëî, îäíàêî
ïîëèýäð èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî òðèàíãóëÿöèé). Òàêîå ñîîòâåòñòâèå èìååòñÿ ìåæäó
ìíîæåñòâîì êëàññîâ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ êîìïëåêñîâ è ìíîæåñòâîì êëàñ-
ñîâ êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûõ ïîëèýäðîâ.
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-=-=-=-

Îðèåíòàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn

Íàïîìíèì, ÷òî (n-ìåðíûì) àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
An, äëÿ êîòîðîãî ïîñëå âûáîðà êàêîé-ëèáî òî÷êè O ∈ An â êà÷åñòâå íà÷àëà âîçíèêàåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè x ∈ An è âåêòîðàìè (îáîçíà÷àåìû-
ìè
−→
Ox) ñòàíäàðòíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïðè çàìåíå O íà äðóãóþ òî÷êó O1 ñîîòâåò-

ñòâèå èçìåíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó
−−→
O1x =

−→
Ox−

−−→
OO1. Íå áóäåì âäàâàòüñÿ â äåòàëè, ñ÷èòàÿ

ýòî ïîíÿòèå õîðîøî èçâåñòíûì èç êóðñà âûñøåé àëãåáðû. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî,
îòâå÷àþùåå ñòàíäàðòíîìó åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü Rn.

Îòîáðàæåíèå L : Ak → Al1 îäíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå íàçûâàåòñÿ
àôôèííûì îòîáðàæåíèåì, åñëè îíî ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì ïîñëå âûáîðà êàêîé-ëèáî
òî÷êè O â êà÷åñòâå íà÷àëà â Ak è çàòåì òî÷êè L(O) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé â Al1.

k-Ðåïåðîì â n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íà-
áîð èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ñ îáùèì íà÷àëîì. Íàì â îñíîâíîì áóäóò
íóæíû n-ðåïåðû, êîòîðûå ñëóæàò áàçèñîì n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïî-
ëó÷åííîãî âçÿòèåì íà÷àëà ðåïåðà çà íà÷àëî ïðîñòðàíñòâà. Ìû áóäåì íàçûâàòü èõ
ïðîñòî ðåïåðàìè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåïåðîâ îïðåäåëåíà êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà, âûðàæàþùàÿ âåêòîðû îäíîãî ðåïåðà â äðóãîì ðåïåðå. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà
âûðàæàåò âåêòîðû âòîðîãî ðåïåðà â ïåðâîì.

Îðèåíòàöèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàåòñÿ âûáîðîì ðåïåðà. Ïðè ýòîì äâà
ðåïåðà R0 è R1 çàäàþò òó æå îðèåíòàöèþ, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç äâóõ ýêâèâà-
ëåíòíûõ (êàê ìû ñåé÷àñ äîêàæåì) óñëîâèé:

I. Îäèí ðåïåð ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãîé òàê, ÷òî èìååòñÿ ïóòü γ, ñîåäèíÿþùèé
íà÷àëà ðåïåðîâ, è êàæäàÿ òî÷êà γ(t) ïóòè ñëóæèò íà÷àëîì äëÿ ðåïåðà Rt, âåêòîðû
êîòîðîãî (vi(t)) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò t (ìû ñêàæåì, ÷òî äàíî íåïðåðûâíîå ïåðåìå-
ùåíèå îäíîãî ðåïåðà â äðóãîé).

II. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, âûðàæàþùåé âåêòîðû îäíîãî ðåïåðà â äðóãîì ðåïåðå,
ïîëîæèòåëåí.

� I ⇒ II Ïðè íåïðåðûâíîì ïåðåìåùåíèè ðåïåðà ìàòðèöà, ñâÿçûâàþùàÿ åãî ñ
íà÷àëüíûì ðåïåðîì ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî (ò.å. íåïðåðûâíî ìåíÿþòñÿ ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû), ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî è îïðåäåëèòåëü, êîòîðûé, ñëåäîâàòåëüíî, îñòà-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (ò.ê. íè äëÿ êàêîãî t íå îáðàùàåòñÿ â íóëü).

II ⇒ I Ïóñòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, âûðàæàþùåé âåêòîðû ðåïåðà R1 â ðåïåðå
R0 ïîëîæèòåëåí. Ïîñòðîèì íåïðåðûâíîå ïåðåìåùåíèå R1 â R0. Îíî áóäåò ñîñòîÿòü èç
÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé. Ïåðâîå ïåðåìåùåíèå γ1 ñîâìåùàåò íà÷àëà:
íà÷àëî ðåïåðà R1 ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó íà÷àëà, è ïðè
ýòîì êàæäûé âåêòîð ðåïåðà ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî.

Ïóñòü R1 ïåðåõîäèò â ðåïåð R′1. Äàëåå, èñïîëüçóåì îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà �
Øìèäòà. Ýòîò ïðîöåññ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ îïåðàöèé (ïðîåêòèðîâàíèé è ðàñòÿæå-
íèé - ñæàòèé âåêòîðîâ), êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí íåïðåðûâíûì
èçìåíåíèåì âåêòîðîâ áåç íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ èõ íåçàâèñèìîñòè. Ñ ïîìîùüþ îðòî-
ãîíàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèäòà ìû ïåðåâåäåì R′1 â îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð R′′1 è
R0 â R

′
0. Ïåðâóþ îðòîãîíàëèçàöèþ âîçüìåì çà âòîðîå ïåðåìåùåíèå γ2, à â êà÷åñòâå

÷åòâåðòîãî ïåðåìåùåíèÿ âîçüìåì ïåðåìåùåíèå îáðàòíîå ê îðòîãîíàëèçàöèè R0 â R
′
0.

Íàì îñòàëîñü ïðîâåñòè íåïðåðûâíîå ïåðåìåùåíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà R′′1
â îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð R′0.

Ìû áóäåì âðàùàòü ðåïåð R′′1, ò.å. ïåðåìåùàòü åãî, ñîõðàíÿÿ íà÷àëî è îðòîíîðìè-
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ðîâàííîñòü, òàê ÷òî âåêòîðû ðåïåðà áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî ñîâìåùàòüñÿ ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ïî ïîðÿäêó âåêòîðàìè ðåïåðà R′0.

Ïóñòü u1 è v1 � ïåðâûå âåêòîðû ðåïåðîâ R′′1 è R′0, ñîîòâ. Åñëè îíè íå ñîâïàäà-
þò, âîçüìåì îïðåäåëåííóþ èìè äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü π. (Åñëè îíè âçàèìíî îáðàòíû,
âîçüìåì ëþáóþ ñîäåðæàùóþ èõ ïëîñêîñòü.) Âðàùåíèåì â ïëîñêîñòè π ñîâìåñòèì
âåêòîð u1 ñ âåêòîðîì v1. Îñòàâëÿÿ íåïîäâèæíîé îðòîãîíàëüíóþ ê π (n− 2)-ìåðíóþ
ïëîñêîñòü, ïðîäîëæèì ëèíåéíî ýòî îòîáðàæåíèå íà âñå Rn. Òàê êàê âðàùåíèå åñòü
íåïðåðûâíàÿ îïåðàöèÿ, ìû ïîëó÷èì íåïðåðûâíîå ïåðåìåùåíèå ðåïåðà R′′1 â îðòî-
íîðìèðîâàííûé ðåïåð, ïåðâûé âåêòîð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì âåêòîðîì ðåïåðà
R′0. Íà âòîðîì øàãå âîçüìåì îðòîãîíàëüíóþ v1 äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ
âòîðûå âåêòîðû ðåïåðà R′0 è ðåïåðà, ïîëó÷èâøåãîñÿ èç R′′1 íà ïðåäûäóùåì øàãå, è
ïðîâåäåì âðàùåíèå, ñîâìåùàþùåå ýòè âòîðûå âåêòîðû.

Èòåðèðóåì ýòîò ïðîöåññ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ïåðåìåùåíèå ðåïåðà R′′1 â ðå-
ïåð R̃, ïåðâûå n − 1 âåêòîðû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâåííûìè âåêòîðàìè
ðåïåðà R′0. Ïîñëåäíèå âåêòîðû äâóõ ðåïåðîâ îáà îðòîãîíàëüíû îñòàëüíûì è îíè êîë-
ëèíåàðíû, ò.å. ïîñëåäíèé âåêòîð ïîëó÷åííîãî ðåïåðà ëèáî ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì
âåêòîðîì ðåïåðà R′0, ëèáî ïðîòèâîïîëîæåí åìó. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì ýêâè-
âàëåíòíîñòü ðåïåðîâ R1 è R0 â ñìûñëå ïåðâîãî óñëîâèÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Åñëè æå
âåêòîðû ïðîòèâîïîëîæíû, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî ê äðóãîìó
−1, è âçÿòûå ðåïåðû íå áûëè ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå âòîðîãî óñëîâèÿ. �

Ïóñòü òåïåðü â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå Ak äàí k-ñèìïëåêñ ∆k, ò.å. äàíû k +
1 òî÷åê (a0, a1, . . . , ak) â îáùåì ïîëîæåíèè � âåðøèíû ∆k. Äîïóñòèì, âåðøèíû ∆k

óïîðÿäî÷åíû, è â êà÷åñòâå íà÷àëà a0 âûáðàíà ïåðâàÿ èç íèõ. Òîãäà âåêòîðû u1 = a1−
a0, . . . ,uk = ak − a0 îáðàçóþò ðåïåð â A

k è îïðåäåëÿþò îðèåíòàöèþ Ak. Åñëè Ak óæå
áûëî îðèåíòèðîâàíî, è îðèåíòàöèÿ, çàäàííàÿ ñèìïëåêñîì, ñîâïàäàåò ñ èìåþùåéñÿ,
ìû ñêàæåì, ÷òî ñèìïëåêñ ∆k îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
îðèåíòèðîâàí îòðèöàòåëüíî (îòíîñèòåëüíî äàííîé îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà).

Ïóñòü äàíî àôôèííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : Ak → Ak1 è îáà ïðî-
ñòðàíñòâà îðèåíòèðîâàíû. Ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ñ ïðîèçâîëüíûì
íà÷àëîì â Ak) åñòü èçîìîðôèçì, è ïåðåâîäèò k-ðåïåðû â k-ðåïåðû. Åñëè îáðàç ðåïåðà
ïîëîæèòåëüíîãî â Ak ïåðåõîäèò â ðåïåð ïîëîæèòåëüíûé â Ak1 (èëè îòðèöàòåëüíûé
â îòðèöàòåëüíûé), òî ìû ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíî
(èëè ïîëîæèòåëüíî). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå îòðèöàòåëüíî
îðèåíòèðîâàíî (èëè îòðèöàòåëüíî).

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè â Ak äàí k-ñèìïëåêñ, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ïî-
ðÿäêîì âåðøèí a0, a1, . . . , ak, è îáðàç åãî ïðè àôôèííîì èçîìîðôèçìå h åñòü òàê-
æå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé (ïîðÿäêîì h(a0), h(a1), . . . , h(ak)) k-ñèìïëåêñ, ìû
ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà ïîëîæèòåëüíî, è ÷òî èçîìîðôèçì h ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ (è îáðàùàåò îðèåíòàöèþ, åñëè îáðàç ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî
ñèìïëåêñà îðèåíòèðîâàí îòðèöàòåëüíî).

Îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî îò îáúåìëþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îðèåíòèðîâàííîãî k-ñèìïëåêñà íà îðè-
åíòèðîâàííûé k-ñèìïëåêñ (ëèíåéíîå â áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ), ñ÷èòàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì, ñîãëàñíî ñ òåì, áóäåò ëè ïîðÿäîê âåðøèí â
îáðàçå, ïîëó÷åííûé èç îðèåíòèðóþùåãî ïîðÿäêà â ïðîîáðàçå, çàäàâàòü â îáðàçå îðè-
åíòàöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ äàííîé, èëè íå áóäåò.

Ñêàæåì â ïåðâîì ñëó÷àå, ÷òî ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ñèìïëåêñà íà ñèìïëåêñ ðàâ-
íà +1, âî âòîðîì −1. Åñëè îòîáðàæåíèå íå âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî ñòåïåíü ðàâíà 0.
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-=-=-=-

Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü äàíû: îòîáðàæåíèå f : U → Rn, ãäå U êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ îáëàñòü â
Rn, êîìïîíåíòà V îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Rn \ f(FrU) è òî÷êà y ∈ V . Ôèêñèðóåì
îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Ìû îïðåäåëèì çäåñü ñòåïåíü f â òî÷êàõ V , íå çàâèñÿùóþ îò òî÷êè y ∈ V è
îáîçíà÷àåìóþ deg(U, f, V ) èëè deg(U, f, y), åñëè íóæíî óòî÷íèòü âûáîð òî÷êè y ∈ V ,
èëè äëÿ êðàòêîñòè deg(f, V ), åñëè îáëàñòü U ôèêñèðîâàíà, èëè äàæå ïðîñòî deg f , åñ-
ëè âñå îñòàëüíîå èçâåñòíî. Ñòåïåíü âûðàæàåò àðèôìåòè÷åñêîå (ñóùåñòâåííîå) ÷èñëî
ïîêðûòèé îáëàñòè V (èëè òî÷êè y) îáðàçîì U .

Ìû ââåäåì ýòî îïðåäåëåíèå â äâà øàãà. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ñèìïëèöè-
àëüíî â íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè U (èçìåëü÷àþùåéñÿ ê ãðàíèöå U), ïðè÷åì îáðàçû
k-ñèìïëåêñîâ, k < n, íå ñîäåðæàò y, à îáðàçû n-ñèìïëåêñîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåõ
ñèìïëåêñîâ) íå âûðîæäàþòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ïîëó÷åííîå öåëîå ÷èñëî deg(U, f, y) íå
çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè y â ïðåäåëàõ îäíîé êîìïîíåíòû V äîïîëíåíèÿ ê f(FrU) â
Rn, è, êàê ñêàçàíî, ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü åãî deg(f, V ), åñëè U ôèêñèðîâàíà.

Çàòåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : U → Rn ìû îïðåäåëèì
deg(f, V ) êàê deg(s, V ), ãäå s äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ñèìïëèöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ê
f (â íåêîòîðîé ñâîåé òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè U). Îêàçûâàåòñÿ ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò
îò âûáîðà äîñòàòî÷íî ìåëêîé òðèàíãóëÿöèè U è îò âûáîðà äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê
f ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè s. Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñóùåñòâîâàíèåì
îáùåãî ïîäðàçäåëåíèÿ ó äâóõ òðèàíãóëÿöèé è ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñòåïåíü îòîáðà-
æåíèÿ îäèíàêîâàÿ, åñëè îäíà òðèàíãóëÿöèÿ åñòü ïîäðàçäåëåíèå äðóãîé, à çàòåì, ÷òî
ñòåïåíü îäèíàêîâàÿ äëÿ äâóõ àïïðîêñèìàöèé f ñèìïëèöèàëüíûõ â îäíîé è òîé æå
òðèàíãóëÿöèè U . Çíà÷èò, îïðåäåëåíèå ñòåïåíè íå çàâèñèò îò âûáîðà òðèàíãóëÿöèè
äëÿ ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îòîáðàæåíèÿ.

1) Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå s : U → Rn, ãäå s ñèìïëèöèàëüíî â íåêîòîðîé òðèàí-
ãóëÿöèè T = T (U), èçìåëü÷àþùåéñÿ ê FrU , ïðè÷åì îáðàçû ñèìïëåêñîâ íå âûðîæäà-
þòñÿ, è ïóñòü òî÷êà y âûáðàíà â s(U) \ s(FrU) òàê, ÷òî îíà íå ïðèíàäëåæèò îáðàçàì
ñèìïëåêñîâ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå n. (Èìåÿ â âèäó äàëüíåéøåå, äîïóñòèì, íå òåðÿÿ
îáùíîñòè, ÷òî îáðàçû ñèìïëåêñîâ, ñîäåðæàùèå y, íå ïåðåñåêàþò s(FrU).)

Â ñèëó íàøèõ óñëîâèé, èìååòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî n-ñèìïëåêñîâ, îáðàçû êî-
òîðûõ ñîäåðæàò y, ïðè÷åì s íå âûðîæäåííî íà êàæäîì èç íèõ. (Áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ñèìïëåêñîâ èìåëî áû ïðåäåëüíóþ òî÷êó íà ãðàíèöå U , íî y ëåæèò íà ïîëîæèòåëüíîì
ðàññòîÿíèè îò îáðàçà ãðàíèöû.)

Äëÿ êàæäîãî n-ñèìïëåêñà σ ∈ T è äëÿ s(σ) áåðåòñÿ îðèåíòàöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ
çàäàííîé îðèåíòàöèåé Rn; îïðåäåëèì deg(σ, s, y) êàê íóëü, åñëè y /∈ s(σ), êàê +1,
åñëè y ∈ σ è s ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ (s ïîëîæèòåëüíî) íà σ, êàê −1, åñëè y ∈ σ è s
îáðàùàåò îðèåíòàöèþ (s îòðèöàòåëüíî) íà σ.

Îïðåäåëèì deg(s, y) êàê
∑

i deg(σi, s, y), ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå n-
ñèìïëåêñû òðèàíãóëÿöèè T (÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñëàãàåìûõ êîíå÷íî).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè y0 è y1 ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå V îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà Rn \ s(FrU), òî deg(s, y0) = deg(s, y1).

Òàê êàê V îòêðûòî (êàê êîìïîíåíòà îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Rn) è ñâÿçíî, îíî
ëèíåéíî ñâÿçíî. Ñîåäèíèì òî÷êè y0 è y1 ñâÿçíîé ëîìàíîé l ⊂ V . Î÷åâèäíî, l ïåðå-
ñåêàåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî îáðàçîâ ñèìïëåêñîâ T . Ïðèâåäåì l (ñîõðàíÿÿ îáîçíà-
÷åíèå) â îáùåå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ýòèõ îáðàçîâ. Òîãäà l íå ïåðåñåêàåò îáðàçû
i-ñèìïëåêñîâ, i < n − 1, è ïåðåñåêàåò êàêîé-ëèáî (n − 1)-ñèìïëåêñ s(σn−1) (åñëè ïå-
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ðåñåêàåò) òîëüêî â îäíîé òî÷êå, ïðèòîì òðàíñâåðñàëüíî, ò.å. ïåðåõîäÿ ñ îäíîé åãî
ñòîðîíû íà äðóãóþ.

Ñèìïëåêñ σn−1 ∈ T ñëóæèò ãðàíüþ ðîâíî äâóõ n-ñèìïëåêñîâ, σ1 è σ2. Ôèêñèðóåì
ïîðÿäîê âåðøèí íà σn−1 ∈ T , à îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ñ÷èòàåì ïîñëåäíèìè íà σ1

è σ2. Òîãäà σ1 è σ2 îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíî (ïî îòíîøåíèþ ê îðèåíòàöèè
Rn). Ïåðåíåñåì âûáðàííûé ïîðÿäîê íà îáðàçû ñèìïëåêñîâ. Åñëè îáðàçû ëåæàò ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò s(σn−1), òî ýòè îáðàçû òàêæå îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíî è s
îäíîâðåìåííî ñîõðàíÿåò èëè îáðàùàåò îðèåíòàöèþ σ1 è σ2. Ïîýòîìó ñ îáåèõ ñòîðîí
s(σn−1) â òî÷êàõ y ∈ l ñòåïåíü deg(s, σ1 ∪ σ2, y) ðàâíà îäíîâðåìåííî +1 èëè −1.

Åñëè s(σ1) è s(σ2) ëåæàò ñ îäíîé ñòîðîíû îò s(σn−1), òî s ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ
íà îäíîì è îáðàùàåò îðèåíòàöèþ íà äðóãîì n-ñèìïëåêñå. Òàêèì îáðàçîì ñòåïåíü
s|σ1∪σ2 áóäåò ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ l ñ îáåèõ ñòîðîí îáðàçà σn−1.

Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îáðàçû ñèìïëåêñîâ íå âûðîæäàþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè s,
ïîýòîìó êàæäàÿ òî÷êà l ïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì îäíîìó îáðàçó (n − 1)-ìåðíîãî
ñèìïëåêñà, è, çíà÷èò, ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè y ïî l îò y0 äî y1 deg(s, y) íå ìåíÿåòñÿ.

Ìû ñ÷èòàëè, ÷òî òî÷êà y ëåæèò â îáðàçàõ òîëüêî n-ñèìïëåêñîâ. Íî â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îíà ëåæèò íà ãðàíèöàõ n-ñèìïëåêñîâ, â òî÷êàõ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñòåïåíü
îäíà è òà æå. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî è âî âñåõ òî÷êàõ V ñòåïåíü îäíà è òà
æå, ò.å. ïîñòîÿííà íà V .

2) Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî äâà ñèìïëèöèàëüíûõ îòîáðàæåíèÿ èìåþò òó æå ñòå-
ïåíü â òî÷êå y ∈ V , åñëè îíè äîñòàòî÷íî áëèçêè ê íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f . Íà
ñàìîì äåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñèìïëèöèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ èìåþò îäíó ñòåïåíü, åñ-
ëè îíè áëèçêè, íåçàâèñèìî îò f . Îòñþäà áóäåò òàêæå ñëåäîâàòü, ÷òî ñòåïåíü â òî÷êå
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè (ñèìïëèöèàëüíîé) ãîìîòîïèè ñèìïëèöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé � ýòî
ñëåäñòâèå êîìïàêòíîñòè îòðåçêà.

Ïóñòü äàíû äâà îòîáðàæåíèÿ Ū â Rn, s0 è s1, ñèìïëèöèàëüíûõ îòíîñèòåëüíî
òðèàíãóëÿöèé T0 è T1 ñîîòâ., èçìåëü÷àþùèõñÿ ê ãðàíèöå. Êðîìå òîãî, äàíà òî÷êà y
âíå îáðàçà ãðàíèöû U , è ïóñòü V êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ ê ýòîìó îáðàçó, ñîäåðæàùàÿ
y. Ïðèìåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ íàñòîëüêî áëèçêè, ÷òî ïðè ëèíåéíîé ãîìîòîïèè st =
ts1 + (1 − t)s0 ìåæäó íèìè îáðàç ãðàíèöû U îñòàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì d > 0
îò y.

Äëÿ òðèàíãóëÿöèé T0 è T1 èìååòñÿ îáùåå ïîäðàçäåëåíèå T , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî
îáà îòîáðàæåíèÿ ñèìïëèöèàëüíû. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ èìåþò â y
ðàâíóþ ñòåïåíü, êîãäà îäíà òðèàíãóëÿöèÿ åñòü ïîäðàçäåëåíèå äðóãîé (ñêàæåì, T0

ïîäðàçäåëåíèå T1), òî íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, ò.ê. êàæäàÿ òðèàíãóëÿöèÿ T åñòü
ñâîå ñîáñòâåííîå ïîäðàçäåëåíèå. Ïîýòîìó äîïóñòèì, ÷òî T1 åñòü ïîäðàçäåëåíèå T0.

Ëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ ìåæäó s0 è s1 åñòü îòîáðàæåíèå s̄ : U × [0, 1] → Rn, ñîâïà-
äàþùåå íà U × 0 ñ s0, íà U × 1 ñ s1 è ëèíåéíîå íà îòðåçêàõ x× [0, 1], äëÿ x ∈ Ū . Ìû
ñîõðàíÿåì òðèàíãóëÿöèþ T0 íà U × 0 è T1 íà U × 1.

Íåñêîëüêî èçìåíèì ýòî îòîáðàæåíèå, ÷òîáû ñäåëàòü åãî ñèìïëèöèàëüíûì. Ïî-
ñòðîèì òðèàíãóëÿöèþ T̃ íà U × [0, 1], âçÿâ ñíà÷àëà áàðèöåíòð xσ äëÿ êàæäîãî σ ∈ T0

è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ êîíè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ ñ âåðøèíîé aσ = xσ×1/2 íàä
ãðàíèöåé ïðèçìû σ×[0, 1] â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ðàçìåðíîñòè ñèìïëåêñîâ. Ïðèíèìàÿ
ñåðåäèíó îòðåçêà s0(xσ× [0, 1]) â êà÷åñòâå îáðàçà aσ è áåðÿ ëèíåéíîå ðàñïðîñòðàíåíèå
íà ñèìïëåêñû, ïîäðàçäåëÿþùèå ïðèçìó xσ× [0, 1], ìû ïîëó÷èì íóæíîå îòîáðàæåíèå
G : Ū → Rn, ñèìïëèöèàëüíîå íà U × [0, 1] è ñîâïàäàþùåå ñ s0 è s1 íà U × 0 è U × 1.

Ñìåñòèâ êàê óãîäíî ìàëî îáðàçû òî÷åê aσ, ìû äîáüåìñÿ, ÷òîáû G îòîáðàæàëî
ñèìïëåêñû ðàçìåðíîñòè ìåíüøå n+ 1 áåç âûðîæäåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
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÷òî îáðàçû ñèìïëåêñîâ ðàçìåðíîñòåé ìåíüøå n íå ñîäåðæàò y, à ñèìïëåêñû, ñîäåð-
æàùèå y, íå ïåðåñåêàþò G(FrU).

Ïóñòü òåïåðü σn+1 îäèí èç n + 1-ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè T̃ , äëÿ êîòîðîãî y ∈
G(σn+1). G|σn+1 ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (n + 1)-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà â n-ìåðíîå, ïðîîáðàç y åñòü ïðÿìàÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, è ïðîîáðàç y
â σn+1 åñòü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè íà äâóõ n-ìåðíûõ ãðàíÿõ σn+1.

Òàêèì îáðàçîì, G−1y åñòü ëîìàíàÿ, âîçìîæíî, íå ñâÿçíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç òàêèõ
îòðåçêîâ. Âîçìîæíî, íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ëîìàíîé çàìêíóòû, îíè äîëæíû ëåæàòü
âíóòðè U × [0, 1] è íàñ íå èíòåðåñóþò. Äðóãèå êîìïîíåíòû ñ äâóìÿ êîíöàìè ëèáî
1. èìåþò îáà êîíöà íà U × 0, ëèáî 2. îáà êîíöà íà U × 1, ëèáî 3. îäèí êîíåö íà U × 0,
äðóãîé íà U×1. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïðîîáðàçà y ïðîõîäèò ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷åðåäóþùèõñÿ n- è (n+ 1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè T̃ .

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôèêñèðîâàíà îðèåíòàöèÿ (ñâÿçíîé) îáëàñòè U , èíäóöèðî-
âàííàÿ èç îðèåíòàöèè Rn, è îíà ïîëîæèòåëüíî ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé ïðîñòðàí-
ñòâà Rn+1 = Rn×R, ñîäåðæàùåãî U×[0, 1]: îðèåíòèðóþùèé (n+1)-ðåïåð ïðîñòðàíñòâà
ïîëó÷àåòñÿ èç îðèåíòèðóþùåãî ðåïåðà U×0 äîáàâëåíèåì âåêòîðà, íàïðàâëåííîãî îò
U × 0 ê U × 1 (ò.å. âíóòðü U × [0, 1]), â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî â ðåïåðå.

Â U×1 òîãäà îðèåíòàöèÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíîé, åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ îðèåíòèðóþ-
ùåãî ðåïåðà â Rn+1 ðåïåð, îðèåíòèðóþùèé U×1, íóæíî äîïîëíÿòü â êîíöå âåêòîðîì,
íàïðàâëåííûì íàðóæó, èç U × [0, 1].

Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ ñâÿçíîé ëîìàíîé l ⊂ G−1y âîçüìåì â ñèìïëåêñå σn ∈ T0,
ñîäåðæàùåì îäèí êîíåö l, ïîðÿäîê âåðøèí ïîëîæèòåëüíûé îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé
îðèåíòàöèè U , è ïóñòü, ñêàæåì, deg(s0, σ

n, y) = +1. Ðàñïðîñòðàíèì ýòîò ïîðÿäîê íà
âñå n-ñèìïëåêñû â öåïî÷êå ñèìïëåêñîâ, ïåðåñåêàþùèõ l. Ýòî çàäàñò ïîëîæèòåëüíûé
ïîðÿäîê âåðøèí â î÷åðåäíîì ñèìïëåêñå σn+1, ãðàíüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåäûäó-
ùèé σn, åñëè äîïîëíèòåëüíóþ åãî âåðøèíó ìû âîçüìåì ïîñëåäíåé, ñîõðàíèâ ïîðÿ-
äîê âåðøèí ãðàíè σn. Âñå (n + 1)-ñèìïëåêñû â öåïî÷êå, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò l,
áóäóò èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ. Â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäíèé n-ñèìïëåêñ σ̌n

â ýòîé öåïî÷êå, ëåæàùèé íà U × 0, áóäåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàí îòíîñèòåëüíî
âûáðàííîé îðèåíòàöèè U × 0 (âåêòîð ðåïåðà, äîáàâëåííûé ê ðåïåðó â σ̌n â êà÷åñòâå
ïîñëåäíåãî, ñìîòðèò íàðóæó). Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ G|σni äëÿ êàæäîãî n-ñèìïëåêñà
â ýòîé öåïî÷êå îäíà è òà æå, åñëè îðèåíòèðîâàòü èõ ñîãëàñíî ñ âûáðàííûì ïîðÿä-
êîì. Íî äëÿ ïîñëåäíåãî ñèìïëåêñà σ̌n ýòà îðèåíòàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíà îðèåíòàöèè
U , è ïîýòîìó ñòåïåíü îãðàíè÷åíèÿ G|U×0 = s0 íà σ̌

n ïðîòèâîïîëîæíà ñòåïåíè G|σn ,
òàê êàê ìû äîëæíû âçÿòü îðèåíòàöèþ σ̌n, èíäóöèðîâàííóþ îðèåíòàöèåé U . Çíà÷èò,
deg(s0, σ̌, y) = −1.

Ñëåäîâàòåëüíî, deg(s0, σ
n, y)+deg(s0, σ̌

n, y) = 0 =
∑

i deg(σni , s0, y), ãäå ñóììà ðàñ-
ïðîñòðàíåíà íà òå n-ñèìïëåêñû, îáðàçû êîòîðûõ ñîäåðæàò y è ïðè ýòîì ïîñòðîåííûå
äëÿ íèõ ñâÿçíûå öåïî÷êè n- è (n+ 1)-ñèìïëåêñîâ çàêàí÷èâàþòñÿ íà U × 0.

Àíàëîãè÷íîå âåðíî è â ñëó÷àå 2 (êîãäà îáà êîíöà ëîìàíîé ëåæàò íà U × 1).
Çíà÷èò, deg(U, s0, y) =

∑
i deg(σni , s0, y) è deg(U, s1, y) =

∑
i deg(σni , s1, y), ãäå îáå

ñóììû ðàñïðîñòðàíåíû íà òå n-ñèìïëåêñû, îáðàçû êîòîðûõ ñîäåðæàò y è ïðè ýòîì
ïîñòðîåííûå äëÿ íèõ ñâÿçíûå öåïî÷êè n- è (n + 1)-ñèìïëåêñîâ çàêàí÷èâàþòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå ïðèçâåäåíèÿ.

Íî äëÿ êàæäîé òàêîé öåïî÷êè, îäèí êîíåö êîòîðîé σn0 ëåæèò íà U × 0, à äðóãîé
σn1 � íà U × 1, ñòåïåíè deg(σn0 , s0, y) è deg(σn1 , s1, y) ðàâíû.

Äåéñòâèòåëüíî, êàê è âûøå, ïîðÿäîê âåðøèí σn ⊂ U × 0 ïåðåíîñèòñÿ â ïîðÿäîê
âåðøèí σ̌n ⊂ U×1 è îáà îòîáðàæàþòñÿ íà ñèìïëåêñ, ñîäåðæàùèé y, òàê, ÷òî âåðøèíû
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ñ îäíèì íîìåðîì îòîáðàæàþòñÿ â òó æå âåðøèíó. Åñëè ðåïåð Rn ñèìïëåêñà σn ∈
T0 ïîëîæèòåëåí îòíîñèòåëüíî îðèåíòàöèè U × 0, òî ðåïåð Rn+1, äîïîëíÿþùèé Rn

ïîñëåäíèì âåêòîðîì, íàïðàâëåííûì âíóòðü U × [0, 1], áóäåò îðèåíòèðóþùèì â Rn+1.
Ïåðåíåñåííûé, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, âäîëü öåïî÷êè ñèìïëåêñîâ, îí ïåðåéäåò
â ðåïåð, ïîñëåäíèé âåêòîð êîòîðîãî ñìîòðèò íàðóæó, çíà÷èò, ðåïåð ïåðåíåñåííîãî
ñèìïëåêñà σ̌n áóäåò îðèåíòèðóþùèì íà U × 1, è, çíà÷èò, s0|σn è s1|σ̌n îäíîâðåìåííî
ïîëîæèòåëüíû èëè îòðèöàòåëüíû, ò.å. deg(s1, σ̌, y) = deg(s0, σ

n, y).
Â ðåçóëüòàòå deg(U, s0, y) = deg(U, s1, y).

3) Èòàê, ìû îïðåäåëèëè ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå y, deg(U, f, y), ïîêàçàâ ïî-
ïóòíî, ÷òî äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé ñòåïåíü íå çàâèñèò îò òî÷êè è íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè ñèìïëèöèàëüíîé ãîìîòîïèè. Ýòîãî, îäíàêî, íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûâåñòè
àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà äëÿ îïðåäåëåííîé íàìè ñòåïåíè íåïåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ,
ò.ê. íóæíî åùå óñòàíîâèòü, ÷òî ñèìïëèöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, âûáðàííàÿ äëÿ îä-
íîé òî÷êè y, áóäåò ãîäíà äëÿ äðóãîé.

-=-=-=-

Ñâîéñòâà ñòåïåíè.

1) Íåçàâèñèìîñòü îò òî÷êè. Ñòåïåíü deg(f, U, y) ïîñòîÿííà äëÿ òî÷åê y, ïðè-
íàäëåæàùèõ îäíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ ê f(FrU).

Ìû óæå ïîêàçàëè ýòî äëÿ îòîáðàæåíèÿ g ñèìïëèöèàëüíîãî â òðèàíãóëÿöèè èç-
ìåëü÷àþùåéñÿ ê ãðàíèöå U .

Äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : U → Rn, ïî îïðåäåëåíèþ, deg(f, U, y) =
deg(s, U, y), ãäå s � ëþáàÿ äîcòàòî÷íî áëèçêàÿ ñèìïëèöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ê f .
Äëÿ äâóõ àïïðîêñèìàöèé s0 è s1, ìû, ïåðåõîäÿ ê ïîäðàçäåëåíèÿì, ìîæåì íàéòè òðè-
àíãóëÿöèþ, â êîòîðîé îáà îòîáðàæåíèÿ s0 è s1 ñèìïëèöèàëüíû.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y0 ∈ V è ìàëûé øàð B1 ⊂ V ñ öåíòðîì â y0. Ïóñòü
y1 äðóãàÿ òî÷êà ýòîãî øàðà è B0 ⊂ B1 � êîíöåíòðè÷åñêèé øàð, íå ñîäåðæàùèé y1.
Ïóñòü åùå B2 ⊂ V øàð, ñîäåðæàùèé B1 ñ òåì æå öåíòðîì y0, îí òàêæå ëåæèò íà
ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò f(FrU).

Ïîëîæèì Z0 = f−1(B0) ⊂ Z1 = f−1(B1) ⊂ Z2 = f−1B2, Z2 ëåæèò íà ïîëîæèòåëü-
íîì ðàññòîÿíèè îò FrU .

Ïóñòü s0 � ñèìïëèöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ f , äëÿ êîòîðîé deg(U, s0, y0) = deg(U, f, y0),
è s1 � ñèìïëèöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, äëÿ êîòîðîé deg(U, s1, y1) = deg(U, f, s1).

Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî deg(U, s0, y0) = deg(U, s1, y1), òî ýòèì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
deg(U, f, y) � ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ îò y (ò.ê. òî÷êà y1 áðàëàñü ïðîèçâîëüíî
â øàðå B1). Òàê êàê V ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî deg(U, f, y)
ïîñòîÿííî â V ïî y.

Ïåðåõîäÿ ê ïîäðàçäåëåíèÿì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî s0 è s1 ñèìïëèöèàëüíû íà
îäíîé è òîé æå òðèàíãóëÿöèè T äëÿ U , èçìåëü÷àþùåéñÿ ê ãðàíèöå U . Ïðè ýòîì,
áåðÿ àïïðîêñèìàöèè äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê f è çàòåì áåðÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîå ïîä-
ðàçäåëåíèå T , ìû ïîëó÷èì, ÷òî â òî÷êàõ x ∈ Z2 îòðåçêè [s0(x), s1(x)] ëåæàò â V (íå
ïåðåñåêàþò f(FrU)).

Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ Óðûñîíà, ðàâíàÿ 0 âíå Z1, 1 íà Z0, è 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1.
Ïîñòðîèì (ëèíåéíóþ) ãîìîòîïèþ s̃t îòîáðàæåíèÿ s1. Ñíà÷àëà äëÿ êàæäîé âåð-

øèíû v òðèàíãóëÿöèè T ïîëîæèì: s̃t(v) = tϕ(v)s0(v) + (1− tϕ(v))s1(v).
Äëÿ êàæäîãî t ïðîäîëæèì ýòî îòîáðàæåíèå íà ñèìïëåêñû, èñïîëüçóÿ áàðèöåí-

òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â T . Îòîáðàæåíèå s̃1 ñèìïëèöèàëüíî íà T è s̃1 = s0 äëÿ
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ñèìïëåêñîâ, ëåæàùèõ â Z0, s̃1 = s1 äëÿ ñèìïëåêñîâ, ëåæàùèõ âíå Z2 . Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî deg(U, s̃1, y) = deg(U, s1, y) äëÿ òî÷åê y âíå B2, è, çíà÷èò, deg(U, s̃1, V ) =
deg(U, s1, V ), è, àíàëîãè÷íî, deg(U, s̃1, y) = deg(U, s0, y) äëÿ òî÷åê y ∈ B0, çíà÷èò,
deg(U, s̃1, V ) = deg(U, s0, V ).

Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî: deg(U, s0, y0) = deg(U, s1, y1), ÷òî
äîêàçûâàåò ëîêàëüíîå ïîñòîÿíñòâî deg(f, y) è çàêàí÷èàåò îïðåäåëåíèå deg(U, f, V )
êàê deg(U, f, y) äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ V .

2) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Äëÿ y /∈ f(FrU) èìååòñÿ òàêîå δ > 0,
÷òî åñëè ðàññòîÿíèå f ′ : U → Rn îò f ìåíüøå δ, òî deg(f, U, y) = deg(f ′, U, y).

Ìû âèäåëè ïðè îïðåäåëåíèè ñòåïåíè â òî÷êå, ÷òî åñëè äâà ñèìïëèöèàëüíûõ îòîá-
ðàæåíèÿ áëèçêè íàñòîëüêî, ÷òî ïðè ëèíåéíîé ãîìîòîïèè ìåæäó íèìè îáðàç ãðàíè-
öû U îñòàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè y, òî èõ ñòåïåíè â y ðàâíû.
ßñíî, ÷òî åñëè ïðè ëèíåéíîé ãîìîòîïèè ìåæäó f è f ′ îáðàç ãðàíèöû îñòàåòñÿ íà
ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò y, òî ýòî âåðíî è äëÿ èõ áëèçêèõ ñèìïëèöèàëüíûõ
àïïðîêñèìàöèé.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îòðåçêà èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò ãîìîòîïè÷å-
ñêàÿ èíâàèàíòíîñòü ñòåïåíè:

3) Ôîðìóëà êîìïîçèöèè.

Ïóñòü äàíû äâå êîìïàêòíûå (ñâÿçíûå) îáëàñòè U è V â Rn, f : Ū → Rn è g : V̄ →
Rn � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, è ïóñòü äàíà òî÷êà y ∈ g(V ) \ (g(FrV ) ∪ gf(FrU)).
Ïîëîæèì Vi � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè V \ f(FrU).

Òåîðåìà êîìïîçèöèè.

deg(U, gf, y) =
∑
i

deg(U, f, Vi) deg(Vi, g, y).

(×èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ êîíå÷íî, ò.ê. g−1y êîìïàêòíî.)

� Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà äàííûå îòîá-
ðàæåíèÿ ñèìïëèöèàëüíû.

Êîíêðåòíåå, äîïóñòèì, ÷òî èìåþòñÿ îòîáðàæåíèÿ t : Ū → Rn è s : V̄ → Rn, ñèì-
ïëèöèàëüíûå íà U è V â òðèàíãóëÿöèÿõ T è S, èçìåëü÷àþùèõñÿ ê ãðàíèöàì, ïðè÷åì
t ëèíåéíî îòîáðàæàåò êàæäûé ñèìïëåêñ T (íåâûðîæäåííî) â íåêîòîðûé ñèìïëåêñ
S. Ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà y ∈ s(V ) \ (s(FrV ) ∪ st(FrU)) íå ëåæèò â s(σk) íè äëÿ êà-
êîãî k-ñèìïëåêñà ïðè k < n, è ïóñòü δ � n-ñèìïëåêñ, ñîäåðæàùèé y è ëåæàùèé â
ïåðåñå÷åíèè âñåõ îáðàçîâ n-ñèìïëåêñîâ δm ∈ S, ñîäåðæàùèõ y, 1 ≤ m ≤ p.

Ïóñòü ∆
t→ δm

s→ δ, ∆ ∈ T , y ∈ st(∆), òîãäà

deg(∆, st|∆ , y) = deg(∆, st|∆ , δ) =

= deg(∆, t|∆ , δm) deg(δm, s|δm , δ) = deg(∆, t|∆ , δm) deg(δm, s|δm , y)

(st íå îáðàùàåò îðèåíòàöèþ, åñëè t è s îäíîâðåìåííî îáðàùàþò îðèåíòàöèþ èëè íå
îáðàùàþò, è íàîáîðîò).

Ïî îïðåäåëåíèþ, deg(V, s, y) =
∑

m deg(δm, s, y) =
∑

m deg(δm, s, δ) (êàæäîå ñëàãà-
åìîå ýòî ±1, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îáðàùàåò s îðèåíòàöèþ íà δm èëè íåò).

Åñëè ∆ml ∈ T � âñå n-ñèìïëåêñû, êîòîðûå t îòîáðàæàåò (ëèíåéíî è íåâûðîæäåí-
íî) â δm, 1 ≤ l ≤ r(m), òî deg(U, t, δm) =

∑
1≤l≤r(m)

deg(∆ml, t, δm) è

deg(U, st, y) =
∑
ml

deg(∆ml, st, y) =
∑
ml

(deg(∆ml, t, δm) deg(δm, s, δ)).
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Ðàçäåëèì òåïåðü ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå íà ãðóïïû, îòíîñÿùèåñÿ ê êîìïîíåíòàì
Vi (
⋃
i Vi = t(U) \ t(FrU)). Ïóñòü ÷èñëî êîìïîíåíò p. Ïåðåîáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî

ñèìïëåêñû δm êàê δij ⊂ Vi, 1 ≤ j ≤ q(i) è ñèìïëåêñû ∆ml êàê ∆ijk, (t(∆ijk) ⊂ δij), 1 ≤
k ≤ r(i, j). Òîãäà

deg(U, st, y) =
∑

1≤i≤p

∑
1≤j≤q(i)

1≤k≤r(i,j)

(deg(∆ijk, t, δij) deg(δij, s, y)).

Íî ââèäó ñâÿçíîñòè Vi ñóììà
∑

k deg(∆ijk, t, δij) = deg(U, t, δij) = deg(U, t, Vi) � îäíà è

òà æå äëÿ δij ⊂ Vi, è ìû ìîæåì âûíåñòè åå çà ñêîáêó:
∑

i

(
deg(U, t, Vi)

∑
j deg(δij, s, y)

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ,
∑

j deg(δij, s, y) = deg(Vi, t, y), è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåí-
ñòâî:

deg(U, st, y) =
∑
i

deg(U, t, Vi) deg(Vi, s, y).

Åñëè ìû ìîæåì äëÿ äàííûõ íåïåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f, g íàéòè ñèìïëèöèàëü-
íûå àïïðîêñèìàöèè s, t ñ äîïóùåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, ñòåïåíè êîòîðûõ ñîâïàäà-
þò ñî ñòåïåíÿìè f, g, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äëÿ q òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñóùåñòâóåò
ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Íî äëÿ f ìû äîëæíû áðàòü
ñâîþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ êàæäîé îáëàñòè Vi.

Ïîýòîìó ïðèäåòñÿ ïðîâåñòè ñëåäóþùåå óòî÷íÿþùåå ïîñòðîåíèå.

Îáîçíà÷èì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî g−1(y)∩(f(Ū)∩V̄ ) ÷åðåç Y . Îíî ëåæèò â
⋃
i

Vi è

ïîêðûòî êîíå÷íûì ÷èñëîì ýòèõ îáëàñòåé, ïóñòü Y ⊂
⋃

1≤i≤p
Vi. Îñòàëüíûå îáëàñòè íàñ

íå èíòåðåñóþò, è ìû ñ÷èòàåì äàëüøå, ÷òî i ≤ p. Ïîëîæèì Yi = Y ∩Vi è Zi = f−1(Yi).
Zi êîìïàêòíû â U è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü Ui îêðåñòíîñòü Zi, Ui ⊂ Ūi ⊂ U , ïðè÷åì
Ūi ∩ Ūj = ∅, åñëè i 6= j.

Ïóñòü ti : Ū → Rn ñèìïëèöèàëüío â íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè Ti, èçìåëü÷àþùåéñÿ
ê ãðàíèöå U , è ñëóæèò àïïðîêñèìàöèåé f íà Ui (f = t íà FrU), s � àïïðîêñèìàöèÿ
g, ñèìïëèöèàëüíàÿ â òðèàíãóëÿöèè S, èçìåëü÷àþùåéñÿ ê ãðàíèöå V .

Àïïðîêñèìàöèè ti è s âûáèðàþòñÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè, òàê ÷òî

deg(Ui, f, Vi)(= deg(U, f, Vi)) = deg(Ui, ti, Vi)(= deg(U, ti, Vi));

deg(V, g, y) = deg(V, s, y)

Èìååòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ T îáëàñòè U , ñëóæàùàÿ îáùèì ïîäðàçäåëåíèåì òðèàíãóëÿöèé
Ti, âñå îòîáðàæåíèÿ ti (àâòîìàòè÷åñêè) ñèìïëèöèàëüíû îòíîñèòåëüíî T .

Ïåðåõîäÿ ê ïîäðàçäåëåíèþ, ìû ìîæåì äîïóñòèòü, ÷òî êàæäûé ïîëèýäð Pi, ñîñòî-
ÿùèé èç (çàìêíóòûõ) ñèìïëåêñîâ T , ïåðåñåêàþùèõ Zi, ëåæèò â Ui (ò.å. StT (Zi) ⊂ Ui).

Åñëè äîñòàòî÷íî ìàëû ñèìïëåêñû S, òî StS(Yi) ⊂ Vi è s
−1(y)∩Vi ëåæèò â StS(Yi).

Ñíîâà ïåðåõîäÿ ê ïîäðàçäåëåíèÿì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ti îòîáðàæàþò ñèì-
ïëåêñû T ëèíåéíî â ñèìïëåêñû S. (Äëÿ ñèìïëåêñîâ τ ∈ T è σ ∈ S âîçüìåì
t−1(t(τ)∩ σ). Ýòî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, è ýòè ìíîãîãðàííèêè îáðàçóþò êîìïëåêñ
ìíîãîãðàííèêîâ â U . Êîíè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé ýòîò êîìïëåêñ ïðåâðàùàåòñÿ â òðè-
àíãóëÿöèþ, êîòîðóþ ìû ïðîäîëæàåì îáîçíà÷àòü T , è ñèìïëåêñû ýòîé òðèàíãóëÿööèè
îòîáðàæàþòñÿ ëèíåéíî â ñèìïëåêñû S.)

Ïåðåõîäÿ åùå ðàç ê ïîäðàçäåëåíèÿì, ìû ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ, ñèìïëåêñû êî-
òîðîé âñåìè ti ëèíåéíî îòîáðàæàþòñÿ â ñèìïëåêñû S, ýòó òðèàíãóëÿöèþ ïðîäîëæàåì
îáîçíà÷àòü T .
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ßñíî, ÷òî st ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé îòîáðàæåíèÿ gf , ïðè-
÷åì îáðàç ãðàíèöû U äëÿ êàæäîé èç ýòèõ êîìïîçèöèé íàõîäèòñÿ íà ïîëîæèòåëü-
íîì ðàññòîÿíèè îò y. Çíà÷èò, deg(U, gf, y) = deg(U, st, y). Íî ïî äîêàçàííîìó äëÿ
ñèìïëèöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé deg(U, st, y) =

∑
i deg(U, t, Vi) deg(Vi, s, y). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû deg(U, t, Vi) = deg(U, t, δij) = deg(U, t, yij) = deg(U, f, yij) = deg(U, f, Vi) è
deg(Vi, s, y) = deg(Vi, g, y). Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

deg(U, st, y) =
∑
i

deg(U, f, Vi) deg(Vi, g, y).

∑
j deg(δij, g|δij , y) = deg(Gi, g|Gi, y), ïîëó÷àåì

deg(U, g|Gif, y) = deg(U, f,Gi) deg(Gi, g|Gi , y).

Íàêîíåö, òàê êàê∑
i deg(U, g|Gif,y) = deg(U, gf, y),

∑
i degU, f, y = deg(U, f, V ),∑

i deg(Gi, g|Gi , y) = deg(V, g, y), îêîí÷àòåëüíî èìååì:

deg(U, fg, y) = deg(U, f, V ) deg(V, g, y). �

-=-=-=-

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Æîðäàíà � Áðàóýðà

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìûÆîðäàíà � Áðàóýðà è óñòà-
íîâèòü, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê òîïîëîãè÷åñêîìó îáðàçó (n− 1)-ñôåðû â
ïðîñòðàíñòâå Rn íå áîëüøå äâóõ. Íà ñàìîì äåëå â äîêàçàòåëüñòâå íèæå ñðàçó äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò ðàâíî äâóì.

Òåîðåìà. Åñëè C ⊂ Rn ãîìåîìîðôíî (n− 1)-ìåðíîé ñôåðå, òî ÷èñëî êîìïîíåíò
äîïîëíåíèÿ ðàâíî äâóì.

�Ïóñòü äàíû â Rn ñòàíäàðòíàÿ (n−1)-ñôåðà (ñêàæåì, åäèíè÷íàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì
â íà÷àëå), êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü S, è ãîìåîìîðôèçì h : S → C ⊂ Rn. Ïóñòü
k : C → S � îáðàòíûé ãîìåìîðôèçì.

Îòîáðàæåíèå çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Rn â Rn, êàê ìû çíàåì (ñì.ñòð.30),
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî îòîáðàæåíèÿ Rn â Rn. Íàì íóæíû ïðîäîëæåíèÿ h è k
äî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé: H : Rn → Rn, H|S = h è K : Rn → Rn, K|C = k. Ìû
ìîæåì ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äàëåêèå òî÷êè ïåðåõîäèëè â äàëåêèå. Íàïðèìåð, äàííîå
ïðîäîëæåíèå h̃ ãîìåîìîðôèçìà h ìîæíî çàìåíèòü íà H(x) = q(x)h̃(x), ãäå q(x) =
1 +d(x), d(x) �ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî C (çäåñü ïîä h̃(x) ïîíèìàåòñÿ ðàäèóñ âåêòîð
òî÷êè). Àíàëîãè÷íî äëÿ k.

Â ñëó÷àå, êîãäà ¾áåñêîíå÷íîñòü ïåðåõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü¿ (ò.å. äîïîëíåíèå ê
áîëüøîìó øàðó, ñîäåðæàùåìó C è S, ïåðåõîäèò â äîïîëíåíèå ê òàêîìó æå áîëü-
øîìó øàðó), ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ðàçâèòîé òåõíèêîé, íå îáðàùàÿ âíèìàíèå íà
íåêîìïàêòíîñòü íåîãðàíè÷åííûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê C è S.

Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ C ÷èñëî êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ êîíå÷íî, à äëÿ S îíî ðàâíî
äâóì. Ïóñòü D1 è D2 � äâå êîìïîíåíòû Rn \ S, Gi � êîìïîíåíòû Rn \ C. Âûáåðåì
òî÷êè yi ∈ Di, zj ∈ Gj. Ïî ôîðìóëå êîìïîçèöèè

deg(Di, KH, y) =
∑
j

deg(Di, H,Gj) deg(Gj, K, yi).
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Íî òàê êàê íà ãðàíèöåKH ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâîì: (KH)|C = 1C , deg(Di, KH, y) =
deg(Di,1C , y) = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû deg(Gj, K, yi) = deg(Gj, K,Di), òàê ÷òî 1 =∑

j deg(Di, H,Gj) deg(Gj, K,Di) è â ðåçóëüòàòå ÷èñëî êîìïîíåíò Di åñòü

2 =
∑
i

∑
j

deg(Di, H,Gj) deg(Gj, K,Di).

Íî òó æå ñóììó ñïðàâà, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñîìíîæèòåëåé, ìû ïîëó÷èì
è äëÿ ãîìåîìîðôèçìàHK, ÷òî äàñò íàì ÷èñëî êîìïîíåíò Gj, êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì
ðàâíî äâóì. �

Çàìå÷àíèå. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî âçÿòî èç êíèãè Gerald Teschl ¾Topics in Real and
Functional Analysis¿, ãäå äîêàçàí ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò: ÷èñëî êîì-
ïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê êîìïàêòó â Rn èíâàðèàíòíî. (Êàê íè ðàñïîëàãàé âîñüìåðêó
íà ïëîñêîñòè, ÷èñëî êîìïîíåíò òðè.) Äîêàçàòåëüñòâî íåìíîãî ñëîæíåå ïðèâåäåííîãî
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ è ìîæåò ïîñëóæèòü õîðîøåé çàäà÷åé

-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-
-=-=-=-=-=-=-
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×ÀÑÒÜ 3. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÃÐÓÏÏÀ

È ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

-=-=-=-=-=-

13. ÑÒÅÏÅÍÜ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ Â ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÜ

ÎÑÍÎÂÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÀËÃÅÁÐÛ. ÂÐÀÙÅÍÈÅ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÏÎËß

-=-=-=-

Îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòü.

Îêðóæíîñòü S1 åñòü ñôåðà ðàçìåðíîñòè 1, è èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ìû ìî-
æåì ñäåëàòü íåêîòîðûå çàêëþ÷åíèÿ î åå òîïîëîãè÷åñêèõ è ãîìîòîïè÷åñêèõ ñâîé-
ñòâàõ. Ïðåæäå âñåãî îêðóæíîñòü ïðèíàäëåæèò êëàññó ANR. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèÿ
â S1 çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A, íàïðèìåð, êîìïàêòà X ïðîäîëæàåìû íà îêðåñò-
íîñòü A â X. Ãîìåîìîðôíûé îáðàç îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà
äâå êîìïîíåíòû è ñëóæèò èõ îáùåé ãðàíèöåé. Íàêîíåö, îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â
ñåáÿ ìîãóò áûòü íåãîìîòîïíûìè íóëþ � ïðåæäå âñåãî, 1S1 6' 0, ò.å. îêðóæíîñòü íå
ñòÿãèâàåìà.

Îêàçûâàåòñÿ, ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèé Sn â ñåáÿ äëÿ ëþáîãî n ìîæåò áûòü
ïðîâåäåíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãîìîòîïèé ñî âñåé ïîëíîòîé. Èìåííî, ìíîæåñòâî
[Sn,Sn] ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé ñôåðû â ñåáÿ (ëþáîé ðàçìåðíîñòè n >
0) ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíî âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ñ êîëüöîì öåëûõ
÷èñåë Z, ïðè÷åì â [Sn,Sn] ââîäÿòñÿ äâå åñòåñòâåííûå îïåðàöèè, êîòîðûå ïðè ýòîì
ñîîòâåòñòâèè ïåðåõîäÿò â àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Öåëîå
÷èñëî, îòâå÷àþùåå ãîìîòîïè÷åñêîìó êëàññó îòîáðàæåíèé, íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ âñåõ
îòîáðàæåíèé ýòîãî êëàññà.

Äëÿ îêðóæíîñòè äîêàçàòåëüñòâî ïðîùå è èìååò ñâîè äîñòîèíñòâà. Ìû â ýòèõ
ëåêöèÿõ îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà ýòîì ñëó÷àå. Îáùèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ â êóðñå
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â ðàìêàõ ñîâñåì èíîé òåõíèêè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü äëÿ îêðóæíîñòè S1 ýòî ñîîòâåòñòâèå, óäîáíî ïðåäñòàâèòü
ñåáå ee åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ò.å. êàê ìíîæåñòâî
÷èñåë z = x+ iy ñ óñëîâèåì

√
x2 + y2 = 1.

Ýòî ìíîæåñòâî ïàðàìåòðèçóåòñÿ âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì ϕ (àðãóìåíòîì ÷èñ-
ëà) ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ÷èñëà: z = cosϕ + i sinϕ. Àðãóìåíò ϕ
ïðåäñòàâëÿåò óãîë íàêëîíà âåêòîðà z ê îñè àáñöèññ, íî ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ íåîä-
íîçíà÷íà, è äëÿ íàñ âàæíî óòî÷íèòü ñîîòâåòñòâèå ϕ 7→ z. Ìû èìååì îòîáðàæåíèå,
e : R → S1, e(ϕ) = z, êîòîðîå ïåðèîäè÷íî � ñ ïåðèîäîì 2π, åñëè ϕ åñòü ðàäèàííàÿ
ìåðà óãëà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîð z ïàðàìåòðèçóåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèìè çíà÷åíè-
ÿìè ïàðàìåòðà ϕ, îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèÿõ êðàòíûõ 2π. Îäíàêî,
åñëè ìû âîçüìåì íà ïðÿìîé R èíòåðâàë äëèíîé ìåíüøå 2π, òî îí îòîáðàçèòñÿ íå
òîëüêî âçàèìíî îäíîçíà÷íî, íî äàæå ãîìåîìîðôíî (íà ñàìîì äåëå èçîìåòðè÷íî, ñ
ñîõðàíåíèåì äëèí). Áîëåå òîãî, åñëè ìû âîçüìåì íà S1 èíòåðâàë (äóãó) l = [α, β]
(äëÿ îäíîçíà÷íîñòè: äâèãàÿñü îò α ê β ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), òî ïîëíûé ïðîîáðàç
l ðàñïàäåòñÿ â ñ÷åòíîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ l̃i, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ñäâèãàìè
íà êðàòíûå 2π, ïðè÷åì êàæäûé l̃i îòîáðàæàåòñÿ ãîìåîìîðôíî íà l.

Ôóíêöèþ e(ϕ) ïðåäñòàâëÿþò êàê êîìïëåêñíóþ ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ eϕi ñî
ñâîéñòâîì e(ϕ1+ϕ2)i = eϕ1ieϕ2i : óìíîæåíèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îòâå÷àåò ñóììà èõ
àðãóìåíòîâ (è ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé, íî ìîäóëè ó íàñ åäèíè÷íûå).
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Åñëè òåïåðü äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà X íàì äàíû äâà îòîáðàæåíèÿ fj :
X → S1, j = 1, 2, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé:
f(x) = f1(x)f2(x) (óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë), f ñíîâà áóäåò îòîáðàæåíèåì
X â S1, ïðè÷åì ïîðÿäîê íåñóùåñòâåí, òàê êàê f1(x)f2(x) = f2(x)f1(x). Ìû ïîëó-
÷àåì, â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèþ âî ìíîæåñòâå îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòü.
Êðîìå òîãî, â ýòîì ìíîæåñòâå èìååòñÿ åùå îäíà îïåðàöèÿ � îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè:
g = f1 ◦ f2 : g(x) = f1(f2(x)) (ýòà îïåðàöèÿ çàâèñèò îò ïîðÿäêà).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòà:

Òåîðåìà. Èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå d : [S1,S1]→ Z ìíî-
æåñòâà ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè â ñåáÿ â êîëüöî
öåëûõ ÷èñåë, ïðè êîòîðîì d([f1f2]) = d([f1]) + d([f2]) è d([f1 ◦ f2]) = d([f1])d([f2])
äëÿ ëþáûõ äâóõ îòîáðàæåíèé fj : S1 → S1, j = 1, 2 (â ÷àñòíîñòè, îáå îïåðà-
öèè íà êëàññàõ êîììóòàòèâíû.)

� Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå f : S1 → S1. Ïîïðîáóåì åãî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü, ò.å.
ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ f̃ : S1 → R è êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæå-
íèÿ e : R → S1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäñòàâèòü â âèäå f(x) = ef̃(x) i. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ
îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè îòîáðàæåíèÿ e.

Íàì óäîáíî ïðåäñòàâèòü f êàê îòîáðàæåíèå f : Š1 → S1 îäíîãî ýêçåìïëÿðà îêðóæ-
íîñòè â äðóãîé. Êðîìå òîãî, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íàøè îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè
â îêðóæíîñòü áóäóò ïåðåâîäèòü òî÷êó 1̌ (êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà â Š1) â 1 ∈ S1, â
÷àñòíîñòè, f(1̌) = 1.

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f , ìîæíî ðàçáèòü Š1 íà íåêîòîðîå ÷èñëî N
ðàâíûõ îòðåçêîâ (äóã) lj = [aj, aj+1], ãäå a1 = 1̌ è aN+1 = 1̌, òàê, ÷òî f(lj) ëåæèò â
äóãå, êîòîðàÿ ìåíüøå ïîëóîêðóæíîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå îáðàç ëþáîé äóãè l äëèíîé
(â ðàäèàíàõ) 2π

N
áóäåò ëåæàòü â äóãå λ, ïðîîáðàç êîòîðîé ïðè îòîáðàæåíèè e ðàñïà-

äàåòñÿ â ñ÷åòíóþ ñèñòåìó èíòåðâàëîâ µk â R, êîòîðûå ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþòñÿ
íà λ è ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ñäâèãàìè êðàòíûìè 2π.

Òåïåðü áóäåì �ïîäíèìàòü� îòîáðàæåíèå f , ò.å. ñòðîèòü f̃ : S1 → R, ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïåðåõîäÿ îò èíòåðâàëà lj ê lj+1. Íà÷àëî ïîëîæåíî óñëîâèåì f(1̌) = 1. Îòîáðàçèì
l1 â R êàê êîìïîçèöèþ f̃(x) = e−1f(x), ñ÷èòàÿ, ÷òî f̃(1̌) = 0 è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,
÷òî äèàìåòð f(l1) äîñòàòî÷íî ìàë è ëåæèò â èíòåðâàëå l ⊂ S1, ïðîîáðàç êîòîðîãî e−1l
ðàñïàäàåòñÿ â áåñêîíå÷íóþ äèçúþíêòíóþ ñåðèþ èíòåðâàëîâ l̃j, êàæäûé èç êîòîðûõ
îòîáðàæàåòñÿ íà l ãîìåîìîðôíî è êàæäûé ñîäåðæèò ãîìåîìîðôíûé îáðàç f(l1). Åñòå-
ñòâåííî, áåðåòñÿ ïðîîáðàç, ñîäåðæàùèé 0 è ëåæàùèé â l̃1: f̃(x) = e−1f(x)∩ l̃1, x ∈ l1.

Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè. Ñ÷èòàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f̃ óæå ïîñòðîåíî íà
îáúåäèíåíèè ïåðâûõ i îòðåçêîâ lj. Â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà ai+1 óæå îòîáðàæåíà. Òîãäà
ìû îïðåäåëÿåì f̃ | li+1

êàê êîìïîçèöèþ e−1f | li+1
, âûáèðàÿ òîò èç ïðîîáðàçîâ f(li+1),

êîòîðûé ñîäåðæèò òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííóþ òî÷êó f̃(ai+1).
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f̃ íà âñåé îêðóæíîñòè Š1 âïëîòü äî íà-

÷àëüíîé òî÷êè 1̌. Îäíàêî çäåñü ìîæåò âîçíèêíóòü ïðîòèâîðå÷èå. Ìû íà÷àëè ñ òîãî,
÷òî îïðåäåëèëè f̃(1̌) = 0. Ñîâåðøèâ îäèí îáõîä îêðóæíîñòè Š1, ìû íå îáÿçàòåëüíî
ïðèäåì îïÿòü ê 0. Ìû ìîæåì ïðèäòè ê ëþáîé òî÷êå, ëåæàùåé íàä 1, ò.å. ê ëþáîé
òî÷êå âèäà 2πd, ãäå d öåëîå.

Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f̃ íåïðåðûâíî íà ëþáîé äóãå [1̆, ϕ], ϕ < 2π îêðóæíî-
ñòè, íî òåðïèò ðàçðûâ âåëè÷èíîé 2πd â òî÷êå 1̆. Öåëîå ÷èñëî d ìû è ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå îòîáðàæåíèþ f , íàçîâåì åãî ñòåïåíüþ f è îáîçíà÷èì åãî deg f .

Èçó÷èì ñâîéñòâà deg f .
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1. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f0 è f1 ãîìîòîïíû ïðè ãîìîòîïèè gt òàêîé, ÷òî
g0 = f0, g1 = f1 è gt(1̌) = 1 ïðè âñåõ t, òî deg f0 = deg f1.

� Îòðåçîê ãîìîòîïèè ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ñòîëü ìàëûõ èíòåðâà-
ëîâ [tj, tj+1], ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè gtj è gtj+1

áóäåò ìåíüøå ëþáîãî
íàïåðåä çàäàííîãî δ > 0. Òîãäà è ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäíÿòû-
ìè îòîáðàæåíèÿìè g̃tj è g̃tj+1

, ò.å. ìåæäó òî÷êàìè g̃tj(x) è g̃tj+1
(x) äëÿ âñåõ x, áóäåò

ìåíüøå çàäàííîãî ε. Íî ôèíàëüíûé îáðàç 1̌ âûáèðàåòñÿ â äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå ïðî-
îáðàçîâ e−1(1) è íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïðè ìàëîì èçìåíåíèè îòîáðàæåíèÿ. Ïîýòîìó
äëÿ âñåõ t g̃t(1̌) îäíî è òî æå. �

Èòàê, ñòåïåíü îäíà è òà æå äëÿ âñåõ îòîáðàæåíèé äàííîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàñ-
ñà îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòü. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ñòåïåíè
deg[f ] ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå f(1̌) = 1 íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, ò.ê. åñëè f(1̌) = b, òî
èìååòñÿ ãîìîòîïèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðàâèëüíîå ïðîñòûì ïîâîðîòîì îêðóæíîñòè
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïåðåâîäÿùèì b â 1̌. Ìû ìîæåì òîãäà îïðåäåëèòü deg f êàê
ñòåïåíü ïîëó÷åííîãî ïðàâèëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Åñëè äàííûå îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîï-
íû, òî è ïîëó÷åííûå ïðàâèëüíûå áóäóò ãîìîòîïíû, ïðè ïðàâèëüíîé ãîìîòîïèè.

Îáðàòíî. Åñëè ñòåïåíè ðàâíû, òî îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû.

� Åñëè deg f0 = deg f1, òî äëÿ äâóõ ïîäíÿòûõ îòîáðàæåíèé f̃0 è f̃1 ðàâíû îáðàçû
è 0 � íà÷àëüíîé åäèíèöû, è d � ôèíàëüíîé åäèíèöû. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ãîìî-
òîïèþ g̃t = (1 − t)f̃0 + tf̃1. Î÷åâèäíî, ïðè âñåõ t îáðàç 1 ïðè îòîáðàæåíèè g̃t è ïðè
íà÷àëüíîì çíà÷åíèè è ïðè ôèíàëüíîì òîò æå, ÷òî è ó îòîáðàæåíèé f̃i. Ýòà ãîìîòîïèÿ
îòîáðàæåíèåì e ïåðåâîäèòñÿ â ãîìîòîïèþ eg̃t ìåæäó f0 è f1. �

3. Ñòåïåíü êîìïëåêñíîãî îòîáðàæåíèÿ zn (¾ñòåïåíü d êîìïëåêñíîé ñòå-
ïåíè¿), ðàññìàòðèâàåìîãî íà S1, ðàâíà n.

� Ðàäèàííàÿ ìåðà ýòî ìåðà äëèíû íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó îòîáðà-
æåíèå zn íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (ϕ(z) 7→ nϕ) ðàñòÿãèâàåò äëèíû â n ðàç, à e−1

ñîõðàíÿåò äëèíû. Ïîñëå îäíîêðàòíîãî îáõîäà îêðóæíîñòè òî÷êà f̃(1̌) åñòü 2nπ. �

Ìû ïîñòðîèëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå [S1, S1] íà Z.
Â ÷àñòíîñòè: Îòîáðàæåíèå èìååò ñòåïåíü íóëü ⇔ îíî ãîìîòîïíî íóëþ.

Ñòåïåíü ãîìåîìîðôèçìà ëèáî 1, ëèáî −1.

� Åñëè | deg h| 6= 1, òî h íå ìîæåò áûòü âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî: Òàê êàê h−1h = 1 è deg 1 = 1, deg h = ±1 = deg h−1 è

çíàê äëÿ h è h−1 òîò æå. Ïðè ýòîì çíàê óêàçûâàåò íà òî, ñîõðàíÿåò ëè îòîáðàæåíèå
ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà. �

Îòîáðàæåíèå ãîìîòîïíî ãîìåîìîðôèçìó⇔ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ðàâíà 1 èëè −1.
Ñîîòâåòñòâåííî ãîâîðèòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò èëè îáðàùàåò îðèåíòàöèþ
(îáõîä) îêðóæíîñòè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòåïåíè.

4. Ìû ìîæåì ïðîâåðèòü ýòè ñâîéñòâà íà ïðåäñòàâèòåëÿõ.
Ïóñòü h(x) = f(x) · g(x) è ft, gt � ãîìîòîïèè: f0 = f, g0 = g. Òîãäà ht(x) =

ft(x) · gt(x) � ãîìîòîïèÿ îò h0 = h = f · g ê h1 = f1 · g1. Àíàëîãè÷íî äëÿ êîìïîçèöèé.

Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé âîçüìåì îòîáðàæåíèÿ z 7→ zn.
Ìû ïîëó÷èì: znzm = zm+n è (zn)m = zmn.
Ñëåäîâàòåëüíî, (.[f · g]) = d([f ]) + d([g]) è d(f(g)) = d([f ] · d([g])). �

-=-=-=-
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Òåîðåìà. Âñÿêèé êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí Pn(z) ñòåïåíè n > 0 îò îäíîé
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z èìååò êîðåíü.

Èçâåñòíî èç àëãåáðû, ÷òî åñëè êîðåíü z0 èìååòñÿ, òî Pn(z) = Pn−1(z) · (z − z0),
ãäå Pn−1 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1. Òîãäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî Pn èìååò n
êîðíåé, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Íàì íóæíî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî êîðíÿ. Óðàâíåíèå Pn(z) =
0 ìîæíî ñîêðàòèòü íà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà, è ìû äîïóñòèì, ÷òî îí
åäèíèöà, ò.å. ìíîãî÷ëåí èìååò âèä Pn(z) = zn +Qn−1(z), ãäå Qn−1 ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
n− 1.

Èìååòñÿ ìíîãî äîêàçàòåëüñòâ ýòîé çíàìåíèòîé òåîðåìû. Ìû ðàçáåðåì äâà, êîòî-
ðûå áëèæå ê íà÷àëàì òîïîëîãèè.

�Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îòîáðàæåíèåì Áîðñóêà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Sr îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå O. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ F : R2 → R2 ïëîñêîñòè â ñåáÿ è òàêîãî r, ÷òî F (z) 6= O äëÿ z ∈ Sr,
ïóñòü πr : Sr → Sr åñòü êîìïîçèöèÿ ϕrF |Sr , ãäå ϕr � ðàäèàëüíàÿ ïðîåêöèÿ R2 íà Sr.

Íàçîâåì dr = deg πr ÷èñëîì îáõîäîâ íà÷àëà äëÿ ðàäèóñà r. Åñëè ðàäèóñ ìåíÿåòñÿ
íåïðåðûâíî îò r0 äî r1, è íè ïðè êàêîì åãî çíà÷åíèè îáðàç îêðóæíîñòè Sr íå ïðîõîäèò
÷åðåç O, òî ìû ïîëó÷àåì ãîìîòîïèþ îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè íà ñåáÿ è, çíà÷èò,
÷èñëî dr íå ìåíÿåòñÿ.

Ïóñòü F äàííûé ìíîãî÷ëåí Pn(z) = zn +Qn−1(z). Âîçüìåì ñòîëü áîëüøîå r0, ÷òî
|zn| > |tQn−1| ïðè 0 ≤ t ≤ 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî r0 äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè
íåðàâåíñòâà íà |zn−1|, òîãäà ñëåâà ñòîèò |z|, à ñïðàâà îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà.

Ìåíÿÿ t â ñóììå Pn(z) = zn + tQn−1(z) îò 1 äî 0, ìû ïðîãîìîòîïèðóåì Pn|Sr0 ê
îòîáðàæåíèþ zn|Sr0 è íè ïðè êàêîì t îáðàç íå ïðîéäåò ÷åðåç O. Â òàêîì ñëó÷àå ÷èñëî
îáõîäîâ íà÷àëà ó Pn íà Sr0 òàêîå æå, êàê ó zn, ò.å. n.

Åñëè êîðåíü ó ìíîãî÷ëåíà îòñóòñòâóåò, ò.å. Pn(z) 6= O íè ïðè êàêîì z, òî ÷èñ-
ëî îáõîäîâ ðàâíî n äëÿ âñåõ r > 0 � êàê ìû âèäåëè, ýòî ÷èñëî íå ìåíÿåòñÿ ïðè
íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ðàäèóñà, åñëè îáðàç îêðóæíîñòè íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî.

Ïóñòü òåïåðü r1 î÷åíü ìàëåíüêèé ðàäèóñ. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Pn, îáðàç
Sr ëåæèò â êàê óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè an = Pn(0) � ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíî-
ãî÷ëåíà. Ïðè ðàäèàëüíîé ïðîåêöèè íà Sr òî÷êà b ∈ Sr, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé Oan, íî
ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îò an ñòîðîíû, áóäåò íå ïîêðûòà îáðàçîì Sr. Ïîýòîìó ñòåïåíü
îòîáðàæåíèÿ πr1 ðàâíà íóëþ, êàê è ÷èñëî îáõîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, íàø ìíîãî÷ëåí
åñòü êîíñòàíòà è â ýòîì ñëó÷àå îí íå èìååò êîðíåé (åñëè êîíñòàíòà íå íóëü.) �

Ýòî äîêàçàòåëüñòâî â êîíå÷íîì ñ÷åòå îïèðàëîñü íà ãîìîòîïè÷åñêóþ òåõíèêó.
Äàäèì âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå èñïîëüçóåò òåîðåìó îá îáðàòíîì îòîá-

ðàæåíèè, à â îñòàëüíîì ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêîå.
Äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè w(z) ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðå-

äåëüíûì îòíîøåíèåì, íî äëÿ ýòîé æå ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ãëàäêîå îòîá-
ðàæåíèå ïëîñêîñòè â ïëîñêîñòü, ïðèõîäèòñÿ ïðèðàâíÿòü ïðîèçâîäíûå ïî äâóì ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì. Åñëè z = x+ iy è w(z) = u(x, y) + iv(x, y), òî

dw

dz
= lim
4x→0

(
4u(x, y)

4x
+ i
4v(x, y)

4x

)
= lim
4y→0

(
4u(x, y)

4iy
+ i
4v(x, y)

i4y

)
èëè

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y
.
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Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Êîøè � Ðèìàíà ∂u
∂x

= ∂v
∂y

è ∂v
∂x

= −∂u
∂y
.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

ßêîáè) ðàâåí
(
∂u
∂x

)2
+
(
∂v
∂x

)2
.

Îáðàùåíèå â íóëü ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ îçíà÷àåò îáðàùåíèå (â ñèëó óðàâíåíèé
Êîøè � Ðèìàíà) âñåõ ÷åòûðåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ
êîìïëåêñíîé ïðîèçâîäíîé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ìíîãî÷ëåí P ′n ñòåïåíè n−1, êîòîðûé,
êàê ìû çíàåì, ìîæåò èìåòü íå áîëåå n− 1 êîðíåé.

� Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ R2 â R2, ïîðîæäåííîãî ìíîãî÷ëå-
íîì Pn, îòëè÷íà îò íóëÿ âñþëó, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, åñëè òî÷êà
ïðèíàäëåæèò îáðàçó, òî è öåëàÿ åå îêðåñòíîñòü ïðèíàäëåæèò îáðàçó. Èíûìè ñëî-
âàìè, îòîáðàæåíèå îòêðûòî âíå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê è îáðàç äîïîëíåíèÿ ê ýòèì
òî÷êàì � ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U .

Ãðàíè÷íûå òî÷êè U ïðèíàäëåæàò îáðàçó ïëîñêîñòè. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Pn(zi) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå w0. Åñëè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zi ìîæíî âû-
äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå z0 ïëîñêîñòè, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, Pn(z0) = w0, ò.å.
z0 ïðèíàäëåæèò îáðàçó. Èíà÷å, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zi ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Íî ìû âèäåëè âûøå, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà îáðàç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê còðå-
ìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ñàì ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ñðåäè îáðàçîâ òî÷åê ïëîñêîñòè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè U ìîãóò áûòü òîëüêî îáðàçû
íóëåé ìíîãî÷ëåíà, wi = P (zi), ãäå P

′(zi) = 0.
Íî ïîñêîëüêó â ìàëîé îêðåñòîñòè òàêîé òî÷êè äðóãèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê íåò, âñÿ

ýòà îêðåñòíîñòü ïðèíàäëåæèò îáðàçó U , ò.å. U îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
ïëîñêîñòè è, çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñî âñåé ïëîñêîñòüþ, ò.ê. ïëñêîñòü ñâÿçíà.

Çíà÷èò íåêîòîðàÿ òî÷êà îòîáðàæàåòñÿ â íóëü. �
-=-=-=-

Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè è ñôåðå

∼ Âåêòîðíûì ïîëåì íà ìíîæåñòâå X â ïðîñòðàíñòâå Rn èëè íà ñôåðå Sn íàçûâà-
åòñÿ ñîïîñòàâëåíèå êàæäîé òî÷êå x ∈ X âåêòîðà v(x), êîòîðûé íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò òî÷êè. Âåêòîð â Rn ïîíèìàåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå ñòðåëêè ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x,
êîíå÷íîé òî÷êîé y(x), åãî êîîðäèíàòû ýòî ðàçíîñòè êîîðäèíàò y è x. Âåêòîð íà Sn
ýòî âåêòîð â îáúåìëþøåì ïðîñòðàíñòâå Rn+1, êàñàòåëüíûé ê ñôåðå, íàïðèìåð, â òîì
ñìûñëå, ÷òî îí îðòîãîíàëåí åå ðàäèóñó.

Âåêòîðíûå ïîëÿ èìåþò î÷åíü áîëüøîå çíà÷åííèå â ìàòåìàòèêå, íàïðèìåð, äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
∼ Òî÷êè, â êîòîðûõ âåêòîðíîå ïîëå v(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü, íàçûâàþòñÿ íóëÿìè

ïîëÿ, èëè îñîáûìè òî÷êàìè.

Ïóñòü ñíà÷àëà äëÿ ïðîñòîòû âåêòîðíîå ïîëå v(x) äàíî âî âñåé ïëîñêîñòè R2.
Ïóñòü g : S1 → R2 òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî â òî÷êàõ z = g(u), u ∈ S1, îáðàçà C

îêðóæíîñòè âåêòîðû äàííîãî ïîëÿ íåíóëåâûå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(z) óãîë íàêëîíà âåêòîðà v â òî÷êå z ∈ C ê îñè àáñöèññ, ñ÷èòàÿ

óãîë (â ðàäèàííîé ìåðå) êîîðäèíàòîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè S1, òàê ÷òî ϕ(z) ∈ S1.
∼ Êîìïîçèöèÿ ϕ(g(u)) äàåò îòîáðàæåíèå S1 â ñåáÿ.
Ñòåïåíü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ âðàùåíèåì ïîëÿ v âäîëü êðèâîé C =

g(S1), ìû åå îáîçíà÷èì ωC(v).

Ïóñòü g ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì S1 íà C ⊂ R2, â ÷àñòíîñòè, g çàäàåò ïîëî-
æèòåëüíûé îáõîä C, (Ïîëîæèòåëüíûì îáõîäîì S1 ñ÷èòàåòñÿ îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîé
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ñòðåëêè.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëî O ëåæèò â êîìïàêòíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ
ê C, à ïîëå íå èìååò íóëåé âíå íà÷àëà.

Òåîðåìà. Åñëè âðàùåíèå ïîëÿ âäîëü C íåíóëåâîå, òî O ÿâëÿåòñÿ íóëåì
ïîëÿ v.

� Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ãîìîòîïíîì ñòÿãèâàíèè êðèâîé C âíå íà÷àëà ê íà-
÷àëó: èìååòñÿ (ðàäèàëüíàÿ) ãîìîòîïèÿ gt : S1 → R2, äëÿ êîòîðîé g0 = g, gt(S1) ⊂
R2 \ O, g1(S1) = O. Äëÿ êàæäîãî t < 1 îáðàç C ëåæèò âíå O, òàê ÷òî ñòåïåíü îïðå-
äåëåíà è ïîñòîÿííà.

Â ïðîöåññå ãîìîòîïèè âðàùåíèå íå ìåíÿåòñÿ, íî âáëèçè O âåêòîðû ïîëÿ, ââèäó
íåïðåðûâíîñòè, ïî÷òè ïàðàëëåëüíû âåêòîðó v(O), è òîãäà åñëè îí íå íóëåâîé, ωC(v)
ðàâíî íóëþ. �

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå îáðàç C ïðè ãîìîòîïèè âûõîäèò çà ïðåäåëû îáëàñòè, îãðà-
íè÷åííîé êðèâîé C. Â ñëåäóþùåì äîêàçàòåëüñòâå íóæíî, ÷òîáû ãîìîòîïèÿ ïðîõîäè-
ëà ïî ýòîé îáëàñòè. Íà ñàìîì äåëå, çàìûêàíèå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ãîìåîìîðôíûì
îáðàçîì îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè, ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó äèñêó. Íî ýòî äîáàâ-
ëåíèå ê òåîðåìå Æîðäàíà � òåîðåìà Øåíôëèñà � èìååò äîâîëüíî ñëîæíîå äîêàçà-
òåëüñòâî, è â ýòè ëåêöèè íå âêëþ÷àåòñÿ.

Îäíàêî, ìû ìîæåì îáîéòèñü ãîìîòîïè÷åñêîé âåðñèåé ýòîé òåîðåìû:

Ëåììà 1. Êîìïàêòíàÿ îáëàñòü U , îãðàíè÷åííàÿ ãîìåîìîðôíûì îáðàçîì îêðóæ-
íîñòè S1, ñòÿãèâàåòñÿ ïî ñåáå â òî÷êó.

� Èç òåîðåìû Æîðäàíà íàì èçâåñòíî, ÷òî äîïîëíåíèå ê C ðàñïàäàåòñÿ íà äâå
êîìïîíåíòû � êîìïàêòíóþ (ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì) U è íåîãðàíè÷åííóþ V , çà-
ìûêàíèå êîòîðîé èìååò ðåòðàêöèþ q : V ↘ C. Ïóñòü C ëåæèò â øàðå B. Äëÿ B
ïîëó÷àåòñÿ ðåòðàêöèÿ q̄ : B ↘ U (q̄(x) = q(x), åñëè x ∈ B \ U è q̄(x) = x, åñëè
x ∈ U). Íî òîãäà U ñòÿãèâàåìî êàê ðåòðàêò ñòÿãèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà B: åñëè gt �
ðàäèàëüíîå ñòÿãèâàíèå B, òî q̄gt|U � òðåáóåìîå ñòÿãèâàíèå U . �

Ïðè ýòîì ñòÿãèâàíèè, åñëè x 6= O è t < 0, òî è qg1x 6= O.
Òåîðåìà. Ïóñòü g : S1 → R2 � âëîæåíèå îêðóæíîñòè, g(S1) = C, è v(x)

� âåêòîðíîå ïîëå, çàäàííîå â çàìûêàíèè îãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòû U äî-
ïîëíåíèÿ ê C. Äîïóñòèì, ÷òî v îòëè÷íî îò íóëÿ â òî÷êàõ C, è âðàùåíèå
ïîëÿ âäîëü C ðàâíî íóëþ. Òîãäà v èìååò îñîáûå òî÷êè â U .

� Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îñîáûõ òî÷åê â U íåò, ïîñòðîèì, íà îñíîâå ëåììû, ãîìîòîïèþ
gt : S1 → U îòîáðàæåíèÿ g = g0 â ïîñòîÿííîå g1(S1) = a ∈ U . Âðàùåíèå ωCv òàêîå
æå, êàê âäîëü ìàëîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì a. Íî òàê êàê âåêòîð v(a) íåíóëåâîé, âñå
âåêòîðû âáëèçè a ïî÷òè ïàðàëëåëüíû åìó, è, êàê è â ïðåäûäóøåì äîêàçàòåëüñòâå,
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî âðàùåíèå âäîëü ýòîé îêðóæíîñòè íóëåâîå. �

-=-=-=-

Èíäåêñ îñîáîé òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü òåïåðü êîìïàêòíàÿ îáëàñòü U , îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé C (ãîìåîìîðôíîé
îêðóæíîñòè), ñîäåðæèò ðîâíî îäíó îñîáóþ òî÷êó, ñêàæåì, O ïîëÿ v. Â òàêîì ñëó-
÷àå âðàùåíèå ïîëÿ âäîëü C ìîæåò áûòü ëþáûì öåëûì ÷èñëîì, íóëåâûì, íåíóëåâûì,
îòðèöàòåëüíûì, êàê óãîäíî áîëüøèì è ò.ä.

×èñëî âðàùåíèÿ ãðóáî õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå ïîëÿ âáëèçè îñîáîé òî÷êè.

Óñèëèì ïðåäûäóùóþ ëåììó. Ïóñòü f : S1 → C ⊂ R2 âëîæåíèå îêðóæíîñòè â
ïëîñêîñòü, a òî÷êà â îãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòå U äîïîëíåíèÿ ê C.

Ïóñòü Sr ⊂ U � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì a ìàëîãî ðàäèóñà r, B � áîëüøîé øàð
ðàäèóñà R ñ öåíòðîì a è ãðàíè÷íîé ñôåðîé S, ñîäåðæàùèé â ñåáå U .
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Âëîæåíèå f : S1 → C ãîìîòîïíî, ïðè ãîìîòîïèè ïî ïðîìåæóòî÷íîé çàìêíóòîé
îáëàñòè Q ìåæäó C è Sr, ãîìåîìîðôèçìó g̃ : S1 → S.

Ôèêñèðóåì êàêîé-ëèáî ãîìåîìîðôèçì h : S1 ≈ Sr è ïîëîæèì g = fh−1 � ãîìåî-
ìîðôèçì Sr íà C.

Çàìêíóòàÿ îáëàñòü K ìåæäó S è Sr åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ öè-
ëèíäðîì Sr × [0, 1], ïîëîæèì p ïðîåêöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåîðåìà. Ïðîåêöèÿ p|C ãîìîòîïíà ãîìåîìîðôèçìó, çíàê ñòåïåíè êîòî-
ðîãî (+1 èëè −1) çàâèñèò îò îðèåíòàöèè (íàïðàâëåíèÿ îáõîäà) C.

Ïðè ýòîì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå C ãîìîòîïíî ãîìåîìîðôíîìó
îòîáðàæåíèþ C íà Sr ïðè ãîìîòîïèè ïî çàìêíóòîé îáëàñòè Q ìåæäó C
è Sr.

� 1. Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ðàäèàëüíàÿ ãîìîòîïèÿ ψt : K → K, ψ0 = 1, ψ1(K) = S:

x 7→ (1−t)|x|+tr
|x| x.

2. Èìååòñÿ, êàê ìû âèäåëè âûøå, ðåòðàêöèÿ q : K ↘ Q. Ñ åå ïîìîùüþ ãîìîòîïèÿ
ψt|Sr ïîðîæäàåò ãîìîòîïèþ ϕt = qψt|Sr : Sr → Q, äëÿ êîòîðîé ϕ0 = 1, ϕ1(Sr) = C.

3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðîåêöèÿ p ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ K íà Sr ïåðåâîäèò ýòó
ãîìîòîïèþ â ãîìîòîïèþ ξt = pϕt : Sr → Sr, ξ0 = 1, ξ1 = p|Cϕ1. Ïîñêîëüêó pϕ0 = 1,
ò.å. pϕ1 ' 1, deg(pϕ1) = 1 è deg p|C = ±1 = deg(ϕ1 : Sr → C).

4. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ãîìåîìîðôèçì h : S1 ≈ Sr ñîãëàñîâàí ñ ïîëîæèòåëüíûìè îáõîäàìè
îáåèõ îêðóæíîñòåé (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) è, çíà÷èò, deg h = 1, ìû âèäèì, ÷òî çíàê
ñòåïåíè deg p|C îïðåäåëåí âûáîðîì èñõîäíîãî ãîìåîìîðôèçìà f , çàäàþùåãî îáõîä
êðèâîé C. Ìû ìîæåì ïîìåíÿòü çíàê deg p|C íà îáðàòíûé, çàìåíèâ f íà fs, ãäå s
çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ îêðóæíîñòè S1. �

- Ìû ïîëó÷èëè â ñëó÷àå îêðóæíîñòè óòî÷íåíèå òåîðåìû Áîðñóêà (êîòîðîå ñïðà-
âåäëèâî òàêæå è â ñëó÷àå ñôåðû ëþáîé ðàçìåðíîñòè):

Åñëè òî÷êà a ëåæèò âíå êîìïàêòíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê ãîìåîìîðôíîìó
îáðàçó C îêðóæíîñòè, òî C ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó â ýòîé êîìïîíåíòå, ò.å. âíå òî÷êè a;
åñëè îíà ëåæèò â êîìïàêòíîé êîìïîíåíòå, òî èìååòñÿ ãîìîòîïèÿ îò òîæäåñòâåííîãî
ãîìåîìîðôèçìà C ïî ýòîé êîìïîíåíòå ê ãîìåîìîðôèçìó íà ìàëóþ îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â a.

Ìû ñêàæåì âî âòîðîì ñëó÷àå, ÷òî C îõâàòûâàåò a.

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ, ê êîòîðîìó ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ïðè ðàáî-
òå ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè, ñëåäóåò, ÷òî âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ëþáîé êðèâîé,
îõâàòûâàþùåé èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó îäíî è òî æå, è ÷òî ïîäñ÷èòûâàòü ýòî
âðàùåíèå, ò.å. õàðàêòåðèñòèêó îñîáîé òî÷êè, äîñòàòî÷íî ïî ìàëîé îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì â ýòîé òî÷êå.
∼ Ýòà õàðàêòåðèñòèêà íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì îñîáîé òî÷êè.
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïîäñ÷èòàéòå èíäåêñû ñòàíäàðòíûõ îñîáûõ òî÷åê íà ðè-

ñóíêå.

of points.png
-=-=-=-
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Òåîðåìà Ïóàíêàðå.
∼ Ñâÿçíàÿ îáëàñòü U ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè ëþáîå îòîáðàæåíèå

îêðóæíîñòè â U ñòÿãèâàåìî â U â òî÷êó.
Ïóñòü òåïåðü âåêòîðíîå ïîëå v(x) çàäàíî â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè U ⊂ R2. (Íàïðè-

ìåð, U ìîæåò áûòü ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó øàðó.) Äîïóñòèì, èçâåñòíî, ÷òî v èìååò
â U êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê.

Òåîðåìà Ïóàíêàðå. Ïóñòü äàíî ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå q : S1 → C ⊂
U (âëîæåíèå). Òîãäà âðàùåíèå ïîëÿ âäîëü C ðàâíî ñóììå èíäåêñîâ îñîáûõ
òî÷åê ïîëÿ â U .

� Îáîçíà÷èì ÷åðåç U îáëàñòü îãðàíè÷åííóþ êðèâîé C. Ïóñòü a ∈ U íåîñîáàÿ
òî÷êà ïîëÿ. Íåòðóäíî ñîåäèíèòü a c òî÷êàìè ai ∈ C ïðîñòûìè äóãàìè li (ãîìåî-
ìîðôíûìè îáðàçàìè îòðåçêà, íàïðèìåð, ëîìàíûìè) òàê, ÷òîáû äîïîëíåíèå ê íèì â
U ðàñïàëîñü áû íà ñâÿçíûå îáëàñòè Vi, êàæäàÿ ñîäåðæàùàÿ â òî÷íîñòè îäíó îñîáóþ
òî÷êó xi ∈ Vi. Êàæäàÿ äóãà ñëóæèò îáùåé ÷àñòüþ ãðàíèöû äâóõ îáëàñòåé: Vi è Vi+1.
Âðàùåíèå ïîëÿ v âäîëü ãðàíèöû Vi åñòü ñóììà òðåõ ÷àñòåé: ïîâîðîò íà ÷àñòè ãðàíè-
öû, ïðèíàäëåæàùåé C, è äâóõ ñëàãàåìûõ � ïîâîðîòîâ íà äóãàõ li è li+1. (Îòëîæèì
ñòðîãîå îïðåäåëåíèå âðàùåíèÿ ïîëÿ íà íåçàìêíóòûõ äóãàõ äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà.)

Â îáùóþ ñóììó âðàùåíèé íà ãðàíèöàõ Vi âðàùåíèå íà êàæäîé äóãå li âîéäåò
äâàæäû, íî, î÷åâèäíî, ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè. Â èòîãå îñòàíåòñÿ òîëüêî âðà-
ùåíèå âäîëü C. �

Ìû îïðåäåëèëè âðàùåíèå ïîëÿ âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé, òàê ñêàçàòü, ãëîáàëüíî,
÷åðåç ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ. Íî, âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ñòåïåíè, íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàçáèòü êðèâóþ íà ïîñëåäîâàòåëüíûå ìàëûå äóãè
è âçÿòü ñóììó ïðèðàùåíèé óãëà íàêëîíà âåêòîðà íà ýòèõ äóãàõ. Ýòî îïðåäåëåíèå ãî-
äèòñÿ òàêæå äëÿ íåçàìêíóòûõ êðèâûõ. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíèè ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì,
÷òî åñëè äóãà ðàçáèòà òî÷êîé íà äâå ìåíüøèå äóãè, òî âðàùåíèå ïî íåé îêàçûâàåòñÿ
ðàâíûì ñóììå âðàùåíèé ïî ýòèì ìåíüøèì äóãàì.

-=-=-=-

Òåîðåìà î åæå

Ïåðåéäåì ê âåêòîðíûì ïîëÿì íà ñôåðå.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñôåðû íà ïëîñ-

êîñòü. Ïóñòü ñôåðà S2 êàñàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè R2 â ñâîåé íèæíåé (�þæ-
íîé�) òî÷êå S. Ïðîòèâîïîëîæíóþ (�ñåâåðíóþ�) òî÷êó îáîçíà÷èì N è ïðèìåì åå çà
öåíòð ïðîåêöèè. Ýòà ïðîåêöèÿ îïðåäåëÿåò ãîìåîìîðôèçì S2 \ N íà R2. Ïðè ýòîì
êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ñôåðå (ñòðåëêè, îðòîãîíàëüíûå ðàäèóñàì òî÷åê, ê êîòîðûì
îíè ïðèëîæåíû) ïåðåõîäÿò â îïðåäåëåííûå âåêòîðû íà ïëîñêîñòè (ïðèëîæåííûå ê
îáðàçàì ýòèõ òî÷åê).

Òåîðåìà. Íà ñôåðå íå ñóùåñòâóåò âåêòîðíîãî ïîëÿ, îòëè÷íîãî îò íóëÿ
â êàæäîé òî÷êå ñôåðû.

(Èíûìè ñëîâàìè: âåêòîðíîå ïîëå íà ñôåðå äîëæíî èìåòü îñîáûå òî÷êè.)
�Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ âåêòîðíîå ïîëå v íà ñôåðå áåç îñîáûõ òî÷åê. Ðàññìîòðèì

åãî ñíà÷àëà íà ìàëîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì âN . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ âåêòîðû
â òî÷êàõ òàêîé îêðóæíîñòè ïî÷òè ïàðàëëåëüíû è âðàùåíèå ïîëÿ íà íåé ðàâíî íóëþ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáðàç ïîëÿ ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Åñòåñòâåííî,
âåëè÷èíà âðàùåíèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîëÿ íà ïîëó÷èâøåéñÿ èç S îêðóæíîñòè â ïëîñ-
êîñòè äîëæíà îñòàòüñÿ ïðåæíåé.

Îäíàêî ñëåäóþùàÿ êàðòèíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âðàùåíèå ñòàëî ðàâíûì äâóì! (Ñëå-
âà ïîëå íà ñôåðå, ñïðàâà � ïîëó÷èâøååñÿ ïîëå íà ïëîñêîñòè.) �
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Ãðóïïà Áðóøëèíñêîãî

Â ïîëó÷åííîé âûøå òåîðåìå î êëàññèôèêàöèè ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðà-
æåíèé îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ îòîæäåñòâëÿåò èõ ìíîæåñòâî ñ êîëüöîì
öåëûõ ÷èñåë, ìîæíî çàìåíèòü îêðóæíîñòü - ïðîîáðàç ëþáûì êîìïàêòîì X. Ïðè
ýòîì, ñ÷èòàÿ îêðóæíîñòü - îáðàç åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
ìû ïîëó÷èì, êàê è âûøå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé (îòîáðàæàþùèõ X â îêðóæ-
íîñòü) áóäåò êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Áðóøëèíñêîãî
(èçó÷àâøåãî åå â 1933 ãîäó).

Îäíàêî ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìû, êîíå÷íî, íå ïîëó÷èì. Íàïðèìåð, íåò óìíîæåíèÿ,
îòâå÷àâøåãî äëÿ îòîáðàæåíèé îêðóêæíîñòè îïåðàöèè êîìïîçèöèè (òàê êàê íåò è
êîìïîçèöèè). Íåò è ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ.

Îäíàêî, íà îñíîâå îïèñàííîé òåõíèêè ëîãàðèôìèðîâàíèÿ (ò.å. ïðåäñòàâëåíèÿ

îòîáðàæåíèÿ f â âèäå eif̃ ) ìîæíî äîêàçàòü (ýòî îñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîáÿçàòåëüíîé
çàäà÷è), ÷òî îòîáðàæåíèå f êîìïàêòà â îêðóæíîñòü ãîìîòîïíî íóëþ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî ìîäíî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü, è äâà îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîæíî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü èõ îòíîøåíèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ
ãîìîòîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

-=-=-=-=-=-

14. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÃÐÓÏÏÀ
-=-=-=-

Îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè S1 â ñâÿçíîå, ëîêàëüíî ëèíåé-
íî ñâÿçíîå è ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X. Â îêðóæíîñòè îòìå÷àåòñÿ îäíà
òî÷êà, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü a è êîòîðóþ ïðè íåîáõîäèìîñòè áóäåì îòîæäåñòâ-
ëÿòü ñ êîìïëåêñíîé åäèíèöåé. ÂX òàêæå îòìåòèì òî÷êó x0. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè, ïåðåâîäÿùèå a â x0, è ãîìîòîïèè ìåæäó íèìè, êîòîðûå
ñîõðàíÿþò ýòî óñëîâèå.

Îêàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ [S1, X] åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà X è
îáîçíà÷àåòñÿ π1(X) (èëè π1(X, x0) ïðè íåîáõîäèìîñòè óêàçàòü îòìå÷åííóþ òî÷êó).
∼ Â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ ëþáîå îòîáðàæåíèå â íèõ

îêðóæíîñòè ãîìîòîïíî íóëþ, íàçûâàþòñÿ îäíîñâÿçíûìè.
Ñòÿãèâàåìûå ïðîñòðàíñòâà îäíîñâÿçíû. Ñôåðà Sn îäíîñâÿçíà ïðè n ≥ 2
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Îòîáðàæåíèÿ q îêðóæíîñòè â X íàçûâàþòñÿ ïåòëÿìè è îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ
îòîáðàæåíèÿìè îòðåçêà (ïóòÿìè) ñ ñîâïàäàþùèìè êîíöàìè. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷å-
ðåç λ(t) = s ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] íà S1 ñ óñëîâèåì λ(0) = a = λ(1)
è ãîìåîìîðôíîå íà (0, 1), òî ïåòëå q : S1 → X îòâå÷àåò ïóòü p = qλ. Â ìíîæåñòâå
ïåòåëü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, îòâå÷àåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîìó ïðîõîæäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóòåé. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå òàêîå.

Ïóñòü q1 è q2 äâå ïåòëè è p1, p2 îòâå÷àþùèå èì ïóòè. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ïóòü
p = p1 · p2:

p(t) = p1(2t), åñëè t ∈ [0, 1/2] è p(t) = p2(2t− 1), åñëè t ∈ [1/2, 1].
Òàê êàê p1(1) = x0 = p2(0), ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â òî÷êå 1/2 è,

çíà÷èò, âî âñåì îòðåçêå.

∼ Òåïåðü îïðåäåëÿåì îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ïåòåëü q(s) = (q1 · q2)(s) = pλ−1(s).

Ýòà îïåðàöèÿ, î÷åâèäíî, íå êîììóòàòèâíà. Îíà òàêæå íå àññîöèàòèâíà, êàê ëåãêî
ïðîâåðèòü (ñð. ñ îïðåäåëåíèåì êîìïîçèöèè ãîìîòîïèé ñòð.36).

Ïåðåéäåì ê ãîìîòîïè÷åñêèì êëàññàì.
Ìû îáîçíà÷àåì ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïåòëè q ÷åðåç [q] è èíîãäà [q]x0 .
Åñëè ïîäâåðãíóòü ïåòëè q1(s) è q2(s) ãîìîòîïèÿì (qi)t(s), i = 1, 2, ñ ñîõðàíåíèåì

ïðè âñåõ t óñëîâèÿ (qi)t(0) = x0 = (qi)t(1), òî ïðîèçâåäåíèå q(s), î÷åâèäíî, òàêæå
ïîäâåðãíåòñÿ ãîìîòîïèè qt (ïðè 0 ≤ s ≤ 1/2 ïîëó÷åííîé èç ãîìîòîïèè (q1)t, ïðè
1/2 ≤ s ≤ 1 � èç (q2)t).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì t ìû èìååì ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü qt = (q1)t · (q2)t.
Ìû ïîëó÷èëè îïåðöèþ íàä ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè ïåòåëü: åñëè ïåòëÿ q åñòü

ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåòåëü, òî ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü, êîòîðûå ãîìîòîïíû ñîìíîæèòå-
ëÿì, ãîìîòîïíî ïåòåëå q = q1·q2. Ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà (ïîñëå-
äîâàòåëüíîå) ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà ïåòåëü è èõ êëàññîâ. Äëÿ ñàìèõ ïåòåëü, êàê
óæå ñêàçàíî, îïåðàöèÿ ÿâíî íå àññîöèàòèâíà: êàê ïðàâèëî, q′(r) = (q1(r)·q2(r))·q3(r) 6=
q′′(r) = q1(r) · (q2(r) · q3(r)). Îêàçûâàåòñÿ,

- ïðè ïåðåõîäå ê ãîìîòîïè÷åñêèì êëàññàì îïåðàöèÿ ñòàíîâèòñÿ àññîöèàòèâíîé:
( [q1] · [q2] ) · [q3] = [q1] · ( [q2] · [q3] ).

� Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàåò ñ q1(r) íà îòðåçêå [0, 1/4], ñ q2 íà
[1/4, 1/2], ñ q3 íà [1/2, 1]; âòîðîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâ. ñ q1 íà [0, 1/2], ñ q2 íà [1/2, 3/4],
è ñ q3 íà [3/4, 1].

Ââåäåì äâå ãîìîòîïèè îòðåçêà [0, 1] ïî ñåáå.
Ïîñòðîèì ñíà÷àëà äâà îòîáðàæåíèÿ: g′(r) ïåðåâîäèò òî÷êè (0, 1/3, 2/3, 1) ñîîòâ.

â (0, 1/4, 1/2, 1), à g′′(r) òî÷êè (0, 1/3, 2/3, 1) â (0, 1/2, 3/4, 1) è îáà ëèíåéíû íà
ñìåæíûõ èíòåðâàëàõ. Ñòàíäàðòíûå ëèíåéíûå ãîìîòîïèè g′t(r) = (1 − t)r + tg′(r) è
g′′t (r) = (1− t)r+ tg′′(r) ñâÿçûâàþò ýòè îòîáðàæåíèÿ ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì
îòðåçêà.

Òîãäà ãîìîòîïèè q′t(r) = q′(g′t(r)) è q
′′
t (r) = q′′(q′′t (r)) ïåðåâîäÿò îòîáðàæåíèÿ q′(r)

è q′′(r) â îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå q′(g′(r)) = q′′(g′′(r)).
(Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1/3]. Êîìïîçèöèÿ q′1 = q′(g′1)

ïåðåâîäèò ýòîò îòðåçîê ñíà÷àëà ïîñðåäñòâîì g′1 ëèíåéíî íà [0, 1/4], çàòåì q′ îòîáðà-
æàåò [0, 1/4] ëèíåéíî íà [0, 1] è q1 îòïðàâëÿåò åãî â ïðîñòðàíñòâî X. Â ðåçóëüòàòå
[0, 1/3] ñíà÷àëà ëèíåéíî îòîáðàæàåòñÿ íà [0, 1], ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ q1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëîãè÷íî, îòðåçîê [0, 1/3] ñíà÷àëà ëèíåéíî îòîáðàæàåòñÿ íà
[0, 1/2], çàòåì q′2 ëèíåéíî îòîáðàæàåò åãî íà [0, 1] è ïðèìåíÿåòñÿ q1. Â ðåçóëüòàòå, êàê
è âûøå, ñíà÷àëà [0, 1/3] ëèíåéíî îòîáðàæàåòñÿ íà [0, 1] è äàëüøå ïðèìåíÿåòñÿ q1.) �

∼ Îïðåäåëèì ïåòëþ q−1, îáðàòíóþ ïåòëå q: q−1(r) = q(1− r).
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Õîòÿ ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü q·q−1 íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì, îíî ãîìî-
òîïíî ïîñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ S1 → x0. Ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ýòîãî ïîñòîÿííîãî
îòîáðàæåíèÿ îáîçíà÷àþò èëè 1 èëè 0 (åñëè ïîëó÷àåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà). Ìû
áóäåì ïîêà îáîçíà÷àòü åãî [x0]. Èòàê,

ïîêàæåì, ÷òî [q] · [q−1] = [x0].

� Ïîñòðîèì ãîìîòîïèþ gt(r), ñòÿãèâàþùóþ îòðåçîê [0, 1] â òî÷êó 0: gt(r) = r äëÿ
r ∈ [0, 1− t] è gt(r) = 1− t äëÿ r ≥ t.

Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ ht(r) = qgt(r) · (qgt)−1(r) = qgt(r) · qgt(1− r).
(Íàïîìíþ, ÷òî r â ïåðâîì ñîìíîæèòåëå ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1/2, à âî âòîðîì îò 1/2

äî 1.)
Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè êàæäîì t ýòî îòîáðàæåíèå ïîñòîÿííî ðàâíî q(t) íà îòðåçêå

t/2 ≤ r ≤ 1− t/2 è ïðè t = 0 ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííûì. �

Íàì íóæíî åùå ïðîâåðèòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî êëàññà [q] : [x0] · [q] = [q] · [x0] = [q].
Äîêàçàòåëüñòâî òî æå, ÷òî è ïðåäûäóùåå.
Â ðåçóëüòàòå ìû âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâî [S1, X] ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðà-

æåíèé îêðóæíîñòè â ïîñòðàíñòâî X ñ îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ, îïðåäåëåííîé âûøå
íà ïðåäñòàâèòåëÿõ, âî-ïåðâûõ, íå çàâèñèò îò âûáðà ïðåäñòàâèòåëåé è, âî-âòîðûõ,
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ãðóïïû:

1. îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà,
2. äëÿ êàæäîãî êëàññà èìååòñÿ îáðàòíûé òàê, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå åñòü êëàññ

ïîñòîÿííîãî îòîáðàæåíèÿ,
3. Ïðîèçâåäåíèå êàæäîãî êëàññà íà ïîñòîÿííûé ñîâïàäàåò ñ ýòèì êëàññîì.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ïîñòîÿííîãî îòîáðàæåíèÿ 1 (íå ïóòàòü ñ òîæäåñòâåí-
íûì îòîáðàæåíèåì 1) è íàçûâàòü åãî åäèíè÷íûì, èëè, åñëè íóæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
ãðóïïà îêàçàëàñü êîììóòàòèâíîé, îáîçíà÷àòü 0 è íàçûâàòü íóëåâûì èëè íóëåì. Êðî-
ìå òîãî, íå áóäåì èñïîëüçîâàòü òî÷êó äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèè (à â êîììóòàòèâíîì
ñëó÷àå áóäåì èñïîëüçîâàòü çíàê + .

Ïîñòðîåííàÿ ãðóïïà äëÿ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóï-
ïîé ïðîñòðàíñòâà è îáîçíà÷àåòñÿ π1(X) èëè π1(X, x0), ÷òîáû óêàçàòü îòìå÷åííóþ
òî÷êó.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ òàêæå ãðóïïîé Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà,
Ïóàíêàðå ââåë åå â 1905 ãîäó.

Ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
1. Êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0 â

ïðîñòðàíñòâî Y ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé y0, äëÿ êîòîðîãî f(x0) = y0, ïîðîæäàåò ãî-
ìîìîðôèçì f∗ : π1(X) → π1(Y ). Ýòîò ãîìîìîðôèçì íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïíîé
äåôîðìàöèè f .

Èìåííî, êàæäîé ïåòëå q(s) : S → X îòâå÷àåò ïåòëÿ fq : S → Y , è òàê êàê
ãîìîòîïèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîìïîçèöèè ïîðîæäàåò ãîìîòîïèþ ñàìîé êîìïîçèöèè,
ÿñíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíûå f ïîðîæäàþò òî æå ñàìîå îòîáðàæåíèå π1(X) â
π1(Y ).

Ýòî îòîáðàæåíèå åñòü ãîìîìîðôèçì, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü â X î÷åâèä-
íûì îáðàçîì ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü â Y (Ïðîâåðüòå!) è ãîìîòîïèÿ ïåòåëü
ïåðåõîäèò â ãîìîòîïèþ ïåòåëü.

Êîíå÷íî, åäèíè÷íûé ýëåìåíò è îáðàòíûå ýëåìåíòû ïåðåõîäÿò â åäèíè÷íûé è â
îáðàòíûå.
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2. Êîìïîçèöèÿ gf îòîáðàæåíèé f : X → Y è g : Y → Z ïîðîæäàåò êîìïîçèöèþ
ãîìîìîðôèçìîâ g∗f∗. Ýòî ñâîéñòâî ñíîâà ïðîâåðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè íà ïðåäñòàâè-
òåëÿõ.

3. Òàê êàê, êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî 1∗ åñòü òîæäåñòâåííûé èçîìîðôèçì ãðóïïû
π1(X), ìû ïîëó÷àåì âàæíîå ñâîéñòâî:

Ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò èçîìîðôíûå ôóíäàìåíòàëü-
íûå ãðóïïû.

Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâà èìåþò îòìå÷åí-
íûå òî÷êè è ïðè îòîáðàæåíèÿõ îòìå÷åííûå òî÷êè ïåðåõîäÿò â îòìå÷åííûå. Êðîìå
òîãî, åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ, ò.ê.
ïåòëè ñ ôèêñèðîâàííûì íà÷àëîì ìîãóò ëåæàòü òîëüêî â îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

4. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðîñòðàíñòâà X, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì îòìå÷åí-
íûì òî÷êàì, èçîìîðôíû, õîòÿ ýòîò èçîìîðôèçì íå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

� Ïóñòü â X äàíû äâå òî÷êè x0 è x
′
0, ñîåäèíåííûå ïóòåì l(t), l(0) = x′0, l(1) = x0.

Ïóñòü äàíà ïåòëÿ α(s) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x0. Ïîñòàâèì åé â ñîîòâåòñòâèå ïåòëþ α′(s),
ÿâëÿþùóþñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ ïóòåé: íà îòðåçêå [0, 1/3] îíà ñîâïàäàåò ñ l(3s), íà
îòðåçêå [1/3, 2/3] ñ ïåòëåé α(3s − 1) è íà îòðåçêå [2/3, 1] ñ ïóòåì l, ïðîõîäèìîì â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè: l(3− 3s).

Ïðîèçâåäåíèþ ïåòåëü α1α2 îòâå÷àåò ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü (lα1l
−1 · lα2l

−1)
(ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, êîòîðàÿ ñîêðàòèò ïðîõîäèìûé â îáðàòíûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ ìåæäó äâóìÿ ïåòëÿìè ïóòü l). Êîíå÷íî, ñòÿãèâàåìîé ïåòëå îòâå÷àåò ñòÿãèâàåìàÿ
ïåòëÿ. Âîçíèêàåò ãîìîìîðôèçì π1(X, x0)π1(X, x′0). Íî åìó îòâå÷àåò âñòðå÷íûé ãîìî-
ìîðôèçì (ñ òåì æå ïóòåì l, íî ïðîõîäèìûì â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè). Êîìïîçèöèÿ
ýòèõ äâóõ ãîìîìîðôèçìîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì òîæäåñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìî-
òîïèè). �

{Ìû ïîñòðîèëè åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè â êàòåãîðèþ

ãðóïï: îáúåêòàì îòâå÷àþò îáúåêòû, ìîðôèçìàì � ìîðôèçìû, ñîõðàíÿåòñÿ àññîöèàòèâ-

íîñòü êîìïîçèöèé è åäèíè÷íûå ìîðôèçìû. Òàêîå îòîáðàæåíèå êàòåãîðèè â êàòåãîðèþ

íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì. Ïåðåõîä îò òîïîëîãè÷åñêîé êàòåãîðèè ê ãîìîòîïè÷åñêîé óïðî-

ñòèë (îãðóáëÿÿ) ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ è ðàññóæäåíèÿ, ïåðåõîä ê òåîðèè ãðóïï

ïðèáëèçèë âîçìîæíîñòü êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ, çàìåíó ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé

âû÷èñëåíèÿìè èíâàðèàíòîâ (íàïðèìåð, ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ). Äàëüíåéøèì øàãîì

ÿâëÿëîñü ââåäåíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ ãðóïï (êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â 5 ñåìåñòðå), ñ ïåðåõî-

äîì ê êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï (òî÷íåå, ê èõ ñèñòåìàì), ÷òî äåëàåò çàäà÷ó âû÷èñëåíèé

èíâàðèàíòîâ åùå áîëåå äîñòèæèìîé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè êàòåãîðèé äîëæåí áûòü

ñäåëàí åùå îäèí øàã � ââåäåíèå åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêòîðîâ. Íàïðè-

ìåð, îïåðàöèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ïðåîáðàçóåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó â îäíîìåðíóþ

ãîìîëîãè÷åñêóþ.

-=-=-=-

Ïðèìåðû

A) Ïåðâûé ïðèìåð äàåò íàì ñàìà îêðóæíîñòü. Ìû ïîäñ÷èòàëè, ÷òî π1(S1) = Z �
ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

Îäíàêî çäåñü òðåáóåòñÿ óòî÷íåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî ìû îïðåäåëÿëè ïðîèçâåäåíèå
îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë. Ýòî íå ñîâïàäàåò ñ îïåðàöèåé, îïðåäåëåííîé òåïåðü â π1(S1). Íàì ñëåäóåò
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óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ äâóõ îòîáðàæåíèé f ′ è f ′′ ãîìîòîïíû îòîáðàæåíèÿ f ′ · f ′′ è f ′f ′′
(ãäå ïåðâîå óìíîæåíèå êîìïëåêñíîå, à âòîðîå � óìíîæåíèå ïåòåëü).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îêðóæíîñòü ïàðàìåòðèçîâàíà îòðåçêîì [0, 1] (t = ϕ/2π). Ìû
îïðåäåëèì ãîìîòîïèè f ′t è f ′′t , èç êîòîðûõ ïåðâàÿ ïåðåâîäèò f ′ â îòîáðàæåíèå, ïî-
ñòîÿííîå íà îòðåçêå [0, 1/2], à âòîðàÿ � f ′′ â îòîáðàæåíèå, ïîñòîÿííîå íà îòðåçêå
[1/2, 1]. Äëÿ ïîëó÷åííûõ îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ
óìíîæåíèåì ïåòëåâûì.

Èìåííî, ïîëîæèì,
f ′t(x) = f ′( x

1−t/2) äëÿ x ≤ 1− t/2 è f ′t(x) = f ′(1̌) äëÿ x ≥ 1− t/2;
f ′′t (x) = f ′′(x−1/2

1−t/2 ) äëÿ x ≥ t/2 è f ′t(x) = f ′(1̌) äëÿ x ≤ t/2.

Ïðîâåðêà îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

B) Âòîðîé ïðèìåð åñòü ¾êâàäðàò¿ ïðåäûäóùåãî. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îêðóæíî-
ñòè íà îêðóæíîñòü T = S1 × S2 íàçûâàåòñÿ òîðîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ei îòîáðàæåíèå
ïðÿìîé Ri íà îêðóæíîñòü Si. Òîãäà ìû ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå e = e1 × e2 ïëîñêîñòè
R2 = R1×R2 íà òîð T . Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè â îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 (ïðîèçâåäåíèå
åäèíèö) îòîáðàçÿòñÿ òî÷êè ñ îáåèìè êîîðäèíàòàìè êðàòíûìè 2π, ò.å. (2kπ, 2lπ).

Åñëè òåïåðü äàía ïåòëÿ α : S1 → T , òî ïðèìåíÿÿ ïðèåì, îïèñàííûé âûøå äëÿ
îòîáðàæåíèÿ â îêðóæíîñòü (¾ëîãàðèôìèðîâàíèå¿), ìû ïîñòðîèì òàêîé ïóòü α̃ â R2

ñ íà÷àëîì â x0, ÷òî α(s) = e(α̃(s)). Ýòîò ïóòü áóäåò èìåòü ñâîèì êîíöîì îäíó èç
òî÷åê âèäà (2kπ, 2lπ).

Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì, êàê è äëÿ îêðóæíîñòè, ÷òî äâå ïåòëè αi â T ãîìîòîï-
íû (ïðè ôèêñèðîâàííîì íà÷àëå) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ¾íàêðûòèÿ¿ èìåþò
îáùóþ êîíå÷íóþ òî÷êó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïåòëþ, íàêðûòèå êî-
òîðîé èìååò çàäàííóþ òî÷êó óêàçàííîãî âèäà (â êîìïëåêñíîé ôîðìå e2π(kϕ+lψ)).

Ðåøåòêà òî÷åê íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (2kπ, 2lπ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîì-
ìóòàòèâíóþ ãðóïïó, ÿâëÿþùóþñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ ãðóïï Z. Ýòî � ñâîáîäíàÿ
êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.

C) Áîëåå îáùèì îáðàçîì:
- Ôóíäàìåòàëüíàÿ ãðóïïà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ X = Y × Z ïðîñòðàíñòâ Y è

Z ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñîìíîæèòåëåé: π1X =
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π1(Y × Z) = π1Y × π1Z.
� Ìû c÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0 ∈ X åñòü (y0, z0), ãäå y0 ∈ Y è z0 ∈ Z

íà÷àëüíûå òî÷êè â ñîìíîæèòåëÿõ. Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â X ïîðîæäàåò ñ ïî-
ìîùüþ ïðîåêöèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâà îòîáðàæåíèÿ â ñîìíîæèòåëè, êîòîðûå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äàííîå îòîáðàæåíèå. Ïðè ýòîì ãîìîòîïèè ïîðîæäàþò ãîìî-
òîïèè î÷åâèäíûì îáðàçîì, è ïðîèçâåäåíèÿì ïóòåé è ïåòåëü â ñîìíîæèòåëÿõ îòâå÷à-
þò ïðîèçâåäåíèÿ â X è îáðàòíî. Äåòàëè î÷åâèäíû. �

D) Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñòÿãèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà òðèâèàëüíà ò.å. åäèíè÷-
íàÿ (èëè íóëåâàÿ). Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áàðàíêè (ïðîèçâå-
äåíèÿ îêðóæíîñòè íà äèñê åñòü Z).

E) Ñëåäóþùèé ïðèìåð àíàëîãè÷åí ïåðâûì äâóì ïî äîêàçàòåëüñòâó, õîòÿ âûãëÿ-
äèò ñîâñåì íå ïîõîæèì. Ðå÷ü î π1Pn, ãäå Pn � ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû äîêà-
æåì, ÷òî π1(Pn) = Z2 � ãðóïïà èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Èçâåñòíî, ÷òî Pn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ìíîãîîáðàçèå ïðÿìûõ, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç íà÷àëî O â Rn+1.

(Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü P = {xn+1 = −1} â Rn+1. Êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íà÷àëî, ñîïîñòàâèì èëè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åå ñ P èëè ñâÿçêó ïàðàëëåëüíûõ åé
ïðÿìûõ â P . Ýòî ñîîòâåòñòâèå îòîæäåñòâëÿåò ìíîãîîáðàçèå ïðÿìûõ ñ ïðîåêòèâíûì
ïðîñòðàíñòâîì, ïîëó÷àåìûì äîáàâëåíèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê ê îáû÷íîé
ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè èìåþò
òàêèå æå îêðåñòíîñòè, êàê îáû÷íûå: âðàùåíèåì ïðîñòðàíñòâà ëþáóþ ïðÿìóþ ìîæíî
ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ.)

Ñôåðà Sn â Rn+1 ïåðåñåêàåò êàæäóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî, â äâóõ
äèàìåòðèàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî Pn ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü ñåáå êàê ñôåðó, â êîòîðîé îòîæäåñòâëåíû òî÷êè êàæäîé äèàìåòðàëüíî ïðîòè-
âîïîëîæíîé ïàðû. Ïðè ýòîì ìàëàÿ îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè ñôåðû âçàèìíî îäíî-
çíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà îêðåñòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè Pn è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü
ýòî ñîîòâåòñòâèå ãîìåîìîðôèçìîì.

Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì äâóêðàòíîå îòîáðàæåíèå e : Sn → Pn, êîòîðîå íå òîëüêî
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì, íî ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî
êàæäàÿ òî÷êà â Pn èìååò îêðåñòíîñòü U , ïðîîáðàç êîòîðîé â Sn ðàñïàäàåòñÿ íà äâå
îáëàñòè, êàæäóþ èç êîòîðûõ îòîáðàæåíèå e ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò íà U .

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñìûñëå îòîáðàæåíèå e ðàññìîòðåííîå âûøå äëÿ îòîáðàæåíèé
îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòü, ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Ìû ñîáèðàåìñÿ äåéñòâîâàòü ïî àíà-
ëîãèè ñ ýòèì ñëó÷àåì, îòëè÷èå îò êîòîðîãî òîëüêî â òîì, ÷òî òàì òî÷åê â ïðîîáðàçå
áåñêîíå÷íî ìíîãî, à çäåñü äâå. Íî çàòî àíàëîãèÿ ñîñòîèò åùå â òîì, ÷òî ñôåðà Sn ïðè
n>1, êàê è ïðÿìàÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. ñòð. ??): îòîáðàæåíèÿ
îêðóæíîñòè â ýòî ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïíû ïîñòîÿííûì.

� Ìû ñîáèðàåìñÿ ðåøàòü çàäà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â Pn â
âèäå êîìïîçèöèè e è îòîáðàæåíèÿ f̃ îêðóæíîñòè â ñôåðó Sn: f = ef̃ .

Ïðîñòðàíñòâî Pn êîìïàêòíî, êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîé ñôåðû. Ïîêðîåì
Pn êîíå÷íûì ÷èñëîì ìàëûõ øàðîâ Di, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðîîáðàç ñîñòîèò èç
äâóõ øàðîâ D′i è D

′′
i , e

−1(Di) = D′i ∪D′′i , ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþùèõñÿ íà Di.

Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå f : S1 → Pn, ñîõðàíÿþùåå íà÷àëî, çà êîòîðîå â Pn ïðè-
ìåì îáðàç z0 þæíîãî ïîëþñà Z ñôåðû. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, îêðóæ-
íîñòü ìîæíî ðàçáèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàëûõ äóã lj, 0 ≤ j ≤ K, êàæäóþ èç
êîòîðûõ e ïåðåâîäèò â íåêîòîðûé äèñê Di.
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Äàëåå ìû ïîñòóïàåì, êàê â ðàçäåëå îá îòîáðàæåíèÿõ S1 â S1. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî
íà÷àëüíóþ òî÷êó 1 ∈ S1 îòîáðàçèì â Z: f̃(1) =Z. Íà÷àëüíûé îòðåçîê l0 f îòîáðàæàåò
â íåêîòîðûé äèñê Dj0 . Íà íåãî e ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò äèñêè D

′
j0
è D′′j0 . Âîçüìåì

èç íèõ òîò, êîòîðûé ñîäåðæèò Z, äîïóñòèì, ýòî D′j0 , è â êà÷åñòâå f̃ : l0 → D′j0 âîçüìåì
êîìïîçèöèþ e−1f |lj0 .

Ýòî ïîñòðîåíèå ìû ìîæåì ïðîäîëæàòü èíäóêòèâíî, êàê è â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé
S1 â S1, âïëîòü äî ôèíàëüíîãî îòðåçêà lK . Ïîñëåäíÿÿ åãî òî÷êà, ñíîâà 1∈ S1, áóäåò
îòîáðàæåíà â îäíó èç äâóõ òî÷åê äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê � ëèáî Z,
ëèáî N.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ïåòåëü â Pn ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà:
òåõ, êîòîðûå ïîäíèìàþòñÿ â ïåòëè â Sn, è òåõ, ïðîîáðàçû êîòîðûõ â Sn ðàçðûâàþòñÿ
� èõ êîíöû ëåæàò â ðàçíûõ ¾ïîëþñàõ¿.

Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì îäíîñâÿçíîñòü ñôåðû. Ïåòëè ñ íà÷àëîì â Z ãîìîòîïíû íó-
ëþ. Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ äâó-
ìåðíîãî äèñêà è ñ ïîìîùüþ ýòîãî äèñêà ëåãêî ïîëó÷èòü ãîìîòîïèþ ïåòëè â Z, ïðè
êîòîðîé òî÷êà Z îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâå äóãè p1 è p2 ñ îáùèìè êîíöàìè Z è N â Sn, ïîñòðîåííûå
äëÿ äâóõ ïåòåëü f1 è f2 â Pn, âìåñòå îáðàçóþò ïåòëþ p−1

j′ pj (ïðîèçâåäåíèå ïóòåé) â
Sn. Òàêàÿ ïåòëÿ òàêæå ãîìîòîïíà íóëþ, è ñ ïîìîùüþ äèñêà, ïî êîòîðîìó ïðîõîäèò
åå ñòÿãèâàíèå, ñòðîèòñÿ ãîìîòîïèÿ îäíîé äóãè â äðóãóþ ñ íåïîäâèæíûìè êîíöàìè.

Íàêðûòèå e ïåðåâîäèò ýòó ãîìîòîïèþ â ãîìîòîïèþ ìåæäó ïåòëÿìè f1 è f2 â Pn.
Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåòëè â êàæäîì èç äâóõ êëàññîâ, íà êîòîðûå áûëî

ðàçáèòî ìíîæåñòâî ïåòåëü â Pn, ãîìîòîïíû ìåæäó ñîáîé. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ
âñåãî äâà ýëåìåíòà â π1(Pn): òðèâèàëüíûé (íóëåâîé) è íåòðèâèàëüíûé, ïîëó÷àåìûé
êàê îáðàç ìåðèäèàíà ïðè îòîáðàæåíèè e. Èìååòñÿ âñåãî îäíà ãðóïïà èç äâóõ ýëåìåí-
òîâ, òàê ÷òî π1(Pn) = Z2. �

-=-=-=-

Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ãðàôîâ.

∼ Îäíîìåðíûå ïîëèýäðû íàçûâàþòñÿ ãðàôàìè.
Ìû õîòèì íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ãðàôîâ.
Òðèàíãóëÿöèÿ ãðàôà ñîñòîèò èç âåðøèí è ðåáåð. Êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå

âåðøèíû, êàæäàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé äëÿ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ðåáåð. Ìû
ïðèìåì, ÷òî ýòî êîëè÷åñòâî êîíå÷íî, õîòÿ ìîæåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ âåðøèí.
∼ Ìû íàçîâåì âåðøèíó, ñëóæàùóþ êîíöîì òîëüêî îäíîãî ðåáðà, îêîíå÷íîé âåð-

øèíîé ãðàôà.
Åñëè èìåþòñÿ äâå òðèàíãóëÿöèè T1, T2 ãðàôà Γ, òî, îáúÿâèâ âåðøèíàìè íîâîé

òðèàíãóëÿöèè T âñå âåðøèíû îáåèõ ýòèõ òðèàíãóëÿöèé, ìû ðàçîáúåì êàæäîå ðåáðî
îäíîé èç ñòàðûõ òðàíãóëÿöèé âåðøèíàìè äðóãîé òðèàíãóëÿöèè è ïîëó÷èì ðåáðà T .
Êàæäîå ðåáðî òðèàíãóëÿöèè T åñòü ïåðåñå÷åíèå êàêîãî-òî ðåáðà T1 ñ êàêèì-òî ðåáðîì
T2. Åñëè åãî îáå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò T1, òî ýòî � ðåáðî T1, öåëèêîì ëåæàùåå â
ðåáðå T2, è íàîáîðîò. Åñëè æå âåðøèíû ðåáðà ïðèíàäëåæàò îäíî T1, äðóãîå T2, òî
îíî åñòü ÷àñòü ðåáðà T1 è îäíîâðåìåííî ÷àñòü ðåáðà T2.

Òàêèì îáðàçîì, äâå òðèàíãóëÿöèè èìåþò îáùåå ïîäðàçäåëåíèå.

Åñëè v � âåðøèíà ãðàôà Γ, ñëóæàùàÿ êîíöîì ðîâíî äëÿ äâóõ ðåáåð, ñêàæåì, u1 v
è v, u2, òî çàìåíÿÿ ýòó ïàðó ðåáåð îäíèì ðåáðîì u1, u2, ìû ïîëó÷èì ãîìåîìîðô-
íûé ïîëèýäð (ò.ê. ïàðà u1 v ∪ v, u2 ãîìåîìîðôíà îòðåçêó u1, u2 ïðè ãîìåîìîðôèçìå
íåïîäâèæíîì â êîíöàõ u1, u2, òàê ÷òî ãîìåîìîðôèçì ìîæíî âçÿòü íåïîäâèæíûì íà
îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàôà).
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Òàê êàê íàñ èíòåðåñåóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà, ìû èíòåðåñóåìñÿ ïðî-
ñòðàíñòâàìè ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà.

Âî âñÿêîì ñëó÷àå ìû èìååì ïðàâî çàìåíèòü ïîëèýäð íà ãîìåîìîðôíûé. Ïðè ýòîì
íàñ íå èíòåðåñóåò ñåé÷àñ âàæíûé âîïðîñ î âëîæèìîñòè àáñòðàêòíî çàäàííîãî êîì-
ïëåêñà êàê ãåîìåòðè÷åñêîãî êîìïëåêñà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, â ÷àñòíîñòè, âî-
ïðîñ, ìîæíî ëè ïðîèçâåñòè çàìåíó äâóõ ðåáåð íà îäíî, îñòàâàÿñü â òîì æå ïðîñòðàí-
ñòâå.

(Íàïðèìåð, ýòî, î÷åâèäíî, íå âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü â ïëîñêîñòè. Âïðî÷åì, åñëè
ãðàô êîíå÷åí, ìû ìîæåì âçÿòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè òî÷êè âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ âåðøèíàìè ãðàôà, ïðèâåñòè
èõ â îáùåå ïîëîæåíèå è áåçáîëåçíåííî ñîåäèíÿòü ëþáóþ âåðøèíó ãðàôà ðåáðîì ñ
ëþáîé äðóãîé.)

Èòåðèðóåì îïèñàííóþ îïåðàöèþ, íà÷àâ ñ ãðàôà Γ è ïðèìåíÿÿ åå ê ïîëó÷àþùèìñÿ
íîâûì ãðàôàì. Òàê êàê íà êàæäîì øàãå óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð, ïðîöåññ
ïðèâåäåò ê ãðàôó, ó êîòîðîãî íåò âåðøèí, ñîåäèíÿþùèõ òîëüêî äâà ðåáðà.

Äàëüøå áóäåì óïðîùàòü ïîëèýäð, îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà
(ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèå Γ). Áîëåå òîãî, ìû íå áóäåì ãîâîðèòü î òðèàíãóëÿöèÿõ, áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ðåáðà êàê äóãè. (Íî Γ áóäåò ïî-ïðåæíåìó ïîëèýäðîì, âîçìîæíîñòü
òðèàíãóëèðîâàíèÿ îñòàåòñÿ.)

Åñëè èìååòñÿ ðåáðî l = [u, v] ñ îêîíå÷íîé âåðøèíîé v, òî ñòÿãèâàíèå ýòîãî ðåáðà
ïî ñåáå ê âåðøèíå u, äàñò ãðàô, î÷åâèäíî, åìó ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé, ó
êîòîðîãî ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð óìåíüøèòñÿ íà 1.

Óñòðàíèì òàêèì îáðàçîì âñå îêîíå÷íûå âåðøèíû.

Ïóñòü l ðåáðî ñ âåðøèíàìè a, b è ñðåäíåé òî÷êîé c. Îòáðîñèì l è îòîæäåñòâèì a
è b. Ìû ïîëó÷èì ïîëèýäð Γ′ = (Γ \ l) ∪ c̄ è îòîáðàæåíèå r : Γ → Γ′, ïåðåâîäÿùåå l ñ
åãî êîíöàìè â òî÷êó c̄ è òîæäåñòâåííîå íà îñòàëüíîé ÷àñòè Γ.

Îòîáðàæåíèå r åñòü ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

� Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå g : Γ′ → Γ ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíîå r. Äëÿ âåðøèíû
a è ðåáðà lai, ñ âåðøèíàìè a è ai, îòëè÷íîãî îò l, ïóñòü l̄ai ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî
Γ′ ñ âåðøèíàìè c̄ è āi. Ïóñòü d̄ai ñåðåäèíà ðåáðà l̄ai. Ïîëîæèì: g|l̄ai ãîìåîìîðôíî
îòîáðàæàåò îòðåçîê [āi, d̄ai] íà lai, g(āi) = ai, g(d̄ai) = a, è îòðåçîê [d̄ai, c̄] íà [a, c],
g(c̄) = c. Àíàëîãè÷íî ñî ñòîðîíû òî÷êè b ñ çàìåíîé â îáîçíà÷åíèÿõ a íà b.

Êîìïîçèöèÿ rg : Γ′ → Γ′ òîæäåñòâåííà âíå çâåçäû âåðøèíû c̄, à êàæäîå ðåáðî l̄ia
è êàæäîå l̄ib ïåðåâîäèò â ñåáÿ ñ íåïîäâèæíûìè êîíöàìè. ßñíî, ÷òî ýòà êîìïîçèöèÿ
ãîìîòîïíà òîæäåñòâó, ïðè ëèíåéíîé ãîìîòîïèè íà ðåáðàõ.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ gr : Γ → Γ. Îíà ïåðåâîäèò ðåáðî l â c è ãîìîòîïíà
òîæäåñòâó íà ýòîì ðåáðå ïðè ëèíåéíîé ãîìîòîïèè. Êàæäîå ðåáðî lai ïåðåõîäèò â
ïàðó îòðåçêîâ [ai, a] ∪ [a, c]. Íà îòðåçêå [ai, dai] êîìïîçèöèÿ ãîìîòîïíà òîæäåñòâó
ïðè ëèíåéíîé ãîìîòîïèè.

Íà îòðåçêå [dai, a], êîòîðûé ïåðåõîäèò â, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïàðàëëåëüíûé åìó
îòðåçîê [a, c], ãîìîòîïèþ â òîæäåñòâî òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèíåéíîé.

Èìåííî, îòîáðàçèì ãîìåîìîðôèçìîì h ïàðó [dai, a]∪ [a, c] íà îòðåçîê [0, 1], h(a) =
1/2, îí ïåðåâåäåò ãîìåîìîðôèçì gr|[dai,a] â h(gr)h−1 : [0, 1/2]→ [1/2, 1]. Ëèíåéíàÿ ãî-
ìîòîïèÿ qt ïååâîäèò åãî â òîæäåñòâî íà [0, 1/2] è ãîìîòîïèÿ h−1qth ïåðåâîäèò gr|[dai,a]

â òîæäåñòâî.
Ïîñòðîåííûå ãîìîòîïèè ñîãëàñîâàíû â îáùèõ òî÷êàõ a è dai. �

∼ Êàæäîå ñòÿãèâàíèå ðåáðà óìåíüøàåò ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð íà åäèíèöó. Çàìå-
òèì, ÷òî ïðè ýòîì ðàçíîñòü ÷èñëà âåðøèí è ÷èñëà ðåáåð îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.
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Ýòà ðàçíîñòü íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ãðàôà, îáîçíà÷àåòñÿ χ(Γ)
è ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, ò.å. äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûõ Γ îíà îäíà è òà æå.

(Ïðàâäà äëÿ áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ, íå ðàçáèòûõ íà ñèìïëåêñû åå íàäî îïðåäå-
ëÿòü ñ ïîìîùüþ äðóãèõ èíâàðèàíòîâ. Â ïîëíîé îáùíîñòè ýòî çäåñü íå äîêàçûâàåòñÿ.
Ìû äîêàçàëè ýòî òîëüêî â îáëàñòè ãðàôîâ.)

Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíûõ óñòðàíåíèé ðåáåð ñ îêîíå÷íûìè âåðøèíàìè è
ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ðàçíûå âåðøèíû, ìû ïðèäåì ê (òîïîëîãè÷åñêîìó) ãðàôó, èìå-
þùåìó îäíó âåðøèíó è íåêîòîðîå ÷èñëî (= 1− χ) ðåáåð. Ïîñêîëüêó âåðøèíû ðåáðà
ñêëååíû, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéîêðóæíîñòü.

Â ðåçóëüòàòå ìû ñâåëè çàäà÷ó ïîäñ÷åòà ôóíäàìåíòàëüíîé îêðóæíîñòè ãðàôà ê
ãðàôó, ñîñòîÿùåìó èç íåêîòîðîãî ÷èñëà k îêðóæíîñòåé èìåþùèõ îäíó îáùóþ òî÷êó.

Åñëè k = 0, ò.å. ãðàô ñâåëñÿ ê îäíîé âåðøèíå, èñõîäíûé ãðàô îêààëñÿ ñòÿãèâàå-
ìûì.

Ñòÿãèâàåìûé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.
Äðóãîå îïðåäåëåíèå äåðåâà � ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ. Öèêëîì â ãðàôå íàçûâà-

åòñÿ öåïî÷êà ðåáåð, â êîòîðîé íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò.
×èñëî öèêëîâ íå ìåíÿåòñÿ ïðè íàøèõ ïðåîáðàõîâàíèÿõ ãðàôà. Îíî, ñëåäîâàòåëü-

íî, ðàâíî ÷èñëó ïîëó÷èâøèõñÿ â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå îêðóæíîñòåé è,ñëåäîâàòåëüíî,
íà åäèíèöó áîëüøå âçÿòîé ïî ìîäóëþ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèóè.

≈ Ïóñòü äàëåå Γ ñîñòîèò èç k îêðóæíîñòåé ñ îáùåé òî÷êîé a.
Ìû âû÷èñëèì π1(Γ), èñïîëüçóÿ òîò æå ïðèåì, ÷òî è âûøå: ïûòàÿñü ïîäíÿòü äàí-

íóþ ïåòëþ f : S1 → Γ â îòîáðàæåíèå f̃ : S1 → Γ̃, òàê, ÷òîáû f = ef̃ , ãäå Γ̃ è e
èìåþò òå æå íóæíûå ñâîéñòâà, ÷òî áûëè â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ó ïðÿìîé, ïëîñêî-
ñòè, ñôåðû âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè e. Ýòî çíà÷èò, ÷òî Γ̃ äîëæíî
áûòü îäíîñâÿçíûì, äàâàòü âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ëèíåéíûå ãîìîòîïèè, è ïðè ýòîì
ïðîîáðàç êàæäîé ìàëîé îêðåñòíîñòè U â Γ ðàñïàäàëñÿ áû â äèçúþíêòíóþ ñèñòåìó
îêðåñòíîñòåé ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþùèõñÿ íà U .

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2.

Ïóñòü Γ = S1 ∪ S2 è S1 ∩ S2 = a (ãðàô - �âîñüìåðêà�). Îðèåíòèðóåì îáå îêðóæ-
íîñòè (çàäàäèì íàïðàâëåíèå îáõîäà). Òîãäà ñâÿçíàÿ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü U(a) ñîñòîèò
èç ÷åòûðåõ ïîëóèíòåðâàëîâ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì s1, s2 è s′1, s

′
2, ãäå s1, s2 èìåþò

ïîëîæèòåëüíûå îðèåíòàöèè (�âûõîäÿò� èç a), à s′1, s
′
2 îòðèöàòåëüíûå (�âõîäÿò â a�).

Òåïåðü ìû ïîñòðîèì èíäóêòèâíî áåñêîíå÷íûé ãðàô Γ̃ áåç îêîíå÷íûõ òî÷åê è
îòîáðàæåíèå e.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî âîçüìåì ãðàô Q, ñîñòîÿùèé èç ÷åòûðåõ îòðåçêîâ l1, l2, l
′
1, l
′
2 ñ

îäíîé îáùåé âåðøèíîé A, íàçîâåì åãî êðåñòîì è îòîáðàçèì ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà-
÷åíèÿì ýòè ðåáðà (ãîìåîìîðôíî íà âíóòðåííîñòè) íà îêðóæíîñòè S1 è S2 ñ ó÷åòîì
îðèåíòàöèè (îáõîäà).

Äàëåå âîçüìåì îäíó èç îêîíå÷íûõ òî÷åê Q (äîïóñòèì, ðåáðà l1) è åùå îäèí ýê-
çåìïëÿð êðåñòà Q′ è îòîæäåñòâèì ðåáðî l1 ïåðâîãî ýêçåìïëÿðà ñ ðåáðîì l′1 âòîðîãî
(îêîíå÷íóþ òî÷êó ïåðâîãî ñ A′ âòîðîãî). Ïðîäåëàåì òàêóþ æå îïåðàöèþ ñ êàæäûì èç
òðåõ îñòàâøèõñÿ ðåáåð è çàòåì ïåðåéäåì ê îêîíå÷íûì òî÷êàì íîâîãî ïîëó÷èâøåãîñÿ
ãðàôà.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ íåîãðàíè÷åííî, ìû è ïîñòðîèì òðåáóåìûé áåñêîíå÷íûé
ãðàô Γ̃ è îòîáðàæåíèå e. Êàæäàÿ âåðøèíà îòîáðàæàåòñÿ â a, êàæäîå ðåáðî íà îäíó
èç îêðóæíîñòåé Si c îïðåäåëåííûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà. Íà÷àëüíóþ âåðøèíó â Γ
ìû ïðîäîëæàåì îáîçíà÷àòü A, îñòàëüíûå ïåðåíóìåðóåì è îáîçíà÷èì Ai.
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Çàìåòèì, ÷òî êàæäîé âåðøèíå Ai îòâå÷àåò ÷èñëî ïîäêëååê êðåñòîâ, íóæíûõ äëÿ
åå ïîëó÷åíèÿ, íàçîâåì åãî ðàíãîì Ai è îáîçíà÷èì n(Ai). Äëÿ Ai îäíîçíà÷íî îïðåäåëå-
íà âåðøèíà Aj, ê çâåçäå êîòîðîé íà íåêîòîðîì øàãå ïîñòðîåíèÿ áûëà �ïðèêðåïëåíà�
çâåçäà Ai. (Ðàíã A ðàâåí íóëþ, à ðàíã îñòàëüíûõ âåðøèí Q � 1.)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû Ai èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïóòü, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ öåïî÷êîé ðåáåð â ÷èñëå n(Ai), â êîòîðîé ñîñåäíèå èìåþò îáùóþ âåðøèíó,
ñîåäèíÿþùèé Ai ñ A. (Åñëè áû áûëî äâà ïóòè, òî íà êàêîì-òî øàãå íîâàÿ çâåçäà
áûëà ïðèñîåäèíåíà ñðàçó ê äâóì ñòàðûì.) Êàæäûé òàêîé ïóòü îäíîçíà÷íî îïèñûâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ñîñòîÿùåé èç çíàêîâ l1, l2, l

′
1, l
′
2 (êàê ãîâîðèòñÿ, ¾â ýòîì

àëôàâèòå¿).
Òàêèì îáðàçîì èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè ãðà-

ôà Γ̃ è êîíå÷íûìè öåïî÷êàìè áóêâ èç ýòîãî àëôàâèòà, ñ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì,
÷òîáû ðÿäîì íå ñòîÿëè l1 è l

′
1 è òàêæå l2 è l

′
2 (�âîçâðàòû�).

Ãðàô Γ̃ îäíîñâÿçåí.

� Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå α : S1 → Γ̃, ïåðåâîäÿùåå íà÷àëüíóþ òî÷êó îêðóæíîñòè
â A. Ïóñòü u = [x, y] ⊂ S1 äóãà, äëÿ êîòîðîé α(u) ëåæèò â íåêîòîðîì ðåáðå lj, ïðè÷åì
e(x) = A = e(y). òîãäà èìååòñÿ ëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ ïî lj, êîòîðàÿ ëèáî âåñü îáðàç
α(u) ãîìîòîïèðóåò â îäíó âåðøèíó lj, ëèáî â ãîìåîìîðôèçì u íà lj.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè äëèíû òàêèõ îòðåçêîâ ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ, è ìû ïîëó÷èì â ïðåäåëå ðàçáèåíèå S1 íà êîíå÷íîå ÷èñëî îòðåçêîâ,
íåêîòîðûå èç êîòîðûõ öåëèêîì îòîáðàæàþòñÿ â âåðøèíû Γ̃, à äðóãèå ëèíåéíî ãî-
ìåîìîðôíî îòîáðàæàþòñÿ íà ðåáðà. Ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ãîìîòîïèè ìîæ-
íî óñòðàíèòü îòðåçêè ïåðâîãî âèäà, ò.å. äîáèòüñÿ, ÷òîáû S1 áûëà ðàçáèòà íà äóãè,
îòîáðàæàþùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ëèíåéíî íà ðåáðà Γ̃. Ìû ïðîäîëæàåì îáîçíà÷àòü
ïðîãîìîòîïèðîâàííóþ ïåòëþ α.

Äëÿ êàæäîãî ðåáðà l ⊂ Γ̃ èìååòñÿ íàïðàâëåíèå �îò A ê áåñêîíå÷íîñòè�, ñîâïàäà-
þùåå ñ íàïðàâëåíèåì ïîñòðîåíèÿ Γ (óâåëè÷åíèå ðàíãà âåðøèíû íà åäèíèöó). Ïóñòü
èìååòñÿ â îáðàçå ïåòëè ðåáðî, çà êîòîðûì â ïîðÿäêå îáõîäà S1 ñëåäóåò ðåáðî â íà-
ïðàâëåíèè ê áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà ñëåäóþùåå ðåáðî áóäåò ëèáî òàêæå â íàïðàâëåíèè
ê áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî áóäåò âîçâðàòîì ïî òîìó æå ñàìîìó ðåáðó. Òàêèå âîçâðàòû
(ò.å. ðåáðà, êîòîðîå ïðîõîäÿòñÿ ñíà÷àëà ê áåñêîíå÷íîñòè è âñëåä çà òåì îáðàòíî ê A)
ãîìîòîïèðóþòñÿ â âåðøèíó ðåáðà. Èìååòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïî ðàíãó âîçâðàò. Óñòðà-
íèâ åãî ãîìîòîïèåé, ìû óìåíüøèì ÷èñëî ïðîõîäîâ ïî ðåáðàì. ×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî
ýòèõ øàãîâ âîçâðàòîâ íå áóäåò.

Óñòðàíèâ âîçâðàòû, ìû îäíîâðåìåííî óñòðàíèì è äâèæåíèå ê áåñêîíå÷íîñòè. Íî
ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îáðàç íà÷àëüíîé òî÷êè åñòü A, à îòîáðàæåíèå íå ìîæåò âûéòè
èç A áåç ïðîäâèæåíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðîãîìîòîïèðîâàëè íàøå
îòîáðàæåíèå â ïîñòîÿííîå è, çíà÷èò, Γ̃ îäíîñâÿçíî. �

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ π1Γ.
Ïóñòü f : S1 → Γ äàííàÿ ïåòëÿ â Γ. Îòêðûòûå çâåçäû âåðøèí Γ̃ îòîáðàæàþòñÿ íà

Γ íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî, à èõ îáðàçû ïðè ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì
1 − ε c ìàëûì ε ãîìåîìîðôíî. Ïîýòîìó ìû ìîæåì äåéñòâîâàòü â òî÷íîñòè òàê, êàê
â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå f̃ , äëÿ êîòîðîãî f = ef̃ , ïðè÷åì îáðàç åñòü
ïóòü â Γ̃, ñîåäèíÿþùèé A ñ êàêîé-òî âåðøèíîé Ai.

Ðàññóæäàÿ, êàê âûøå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî íàø ïóòü ãîìîòîïèðóåòñÿ â ïóòü, ñîñòîÿ-
ùèé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåáåð áåç âîçâðàòîâ, ò.å. â ëîìàíóþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé,
ñîåäèíÿþùóþ A è Ai.
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Â òàêîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ãðóïïû π1(Γ) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ñ îä-
íîé ñòîðîíû âåðøèíàì ãðàôà Γ, à ñ äðóãîé, êàê ìû ïîêàçàëè, êîíå÷íûì ñëîâàì,
ñîñòàâëåííûì â àëôàâèòå l1, l2, l

′
1, l
′
2 áåç âîçâðàòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî l1 îòâå÷àåò îäíîêðàòíîìó îáõîäó îêðóæíîñòè S1, ò.å. îáðàçóþùåé
åå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû α1, l

′
1 îáõîäó ýòîé æå îêðóæíîñòè â ïðîòèâîïîëîæíîì

íàïðàâëåíèè, ò.å. ýëåìåíòó α−1 (íàøà ãðóïïà ÿâíî íå êîììóòàòèâíà, è ìû èñïîëüçó-
åì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ çàïèñü). Àíàëîãè÷íî ìû çàìåíÿåì l2 è l

′
2 íà β è β−1. Èòàê,

ìû ïîëó÷èëè ãðóïïó ñ äâóìÿ ãðóïïîâûìè îáðàçóþùèìè α è β, ýëåìåíòû êîòîðîé
ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ñëîâà â ýòèõ îáðàçóþùèõ, â êîòîðûõ íå ñòîÿò ðÿäîì α è α−1

è β è β−1 (èíà÷å îíè ñîêðàòÿòñÿ.)
Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.
Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðèìåðîì ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãðóïï, â äàí-

íîì ñëó÷àå äâóõ ãðóïï Z: â íåé íåò ñîîòíîøåíèé, â êîòîðûå âõîäèëè áû ýëåìåíòû è
îäíîé è äðóãîé ãðóïïû (â íåé íåò âîîáùå íèêàêèõ ñîîòíîøåíèé, êðîìå òðèâèàëüíûõ
γγ−1 = 1).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ ëþáûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ.

-=-=-=-=-=-

15. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÃÐÓÏÏÀ È ÒÅÎÐÈß ÃÐÓÏÏ.
-=-=-=-

Äèñêðåòíûå ãðóïïû

Èìåþòñÿ äâå î÷åíü ðàçíûå îáëàñòè ìàòåìàòèêè, êîòîðûå îõâàòûâàþòñÿ ïîíÿòèåì
ãðóïïû, îïðåäåëÿåìûì òðåìÿ ïðîñòûìè àêñèîìàìè.

Ñ îæäíîé ñòîðîíû ýòî íåïðåðûâíûå ãðóïïû, êàê, íàïðèìåð, ãðóïïû ìàòðèö (ãðóï-
ïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö, îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà, ãðóïïà ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì
1 è ìíîãî äðóãèõ). Â ýòèõ ãðóïïàõ, êðîìå ãðóïïîâûõ îïåðàöèé � ïðîèçâåäåíèÿ è
âçÿòèÿ îáðàòíîãî � ââåäåíà òîïîëîãèÿ, ïðè÷åì òàê, ÷òî ãðóïïîâûå îïåðàöèè íåïðå-
ðûâíû â ýòîé òîïîëîãèè. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ýòèõ ãðóïï çàíèìàþò ãðóïïû Ëè (ïî
èìåíè íîðâåæñêîãî ìàòåìàòèêà), â íèõ òî÷êè èìåþò îêðåñòíîñòè ãîìåîìîðôíûå îá-
ëàñòÿì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è îïåðàöèè çàäàþñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå ãðóïïû, â êîòîðûõ îïåðàöèÿ çà-
äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñåé÷àñ äèñêðåòíûå ãðóïïû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ
è ñîîòíîøåíèé, îíè íàçûâàþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè.

(Ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå çàíèìàþò òàêèå ãðóïïû, êàê, íàïðèìåð, êàíòîðîâî
ìíîæåñòâî � ïðÿìàÿ ñóììà ñ÷åòíîãî ÷èñëà ãðóïï Z2.)

Êîíå÷íî îïðåäåëåííûå ãðóïïû

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî k ñèìâîëîâ ("áóêâ"), êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì
ai, 1 ≤ i ≤ k. Äîáàâèì ê íèì åùå ñèìâîëû a−1 è ñèìâîë 1 è áóäåì ðàññìàòðèâàü
�ñëîâà� â àëôàâèòå èç ýòèõ áóêâ. Äâà ñëîâà íàçîâåì âçàèìíîîáðàòíûìè, åñëè îäíî
ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî çàìåíîé áóêâ íà îáðàòíûå è çàìåíîé ïîðÿäêà áóêâ â ñëîâå íà
îáðàòíûé.

Ïóñòü âî ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ ôèêñèðîâàíî êîíå÷íîå ÷èñëî l ñëîâ rj, 1 ≤ j ≤ l,
êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè èëè ïðîñòî ñîîòíðøå-
íèÿìè. Äîáàâèì ê íèì òðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ aia

−1
i è åùå 1.

Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè âî ìíîæåñòâî ñëîâ: äâà ñëîâà íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
âñòàâîê (ìåæäó ëþáûìè ñîñåäíèìè áóêâàìè èëè â êîíöå, èëè â íà÷àëå) êàêèõ-ëèáî
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îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé èëè óñòðàíåíèé (çàìåíîé îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
åäèíèöåé) èëè óñòðàíåíèåì 1, åñëè, êðîìå 1, â ñëîâå èìåþòñÿ äðóãèå áóêâû. Ñîîòíî-
øåíèå r îáû÷íî çàïèñûâþò â ôîðìå r = 1.

Òî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü, î÷åâèäíî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç G. Åäèíèöåé â G íàçîâåì êëàññ, ñîäåðæàùèé 1 è ñî-
õðàíèì îáîçíà÷åíèå 1. Âçàèìíîîáðàòíûìè íàçîâåì êëàññû, åñëè îíè ñîäåðæàò âçà-
èìíîîáðàòíûå ñëîâà. Â G ââåäåì îïåðàöèþ �ïðèñòàâêè� (angl. concatenation) äëÿ
ñëîâ A, B ñëîâî AB ïîëó÷àåñÿ ïðîäîëæåíèåì ñëîâà A ñëîâîì B. ßñíî, ÷òî çàìå-
íà ñëîâà A ýêâèâàëåíòíûì ñëîâîì A′ è B ýêâèâàëåíòíûì B′ ïðèâåäåò ê ñëîâó A′B′

ýêâèâàëåíòíîìó AB. Çíà÷èò, ìû ïîëó÷èëè îïåðàöèþ â ìíîæåñòâå G.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ãðóïïû. Äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî âåñòè íà ïðåäñòàâèòåëÿõ.

1. Àññîöèàòèâíîñòü (AB)C=A(BC) î÷åâèäíà: ïîñëå óñòðàíåíèÿ ñêîáîê ñëåâà è
ñïðàâà ïîëó÷èòñÿ òî æå ñàìîå âûðàæåíèå.

2. Ñâîéñòâî 1: 1A=A1=A ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ.
3. Ïðîèçâåäåíèå âçàèìíîîáðàòíûõ êëàññîâ åñòü êëàññ, ñîäåðæàùèé ïðîèçâåäåíèå

âçàèìíîîáðàòíûõ ñëîâ, êîòîðîå åñòü 1 â ñèëó òðèâèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé.
Èòàê, G åñòü ãðóïïà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå G â êàêóþ-ëèáî ãðóïïó H äëÿ êàæäîãî ñîîò-
íîøåíèÿ â G îáðàçû îáðàçóþùèõ áóäóò óäîâëåòâîðÿòü àíàëîãè÷íîìó ñîîòíîøåèþ â
H.

Ïðèìåðû.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � òðèâèàëüíàÿ èëè åäèíè÷íàÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî
ýëåìåíòà.

Ãðóïïà íàçûâûàåòñÿ êîììóòàòèâíîé (èëè àáåëåâîé), åñëè â íåé âûïîëíåíî ñî-
îòíîøåíèå ab = ba (ò.å. aba−1b−1 = 1). Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû åìó óäîâëå-
òâîðÿëè îáðàçóþùèå.

Ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ êîììóòàòèâíà.
Ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ëþáîìó ìîäóëþ m êîììóòàòèâíà ïî ñëîæåíèþ, à ïî ïðî-

ñòîìó ìîäóëþ p ñ èñêëþ÷åííûì íóëåì � ïî óìíîæåíèþ.

Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Òàê íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, â êîòîðîé íåò äðóãèõ ñîîòíîøåíèé,
êðîììå òðèâèàëüíûõ.

Â ýòîé ãðóïïå íåòðóäíî óêàçàü àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé ðàâåíñòâî äâóõ ýëåìåí-
òîâ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå � ðàâåíñòâî ýëåìåíòà åäèíèöå. Èìåííî, â äàííîì ïðåäñòà-
âèòåëå íóæíî óñòðàíèòü âñå ïàðû âèäà aa−1.

Äîêàçàòåëüñòâî íåñëîæíî ïðîâåñòè íàïðÿìóþ, íî, êðîìå òîãî, îíî ñëåäóåò èç âû-
÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåííîãî âûøå, ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áóêåòà îêðóæíîñòåé. Ìû
ïîêàçàëè, ÷òî ýòà ãðóïïà ñâîáîäíà, ò.å. íå èìååò ñîîòíîøåíèé (ñîîòíîøåíèå îçíà-
÷àåò ïåòëþ, ãîìîòîïíóþ íóëþ, íî ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñÿêàÿ ïåòëÿ ãîìîòîïèðóåòñÿ
â íà÷àëüíóþ òî÷êó ñ ïîìîùüþ óñòðàíåíèÿ âîçâðàòîâ, ò.å. ñ ïîìîùüþ òðèâèàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé).

Èòàê, ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ k îáðàçóþùèìè ñîñòîèò èç ñëîâ â àëôàâèòå èç aj, a
−1
j , 1 ≤

j ≤ k, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò âçàèìíîîáðàòíûå ñîñåäè.

Âåêòîðíàÿ ãðóïïà � ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ âåêòîðîâ âåùåñòâåííîãî èëè êîìïëåêñ-
íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íîìåðíîãî � íå ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíîé, õîòÿ â íåé è ìîæíî ââåñòè ãðóïïîâûå îáðàçóþùèå, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
êîòîðûõ êîíòèíóàëüíà è îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îíà ñâîáîäíà.
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Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïû âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíû è ïî
ñëîæåíèþ è (ñ èñêëþ÷åííûì íóëåì) ïî óìíîæåíèþ, à êâàòåðíèîíîâ ïî ñëîæåíèþ.

Áåðÿ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå öåëî÷èñëåííûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ,
ìû ïîëó÷èì öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé,
â êîòîðîé êðîìå òðèâèàëüíûõ èìåþòñÿ åùå òîëüêî ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàòèâíîñòè.
Ìû âñòðåòèëèñü ñ òàêîé ãðóïïîé ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, âû÷èñëèâ ôóíäàìåíòàëüíóþ
ãðóïïó òîðà.

Ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê äèñêðåòíàÿ, ïî ñëîæåíèþ èìå-
åò äîâîëüíî ñëîæíîå îïèñàíèå, à ïî óìíîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáêëêâîé ñ áåñ-
êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ (ïðîñòûìè ÷èñëàìè).

Ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå G×H èìååò â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ïàðû (ai, bj), ãäå ai îá-
ðàçóþùèå â G, à bj � âH. Ñîîòíîøåíèÿ â G×H òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïàðàìè ñîîòíîøåíèé
èç G è èç H, ò.å. îíè íåçàâèñèìî ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïîêîîðäèíàòíî.

Ïðÿìàÿ ñóììà áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï åñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà,
÷èñëî îáðàçóþùèõ â íåé ðàâíî ÷èñëó ñîìíîæèòåëåé.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé
ãðóïïîé (åñëè ìîäæóëè âçàèìíî ïðîñòû), íî Z2 × Z2 6= Z4.

Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå. Ýòà îïåðàöèÿ äâîéñòâåííà îïåðàöèè ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ â êàòåãîðíîì ñìûñëå (ò.å.â îïðåäåëåíèè íóæíî èçìåíèòü íàïðàâëåíèÿ ñòðå-
ëîê íà îáðàòíûå).

Ãðóïïà G, îáîçíà÷àåìàÿ P ∗Q, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï P è Q,
åñëè ôèêñèðîâàíû ãîìîìîðôèçìû p : P → G è q : Q→ G òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû
R ñ ãîìîìîðôèçìàìè p̄ : P → D è q̄ : Q → D èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì
r : G→ D òàê, ÷òî p̄ = rp, q̄ = rq.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûâåñòè, ÷òî èìåþòñÿ �îäíîñòîðîííèå îáðàòíûå� ãî-
ìîìîðôèçìû äëÿ p è q, òàê ÷òî ýòè ãîìîìîðôèçìû îêàçûâàþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè.

Íà ÿçûêå îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé ãðóïïà P ∗Q ñòðîèòñÿ êàê ãðóïïà, îáðàçóþ-
ùèå è ñîîòíîøåíèÿ êîòîðîé ñóòü âñå îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ ãðóïï-ñîìíîæèòåëåé.
Â ÷àñòíîñòè, íåò ñîîòíîøåíèé ìåæäó îáðàçóþùèìè, êîòîðûå áû íå ñâîäèëèñü ê 1 ñ
ïîìîùüþ òîëüêî èìåþùèõñÿ ñîîòíîøåíèé â äàííûõ äâóõ ãðóïïàõ.

Â ÷àñòíîñòè, ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï åñòü ñâî-
áîäíàÿ ãðóïïà.

Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï Z2 � ýòî ãðóïïà âçàèìíûõ îòðàæåíèé äâóõ
çåðêàë, ñòîÿøèõ äðóã ïðîîòèâ äðóãà.

Òåîðåìà âàí Êàìïåíà � Çåéôåðòà (áåç äîêàçàòåëüñòâà)

Ïîêà ó íàñ áûë îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï �ïîñòðîåíèå îä-
íîñâÿçíûõ íàêðûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâ (îäíîñâÿçíûå íàêðûâàþùèå íàçûâàþòñÿ óíè-
âåðñàëüíûìè).

Ñëåäóþùàÿ òåîîðåìà,êîòîðàÿ ïð âîäèòñÿ çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà, ïîçâîëÿåò âû-
÷èñëÿòü ôóíäàìåíàëüíóþ ãðóïïó, ðàçáèâàÿ äàííîå ïðîñòðàíñòâî íà ÷àñòè, äëÿ êî-
òîðûõ ýòî âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ ëåã÷å èëè óæå èçâåñòíî. Çà ïîäðîáíûì äîêàçà-
òåëüñòâîì îòîøëåì ê êíèãàì Ë.Â. Êåëäûø Òîïîëîãè÷åñêèå âëîæåíèÿ â åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî. Òðóäû ÌÈÀÍ ò.81 (1966) èëè ....

Òåîðåìà. Ïóñòü ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâëåíî êàê îáúåäèíåíèå äâóõ
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X = X1 ∪ X2, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâà X, X1, X2, X1 ∩ X2
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ëèíåéíî ñâÿçíû. Òîãäà ôóíäàìíòàëüíàÿ ãðóïïà π1X ïîëó÷àåòñÿ èç ñâîáîäíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ π1X1 ∗ π2X2 ïðèðàâíèâàíèåì ëþáûõ äâóõ êëàññîâ α ∈ π1X1 è β ∈ ß1X2 â
ñëó÷àå, åñëè îáà êëàññà ñîäåðæàò îäíó è òó æå ïåòëþ â X1 ∩X2.

Íà ÿçûêå îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîìèìî îáðàçóþùèõ è
ñîîòíîøåíèé îáåèõ ãðóïï π1X1 è π1X2 çàäàíèå ãðóïïû π1X èìååò åùå ñîîòíîøåíèÿ,
íàõîäÿùèåñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îáðàçóþùèìè ãðóïïû π1X1 ∩
X2: êàæäîé òàêîé îáðàçóþùåé c îòâå÷àåò ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðèðàâíèâàíèåì
âûðàæåíèé c â êàæäîé èç ãðóïï π1X1 è π1X2.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû � âû÷èñëåíèå ãðóïïû π1Sn, n ≥ 2:
ñôåðà åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ãîìåîìîðôíûõ Rn: äîïîëíåíèé ê
ïîëþñàì. Èõ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû òðèâèàëüíû (ò.ê. Rn ñòÿãèâàåìî). Èõ ñâî-
áîäíîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå åñòü åäèíè÷íàÿ ãðóïïà, è äîáàâëåíèå ñîîòíîøåíèé íå
èçìåíèò ýòîãî ôàêòà. Òàêèì îáðàçîì, π1Sn = 1. Ýòî ðàññóæäåíèå íå ïðèìåíèìî ê
π1S1, ò.ê. ïåðåñå÷åíèå ñëàãàåìûõ â ýòîì ñëó÷àå íå ñâÿçíî.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äâóõ ñâÿçíûõ è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ,
èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó, åñòü ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñëàãà-
åìûõ. ×òîáû ôîðìàëüíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó, óäîáíî äîïóñòèòü, ÷òî îáùàÿ òî÷êà
â X èìååò ñòÿãèâàåìóþ îêðåñòíîñòü. Äîáàâëÿÿ åå ê ñëàãàåìûì, ìû ïîëó÷èì îòêðû-
òûå ïîäìíîæåñòâà, íå èçìåíèâ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû, Òàê êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ãðóïïà ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íàÿ, ñîîòíîøåíèÿ îò îáðàçóþùèõ ãðóïïû ïåðåñå÷åíèÿ íå
äîáàâëÿþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñëàãàå-
ìûõ.

Â ÷àñòíîñòè, ìû ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóêåòà îêðóæíî-
ñòåé åñòü ñââîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîðà T
Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó íåìíîãî ïîñëîæíåå: ïîñ÷èòàåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû âàí

Êàìïåíà ãðóïïó òîðà (îíà ïîñ÷èòàíà íàìè óæå äâà ðàçà � ýòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ãðóïï Z).

Òîð T åñòü ïîâåðõíîñòü áàðàíêè. Ðàçðåæåì áàðàíêó ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ
è ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâå ïîëîâèíû U è V ïîâåðõíîñòè T. Êàæäàÿ ãîìåîìîðôíà
êîëüöó (ïðîèçâåäåíèå îêðóæíîñòè íà îòðåçîê) è, çíà÷÷èò, äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñåáå â
îêðóæíîñòü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êàæäîé ïîëîâèíû åñòü Z. Îä-
íàêî ïåðåñå÷åíèå èõ ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé, ò.å. íå ñâÿçíî. ×òîáû èñïîëüçîâàòü
òåîðåìó, èñïðàâèì ïîëîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, âîçüìåì íà÷àëüíóþ
òî÷êó a íà îáùåé áîëüøîé îêðóæíîñòè A. Âî-âòîðûõ, îáîçíà÷èì α îáðàçóþùóþ
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû íèæíåé ïîëîâèíû U è β âåðõíåé ïîëîâèíû V . Îáå ýòè
îáðàçóþùèå ïðåäñòàâëåíû ïåòëåé, îáõîäÿùåé áîëüøóþ îêðóæíîñòü A ïåðåñå÷åíèÿ â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü ñâåðõó). ßñíî,
÷òî ìû ñðàçó èìååì (ïî òåîðåìå) ñîîòíîøåíèå α = β.

Òåïåðü, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå ñòàëî ñâÿçíûì, äîáàâèì ê íèæíåé ïîëîâèíå
äóãó l, êîòîðàÿ ïî âåðõíåé ïîëîâèíå ñîåäèíÿåò òî÷êó a ñ òî÷êîé b íà ìåíüøåé îêðóæ-
íîñòè B ïåðåñå÷åíèÿ.
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Âåðõíÿÿ ïîëîâèíà íå ìåíÿåòñÿ, à ó íèæíåé óâåëè÷èòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà.
Ïðè äåôîðìàöèè ïîëîâèíû A òîðà ïî ñåáå â îêðóæíîñòü äóãà l òàêæå ïðåâðàòèòñÿ
â îêðóæíîñòü è ìû ïîëó÷èì áóêåò äâóõ îêðóæíîñòåé, ò.å. ïîëó÷èì ñâîáîäíóþ ãðóï-
ïó ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Ïåðâàÿ îáðàçóþùàÿ ñòàðàÿ α, âòîðóþ îáîçíà÷èì γ. Îíà
ïðåäñòàâëåíà ïåòëåé, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äóãè l è äóãè l′, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò òî÷êè a
è b â A.

Èòàê, ó íàñ óæå åñòü äâå îáðàçóþùèå α, γ ãðóïïû π1T. Òåïåðü íóæíî íàéòè
îáðàçóþùèå ïåðåñå÷åíèÿ. Îíî ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé A è B è äóãè l. Òàê êàê
äóããà ñòÿãèâàåìà, ìû ïîëó÷àåì ñíîâà áóêåò äâóõ îîêðóæíîñòåé è ñâîáîäíóþ ãðóïïó
ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Îäíà èç íèõ ïðåäñòàâëåíà îáõîäîì áîëüøîé îêðóæíîñòè, ò.å.
åñòü α. Âòîðàÿ èäåò ïî äóãå l, îáõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îêðóæíîñòü B
è âîçâðàùàåòñÿ ïî l, ïðîõîäÿ åå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâàÿ îáðàçóþùàÿ äàåò
íàì ñîîòíîøåíèå, óæå íàìè ðàññìîòðåííîå: α = β. Ðàññìîòðèì âòîðîå.

Ïåòëÿ lBl−1 íà âåðõíåé ïîëîâèíå V , î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò β, ò.å. α â ãðóï-
ïå òîðà. Ïðîãîìîòîïèðóåì ýòó ïåòëþ ïî íèæíåé ïîëîâèíå A ∪ l (äåëàÿ òðèâèàëü-
íûå âñòàâêè) â ïåòëþ, çàïèñàííóþ êàê ïðîèçâåäåíèå ïóòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
lBl−1 ' l(l′)−1l′B(l′)−1l′l−1. Ïåðâûå äâà ñîìíîæèòåëÿ äàþò ïåòëþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ
γ, ñëåäóþùèå òðè ïðåäñòàâëÿþò β = α è ïîñëåäíèå äâà � γ−1.

Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå α = γαγ−1 èëè αγ = γα, èëè αγα−1γ−1 =
1. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì äâóõ ýëåìåíòîâ α è γ è îáîçíà-
÷àåòñÿ [α, γ].

Èòàê, ìû ñíîâà ïîëó÷èëè ðåçóëüòàò, êîòîðûé óæå áûë ïîñ÷èòàí äâà ðàçà: ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîðà åñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Â
êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ììîæíî âçÿòü ïåòëè, ïðåäñòàâëÿþùèå ìåðèäèàí è ïàðàëëåëü
òîðà.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïîâåðõíîñòè êðåíäåëÿ.
Êðåíäåëü K ýòî äâîéíîé òîð. Îí ïîëó÷àåòñÿ òàê: â êàæäîì èç äâóõ òîðîâ áå-

ðåòñÿ íåáîëüøîé äèñê, âíóòðåííÿÿ ÷àñòü êîòîðîãî âûêèäûâàåòñÿ. Çàòåì ãðàíèöû
ýòèõ äèñêîâ, êîòîðûå ñëóæàò òàêæå ãðàíèöàìè îñòàâøèõñÿ ïîâåðõíîñòåé T1 è T2

åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Ñêëååííûå ãðàíèöû îáðàçóþò íà ïîëó÷èâ-
øåìñÿ êðåíäåëå îêðóæíîñòü C, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ãîðëîâèíîé K.

Ìû ñíîâà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäñòàâèâ K îáúåäèíåíèåì T1∪T2 ñ ïåðåñå÷åíèåì
C, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó âàí Êàìïåíà (C èìååò â K îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ
íà íåå äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñåáå).
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Òîð áåç äèñêà äåôîðìèðóåòñÿ íà ïàðó îêðóæíîñòåé. Ýòî ïðîùå âñåãî óâèäåòü,
ïðåäñòàâèâ òîð â âèäå êâàäðàòà, â êîòîðîì ñêëååíû ïàðû ïðîòèâîëåæàùèõ ðåáåð.
Äèñê, êîòîðûé âûêèäûâàåòñÿ ëåæèò âíóòðè êâàäðàòà (ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà
òîðå îí íå ïåðåñåêàåò íè ìåðèäèàíà, íè ïàðàëëåëè). Â òàêîì ñëó÷àå èìååòñÿ î÷å-
âèäíàÿ ðàäèàëüíàÿ ãîìîòîïèÿ, êîòîðàÿ äåôîðìèðóåò îñòàâøóþñÿ ÷àñòü êâàäðàòà íà
ãðàíèöó, ÷òî è äàåò òðåáóåìóþ ãîìîòîïèþ òîðà áåç äèñêà íà äâå îêðóæíîñòè, ïîëó-
÷àåìûå èç ãðàíèöû êâàäðàòà.

Èòàê, êàæäîå ñëàãàåìîå èìååò äâå ñâîáîäíûå îáðàçóþùèå, ñêàæåì αi, βi, è ãðóïïà
êðåíäåëÿ ïîëó÷àåò 4 îáðàçóþùèå, à ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî èç åäèíñòâåííîé
îáðàçóþùåé ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì γ.

Íàì íóæíî âûÿñíèòü, êàê ïåòëÿ, ïîëó÷åííàÿ îáõîäîì îêðóæíîñòè C âûðàæàåòñÿ
â êàæäîì ñëàãàåìîì Ti.

Äëÿ ýòîãî ñíîâà îáðàòèìñÿ ê êâàäðàòó, èç êîòîðîãî âûðåçàí äèñê. Òåïåðü ïîñìîò-
ðèì â êàêóþ ïåòëþ ïðè îïèñàííîé âûøå äåôîðìàöèè ïåðåõîäèò C. Î÷åâèäíî ýòî � îä-
íîêðàòíûé îáõîä ãðàíèöû êâàäðàòà. Íî ýòîò îáõîä ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ îòðåçêîâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ îäíîêðàòíî îáõîäèò ëèáî ìåðèäèàí, ëèáî ïàðàëëåëü òîðà. Ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî îáõîä C ïðåäñòàâëÿåò â T1 ýëåìåíò αβα

−1β−1. Â T2 ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íàÿ.
Ïîýòîìó ïîëó÷àåì: α1β1α

−1
1 β−1

1 = β2α2β
−1
2 α−1

2 = 1 èëè α1β1α
−1
1 β−1

1 α2β2α
−1
2 β−1

2 = 1
èëè [α1β1][α2β2] = 1 � åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå â ãðóïïå êðåíäåëÿ.

Êðåíäåëü ðîäà g
Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó êðåíäåëÿ Kg ðîäà g. Ýòî

ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñêëåéêîé g òîðîâ ñ âûáðîøåííûìè äèñ-
êàìè, êîòîðóþ äëÿ èíäóêòèíîãî ðàññóæäåíèÿ ëó÷øå ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò ïðè-
êëåéêè òîðà ñ äûðêîé ê êðåíäåëþ ðîäà g − 1 ñ äûðêîé.

×òîáû áóêâàëüíî ïîâòîðèòü ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå, íóæíî ïðåäñòàâèòü êðåí-
äåëü ââèäå ìíîãîóãîëüíèêà ñ 4g ñòîðîíàìè, ãäå êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ÷åòâåðêà
îáîçíà÷åíà aibi(ai)

−1(bi)
−1. Ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ðàçðåçîâ

è ñêëååê, íî ìû íå áóäåì ýòèì çäåñü çàíèìàòüñÿ, óêàçàâ íåìíîãî íèæå, ãäå ìîæíî
íàéòè ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæíèå òîïîëîãèè ïîâåðõíîñòåé.

Óêàæåì òîëüêî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: π1Kg åñòü ãðóïïà ñ 2g îáðàçóþùèìè
αi, βi è îäíèì ñîîòíîøåíèåì [α1β1] . . . [αgβg] = 1.

-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-

{Ñîïîñòàâëåíèå êëàññó ïðîñòðàíñòâ îäíîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ôóíêòîðà � ïåðåõîäà èç îäíîé êàòåãîðèè â äðóãóþ. Ïðè
ýòîì òàêæå è ìîðôèçìàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ìîðôèçìû (ñ ñîõðàíåíèåì êîìïîçèöèé è
åäèíè÷íîãî ìîðôèçìà). Â äàííîì ñëó÷àå ãîìîòîïíûì îòîáðàæåíèÿì ñîïîñòàâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.

Âàæíîñòü òàêîãî ïåðåõîäà ñîñòîèò â îãðóáëÿþùåì óïðîùåíèè ñâîéñòâ èñõîäíîé
êàòåãîðèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü äåòàëÿìè, íåñóùåñòâåííûìè â òåõ èëè èíûõ çà-
äà÷àõ, è ñäåëàòü áîëåå ÿâíûìè íóæíûå ñâîéñòâà. Ïîñëåäîâàòåëüíûå òàêèå ïåðåõîäû
íàïðàâëåíû îáû÷íî ê òîìó, ÷òîáû çàìåíèòü ãåîìåòðè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ âû÷èñëåíèåì
èíâàðèàíòîâ (÷èñåë, ìíîãî÷ëåíîâ, ïðîñòûõ ãðóïï è ïðî÷.).

Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ ñ íóæíîé òî÷êè çðåíèÿ îáúåê-

òîâ äàííîé êàòåãîðèè. Ñêàæåì, â òîïîëîãèè âàæåí âîïðîñ î ãîìåîìîðôèçìå. Íàïðèìåð,

îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ñîáñòâåííî òîïîëîãèè, íåïðîñòî âûÿñíèòü, ãîìåîìîðôíû èëè íåò

òå ïîâåðõíîñòè êðåíäåëÿ, î êîòîðûõ ìû òîëüêî ÷òî ãîâîðèëè. Ôóíêòîð ôóíäàìåíòàëü-

íîé ãðóïïû ïåðåâîäèò ýòîò âîïðîñ â ïðîáëåìó èçîìîðôèçìà ãðóïï. Â îáùåì âèäå ýòà

çàäà÷à â êàòåãîðèè ãðóïï íåðàçðåøèìà � ïîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îáùåãî àëãî-

ðèòìà äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èçîìîðôèçìà äâóõ ãðóïï, çàäàííûõ íàáîðàìè îáðàçóþùèõ è

98



ñîîòíîøåíèé. Îäíàêî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ãðóïï ïîâåðõíîñòåé ìû ìîæåì ñäåëàòü åùå

îäèí øàã � ïåðåéòè â êàòåãîðèþ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï, äîáàâèâ ê ïîëó÷åííîìó ñîîòíî-

øåíèþ ñîîòíîøåíèÿ êîììóòèðîâàíèÿ (ïðèìåíèâ ôóíêòîð êîììóòèðîâàíèÿ). Òàê êàê

äàííîå ñîîòíîøåíèå åñòü ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòîðîâ, îíî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî

âñëåäñòâèå äîáàâëåííûõ ñîîòíîøåíèé (ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 1=1). Çíà÷èò, ïîëó÷åííàÿ

ýòîé îïåðàöèåé � êîììóòèðîâàíèåì � ãðóïïà åñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, à äëÿ

ýòèõ ãðóïï ÷èñëî îáðàçóþùèõ åñòü èíâàðèàíò (ïîäîáíî ðàçìåðíîñòè äëÿ âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûå ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû íå èçîìîðô-

íû, à íàøè �îáúåêòû� � ïîâåðõíîñòè êðåíäåëåé � ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû, òåì

áîëåå íå ãîìåîìîðôíû.}

-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-
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