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Ãëàâà 1. Êðèâûå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

�1.1. Ïîíÿòèå êðèâîé. Ïàðàìåòðèçàöèÿ. Òåðìèí ¾êðèâàÿ¿ èìååò ðàçëè÷íûå òîëêîâàíèÿ
â ìàòåìàòèêå. Åãî çíà÷åíèå âàðüèðóåòñÿ îò ó÷åáíèêà ê ó÷åáíèêó è çà÷àñòóþ äàæå â ïðåäåëàõ
îäíîé êíèãè. Íèæå äàíû äâà îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå àäàïòèðîâàíû ê öåëÿì íàñòîÿùåãî êóðñà è
ìîãóò â äåòàëÿõ îòëè÷àòüñÿ îò îïðåäåëåíèé, äàííûõ â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ. Îäíî îïðåäåëåíèå �
ïðîñòîé äóãè � ïðèñïîñîáëåíî äëÿ èçó÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, êîòî-
ðûì ïîñâÿùåíà çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êóðñà. Äðóãîå îïðåäåëåíèå � êðèâîé � îòðàæàåò íàèáîëåå
îáùèé êëàññ îáúåêòîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíèìû îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ ýòîãî êóðñà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîäìíîæåñòâî γ ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé äóãîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç γ â îòðåçîê [0, 1] ÷èñëîâîé îñè R, îáðàòíîå ê
êîòîðîìó òàêæå íåïðåðûâíî.

Áèåêòèâíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñ íåïðåðûâíûìè îáðàòíûìè íàçûâàþò ãîìåîìîð-
ôèçìàìè, à òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (â íàøåì ñëó÷àå � ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ), ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì � ãîìåîìîðôíûìè. Èñïîëüçóÿ ýòîò òåð-
ìèí, îïðåäåëåíèå 1.1 ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å:

Îïðåäåëåíèå 1.1, êðàòêàÿ ôîðìà. Ïðîñòîé äóãîé â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå îòðåçêó [0, 1] âåùåñòâåííîé îñè.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðîñòîé äóãè íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî îòðåçêà [0, 1] ðàçðåøèòü
áðàòü ëþáîé íåòðèâèàëüíûé îòðåçîê [a, b] (¾íåòðèâèàëüíûé¿ îçíà÷àåò a < b).
Ðàçóìååòñÿ, äëÿ êàæäîé ïðîñòîé äóãè γ èìååòñÿ ìíîãî ãîìåîìîðôèçìîâ èç γ â íåêîòîðûé

îòðåçîê [a, b] ÷èñëîâîé îñè. Ëþáîé òàêîé ãîìåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé äóãè γ.
Òðàäèöèîííî ïàðàìåòðèçàöèþ äóã è êðèâûõ ïðåäñòàâëÿþò îòîáðàæåíèåì èç îòðåçêà â ïðî-

ñòóþ äóãó, à íå íàîáîðîò.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïàðàìåòðèçîâàííîé ïðîñòîé äóãîé â Rn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå r èç
íåêîòîðîãî îòðåçêà [a, b] ⊂ R â Rn, ÿâëÿþùååñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïðîñòàÿ äóãà ýòî ïðîñòàÿ äóãà ñ âûáðàííîé ïàðàìåòðèçà-
öèåé.
Ãîâîðÿ î êàêîé-ëèáî ïàðàìåòðèçàöèè r : [a, b] → γ ïðîñòîé äóãè ìû âñåãäà áóäåì ôèêñèðî-

âàòü îáîçíà÷åíèå äëÿ êîîðäèíàòû íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå [a, b] è íàçûâàòü åå ïàðàìåòðîì.
×àùå âñåãî ýòî áóäåò áóêâà ¾t¿. Òàê êàê ïàðàìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ïàðàìåòð åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ñòàíîâèòñÿ êîîðäèíàòîé íà ñàìîé äóãå.

Çàìå÷àíèå 1.1. Óñëîâèå ¾ãîìåîìîðôèçì íà îáðàç¿ â îïðåäåëåíèè 1.2 ìîæíî áûëî áû çàìåíèòü
íà íåïðåðûâíîñòü è èíúåêòèâíîñòü, â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷èëîñü áû ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå.
Åñëè æå âìåñòî îòðåçêà âçÿòü èíòåðâàë èëè ïîëóèíòåðâàë, òî ýòè óñëîâèÿ ïåðåñòàþò áûòü ðàâ-
íîñèëüíûìè. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå t 7→ (cos t, sin t) èç [0, 2π) â R2 íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî,
íî íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç (îêðóæíîñòü), òàê êàê îáðàòíîå ê íåìó ðàçðûâíî â
òî÷êå (1, 0).

Çàäà÷à 1.1. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èíòåðâàëà (0, 1) â R2, íå ÿâëÿ-
þùååñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.

Çàäà÷à 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ ïàðàìåòðèçàöèé r : [0, 1] → γ îäíîé è òîé æå ïðîñòîé
äóãè ïàðà òî÷åê {r(0), r(1)} îäíà è òà æå. Ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ êîíöàìè äóãè γ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ r : [a, b]→ Rn ïðîñòîé äóãè γ ⊂ Rn ðåãóëÿð-
íàÿ êëàññà Ck, ãäå k ∈ {1, 2, . . . ,∞}, åñëè îòîáðàæåíèå r ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck([a, b]) è íà
âñåì îòðåçêå [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

dr(t)

dt
6= 0
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(äëÿ êîíöîâ a è b â êà÷åñòâå ïðîèçâîäíîé áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî).

Âåêòîð dr(t)/dt íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè ïàðàìåòðèçîâàííîé äóãè r â òî÷êå r(t) è
äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ṙ(t). Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíîñòü ïàðàìåòðèçàöèè îçíà÷àåò,
÷òî åå âåêòîð ñêîðîñòè íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü î ðåãóëÿðíîñòè
ïàðàìåòðèçàöèè â êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êå. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî â óêàçàííîé òî÷êå âåêòîð
ñêîðîñòè îòëè÷åí îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïðîñòàÿ äóãà íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé (êëàññà Ck), åñëè îíà äîïóñêàåò ðåãóëÿð-
íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (êëàññà Ck, ïî óìîë÷àíèþ � êëàññà C∞).

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì âñþäó ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå
êëàññà C∞. Âñå òåîðåìû äàííîãî êóðñà âåðíû äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî êëàññà ãëàäêîñòè Ck,
êîòîðûé îïðåäåëèòü â êàæäîì ñëó÷àå î÷åíü ïðîñòî. Ñêîëüêî ïðîèçâîäíûõ çàäåéñòâîâàíî â
ôîðìóëèðîâêå (ÿâíî èëè êîñâåííî), òàêîâî è k.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëîâà ¾ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïðîñòàÿ äóãà¿ îçíà÷àþò ïðîñòóþ

äóãó γ âìåñòå ñ ïàðàìåòðèçàöèåé r : [a, b]→ γ, ÿâëÿþùåéñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé, íî íå îáÿçàòåëü-
íî ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèåé. Ñàìà äóãà γ ìîæåò ïðè ýòîì îêàçàòüñÿ ñîâñåì íå ãëàäêîé â æè-
òåéñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Íàïðèìåð, îáðàç îòðåçêà [−1, 1] ïðè îòîáðàæåíèè t 7→ (t2, t3) ∈ R2

ÿâëÿåòñÿ ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëîé, èìåþùèé ¾êëþâ¿ â òî÷êå (0, 0) (ðèñ. 1, ñëåâà). Ýòà òî÷êà
ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t = 0, ïðè êîòîðîì îáå ïðîèçâîäíûå dt2/dt è dt3/dt îáðàùà-
þòñÿ â íóëü.

x

y

x(t) = t2

y(t) = t3

Ðèñ. 1. Êðèâûå, äîïóñêàþùèå ãëàäêóþ, íî íå äîïóñêàþùèå ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

Çàäà÷à 1.3. Ïîñòðîèòü ãëàäêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîñòîé äóãè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 1, ñïðàâà). Ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íå ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîé.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ êðèâûõ âïîëíå äîñòàòî÷íî ïîíèìàòü êðèâóþ êàê ãëàä-
êóþ ïðîñòóþ äóãó. Ñëîâî ¾ïðîñòîé¿ ïðèìåíèòåëüíî ê êðèâûì èëè äóãàì îáû÷íî îçíà÷àåò ¾áåç
ñàìîïåðåñå÷åíèé¿. Îäíàêî, èíîãäà íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ¾äëèííûå¿ êðèâûå è èìåòü
òàêîå îãðàíè÷åíèå áóäåò íåóäîáíî.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå r : I → Rn èç íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ R â Rn, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþ-
ùåìó îãðàíè÷åíèþ: ïðîìåæóòîê I äîëæåí ïîêðûâàòüñÿ êîíå÷íûì ëèáî ñ÷åòíûì ñåìåéñòâîì
îòðåçêîâ [ai, bi], i = 1, 2, . . ., òàê ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ r íà êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòðèçîâàííîé ïðîñòîé äóãîé.
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Äàäèì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ. Ïîä ïðîìåæóòêîì ìû ïîíèìàåì îäíî èç ñëåäóþùåãî:

• íåòðèâèàëüíûé çàìêíóòûé îòðåçîê [a, b];
• èíòåðâàë (a, b);
• ïîëóèíòåðâàë [a, b) èëè (a, b];
• ëó÷ (−∞, b), (−∞, b], (a,+∞) èëè [a,+∞);
• âñþ ïðÿìóþ R = (−∞,+∞).

Óñëîâèå, íàëîæåííîå â îïðåäåëåíèè 1.5 íà îòîáðàæåíèå r, íóæíî íàì äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïðå-
òèòü ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé ¾òîïòàòüñÿ íà ìåñòå¿, ò.å. çàïðåòèòü ñèòóàöèþ, êîãäà öåëûé
íåòðèâèàëüíûé ïîäîòðåçîê â I îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó. Òàêîé çàïðåò íàêëàäûâàþò íå âñåãäà,
íî ñòîÿùèå íà ìåñòå ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ïîýòîìó îíè èñêëþ÷åíû çäåñü èç ðàññìîòðåíèÿ ïîëíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Òî÷êîé ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé r : I → Rn íàçûâàåòñÿ ïàðà âèäà
(t, r(t)), ãäå t ∈ I.

×àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü êðèâûå, èìåþùèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. òàêèå, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðûõ t1, t2 ∈ I âûïîëíåíî r(t1) = r(t2), íî t1 6= t2. Â ýòîì ñëó÷àå îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
Rn ñîîòâåòñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè íàøåé ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé, ïîñêîëüêó ñîîòâåò-
ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðàçëè÷íû. Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ìû íå îïðåäåëÿåì êðèâóþ êàê
ïîäìíîæåñòâî â Rn � îáðàç îòîáðàæåíèÿ r, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëÿåò êðèâóþ.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Äâå ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå r1 : I1 → Rn è r2 : I2 → Rn íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì ϕ : I1 → I2 òàêîé, ÷òî r1(t) = r2(ϕ(t)) äëÿ âñåõ
t ∈ I1.

Ìåíåå ôîðìàëüíî ýòî îïðåäåëåíèå çâó÷èò òàê: äâå ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå ñ ïàðàìåòðàìè
t è s ýêâèâàëåíòíû, åñëè r2 ïåðåõîäèò â r1 ïðè íåêîòîðîé çàìåíå ïàðàìåòðà s = ϕ(t).

Çàäà÷à 1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ïàðàìåòðèçîâàííûõ êðèâûõ îïðàâäûâàåò ñâîå
íàçâàíèå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàäà÷à 1.5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâóõ ïàðàìåòðèçîâàííûõ êðèâûõ r1 : I1 → Rn è r2 : I2 → Rn

è äâóõ òî÷åê t0 ∈ I1 è s0 ∈ I2 ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé çàìåíû ïàðàìåòðà s = ϕ(t), ãäå ϕ �
âîçðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) ôóíêöèÿ, ïåðåâîäÿùåé r2 â r1, è ϕ(t0) = s0.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Êðèâàÿ â Rn � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðàìåòðèçîâàííûõ êðèâûõ,
ãäå ýêâèâàëåíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.7. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè
êàêàÿ-ëèáî (à çíà÷èò è ëþáàÿ) åå ïàðàìåòðèçàöèÿ r : I → Rn ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà
ñâîé îáðàç.

Ðàçóìååòñÿ, êàæäîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî γ ⊂ Rn, êîòîðîå åñòü
îáðàç îòîáðàæåíèÿ äëÿ ëþáîé èç ïàðàìåòðèçàöèé. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýòî ïîäìíîæåñòâî,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëÿåò êðèâóþ îäíîçíà÷íî. Ãîâîðÿ î òî÷êå äàííîé êðèâîé ìû èìååì
â âèäó òî÷êó ýòîãî ïîäìíîæåñòâà γ âìåñòå ñ ïðàâèëîì, êîòîðîå äëÿ êàæäîé ïàðàìåòðèçàöèè
óêàçûâàåò íåêîòîðîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé òî÷êå, ïðè÷åì äåëàåò ýòî ñî-
ãëàñîâàííûì îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèè. Ìû íå äàåì çäåñü ôîðìàëüíîãî
îïðåäåëåíèÿ, ïîëàãàÿñü íà çäðàâûé ñìûñë ÷èòàòåëÿ.

Çàäà÷à 1.6. ßâëÿåòñÿ ëè êðèâàÿ Ïåàíî êðèâîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.8?

Èòàê, îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â ýòîé ãëàâå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå êðèâûå â ñìûñëå ñëåäó-
þùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ â Rn � ýòî êðèâàÿ â Rn, äîïóñêàþùàÿ ðåãóëÿðíóþ ïàðà-
ìåòðèçàöèþ, ò.å. ãëàäêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ r : I → Rn, äëÿ êîòîðîé

ṙ(t) 6= 0 ∀t ∈ I.
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü r1 : I1 → Rn è r2 : I2 → Rn � äâå ýêâèâàëåíòíûå ðåãóëÿðíûå ïàðàìåò-
ðèçàöèè (ò.å. çàäàþùèå îäíó è òó æå êðèâóþ) ñ ïàðàìåòðàìè t è s ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà t
è s âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t0 ∈ I1 � ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ïåðâîãî ïàðàìåòðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
x1(t), . . . , xn(t) êîîðäèíàòû âåêòîðà r1(t). Ïî óñëîâèþ ṙ1(t0) 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êå t0 íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ẋ

1. Òîãäà ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ R òî÷êè x1(t0) îïðåäåëåíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ϕ : U → R, òàêàÿ
÷òî ϕ(x1(t)) = t äëÿ âñåõ t èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0.
Ïóñòü t âûðàæàåòñÿ ÷åðåç s ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ψ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r1(ψ(s)) = r2(s). Ïî

óñëîâèþ r2(s) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ x1(ψ(s)) òàêæå ãëàäêàÿ, îòêóäà â äîñòà-
òî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè s0 = ψ−1(t0) ãëàäêîé ÿâëÿåòñÿ è ϕ(x1(ψ(s)) = ψ(s).
Äîêàçàòåëüñòâî ãëàäêîñòè äëÿ âûðàæåíèÿ s ÷åðåç t àíàëîãè÷íî. �

Íàì ïðèäåòñÿ òàêæå èìåòü äåëî ñ êðèâûìè, ãëàäêèìè âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ëèáî ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ r :
I → Rn è ïîêðûòèå ìíîæåñòâà I êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì îòðåçêîâ [ai, bi], îãðàíè÷åíèå
íà êàæäûé èç êîòîðûõ îòîáðàæåíèÿ r ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçîâàííîé äóãîé.

�1.2. Çàäàíèå êðèâûõ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî
ñ êðèâûìè, çàäàííûìè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé. Íà ïëîñêîñòè � ñ ïîìîùüþ îäíîãî óðàâíåíèÿ,
â ïðîñòðàíñòâå Rn ïðè n > 2 � ñ ïîìîùüþ ñèñòåì èç (n − 1) óðàâíåíèé. Ñ ãëîáàëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ äàííûé ïîäõîä íå ýêâèâàëåíòåí òîìó, ÷òî îïèñàí â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Íàïðèìåð,
îêðóæíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1, äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåýêâèâà-
ëåíòíûõ ïàðàìåòðèçàöèé (äàæå åñëè ïîòðåáîâàòü îò íèõ ðåãóëÿðíîñòè), à ãèïåðáîëà xy = 1 è
âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ êðèâîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.8, ïîñêîëüêó èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
Îäíàêî, åñëè íàëîæèòü íà ñèñòåìó óðàâíåíèé íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, òî ìû ïîëó÷èì îáú-

åêòû, ëîêàëüíî óñòðîåííûå òàê æå, êàê êðèâûå. Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà ýòî îãðàíè÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü f1, . . . , fn−1 � íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
U ⊂ Rn â R. Ìû ãîâîðèì, ÷òî òî÷êà x0 ∈ U ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòîãî íàáîðà ôóíêöèé ðåãóëÿðíîé,
åñëè x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïîäìíîæåñòâà U è ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ( ∂fi

∂xj

)
i=1,...,n−1; j=1,...,n

èìååò â òî÷êå x0 ðàíã n− 1.

Ãîâîðÿ î ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäàíèÿ êðèâûõ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðèçàöèè è ñ ïîìî-
ùüþ ñèñòåì óðàâíåíèé, ìû èìååì â âèäó ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.2. (i) Ïóñòü ãëàäêèå ôóíêöèè f1, . . . , fn−1 îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 ∈ Rn, îáðàùàþòñÿ â íóëü â x0 è òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé äëÿ (f1, . . . , fn−1).
Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé

(1.1) f1(x) = 0, . . . , fn−1(x) = 0

è íåðàâåíñòâî |x− x0| 6 ε çàäàåò ïðîñòóþ äóãó â Rn.
(ii) Ïóñòü, íàîáîðîò, r : I → Rn � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòîðîé êðèâîé, ðåãóëÿðíàÿ

â òî÷êå (t0,x0), ãäå x0 = r(t0) (äëÿ ïðîñòîòû ïóñòü t0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà I).
Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0 ïåðåñå÷åíèå îáðàçà δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 ñ çàìêíóòûì
øàðîì Bε(x0) = {x ∈ Rn ; |x − x0| < ε} äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ε > 0 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
ïðîñòîé äóãîé, çàäàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé f1(x) = 0, . . . , fn−1(x) = 0, ãäå f1, . . . , fn−1 �
íåêîòîðûé íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé â Bε(x0), äëÿ êîòîðîãî âñå òî÷êè ýòîé äóãè ðåãóëÿðíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîñêîëüêó òî÷êà x0 ðåãóëÿðíà, õîòÿ áû îäèí èç ìèíîðîâ ïîðÿäêà (n −
− 1) ìàòðèöû (∂fi/∂x

j)i=1,...,n−1; j=1,...n îòëè÷åí îò íóëÿ â x0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîâ ìèíîð, ñîñòàâëåííûé èç ïåðâûõ n− 1 ñòîëáöîâ. Òîãäà ïî òåîðåìå î íåÿâíîé
ôóíêöèè äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 â çàìêíóòîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ñèñòåìû (1.1) ìîæíî çàäàòü äðóãîé ñèñòåìîé: x1 = ϕ1(xn), . . . , xn−1 = ϕn−1(xn), ãäå ϕ1, . . .,
ϕn−1 � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â îêðåñòíîñòè xn0 (n-ÿ êîîðäèíàòà òî÷êè
x0). Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè x0 ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé ïðîñòîé äóãîé, çàäàííîé îòîáðàæåíèåì

t 7→ (ϕ1(t), . . . , ϕn−1(t), t),

ïðè÷åì ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ, î÷åâèäíî, ðåãóëÿðíà.
(ii) Òàê êàê ïàðàìåòðèçàöèÿ ðåãóëÿðíà, äëÿ îäíîé èç êîîðäèíàò ri âåêòîðà r èìååì ṙi(t0) 6= 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà êîîðäèíàòà rn. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé
ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè rn(t0), îáðàò-
íàÿ ê rn: ϕ(rn(t)) = t. Îòñþäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ äóãó α = r([t0 − δ, t0 + δ]) ìîæíî
ïàðàìåòðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ rn:

r(t) = r(ϕ(xn)).

Ïîëó÷àåì, ÷òî äóãà α çàäàåòñÿ â îáëàñòè

U = min(rn(t0 − δ), rn(t0 + δ)) 6 xn 6 max(rn(t0 − δ), rn(t0 + δ))

ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1.1), â êîòîðîé

f1(x1, . . . , xn) = x1 − r1(ϕ(xn)), . . . , fn−1(x1, . . . , xn) = xn−1 − rn−1(ϕ(xn)).

Âî âñåõ òî÷êàõ äóãè α ìàòðèöà (∂fi/∂x
j)i=1,...,n−1; j=1,...n−1 åäèíè÷íàÿ, îòêóäà ñëåäóåò èõ ðåãó-

ëÿðíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê äàííîé ñèñòåìå. �

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó (1.1) ðåãóëÿðíîé, åñëè âñå åå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè íàáîðà ôóíêöèé f1, . . . , fn−1.
Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ÿçûêîì ε, δ-ôîðìàëèçìà, èñïîëüçóÿ ñëîâî ¾ëîêàëü-

íî¿ êàê óêàçàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî ïîñëå ñóæåíèÿ íà äîñòàòî÷íî
ìàëóþ îêðåñòíîñòü îáñóæäàåìîé òî÷êè. Íàïðèìåð, òåîðåìà 1.2 ìîæåò çâó÷àòü òàê:

Òåîðåìà 1.2, êðàòêàÿ ôîðìà. Êàæäàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ â Rn ëîêàëüíî çàäàåòñÿ íåêîòîðîé
ðåãóëÿðíîé ñèñòåìîé n− 1 óðàâíåíèé: f1(x) = 0, . . . , fn−1(x) = 0. Íàîáîðîò, ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ
ñèñòåìà ëîêàëüíî çàäàåò ãëàäêóþ êðèâóþ.

Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 1.1 è 1.2 ìû ïîëüçîâàëèñü òåîðåìàìè îá îáðàòíîé è
î íåÿâíîé ôóíêöèè, êîòîðûå äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ îçíà÷àþò ïî ñóòè ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ëîêàëüíî ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ãëàäêîé êðèâîé â Rn âñåãäà ìîæíî
ïîëó÷èòü, âçÿâ çà ïàðàìåòð îäíó (íî íå ëþáóþ!) èç êîîðäèíàò. Åñëè êðèâàÿ èìååò êëàññ
ãëàäêîñòè Ck, òî ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ áóäåò êëàññà Ck.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû f1(x) = 0, . . . , fn−1(x) = 0, x ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íå
âûïîëíåíî, íàçûâàþòñÿ îñîáûìè äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Î ïîâåäåíèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé â îêðåñò-
íîñòè îñîáîé òî÷êè â îáùåì ñëó÷àå íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ýòî ïî-ïðåæíåìó
áóäåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x, y óðàâíåíèå x2 = 0 çàäàåò
ïðÿìóþ, íî âñå òî÷êè äëÿ ýòîãî çàäàíèÿ îñîáû. Âîçìîæíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé áóäåò êðè-
âîé, íî åå ãëàäêîñòü áóäåò íàðóøàòüñÿ â îñîáîé òî÷êå. Ïðèìåð: x3 − y2 = 0 � ïîëóêóáè÷åñêàÿ
ïàðàáîëà, íåãëàäêàÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îñîáàÿ òî÷êà ìîæåò îêàçàòüñÿ èçîëèðîâàííûì ðåøå-
íèåì: x2 + y2 = 0, èëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äóã, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé:
xy = 0. Âîçìîæíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äðóãèõ âàðèàíòîâ.



8

�1.3. Êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê ãëàäêîé êðèâîé â åå òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëü-
íîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé x1x2, ãäå x1 6= x2, ïðè x1,x2 → x0 (åñëè îíî ñóùåñòâóåò).

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ê ãëàäêîé êðèâîé â êàæäîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ. Äëÿ ëþáîé
ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì äëÿ êàñàòåëü-
íîé ïðÿìîé â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ãëàäêîé (äîñòàòî÷íî C1) ôóíêöèè r(t) âûïîë-
íåíî

ṙ(t) = lim
t1,t2→t; t1 6=t2

r(t1)− r(t2)

t1 − t2
.

�

Òåîðåìà 1.3. (i) Ïóñòü γ � ãëàäêàÿ ïðîñòàÿ äóãà, x0 ∈ γ � íåêîòîðàÿ åå òî÷êà, ` � êàñà-
òåëüíàÿ ïðÿìàÿ â òî÷êå x. Òîãäà äëÿ x1 ∈ γ, x1 6= x0 âûïîëíåíî

ρ(x1, `) = o(|x1 − x0|) x1 → x0,

ãäå ρ(x1, `) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x1 äî `.
(ii) Äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ γ êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðÿìîé ñ óêà-

çàííûì ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü íà γ âûáðàíà ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ r(t), â êîòîðîé x0 = r(0).
Â êà÷åñòâå òî÷êè x1 áóäåì áðàòü r(t), ãäå t ïðîáåãàåò îêðåñòíîñòü íóëÿ. Óñëîâèå r(t) → x0

ìîæíî çàìåíèòü íà t→ 0 (ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòîé äóãè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v0 âåêòîð ṙ(0). Ïî
óñëîâèþ v0 6= 0. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà èìååì

r(t) = x0 + v0t+ o(t) = x0 + (v0 + o(1)) t (t→ 0).

Ðàññòîÿíèå îò r(t) òî ïðÿìîé ` ðàâíî

ρ(r(t), `) = |r(t)− x0| sinα(t),

ãäå α(t) � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè v0 è (r(t)−x0). Ïîñêîëüêó r(t)−x0 = (v0 + o(1)) t, ýòîò óãîë
ðàâåí o(1) ïðè t→ 0. Ïîëó÷àåì

ρ(r(t), `) = |r(t)− x0| o(1) = o(|r(t)− x0|).

(ii) Ïóñòü òåïåðü `′ � äðóãàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0, è ïóñòü u � åå íàïðàâëÿ-
þùèé âåêòîð. Òîãäà

ρ(r(t), `′) = |r(t)− x0| sin β(t),

ãäå β(t) � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè u è r(t) − x0 = (v0 + o(1)) t. Ïðè t → 0 óãîë β(t) ñòðåìèòñÿ
ê óãëó ∠uv0, êîòîðûé ïî ïðåäïîëîæåíèþ îòëè÷åí îò 0 è π. Îòñþäà

ρ(r(t), `′) = |r(t)− x0| (const + o(1)),

ãäå const 6= 0. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Åñëè êðèâàÿ â Rn çàäàíà ðåãóëÿðíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

f1(x) = 0, . . . , fn−1(x) = 0,

òî êàñàòåëüíàÿ ê íåé â òî÷êå x0 çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

(1.2)
(∂f
∂x

)
x0

(x− x0) = 0,
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ãäå
(∂f
∂x

)
x0

� ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2 . . . ∂f1

∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2 . . . ∂f2

∂xn

. . . . . . . . . . . .

∂fn−1

∂x1

∂fn−1

∂x2 . . . ∂fn−1

∂xn

 ,

âçÿòàÿ â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (1.2) ðàâåí åäèíèöå, ïîýòîìó îíà çàäàåò íåêîòîðóþ
ïðÿìóþ. Ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç x0. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ïàðàëëåëüíà âåêòîðó
ñêîðîñòè êàñàòåëüíîé ïðÿìîé â òî÷êå x0 äëÿ êàêîé-ëèáî ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè.
Ïóñòü r(t) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ äàííîé êðèâîé, r(t0) = x0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

f(r(t)) ≡ 0 äëÿ âñåõ t, ãäå f = (f1, . . . , fn−1). Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

d

dt
f(r(t)) =

(∂f
∂x

)
r(t)

ṙ(t).

Ïîäñòàâëÿÿ t = t0, ïîëó÷àåì (∂f
∂x

)
x0

v0 = 0,

ãäå v0 � âåêòîð ñêîðîñòè ïðè t = t0. �

�1.4. Ñîïðèêîñíîâåíèå êðèâûõ. Òî÷êè ñïðÿìëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå äàííûå ãëàäêèå êðèâûå èìåþò â òî÷êå x0 ñîïðèêîñíî-
âåíèå ïîðÿäêà m, ãäå m > 1, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ èõ ðåãóëÿðíûõ ïàðàìåòðèçàöèé r1(t), r2(t) è
íåêîòîðîãî t0 âûïîëíåíî

(1.3) r1(t0) = r2(t0) = x0, |r1(t)− r2(t)| = o((t− t0)m) (t→ t0).

Çàäà÷à 1.7. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå äàííûå ãëàäêèå êðèâûå èìåþò â òî÷êå x0 ñîïðèêîñíî-
âåíèå ïîðÿäêà m, ãäå m > 1, åñëè äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè r1(t) ïåðâîé êðèâîé
íàéäóòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ r2(t) âòîðîé êðèâîé è t0, óäîâëåòâîðÿþùèå (1.3).

Èç ôîðìóëû Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (1.3) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

(1.4) r1(t0) = r2(t0), ṙ1(t0) = ṙ2(t0), . . . ,
( dm
dtm

r1

)
(t0) =

( dm
dtm

r2

)
(t0).

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü γ1, γ2 � äâå ãëàäêèå ïðîñòûå äóãè â Rn, èìåþùèå îáùóþ òî÷êó x0. Îíè
èìåþò â ýòîé òî÷êå ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ x ∈ γ1

âûïîëíåíî

(1.5) ρ(x, γ2) = o(|x− x0|m), (x→ x0),

ãäå ρ(x, γ2) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî äóãè γ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r1(t), r2(t) � ðåãóëÿðíûå ïàðàìåòðèçàöèè äàííûõ êðèâûõ, r1(0) =
r2(0) = x0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ṙ1(0) ïàðàëëåëåí
ïåðâîìó áàçèñíîìó âåêòîðó â Rn. (Åñëè ýòî íå òàê, ìû ìîæåì ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò.)
Òîãäà çà ïàðàìåòð íà γ1 ìîæíî âûáðàòü ïåðâóþ êîîðäèíàòó, ò.å. ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ ïåðâîé äóãè èìååò âèä

r1(t) = x0 + (t, o(t), . . . , o(t)) (t→ 0).
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Äëÿ òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè ìû èìååì

|r1(t)− x0| = (1 + o(1)) |t| (t→ 0),

ò.å. âåëè÷èíû |r1(t)−x0| è t îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, è ìîæíî çàìåíÿòü o(|r1(t)−x0|m) íà o(tm)
è íàîáîðîò. Îòñþäà óñëîâèå (1.3) âëå÷åò (1.5), ÷òî äîêàçûâàåò ÷àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿. Äîêàæåì
òåïåðü ÷àñòü ¾òîãäà¿.
Ïóñòü âûïîëíåíî (1.5). Âîçüìåì ñíà÷àëà êàêóþ-íèáóäü ïàðàìåòðèçàöèþ r2(t) âòîðîé äóãè ñ

óñëîâèåì r2(0) = x0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t) ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â îêðåñòíîñòè t0 óñëîâèåì:

(1.6) |r1(t)− r2(ϕ(t))| = o(|r1(t)− x0|m).

Ìû íå ïðåäïîëàãàåì îò ϕ ãëàäêîñòè è äàæå íåïðåðûâíîñòè. Èç (1.6) è îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîé
äóãè ñëåäóåò, ÷òî ϕ(t) → 0 ïðè t → 0. Êðîìå òîãî, íàïðàâëåíèå âåêòîðà r2(ϕ(t)) − x0 (ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ñòðåìèòñÿ ê íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ṙ1(t0) = (1, 0, . . . , 0), à
çíà÷èò, ïåðâóþ êîîðäèíàòó ìîæíî âçÿòü çà ïàðàìåòð è íà âòîðîé äóãå.
Ñ ýòîãî ìåñòà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ âòîðîé äóãè òàêæå èìååò âèä

r2(t) = x0 + (t, o(t), . . . , o(t)) (t→ 0).

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè x = r1(t), x1 = r2(t), x2 = r2(ϕ(t)) ïðè t → 0. Íàïðàâ-
ëåíèå âåêòîðà x2−x1, åñëè îí íåíóëåâîé, ñáëèæàåòñÿ ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ñêîðîñòè âòîðîé
êðèâîé â òî÷êå x0, ò.å. v0 = (1, 0, . . . , 0). Âåêòîð x1−x îðòîãîíàëåí âåêòîðó v0. Òàêèì îáðàçîì,
óãîë ∠xx1x2 ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîìó. Ìû çíàåì, ÷òî ïðîòèâîëåæàùàÿ åìó ñòîðîíà xx2 èìååò
ïîðÿäîê ìàëîñòè o(|x − x0|m) = o(tm). Îòñþäà âñå åãî ñòîðîíû èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå òàêîé
æå ïîðÿäîê ìàëîñòè, â ÷àñòíîñòè, |x− x1| = |r1(t)− r2(t)|, îòêóäà ñëåäóåò (1.3). �

Êàæäàÿ êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ïî îïðåäåëåíèþ èìååò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé ñîïðèêîñíî-
âåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî ìîæåò èìåòü ñîïðèêîñíîâåíèå è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Òî÷êà x êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñïðÿìëåíèÿ, åñëè â íåé êðèâàÿ γ
èìååò ñî ñâîåé êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà äâà.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü äàíà êðèâàÿ ñ ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèåé r(t). Òî÷êà, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t = t0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïðÿìëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âåêòîðû ñêîðîñòè ṙ(t0) è óñêîðåíèÿ r̈(t0) â íåé êîëëèíåàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r̃(t) � ïàðàìåòðèçàöèÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå ñïðÿìëåíèÿ, ïðè÷åì

(1.7) |r̃(t)− r(t)| = o(|t− t0|2) (t→ t0).

Òîãäà èç ôîðìóëû Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî ṙ(t0) = ˙̃r(t0), r̈(t0) = ˙̃r(t0), à âåêòîðû ˙̃r(t0), ¨̃r(t0)
êîëëèíåàðíû, òàê êàê ïàðàëëåëüíû îäíîé ïðÿìîé.
Ïóñòü, íàîáîðîò, èçâåñòíî, ÷òî âåêòîðû ṙ(t0) è r̈(t0) êîëëèíåàðíû. Ïàðàìåòðèçóåì îòðåçîê

êàñàòåëüíîé ïðÿìîé âîçëå òî÷êè r(t0) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r̃(t) = r(t0) + ṙ(t0)t+
r̈(t0)

2
t2, t ∈ [t0 − ε, t0 + ε].

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ ðåãóëÿðíà, òàê êàê ïî óñëîâèþ ṙ(t0) 6= 0. �

Òåîðåìà 1.5. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ, öåëèêîì ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê ñïðÿìëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
èëè ÷àñòüþ ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(t) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ äàííîé êðèâîé. Ïî óñëîâèþ äëÿ
âñåõ t íàéäåòñÿ ÷èñëî λ(t) òàêîå ÷òî

(1.8) r̈(t) = λ(t)ṙ(t).

Çàäà÷à 1.8. Äîêàæèòå, ÷òî λ(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò t.
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 è ïîëîæèì r0 = r(t0), v0 = ṙ(t0). Ðàâåíñòâî (1.8)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r(t) ñ ãëàäêîé
ïðàâîé ÷àñòüþ. Èç òåîðèè òàêèõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
åñëè ôèêñèðîâàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ r0 è v0 (íà÷àëü-
íûì ìîìåíòîì ñ÷èòàåòñÿ t0). Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî
ïðÿìîé. Äëÿ ýòîãî ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8), ñîîòâåòñòâóþùåå
äâèæåíèþ ïî ïðÿìîé.
À èìåííî, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

(1.9) r(t) = r0 + ϕ(t)v0,

ãäå ϕ � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå (1.8) âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè r(t0) = r0,
ṙ(t0) = v0 ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ ϕ:

ϕ̈(t) = λ(t)ϕ̇(t)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ϕ(t0) = 0, ϕ̇(t0) = 1.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ:

ϕ(t) =

∫ t

t0

exp
(∫ τ

t0

λ(s)ds
)
dτ,

ïðè÷åì ðåøåíèå îïðåäåëåíî âñþäó, ãäå îïðåäåëåíî λ(t). Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî èñõîäíàÿ
ïàðàìåòðèçàöèÿ èìåëà âèä (1.9). �

�1.5. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòü. Êðèâèçíà. Äëÿ òðåõ òî÷åê x1, x2, x3, íå ëåæàùèõ
íà îäíîé ïðÿìîé, îáîçíà÷èì ÷åðåç C(x1,x2,x3) ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íèõ îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà 1.6. (i) Åñëè òî÷êà x0 íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé γ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïðÿìëåíèÿ,
òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà îêðóæíîñòü C, èìåþùàÿ â x0 ñîïðèêîñíîâåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
γ.
(ii) Îêðóæíîñòü C, óêàçàííàÿ â ï. (i), ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ C(x1,x2,x3), ãäå x1, x2,

x3 � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè êðèâîé γ, ïðè îäíîâðåìåííîì ñòðåìëåíèè x1, x2, x3 ê x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü r(t) � íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ ñ óñëîâèåì
r(0) = x0. Ñîïðèêîñíîâåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0 ñ êàêîé-ëèáî äðóãîé êðèâîé îïðåäå-
ëÿåòñÿ âåêòîðàìè ñêîðîñòè ṙ(0) è óñêîðåíèÿ r̈(0). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè
òåîðåìû äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáóþ äðóãóþ êðèâóþ ñ òåìè æå âåêòîðàìè ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ
â òî÷êå x0. Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà êðèâàÿ
èìååò ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ:

(1.10) r(t) = x0 + vt+
a

2
t2.

Òàê êàê x0 � íå òî÷êà ñïðÿìëåíèÿ, âåêòîðû v è a ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Êàê íåòðóäíî âèäåòü,
ïàðàìåòðèçàöèÿ (1.10) çàäàåò ïàðàáîëó.
Ïóñòü C � îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x0. Ïðè ëþáîé åå ïàðàìåòðèçàöèè âåêòîðû ñêî-

ðîñòè è óñêîðåíèÿ ëåæàò â òîé æå ïëîñêîñòè, ÷òî è îíà ñàìà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
åå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ γ â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ëåæèò â ïëîñêîñòè Π, íàòÿíóòîé íà
âåêòîðû v è a, ÷òî ìû äàëüøå è ïðåäïîëàãàåì.

Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè C. Òîãäà âåêòîð u =
−−→
Ox0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

âåêòîðîâ v è a:

u = λv + µa.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè Π, äî îêðóæíîñòè C ðàâíî

ρ(x, C) =
∣∣|Ox| −R

∣∣,
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ãäå R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè C. Îòñþäà óñëîâèå ñîïðèêîñíîâåíèÿ îêðóæíîñòè C è γ ìîæíî
çàïèñàòü òàê: ∣∣|−−−→Or(t)| −R

∣∣ = o(t2),

÷òî ðàâíîñèëüíî (ïîñêîëüêó R 6= 0)

|
−−−→
Or(t)|2 = R2 + o(t2).

Ïîäñòàâëÿÿ
−−−→
Or(t) = u + vt+

a

2
t2,

ïîëó÷àåì (
u + vt+

a

2
t2,u + vt+

a

2
t2
)

= R2 + o(t2).

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè è îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà o(t2), ïîëó÷àåì

(u,u) + 2(u,v)t+ ((u,a) + (v,v))t2 = R2.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî R = |u|, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ñîïðèêîñíîâåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà îêðóæíîñòè C è êðèâîé γ:

(1.11) (u,v) = 0, (u,a) + (v,v) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ u = λv + µa, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà λ è µ ñî ñëåäóþùåé
ìàòðèöåé:

(1.12)

(
(v,v) (v,a)
(a,v) (a,a)

∣∣∣∣ 0
−(v,v)

)
.

Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ìàòðèöà Ãðàìà ïàðû âåêòîðîâ (v,a), êîòîðàÿ íåâûðîæäåíà ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ýòèõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó ñèñòåìà (1.12) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ï. (i). Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíûé âèä ýòîãî ðå-
øåíèÿ:

(1.13)
−−→
Ox0 = u = (v,v)

(v,a)v − (v,v)a

(v,v)(a,a)− (v,a)2

(ii) Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó êðèâàÿ èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ (1.10). Íàéäåì öåíòð îêðóæíîñòè

C(x1,x2,x3), ãäå xi = r(ti). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç P , à âåêòîð
−−→
Px1 � ÷åðåç w. Âåêòîðû

−−→x1x2 = (t2 − t1)
(
v +

t1 + t2
2

a
)

è −−→x1x3 = (t3 − t1)
(
v +

t1 + t3
2

a
)

îáîçíà÷èì ÷åðåç w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèå, çàäàþùåå öåíòð îêðóæíîñòè C(x1,x2,x3)
ñîñòîèò â ðàâåíñòâå ðàññòîÿíèé îò òî÷êè P äî òî÷åê xi:

(w,w) = (w + w1,w + w1) = (w + w2,w + w2).

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(1.14) 2(w,w1) = −(w1,w1), 2(w,w2) = −(w2,w2).

Çàìåòèì, ÷òî
t1 + t3

(t2 − t1)(t3 − t2)
w1 +

t1 + t2
(t3 − t1)(t2 − t3)

w2 = v,

1

(t2 − t1)(t2 − t3)
w1 +

1

(t3 − t1)(t3 − t2)
w2 =

1

2
a.

Îòñþäà ñèñòåìó (1.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

(1.15) (w,v) = A, (w,a) = B,
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ãäå

A =
(t23 − t21)(w1,w1) + (t21 − t22)(w2,w2)

2(t1 − t2)(t1 − t3)(t2 − t3)
,

B =
(t1 − t3)(w1,w1) + (t2 − t1)(w2,w2)

(t1 − t2)(t1 − t3)(t2 − t3)
.

Ïðîñòîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî A è B âûðàæàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò t1, t2, t3 êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò (v,v), (v,a), (a,a), ïðè÷åì

(1.16) A = o(1), B = −(v,v) + o(1), (max(|t1|, |t2|, |t3|)→ 0).

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå ñèñòåìà (1.15) ïåðåõîäèò â (1.11), åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w ñòðå-
ìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ðàíåå âåêòîðó u, à çíà÷èò, îêðóæíîñòü C(x1,x2,x3) ñòðåìèòñÿ ê C.
Òåïåðü ïóñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ ïðîèçâîëüíà, r(t) � íåêîòîðàÿ åå ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ,

r(0) = x0, íå îáÿçàòåëüíî âèäà (1.10). Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.1 (Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà). Ïóñòü f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäå-
ëåííàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ t1, t2, . . . , tk+1 èç åå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ìíîãî÷ëåí L(t) ñòåïåíè k, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
L(ti) = f(ti), i = 1, 2, . . . , k + 1. Ïðè t1, . . . , tk+1 → 0 çíà÷åíèÿ ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà L è ïåðâûõ k
åãî ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå 0 ñòðåìÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì äëÿ ôóíêöèè f :

L(0)→ f(0), L′(0)→ f ′(0), . . . , L(k)(0)→ f (k)(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ìíîãî÷ëåíà L âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ
íåãî:

L(t) =
k+1∑
i=1

f(ti)

∏
j=1,...,k+1, j 6=i

(t− tj)∏
j=1,...,k+1, j 6=i

(ti − tj)
.

Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà L íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå ñè-
ñòåìû èç k + 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òàêèì æå ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ â ëåâîé ÷àñòè åñòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Íàêîíåö, óòâåðæäå-
íèå î ïðåäåëå ïðîèçâîäíûõ â íóëå äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî k ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ðîëëÿ.
Áàçà èíäóêöèè � k = 0. Ìíîãî÷ëåí L åñòü êîíñòàíòà f(t1), êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê f(0) ïðè

t1 → 0. Äëÿ èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t1 < t2 < . . . < tk+1. Èç òåîðåìû Ðîëëÿ
ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ òî÷êè q1, . . . , qk â ïðîìåæóòêàõ (t1, t2), . . . , (tk, tk+1), â êîòîðûõ ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà L è ôóíêöèè f ñîâïàäàþò. Ïîäðîáíîñòè îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. �

Èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1 =
r1(t1), x2 = r2(t2), x3 = r3(t3) íà êðèâîé γ èìååòñÿ ðîâíî îäíà ïàðàáîëà γ̃ ñ ïàðàìåòðèçàöèåé

r̃(t) = x0 + v t+
a

2
t2,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ r̃(ti) = xi, i = 1, 2, 3. Êðîìå òîãî, ïðè t1, t2, t3 → 0 ìû èìååì v →
ṙ(0), a → r̈(0). Ìû óæå çíàåì, ÷òî îêðóæíîñòü C(x1,x2,x3) áëèçêà ê îêðóæíîñòè, èìåþùåé
ñ γ̃ ñîïðèêîñíîâåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0, öåíòð êîòîðîé â ñâîþ î÷åðåäü íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò v, a, à çíà÷èò, ñòðåìèòñÿ ê îêðóæíîñòè, èìåþùåé ñîïðèêîñíîâåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ γ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.6 îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îñòàòî÷íûå ÷ëåíû
o(1) â ôîðìóëàõ 1.16 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî v, a, åñëè ïîñëåäíèå ïðîáåãàþò ìàëóþ
îêðåñòíîñòü âåêòîðîâ ṙ(0), r̈(0). �

Îïðåäåëåíèå 1.16. Îêðóæíîñòü, èìåþùàÿ ñ ãëàäêîé êðèâîé γ ñîïðèêîñíîâåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ îêðóæíîñòüþ êðèâîé γ â òî÷êå x0. Åå ðàäèóñ R
è öåíòð O íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû è öåíòðîì êðèâèçíû êðèâîé γ â òî÷êå x0. Ïëîñêîñòü,
â êîòîðîé îíà ëåæèò, íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ êðèâîé γ â òî÷êå x0. Âåêòîð
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k =

−−→
x0O

R2
íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì êðèâèçíû, âåêòîð n =

−−→
x0O

R
� âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè, à

âåëè÷èíà k = 1/R � êðèâèçíîé êðèâîé â òî÷êå x0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè:

(n, ṙ) = 0, |n| = 1, k = k · n.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Âåêòîð êðèâèçíû è êðèâèçíà êðèâîé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðà-
ìåòðèçàöèè r(t) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

(1.17) k =
(ṙ, ṙ)r̈ − (ṙ, r̈)ṙ

(ṙ, ṙ)2
, k =

S(ṙ, r̈)

|ṙ|3
,

ãäå S( · , · ) îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà ïàðó âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.13), âûâåäåííîé âûøå. Ïîëó÷èì

k =
(ṙ, ṙ)(r̈, r̈)− (ṙ, r̈)2

(ṙ, ṙ)
√(

(ṙ, r̈)ṙ − (ṙ, ṙ)r̈, (ṙ, r̈)ṙ − (ṙ, ṙ)r̈
) =

(
(ṙ, ṙ)(r̈, r̈)− (ṙ, r̈)2

)1/2

(ṙ, ṙ)3/2
,

k = k2 (ṙ, ṙ)
(ṙ, ṙ)r̈ − (ṙ, r̈)ṙ

S(ṙ, r̈)2
.

�

�1.6. Íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð. Äëèíà äóãè. Ôîðìóëà äëÿ êðèâèçíû â íàòóðàëüíîé

ïàðàìåòðèçàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ãëàäêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîé, åñëè äëèíà
âåêòîðà ñêîðîñòè â íåé ïîñòîÿííà è ðàâíà åäèíèöå.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà êàê ïðàâèëî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå s, à äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî
íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó � øòðèõè, à íå òî÷êè: r′ = dr/ds, r′′ = d2r/ds2.

Çàìå÷àíèå 1.2. Èíîãäà íàòóðàëüíîé íàçûâàþò òàêæå ïàðàìåòðèçàöèþ, äëÿ êîòîðîé äëèíà âåê-
òîðà ñêîðîñòè ïîñòîÿííà, íî íå îáÿçàòåëüíî ðàâíà åäèíèöå.

Òåîðåìà 1.7. (i) Íà ãëàäêîé êðèâîé âñåãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ.
(ii) Ëþáûå äâå íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðèçàöèè s è ŝ îòëè÷àþòñÿ ñäâèãîì è/èëè îáðàùåíèåì

îðèåíòàöèè:
s = ŝ+ const èëè s = −ŝ+ const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì îáà ïóíêòà îäíîâðåìåííî. Ïóñòü r(t) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè-
çàöèÿ íåêîòîðîé êðèâîé. Áóäåì èñêàòü íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð êàê ôóíêöèþ îò t:

s = ϕ(t).

Ïî òåîðåìå 1.1 ôóíêöèÿ ϕ äîëæíà áûòü ãëàäêîé, åñëè íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñóùåñòâóåò.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòð s áóäåò íàòóðàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ s ìû áóäåì
èìåòü ∣∣∣dr(ϕ−1(s))

ds

∣∣∣ = 1.

Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:∣∣∣ṙ(ϕ−1(s))
dϕ−1(s)

ds

∣∣∣ = 1.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè, ïåðåïèñûâàåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå

(1.18) |ϕ̇(t)| = |ṙ(t)|.
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Ôóíêöèÿ |ṙ(t)| ïî óñëîâèþ íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò,
÷òî ëèáî äëÿ âñåõ t âûïîëíåíî ϕ̇(t) = |ṙ(t)|, ëèáî äëÿ âñåõ t âûïîëíåíî ϕ̇(t) = −|ṙ(t)|. Òàêèì
îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.18) èìååò âèä

ϕ(t) = ε

∫ t

t0

|ṙ(τ)| dτ + const,

ãäå ε = ±1. �

Çàäà÷à 1.9. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ãëàäêîé êðèâîé êîíå÷íîãî êëàññà
ãëàäêîñòè Cq èìååò íå ìåíüøèé êëàññ ãëàäêîñòè, ÷åì ëþáàÿ äðóãàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçà-
öèÿ.

Çàäà÷à 1.10. Ïîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåâåðíî áåç ñëîâà ¾ðåãóëÿðíàÿ¿.

Îïðåäåëåíèå 1.18. Äëÿ êðèâîé γ è äâóõ åå òî÷åê x1, x2 äóãîé êðèâîé γ ñ êîíöàìè x1, x2 ìû
íàçûâàåì êðèâóþ, ïàðàìåòðèçàöèè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèåì ïàðàìåòðèçàöèé êðèâîé γ
íà îòðåçîê, êîíöû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì x1 è x2.
Äëèíîé ãëàäêîé äóãè êðèâîé γ ñ êîíöàìè x1, x2 íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü |s1 − s2| ìåæäó çíà÷å-

íèÿìè íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì òî÷êàì. Äëèíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé äóãè
íàçûâàåòñÿ ñóììà äëèí ñîñòàâëÿþùèõ åå ãëàäêèõ äóã.

Èç òåîðåìû 1.7 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå äëèíû äóãè êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà
íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Èç åå äîêàçàòåëüñòâà ìû âèäèì òàêæå ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Â ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè äëèíà äóãè α âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

L(α) =

∣∣∣∣∫ t2

t1

|ṙ| dt
∣∣∣∣ ,

ãäå t1, t2 � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöàì äóãè.

Çàäà÷à 1.11. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà äóãè ñ êîíöàìè x1 = r(t1), x2 = r(t2) ðàâíà ïðåäåëó äëèíû
âïèñàííûõ ëîìàíûõ x1y1y2 . . .yqx2, ãäå yi = r(τi), t1 = τ0 < τ1 < τ2 < . . . < τq < τq+1 = t2 ïðè
ñòðåìëåíèè ê íóëþ âåëè÷èíû maxi=0,...,q(τi+1 − τi).

Äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ìíîãèå ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ. Ïðèìåðîì ñëóæèò ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.7. Â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè r(s) êðèâèçíà ãëàäêîé êðèâîé âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

(1.19) k(s) = |r′′(s)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó, êîòîðîé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü u(t) � ïåðåìåííûé âåêòîð ïîñòîÿííîé äëèíû, |u(t)| ≡ const. Òîãäà ïðè
âñåõ t èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(u̇,u) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñêàëÿðíûé êâàäðàò (u(t),u(t)) åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Îòñþ-
äà

0 =
d

dt
(u,u) = (u̇,u) + (u, u̇) = 2(u̇,u).

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü ïðàâèëîì Íüþòîíà�Ëåéáíèöà, êîòîðîå ïðèìåíèìî ê ëþáîé áèëè-
íåéíîé ôóíêöèè. �
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Èòàê, äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ìû èìååì

|r′| = 1, (r′, r′′) = 0.

Îòñþäà
S(r′, r′′) = |r′′|,

È ôîðìóëà (1.17) ïðåâðàùàåòñÿ â (1.19). �

Ôîðìóëà (1.19) èìååò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ: ïðè ïåðåìåùåíèè ïî êðè-
âîé íà ìàëîå ðàññòîÿíèå ∆s > 0 âåêòîð ñêîðîñòè ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë ∆ϕ = k ·∆s+ o(∆s).
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê âåêòîð r′′ îðòîãîíàëåí r′, òî óãîë ìåæäó âåêòîðîì r′(s+ ∆s) = r′(s) +
∆s · r′′(s) + o(∆s) è r′(s) ðàâåí ∆s · |r′′(s)|/|r′|+ o(∆s) = k ·∆s+ o(∆s), ñì. ðèñ. 2.

r′(s)

r′(s+ ∆s)

r′(s+ ∆s)

∆ϕ ∆s
∆ϕ ≈ k ·∆s

Ðèñ. 2. Êðèâèçíà � ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà

Çàäà÷à 1.12. Ïîêàæèòå, ÷òî âåêòîð êðèâèçíû êðèâîé â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ðàâåí
âåêòîðó óñêîðåíèÿ: k = r′′, à âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè (òàì, ãäå êðèâèçíà íå ðàâíà íóëþ) �
åäèíè÷íîìó âåêòîðó òîãî æå íàïðàâëåíèÿ: n = r′′/|r′′|.

�1.7. Êðèâèçíà ñî çíàêîì è ôîðìóëû Ôðåíå ïëîñêîé êðèâîé. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû
áóäåì èìåòü äåëî ëèøü ñ êðèâûìè íà ïëîñêîñòè R2.
Âûøå êðèâèçíà êðèâîé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå áûëà îïðåäåëåíà êàê íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëü-

íîå ÷èñëî. Â ñëó÷àå ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé ýòî ÷èñëî ïî÷òè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò âåêòîð
êðèâèçíû â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå. À èìåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð
êðèâèçíû ðàâåí

(1.20) k = k · n,
ãäå n � âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè, à ïîñëåäíèé � ýòî íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëü-
íûé âåêòîðó ñêîðîñòè. Â êàæäîé òî÷êå êðèâîé èìååòñÿ ðîâíî äâà ¾ïðåòåíäåíòà¿ íà âåêòîð
ãëàâíîé íîðìàëè, ò.å. äâà âåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó ñêîðîñòè.
Åñëè êðèâàÿ èìååò òî÷êè ñïðÿìëåíèÿ, òî â íèõ âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè íå îïðåäåëåí è

îáû÷íî íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàê, ÷òîáû áûòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò òî÷êè, ñì. ðèñ. 3,
ñëåâà.

k > 0 k < 0

Ðèñ. 3. Âåêòîð íîðìàëè n ïî óìîë÷àíèþ (ñëåâà) è ïðè çàäàííîé êîîðèåíòàöèè
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Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áûâàåò óäîáíî çàðàíåå ¾íàçíà÷èòü¿ îäèí èç ýòèõ äâóõ âåêòîðîâ âåêòîðîì
ãëàâíîé íîðìàëè, à êðèâèçíå ïðèïèñàòü çíàê ¾+¿ èëè ¾−¿ òàê, ÷òîáû ôîðìóëà (1.20) îñòàëàñü
âåðíîé, ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì âäîëü âñåé êðèâîé. Òàêîå ¾íàçíà÷åíèå¿
íàçûâàåòñÿ êîîðèåíòàöèåé êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 1.19. Ãîâîðÿò, ÷òî íà ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé âûáðàíà êîîðèåíòàöèÿ (èëè ÷òî
êðèâàÿ êîîðèåíòèðîâàíà), åñëè â êàæäîé òî÷êå ýòîé êðèâîé âûáðàí åäèíè÷íûé âåêòîð n, îðòî-
ãîíàëüíûé ñîîòâåòñòâóþùåìó âåêòîðó ñêîðîñòè v (äëÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ðåãóëÿðíîé
ïàðàìåòðèçàöèè), ïðè÷åì òàê, ÷òî îðèåíòàöèÿ ïàðû (v,n) îäíà è òà æå äëÿ âñåõ òî÷åê êðèâîé.
Ãîâîðÿò, ÷òî íà êóñî÷íî-ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé âûáðàíà êîîðèåíòàöèÿ, åñëè êîîðèåíòèðî-

âàíà êàæäàÿ åå ãëàäêàÿ äóãà, ïðè÷åì êîîðèåíòàöèè ðàçíûõ äóã ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé. À
èìåííî, ïàðû (v,n) âåêòîð ñêîðîñòè�âåêòîð íîðìàëè èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ äëÿ âñåõ
äóã.
Åñëè êðèâàÿ êîîðèåíòèðîâàíà, òî åå êðèâèçíîé íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè k â ðàâåíñòâå (1.20), ãäå âåêòîð êðèâèçíû k îïðåäåëåí êàê ðàíüøå, à n� íîðìàëü, çàäàþùàÿ
êîîðèåíòàöèþ êðèâîé, ñì. ðèñ. 3, ñïðàâà.

Çàäà÷à 1.13. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå ãëàäêîé êðèâîé óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îðèåíòàöèè ïàðû
(v,n) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîð n ãëàäêî çàâèñèò îò òî÷êè êðèâîé. Ïîêàæèòå, ÷òî êîîðè-
åíòàöèþ íà (êóñî÷íî-) ãëàäêîé êðèâîé ìîæíî âûáðàòü ðîâíî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Òåîðåìà 1.8 (Ôîðìóëû Ôðåíå ïëîñêîé êðèâîé). Äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè r(s) ãëàä-
êîé êîîðèåíòèðîâàííîé êðèâîé âî âñåõ òî÷êàõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(1.21)
v′ = k · n,
n′ = −k · v,

ãäå v = r′ � âåêòîð ñêîðîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî r′′ = v′ = k = k ·n. Òàê ÷òî äîêàçàòü íóæíî ëèøü âòîðîå
ðàâåíñòâî. Èç ëåììû 1.2 âåêòîðû n′ è n îðòîãîíàëüíû. Îòñþäà âåêòîð n′ êîëëèíåàðåí âåêòîðó
ñêîðîñòè v: n′ = λv. Äàëåå,

(n,v) ≡ 0, ñëåäîâàòåëüíî, 0 = (n,v)′ = (n′,v) + (n,v′) = λ+ k.

Îòñþäà λ = −k. �

Îïðåäåëåíèå 1.20. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòàâëåííûé ïðè íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçà-
öèè èç âåêòîðà ñêîðîñòè v = r′ è âåêòîðà íîðìàëè n = ±r′′/|r′′| (çíàê çàâèñèò îò êîîðèåíòàöèè,
ïî óìîë÷àíèþ � ¾+¿) â òî÷êå x0 äàííîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ôðåíå ýòîé êðèâîé â òî÷êå
x0.

Çàìåòèì, ÷òî áàçèñ Ôðåíå îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Åñëè èçìåíèòü çíàê íàòóðàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà: s 7→ −s, òî âåêòîð v òàêæå ìåíÿåò çíàê.
Ôîðìóëû Ôðåíå èìåþò âàæíîå ñëåäñòâèå:

Òåîðåìà 1.9. (i) Ãëàäêàÿ êîîðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî
ôóíêöèè k(s), âûðàæàþùåé êðèâèçíó ÷åðåç íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ
äî äâèæåíèÿ.
(ii) Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè k(s) íàéäåòñÿ ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñ çàâèñèìîñòüþ êðè-

âèçíû îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà, âûðàæåííîé ýòîé ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.21) èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé ïëîñêîñòè. Ýòè óðàâíåíèÿ âìåñòå ñ óðàâíåíèåì

(1.22) r′ = v

îáðàçóþò ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó ðå-
øåíèå ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ åäèíñòâåííî. Íà÷àëüíûìè äàííûìè ÿâëÿåòñÿ
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òî÷êà r(s0) è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ v(s0), n(s0), ò.å. íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð.
Äâèæåíèåì ïëîñêîñòè ëþáîé òàêîé ðåïåð ïåðåâîäèòñÿ â ëþáîé äðóãîé, à çíà÷èò ëþáîå ðåøåíèå
ìîæíî äâèæåíèåì ïåðåâåñòè â äðóãîå ðåøåíèå.
(ii) Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíûé ìîìåíò s0 è ïîëîæèì

(1.23)

ϕ(s) =

∫ s

s0

k(τ) dτ,

v(s) =
(
cos(ϕ(s)), sin(ϕ(s))

)
,

n(s) =
(
− sin(ϕ(s)), cos(ϕ(s))

)
,

r(s) =

∫ s

s0

v(τ) dτ.

Ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ýòè ôîðìóëû äàþò ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.21) è (1.22), à òàêæå òîãî, ÷òî
êðèâèçíà âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé k(s) îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà, îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. �

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû Ôðåíå èìåþò ñëåäóþùóþ êîìïàêòíóþ çàïèñü:(
v n

)′
=
(
v n

)(0 −k
k 0

)
.

Çàäà÷à 1.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x ãëàäêîé êðèâîé äî êàñàòåëüíîé ` â
òî÷êå x0 âûïîëíåíî

ρ(x, `) = k(x0)
|xx0|2

2
+ o(|xx0|2).

Çàäà÷à 1.15. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé åñòü ïðÿìàÿ èëè îêðóæ-
íîñòü (÷àñòü ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòè).

Çàäà÷à 1.16. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ãëàäêîé äóãè γε, ïîëó÷åííîé èç äàííîé äóãè γ ñäâèãîì
êàæäîé òî÷êè íà ìàëîå ðàññòîÿíèå ε ïî íàïðàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà íîðìàëè ðàâíà

L(γε) = L(γ)− ε
∫
γ

k(s) ds.

�1.8. Èíòåãðàë êðèâèçíû ïî çàìêíóòîìó ïëîñêîìó êîíòóðó.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Êðèâàÿ ñ ïàðàìåòðèçàöèåé r : [a, b] → Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè
r(a) = r(b). Åñëè ñêàçàíî, ÷òî îíà ãëàäêàÿ, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî
ïàðàìåòðèçàöèè ñ óñëîâèåì ṙ(a) = ṙ(b), r̈(a) = r̈(b), è ò.ä. Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ
ïðîñòîé, åñëè r(t1) 6= r(t2) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ t1, t2 ∈ [a, b).

Ïðåäëîæåíèå 1.8. Ïóñòü γ � ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ñ âûáðàííîé êîîðèåíòàöèåé. Òîãäà
èíòåãðàë êðèâèçíû ïî íåé êðàòåí 2π:∫

γ

k(s) ds = 2πm, ãäå m ∈ Z,

s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (1.23), êîòîðûå âîññòàíàâëèâàþò êðèâóþ ïî ôóíê-
öèè êðèâèçíû îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Òàê êàê âåêòîðû ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé
ìîìåíòû ñîâïàäàþò ïî ïðåäïîëîæåíèþ î çàìêíóòîñòè êðèâîé, äëÿ âåëè÷èíû

ϕ =

∫
γ

k(s) ds

ìû ïîëó÷àåì
(cosϕ, sinϕ) = (cos(0), sin(0)).

Îòñþäà ϕ = 2πm äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ Z. �
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Îïðåäåëåíèå 1.22. ×èñëî m â ïðåäëîæåíèè 1.8 íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ êðèâîé γ.

Çàäà÷à 1.17. Ïîñòðîèòü ãëàäêóþ çàìêíóòóþ ïëîñêóþ êðèâóþ ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ 0.

×èñëî âðàùåíèÿ èíòåðåñíî òåì, ÷òî îíî íå ìåíÿåòñÿ ïðè äåôîðìàöèÿõ êðèâîé â êëàññå ãëàä-
êèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ. Òàêèå äåôîðìàöèè íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ãîìîòîïèÿìè. Ðàññìîò-
ðåíèå ïîäîáíûõ âîïðîñîâ ñîñòàâëÿåò íà÷àëî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, íàçûâàåìîãî ãîìîòîïè÷åñêîé
òîïîëîãèåé, è âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà. ×èñëî âðàùåíèÿ íàì áóäåò èíòåðåñíî ëèøü â
îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, à èìåííî, äëÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ. Îäíàêî, íàì ïîòðåáóþòñÿ
íå òîëüêî ãëàäêèå, íî è êóñî÷íî ãëàäêèå êðèâûå, ïîýòîìó ìû äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.23. Ïóñòü γ � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ çàäàííîé êîîðèåíòàöèåé è ïàðàìåò-
ðèçàöèåé r(s), êîòîðàÿ íà âñåõ ãëàäêèõ äóãàõ γ ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé. Îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè,
çàäàííóþ ïàðîé v,n, ñîñòîÿùåé èç âåêòîðà ñêîðîñòè è âåêòîðà íîðìàëè â òî÷êàõ ãëàäêîñòè, áó-
äåì ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíîé. Ïóñòü x0 = r(s0) � íåêîòîðàÿ òî÷êà γ, â êîòîðîé âåêòîð ñêîðîñòè
v = r′ èìååò ðàçðûâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v− è v+ ïðåäåëû âåêòîðà ñêîðîñòè v(s) ïðè s→ s0 − 0
è s → s0 + 0 ñîîòâåòñòâåííî. Âíåøíèì óãëîì êðèâîé γ â òî÷êå x0 íàçîâåì óãîë ìåæäó âåêòî-
ðàìè v− è v+, âçÿòûé ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè îíè îáðàçóþò ïàðó ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè, è
ñî çíàêîì ¾−¿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñì. ðèñ. 4.

Äàííîå îïðåäåëåíèå òðåáóåò äîðàáîòêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà v− = −v+, ò.å. êîãäà êðèâàÿ â òî÷êå
x0 ðàçâîðà÷èâàåòñÿ íàçàä. Äëÿ ïðîñòûõ êðèâûõ ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íî äëÿ öåëåé íàñòîÿùåãî
êóðñà íàì áóäåò óäîáíåå ïðîñòî èñêëþ÷èòü ýòîò ñëó÷àé èç ðàññìîòðåíèÿ.

n

v−

v+

θ

n

v−

v+

−θ

Ðèñ. 4. Âíåøíèé óãîë θ âñåãäà ðàâåí π ìèíóñ âíóòðåííèé óãîë äëÿ îáëàñòè,
âíóòðü êîòîðîé íàïðàâëåí âåêòîð n

Îïðåäåëåíèå 1.24. Ïðîñòîé çàìêíóòîé îáëàñòüþ íà ïëîñêîñòè R2 ìû íàçûâàåì ëþáîå ïîä-
ìíîæåñòâî â R2, ãîìåîìîðôíîå åäèíè÷íîìó êðóãó

{(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 6 1}.
Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü Ω � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü â R2, ãðàíèöà êîòîðîé ∂Ω åñòü
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ. Çàäàäèì íà γ êîîðèåíòàöèþ, íàïðàâèâ âåê-
òîð íîðìàëè n âíóòðü Ω. Ïóñòü γ1, . . . , γq � ïðîñòûå ãëàäêèå äóãè, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà
γ è ïóñòü θ1, . . . , θq � âñå âíåøíèå óãëû êðèâîé γ. Íàêîíåö, ïóñòü íà γ çàäàí ïàðàìåòð s,
íàòóðàëüíûé äëÿ êàæäîé åå ãëàäêîé äóãè. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(1.24)
∑
i

∫
γi

k(s) ds+
∑
i

θi = 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû íå áóäåì äàâàòü ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà, à äàäèì ëèøü íàãëÿäíîå îáú-
ÿñíåíèå. Êàê ìû âèäåëè ðàíüøå, èíòåãðàë êðèâèçíû ïî ãëàäêîé äóãå ðàâåí óãëó ïîâîðîòà
âåêòîðà ñêîðîñòè. Äëÿ äîñòàòî÷íî êîðîòêîé äóãè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë êðèâèçíû ïî íåé
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ðàâåí âíåøíåìó óãëó ìåæäó îòðåçêàìè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ â åå êîíöàõ, ñì. ðèñ. 5.
Ðàçáèâ ∂Ω íà êîðîòêèå ãëàäêèå äóãè è çàìåíèâ êàæäóþ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó îòðåçêîâ êà-

α θ =
∫
α
k(s) ds

Ω

Ðèñ. 5.

ñàòåëüíûõ, ìû ïîëó÷èì ìíîãîóãîëüíèê, ñóììà âíåøíèõ óãëîâ êîòîðîãî â òî÷íîñòè ðàâíà ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (1.24). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âíåøíèõ óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêà
ðàâíà 2π. �

Îïðåäåëåíèå 1.25. Âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (1.24) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì
êðèâèçíû ïî ãðàíèöå îáëàñòè Ω è îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî ÷åðåç∫

∂Ω

k ds.

�1.9. Ôîðìóëû Ôðåíå ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé. Êðó÷åíèå. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ãëàäêóþ êðèâóþ â R3 áåç òî÷åê ñïðÿìëåíèÿ, çàäàííóþ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçà-
öèåé r(s). Ïðîñòðàíñòâî R3 ñ÷èòàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.
Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, ÷åðåç v è n âåêòîðû ñêîðîñòè è ãëàâíîé íîðìàëè:

v = r′, n =
r′′

|r′′|
,

è äîïîëíèì èõ äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà âåêòîðîì

b = [v,n],

ãäå [ · , · ] îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Âåêòîð b íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì áèíîðìàëè äàííîé
êðèâîé â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.26. Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ v(s),n(s), b(s) íà-
çûâàåòñÿ áàçèñîì Ôðåíå äàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé â òî÷êå r(s).

Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, áàçèñ Ôðåíå ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. À
èìåííî, åñëè èçìåíèòü çíàê íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà, òî âåêòîðû v, b ïîìåíÿþò íàïðàâëåíèå
íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ýòèì íåîäíîçíà÷íîñòü èñ÷åðïûâàåòñÿ.

Òåîðåìà 1.11 (Ôîðìóëû Ôðåíå ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé). Áàçèñ Ôðåíå v,n, b ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êðèâîé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

(1.25)

v′ = kn,

n′ = −kv + κb,

b′ = −κn,

ãäå κ = κ(s) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óðàâíåíèå â (1.25) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèé è âûïîëíåíî â
ëþáîé ðàçìåðíîñòè n > 2.
Ïîñêîëüêó áàçèñ Ôðåíå îðòîíîðìèðîâàí, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u âûïîëíåíî

(1.26) u = (u,v)v + (u,n)n + (u, b)b.

Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.2, à òàêæå ñëåäóþùèì àíàëîãè÷íûì íàáëþäåíèåì: åñëè äâà
âåêòîðà u1(s), u2(s), çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, îðòîãîíàëüíû, òî

(1.27) (u′1,u2) = −(u1,u
′
2).
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Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà: 0 = (u1,u2)′ = (u′1,u2) + (u1,u
′
2).

Îáîçíà÷èì (n′, b) ÷åðåç κ. Èç (1.26), (1.27) è ëåììû 1.2 ïîëó÷àåì:

n′ = (n′,v)v + (n′,n)n + (n′, b)b = −(n,v′)v + κb = −kv + κb,

b′ = (b′,v)v + (b′,n)n + (b′, b)b = −(b,v′)v − (b,n′)n = −κn.

�

Óðàâíåíèÿ (1.25) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

(1.28)
(
v n b

)′
=
(
v n b

)0 −k 0
k 0 −κ
0 κ 0

 .

Îïðåäåëåíèå 1.27. Âåëè÷èíà κ(s) â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1.11 íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì äàí-
íîé êðèâîé â òî÷êå (s, r(s)).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êðó÷åíèÿ âèäåí èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ â (1.25): ýòî ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
âåêòîðà b, à çíà÷èò, ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè êðèâîé â äàííîé òî÷êå.

Çàäà÷à 1.18. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå êðó÷åíèÿ â äàííîé òî÷êå êðèâîé íå èçìåíèòñÿ, åñëè
ñìåíèòü íàïðàâëåíèå åå îáõîäà, ò.å. ñäåëàòü çàìåíó íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà s 7→ −s.

Òåîðåìà 1.12. Êðèâàÿ â R3 áåç òî÷åê ñïðÿìëåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êðó÷åíèå âñþäó ðàâíî íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êðèâàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, òî äëÿ âñåõ s âåêòîðû v(s) è n(s) îáðàçóþò
áàçèñ â ýòîé ïëîñêîñòè, à çíà÷èò âåêòîð b(s), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê íåé, ïîñòîÿíåí,
b′ = 0. Îòñþäà κ(s) = 0 äëÿ âñåõ s.
Ïóñòü, íàîáîðîò, êðó÷åíèå ðàâíî íóëþ. Òîãäà èç òðåòüåé ôîðìóëû â (1.25) ñëåäóåò, ÷òî âåê-

òîð b(s) ïîñòîÿíåí. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ñêîðîñòè v(s) ïðè âñåõ s îðòîãîíàëåí ïîñòîÿííîìó
âåêòîðó, à çíà÷èò, ýòîìó âåêòîðó îðòîãîíàëåí è ëþáîé âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè íàøåé
êðèâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ ïëîñêàÿ. �

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Â ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè êðó÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

(1.29) κ =
Vor(ṙ, r̈,

...
r )

S(ṙ, r̈)2
,

ãäå Vor( · , · , · ) îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííûé îáúåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (1.17), âûðàçèì áàçèñ Ôðåíå ÷åðåç âåêòîðû ṙ, r̈:

v = ṙ
dt

ds
, n =

((ṙ, ṙ)r̈ − (ṙ, r̈)ṙ)

|ṙ|S(ṙ, r̈)
, b = [v,n] = a [ṙ, r̈],

ãäå

a =
dt

ds

|ṙ|
S(ṙ, r̈)

.

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ â (1.25) ïîëó÷àåì

κ = −(b′,n) = −(a′ [ṙ, r̈],n)−
(
a
[ dt
ds

r̈, r̈
]
,n
)
−
(
a
[
ṙ,
dt

ds

...
r
]
,n
)
.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ êàê ñìåøàííûå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ.
Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî

−
(
a
[
ṙ,
...
r
dt

ds

]
,n
)

= −
(
a
[
ṙ,
...
r
dt

ds

]
,
|ṙ| r̈
S(ṙ, r̈)

)
= −

( dt
ds

)2 |ṙ|2

S(ṙ, r̈)2
Vor(ṙ,

...
r , r̈) =

Vor(ṙ, r̈,
...
r )

S(ṙ, r̈)2
.

�
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�1.10. Âîññòàíîâëåíèå êðèâîé â R3 ïî êðèâèçíå è êðó÷åíèþ. Àíàëîãè÷íî ïëîñêîìó
ñëó÷àþ ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî êðèâèçíå è êðó÷åíèþ.

Òåîðåìà 1.13. Äëÿ ëþáîé ïàðû ãëàäêèõ ôóíêöèé k,κ : I → R, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ âñþäó
ïîëîæèòåëüíà, ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà êðèâàÿ â R3, êðèâèçíà è
êðó÷åíèå êîòîðîé âûðàæàþòñÿ äëÿ íåêîòîðîé íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ôóíêöèÿìè k è
κ ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè íå îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ. Óðàâíå-
íèÿ (1.25) âìåñòå ñ r′ = v îáðàçóþò ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ðåøåíèå êîòîðîãî åäèíñòâåííî ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûìè ÿâëÿåòñÿ
íà÷àëüíàÿ òî÷êà è áàçèñ Ôðåíå â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð ïåðåâîäèòñÿ äâèæåíèåì â ëþáîé äðóãîé. Ïîýòîìó íà÷àëüíûå äàííûå
îäíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïåðåâåñòè â íà÷àëüíûå äàííûå äðóãîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì îäíî ðå-
øåíèå ïåðåéäåò â äðóãîå â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñîáñòâåííûõ
äâèæåíèé.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ íóæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé ìîìåíò s0 ∈ I è

ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð x0,v0,n0, b0, ðåøèòü
óðàâíåíèÿ (1.25), à çàòåì óðàâíåíèå r′ = v ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè v(s0) = v0, n(s0) =
n0, b(s0) = b0, r(s0) = x0. Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà âñåì ïðîìåæóòêå I, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ
ëèíåéíû. Íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî êðèâèçíà è êðó÷åíèå ïîëó÷åííîé êðèâîé âûðàæàþòñÿ
èñõîäíûìè ôóíêöèÿìè k(s), κ(s). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî áàçèñ v,n, b îñòàåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííûì â ñèëó óðàâíåíèé (1.25).

Ëåììà 1.3. Ïóñòü X(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà, ïðè÷åì â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 îíà îðòîãîíàëüíà. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) ìàòðèöà X(t) îðòîãîíàëüíà ïðè âñåõ t;
(ii) ïðè âñåõ t ìàòðèöà X(t)−1Ẋ(t) êîñîñèììåòðè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì A(t) = X>(t)X(t), B(t) = X(t)−1Ẋ(t). Èìååì

(1.30) Ȧ = Ẋ>X +X>Ẋ = B>A+ AB.

Ìàòðèöà X(t) îðòîãîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A(t) = E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Åñëè A(t) = E äëÿ âñåõ t, òî èç (1.30) ñëåäóåò, ÷òî B>(t) +B(t) = 0 äëÿ âñåõ t.
Ïóñòü, íàîáîðîò, ìàòðèöà B(t) êîñîñèììåòðè÷íà ïðè âñåõ t è A(0) = E. Òîãäà ïîñòîÿííàÿ

ôóíêöèÿ A(t) = E ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.30) ñ ýòèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Îñòàåòñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ. �

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.13. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(s) ìàòðèöó, ïî ñòîëáöàì êî-
òîðîé ñòîÿò âåêòîðû v(s), n(s), b(s), íàéäåííûå èç óðàâíåíèé (1.25). Îðòîíîðìèðîâàííîñòü
áàçèñà v(s),n(s), b(s) îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèöû A(s). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò s = s0

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âûïîëíåíî. Óðàâíåíèÿ (1.25) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

A′ = A

0 −k 0
k 0 −κ
0 κ 0

 .

Îòñþäà ïî ëåììå 1.3 ìàòðèöà A(s) îðòîãîíàëüíà ïðè âñåõ s. �

�1.11. Ýâîëþòà è ýâîëüâåíòà ïëîñêîé êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 1.28. Ïóñòü γ � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè áåç òî÷åê ñïðÿìëåíèÿ. Òîãäà
ýâîëþòîé êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, êîòîðóþ îïèñûâàåò öåíòð êðèâèçíû êðèâîé γ.

Îïðåäåëåíèå 1.29. Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé äàííîãî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ, åñëè
îíà êàñàåòñÿ âñåõ ïðÿìûõ ýòîãî ñåìåéñòâà.
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Òåîðåìà 1.14. Ýâîëþòà êðèâîé γ áåç òî÷åê ñïðÿìëåíèÿ è áåç òî÷åê, ãäå îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïðîèçâîäíàÿ êðèâèçíû ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó, ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà íîðìàëåé
ê γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(s) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ. Åå öåíòð êðèâèçíû â
òî÷êå r(s) èìååò êîîðäèíàòû

r̃(s) = r(s) +
1

k(s)
n(s),

ãäå n � âåêòîð íîðìàëè ê êðèâîé. Ýòà ôîðìóëà çàäàåò íåêîòîðóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ýâîëþòû γ̃
êðèâîé γ. Äëÿ êàæäîãî s âû÷èñëèì åå âåêòîð ñêîðîñòè:

r̃′ = r′ +
1

k
n′ − k′

k2
n = − k

′

k2
n.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Ôðåíå äëÿ êðèâîé γ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
êàæäîì s òî÷êà r̃(s) íàõîäèòñÿ íà íîðìàëè `(s) = r(s) + 〈n(s)〉 ê êðèâîé γ è âåêòîð ñêîðîñòè
r̃′(s) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ýòîé íîðìàëè. Èíà÷å ãîâîðÿ, êðèâàÿ γ̃ êàñàåòñÿ íîðìàëè `(s) â
òî÷êå r̃(s). �

Åñëè ïðîèçâîäíàÿ k′ êðèâîé γ îáðàùàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå â íóëü, òî â ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êå ýâîëþòà ìîæåò èìåòü, è, êàê ïðàâèëî, èìååò, îñîáåííîñòü, òàê êàê åå ïàðàìåòðèçàöèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿðíîé (íàïðèìåð, íàòóðàëüíîé) ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé γ, íå ÿâëÿåòñÿ
â òàêèõ òî÷êàõ ðåãóëÿðíîé äëÿ íåå ñàìîé.

Îïðåäåëåíèå 1.30. Êðèâàÿ, êîòîðóþ îïèñûâàåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðÿìîé, êàòÿùåéñÿ áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî êðèâîé γ, íàçûâàåòñÿ ýâîëüâåíòîé êðèâîé γ.

Çàìå÷àíèå 1.3. Ýâîëüâåíòà êðèâîé íå îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, ó êàæäîé ãëàäêîé êðèâîé èìååòñÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýâîëüâåíò.

Òåîðåìà 1.15. Ïóñòü γ è γ′ � ãëàäêèå êðèâûå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) êðèâàÿ γ′ ïåðåñåêàåò âñå êàñàòåëüíûå ê γ ïîä ïðÿìûì óãëîì;
(ii) êðèâàÿ γ′ ÿâëÿåòñÿ ýâîëüâåíòîé êðèâîé γ;
(iii) êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ ýâîëþòîé êðèâîé γ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(s) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ. Òîãäà íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà ïðÿìîé, êàòÿùåéñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî γ, îïèñûâàåò êðèâóþ ñ ïàðàìåòðèçàöèåé
âèäà

r̃(s) = r(s)− (s− s0)r′(s),

ãäå s0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ýâîëüâåíòîé äëÿ γ. Âû÷èñ-
ëèì åå âåêòîð ñêîðîñòè:

r̃′ = r′ − r′ − (s− s0)r′′ = −(s− s0)r′′.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåêòîð r̃′(s) îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîé r(s) + 〈r′(s)〉 ê êðèâîé γ, ïðè÷åì êàê
ðàç òîé êàñàòåëüíîé, íà êîòîðîé ëåæèò òî÷êà r̃(s). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç (ii)
ñëåäóåò (i). Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü êðèâàÿ ñ ïàðàìåòðèçàöèåé âèäà

r̃(s) = r(s) + f(s)r′(s),

ãäå r(s) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ, à f(s) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïåðå-
ñåêàåò êàñàòåëüíûå ê γ ïîä ïðÿìûì óãëîì, ò.å. äëÿ âñåõ s ìû èìååì (r̃′(s), r′(s)) = 0. Òîãäà

0 = (r′ + f ′r′ + fr′′, r′) = (1 + f ′)(r′, r′) + f(r′′, r′) = 1 + f ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f èìååò âèä f(s) = −s + s0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ êà÷åíèÿ áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî èç (i) ñëåäóåò (ii).
Ïóñòü âûïîëíåíî (iii). Òîãäà ïî òåîðåìå 1.14 êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùèåé ñåìåéñòâà íîð-

ìàëåé ê γ′, ÷òî ðàâíîñèëüíî (i). Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà (i)⇒(iii) îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. �
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Ðèñ. 6. Ïàðà ýâîëþòà�ýâîëüâåíòà (ïåðâàÿ îòìå÷åíà êðàñíûì, âòîðàÿ � çåëåíûì)

Íà ðèñ. 6 äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê âûãëÿäèò ïàðà êðèâûõ, ÿâëÿþùèõñÿ äðóã äëÿ äðóãà ýâîëþòîé
è ýâîëüâåíòîé.
Ïðèâåäåì íàèáîëåå èçâåñòíûå ïðèìåðû ïàð ýâîëþòà�ýâîëüâåíòà.

Ýâîëþòîé ïàðàáîëû y = x2 ÿâëÿåòñÿ ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà y =
3
√

3

4
x3/2 +

1

2
.

Ýâîëþòà ýëëèïñà
x2

a2
+
y2

b2
= 1 ïîëó÷àåòñÿ èç àñòðîèäû |x|2/3 + |y|2/3 = 1 ðàñòÿæåíèåì âäîëü

îñåé àáñöèññ è îðäèíàò â c2/a è c2/b ðàç ñîîòâåòñòâåííî, ãäå c =
√
a2 − b2 � ïîëîâèíà ôîêóñíîãî

ðàññòîÿíèÿ ýëëèïñà.
Åñëè γ ÿâëÿåòñÿ ýïè- èëè ãèïîöèêëîèäîé, òî ýâîëþòà è ýâîëüâåíòà êðèâîé γ ïîäîáíû åé

ñàìîé. Åñëè γ � öèêëîèäà, òî åå ýâîëþòà è ýâîëüâåíòà ïîëó÷àþòñÿ èç γ ñäâèãîì.
Ýâîëüâåíòà îêðóæíîñòè çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî îíà âñåãî îäíà ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëè÷íûå ýâîëüâåíòû îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà
ïîâîðîòîì âîêðóã öåíòðà îêðóæíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ó êàæîé êðèâîé èìååòñÿ îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýâîëüâåíò, êîòîðûå êàê ïðàâèëî íåèçîìåòðè÷íû.

Çàìå÷àíèå 1.4. Ýâîëüâåíòà îêðóæíîñòè íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çóá÷àòûõ ïåðåäà÷àõ â
êà÷åñòâå ïðîôèëÿ çóáüåâ, ïîñêîëüêó òàêîé ïðîôèëü ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü êîíòàêò êîëåñ ïðè èõ
ðàâíîìåðíîì âðàùåíèè, ïðè÷åì ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè, â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ,
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè êîëåñ.

Êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì

y ch(x+
√

1− y2) = 1,

íàçûâàåòñÿ òðàêòðèñîé. Îíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà âäîëü îñè àáñöèññ è ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî îñåé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îòðåçîê ëþáîé åå êàñàòåëüíîé îò òî÷êè
êàñàíèÿ äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ àáñöèññ èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó. Åå ýâîëþòà � öåïíàÿ
ëèíèÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì y = ch(x), x > 0.
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Ãëàâà 2. Ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

�2.1. Îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòè. Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Ñïîñîáû çàäàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïðîñòûì êóñêîì ïîâåðõíîñòè â R3 íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â R3, ãîìåî-
ìîðôíîå åäèíè÷íîìó êðóãó {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 6 1}.
Îïðåäåëåíèå 2.2. ÅñëèM � ïðîñòîé êóñîê ïîâåðõíîñòè, òî ëþáîé ãîìåîìîðôèçì r : Ω→M ,
ãäå Ω � íåêîòîðàÿ ïðîñòàÿ ïëîñêàÿ îáëàñòü, íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé êóñêà M . Ïàðàìåò-
ðèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè òàêîâî îòîáðàæåíèå r. Îíà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè îá-
ëàñòü Ω èìååò êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó è ðàíã ìàòðèöû äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ r ðàâåí
äâóì âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè Ω.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïðîñòîé êóñîê ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îí äîïóñêàåò ðåãó-
ëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.
Ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ â R3 áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ R3, òàêîå ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ R3 ïåðåñå÷åíèå M ∩ Bε(x) ìíîæåñòâà M ñ íåêîòîðûì çàìêíóòûì øàðîì ñ
öåíòðîì â òî÷êå x ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïðîñòûì êóñêîì ïîâåðõíîñòè.
Ëþáîé ãëàäêèé ïðîñòîé êóñîê ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùèéñÿ â M áóäåò íàçûâàòüñÿ êóñêîì

ïîâåðõíîñòè M .

Çàìå÷àíèå 2.1. Äàííîå îïðåäåëåíèå ñîäåðæèò ðÿä îãðàíè÷åíèé íà ïîâåðõíîñòü, êîòîðûå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ îáùåïðèíÿòûìè èëè îáÿçàòåëüíûìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæåñëåäóþùèõ òåîðåì. Ïî-
âåðõíîñòü â ñìûñëå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ îáÿçàíà áûòü çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â R3 (äîêà-
æèòå!) è íå ìîæåò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ íàëîæåíû èç ñîîáðàæåíèé êðàò-
êîñòè èçëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Òî÷êà x ïðîñòîãî êóñêà ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ äëÿ íåãî âíóòðåííåé,
åñëè îíà ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè Ω ïðè íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè Ω → M .
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðåííèå òî÷êè ïðîñòîãî êóñêà ïîâåðõíîñòè M ñîîòâåòñòâóþò
âíóòðåííèì òî÷êàì îáëàñòè Ω ïðè ëþáîé ïàðàìåòðèçàöèè Ω→M .

Îïðåäåëåíèå 2.5. Òî÷êà x ãëàäêîé ïîâåðõíîñòèM íàçûâàåòñÿ äëÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè âíóòðåí-
íåé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî øàðà Bε(x) îíà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ïðîñòîãî êóñêà Bε(x)∩M .
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé. Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè
íàçûâàåòñÿ åå êðàåì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂M .

Çàäà÷à 2.2. Ïîêàæèòå, ÷òî êðàé ïîâåðõíîñòè ëèáî ïóñò, ëèáî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî èëè ñ÷åò-
íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ (çàìêíóòûõ èëè íåçàìêíóòûõ) êðèâûõ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åäèíóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé, íå îãîâàðèâàÿ åå êàæ-
äûé ðàç. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò êàê ïðàâèëî îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåçM , ðàäèóñ-âåêòîð
åå ïåðåìåíîé òî÷êè � ÷åðåç r. Ìû áóäåì â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòü ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ïî-
âåðõíîñòè, è òîãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äàíà ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòîðîãî åå
êóñêà, ò.å. îòîáðàæåíèå èç íåêîòîðîé ïðîñòîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 â M . Ïàðàìåòðû â ñîîòâåòñòâó-
þùåé îáëàñòè Ω áóäóò êàê ïðàâèëî îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç u1, u2 è èñïîëüçîâàòüñÿ â ôîðìóëàõ
êàê êîîðäèíàòû íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòîì êóñêå ïîâåðõíîñòè. Ïîñêîëüêó ýòè êîîðäèíàòû
ïàðàìåòðèçóþò íå âñþ ïîâåðõíîñòü, à òîëüêî ÷àñòü, îíè áóäóò íàçûâàòüñÿ ëîêàëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè. Åñëè íà íåêîòîðîì êóñêå çàäàíû äâå ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî ôóíêöèè,
âûðàæàþùèå îäíè ÷åðåç äðóãèå áóäóò íàçûâàòüñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà.
Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî u1, u2 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ

ru1 , ru2 , ru1u1 , ru1u2 , è ò.ä.

âìåñòî
∂r

∂u1
,
∂r

∂u2
,

∂2r

∂u1∂u1
,

∂2r

∂u1∂u2
, è ò.ä.
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Åñëè âñå ñëàãàåìûå â ôîðìóëå îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå ïîâåðõíîñòè, òî îáîçíà÷å-
íèå äëÿ ýòîé òî÷êè áóäåò îïóñêàòüñÿ. Êîîðäèíàòû â R3 áóäóò êàê ïðàâèëî îáîçíà÷åíû ÷åðåç
x1, x2, x3.
Ìû áóäåì òàêæå ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé Ýéíøòåéíà, ïîäðàçóìåâàþùèõ ñóììèðîâàíèå

ïî âñÿêîìó èíäåêñó, âñòðå÷àþùåìóñÿ îäèí ðàç ñâåðõó è îäèí ðàç ñíèçó, â ïðåäåëàõ, îïðåäå-
ëåííûõ êîíòåêñòîì. Ïðè ýòîì âåðõíèé èíäåêñ ó ïåðåìåííîé, ñòîÿùåé â çíàìåíàòåëå, ñ÷èòàåòñÿ
íèæíèì.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîé âíóòðåííåé òî÷êè x0 ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â
R3 ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì âèäà

(2.1) z = f(x, y),

ãäå x, y, z � ýòî êàêèì-òî îáðàçîì ïåðåñòàâëåííûå êîîðäèíàòû x1, x2, x3, à f � íåêîòîðàÿ
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Â ýòîé îêðåñòíîñòè ëþáûå äðóãèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû u1, u2 âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç x, y ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ñîîòâåòñòâó-
þùèå íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Òîãäà ìàòðèöà( ∂ri

∂uj

)
i=1,2,3; j=1,2

èìååò ðàíã 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåâûðîæäåí ìèíîð (∂ri/∂uj)i,j=1,2.
Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè êîîðäèíàòû u1, u2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ìîæíî âûðàçèòü íà
äàííîé ïîâåðõíîñòè ÷åðåç x1, x2 ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè: u1 = ψ1(x1, x2), u2 = ψ2(x1, x2). Ïîëó÷èì,
÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x3 = r3(ψ1(x1, x2), ψ2(x1, x2)).

�

Ïðåäëîæåíèå 2.1 èìååò äâà î÷åâèäíûõ, íî âàæíûõ ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ôóíêöèè ïåðåõîäà îò îäíèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ê äðóãèì âñåãäà ãëàäêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 è ũ1, ũ2 � äâå ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0. Òîãäà â, âîçìîæíî, ìåíüøåé, îêðåñòíîñòè êîîðäèíàòû ũ1, ũ2 âûðàæàþòñÿ ãëàäêèìè ôóíê-
öèÿìè ÷åðåç íåêîòîðóþ ïàðó êîîðäèíàò xi, xj ïðîñòðàíñòâà R3, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âûðà-
æàþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ÷åðåç u1, u2. �

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèäàòü ñìûñë ïîíÿòèþ ãëàäêîé ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ãëàäêîé ôóíêöèåé íà ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè-
÷åíèå êîòîðîé íà ëþáîé åå ïàðàìåòðèçîâàííûé êóñîê N ⊂ M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé îò
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà N .

Èç ñëåäñòâèÿ 2.1 è òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè âûòåêàåò, ÷òî ãëàä-
êîñòü ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè â òî÷êå x0 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü â êàêîé-ëèáî îäíîé ëîêàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè x0.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü ϕ : Rm → R3 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, îáðàç êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè M ⊂ R3. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè y0 ∈ Rm è ëþáîé ëîêàëüíîé ðåãóëÿðíîé
ïàðàìåòðèçàöèè r(u1, u2) ïîâåðõíîñòè M , çàäàííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ϕ(y0), íàéäóòñÿ
ãëàäêèå ôóíêöèè ψ1, ψ2 : Rm → R, òàêèå ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 âûïîëíåíî

ϕ(y) = r(ψ1(y), ψ2(y)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïàðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëþáóþ äðó-
ãóþ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äëÿ êàêîé-
ëèáî îäíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Íî äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè, çàäàííîé ïàðîé êîîðäèíàò xi, xj, ãäå
(i, j) ∈ {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. �

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ôóíêöèÿ F : R3 → R íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå x ∈ R3, åñëè åå
ãðàäèåíò ∇F = (∂F/∂x1, ∂F/∂x2, ∂F/∂x3) â ýòîé òî÷êå îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò
òàêæå, ÷òî x � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà äëÿ ôóíêöèè F .

Çàìå÷àíèå 2.2. Åñòü îáùåå ïðàâèëî óïîòðåáëåíèÿ ñëîâà ¾ðåãóëÿðíûé¿ ïî îòíîøåíèþ ê ãëàä-
êèì îòîáðàæåíèÿì. Ðåãóëÿðíûì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, äèôôåðåíöèàë êîòîðîãî èìååò ðàíã,
ðàâíûé ðàçìåðíîñòè òîãî îáúåêòà, â êîòîðûé äåéñòâóåò îòîáðàæåíèå. Íå áûâàåò ðåãóëÿðíûõ
îòîáðàæåíèé èç R2 â R3 è âîîáùå èç Rk â Rn ïðè k < n. Íî ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå
(ïàðàìåòðèçàöèÿ) èç R2 â ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ëåæèò â R3, ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü ñ÷èòàåòñÿ
äâóìåðíûì îáúåêòîì.

Ïîâåðõíîñòè â R3 ëîêàëüíî ìîãóò çàäàâàòüñÿ íå òîëüêî ïàðàìåòðè÷åñêè, íî è óðàâíåíèÿìè
âèäà

F (x1, x2, x3) = 0,

ãäå F � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî (2.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàêîãî
óðàâíåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü F : R3 → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, x0 � åå ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà, òàêàÿ
÷òî F (x0) = 0. Òîãäà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 óðàâíåíèå F (x) = 0 çàäàåò
ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíàÿ ∂F/∂x
3

îòëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 óðàâ-
íåíèå F (x) = 0 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x3 = f(x1, x2), ãäå f � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ F (x) = 0 ïàðàìåòðèçóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(u1, u2) = (u1, u2, f(u1, u2)).

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ ðåãóëÿðíà, îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. �

�2.2. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ïîâåðõíîñòè M ⊂ R3 â òî÷êå x0 ∈ M íàçû-
âàåòñÿ ëþáîé âåêòîð â R3, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè â òî÷êå x0 íåêîòîðîé ãëàäêî
ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé, öåëèêîì ñîäåðæàùåéñÿ â M è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x0.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x0 ∈ M
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ, ïîëó÷åííûõ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ru1, ru2,
âçÿòûõ â òî÷êå x0, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2 ëþáàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â äàííîé ïîâåðõíîñòè, ìî-
æåò áûòü ãëàäêî ïàðàìåòðèçîâàíà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå u1 = u1(t), u2 = u2(t). Â
ïðîñòðàíñòâå åå ïàðàìåòðèçàöèÿ áóäåò èìåòü âèä r = r(u1(t), u2(t)). Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé
ñëîæíîé ôóíêöèè åå âåêòîð ñêîðîñòè èìååò âèä

d

dt
r(u1, u2) = u̇1ru1 + u̇2ru2 ,

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ru1 , ru2 , âçÿòûõ â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå êðèâîé,
ñ êîýôôèöèåíòàìè u̇1 è u̇2, êîòîðûå âûáîðîì ïîäõîäÿùåé êðèâîé è åå ïàðàìåòðèçàöèè ìîæíî
ñäåëàòü ëþáûìè íàïåðåä çàäàííûìè. �

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå îáðàçóþò äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Îïðåäåëåíèå 2.9. Ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê M â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Tx0M . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé àô-
ôèííàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0, íàçûâàåòñÿ àôôèííîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ
ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x0.

Íà ïðàêòèêå êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü è àôôèííóþ êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü îáû÷íî íå ðàç-
ëè÷àþò, ïîñêîëüêó ìåæäó íèìè èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, à èç
êîíòåêñòà âñåãäà ÿñíî, î êàêîé ïëîñêîñòè èäåò ðå÷ü: îäíà ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì è ñîñòîèò èç âåêòîðîâ, à âòîðàÿ � àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì è ñîñòîèò èç òî÷åê.
Çàìåòèì, ÷òî èìåííî àôôèííàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òîãî, ÷òî âûøå
íàçûâàëîñü êàñàòåëüíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü M � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, x0 � åå òî÷êà. Òîãäà àôôèííàÿ êàñàòåëüíàÿ
ïëîñêîñòü ê M â òî÷êå x0 åñòü åäèíñòâåííàÿ ïëîñêîñòü Π, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ρ(x,Π) = o(|xx0|), ãäå x ∈M, x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π � íåêîòîðàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0. Âûáåðåì â R3

ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x1, x2, x3 ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0 òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü Π áûëà
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ x3 = 0. Ïóñòü q(s) = (q1(s), q2(s), q3(s)) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçà-
öèÿ íåêîòîðîé êðèâîé, ñîäåðæàùåéñÿ â M è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x0 ïðè s = 0. Òîãäà

ρ(q(s),Π) = |q3(s)|, |q(s)x0| = s+ o(s).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî óñëîâèå ρ(q(s),Π) = o(|q(s)x0|) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî òðåòüÿ êîîðäèíàòà
(q3)′ âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíà íóëþ ïðè s = 0. Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ êðèâûõ, ñî-
äåðæàùèõñÿ â M è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðåòüÿ êîîðäèíàòà âñåõ
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå x0 ðàâíà íóëþ, à ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Π � êàñàòåëüíàÿ
ïëîñêîñòü. �

Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê M â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ â òî÷êå x0 ê âñåâîçìîæíûì ãëàäêèì êðèâûì, ñîäåðæàùèìñÿ
â M è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x0.

Çàäà÷à 2.4. Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â òî÷êå x0 ∈ M íå ÿâëÿåòñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäåëîì ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè x1,x2,x3, ñòðå-
ìÿùèåñÿ ê x0.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Åñëè ïîâåðõíîñòüM çàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 óðàâíåíèåì F (x) =
0, ðåãóëÿðíûì â ýòîé òî÷êå, àôôèííàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü êM â òî÷êå x0 çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

(2.2) Fx1(x1 − x1
0) + Fx2(x2 − x2

0) + Fx3(x3 − x3
0) = 0,

ãäå ïðîèçâîäíûå Fxi áåðóòñÿ â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q(t) � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòîðîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ïðè
t = 0 ÷åðåç òî÷êó x0 è öåëèêîì ëåæàùåé â ïîâåðõíîñòè. Òîãäà F (q(t)) = 0 äëÿ âñåõ t. Îòñþäà
ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè

0 =
d

dt
F (q(t)) = Fx1 q̇1(t) + Fx2 q̇2(t) + Fx3 q̇3(t).

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ñêîðîñòè ïðè t = 0 ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè Π, çàäàííîé óðàâíåíèåì (2.2),
îòêóäà àôôèííàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê M â òî÷êå x0 ñîâïàäàåò ñ Π. �

Åñëè íà ïîâåðõíîñòè çàäàíû ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû u1, u2, òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3 â
êàæäîé òî÷êå x, ãäå îíè îïðåäåëåíû, âåêòîðû ru1 , ru2 îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëüíîé ïëîñêî-
ñòè TxM . Êàæäîìó êàñàòåëüíîìó âåêòîðó v ∈ TxM ìû áóäåì ñîïîñòàâëÿòü åãî êîîðäèíàòû â
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ýòîì áàçèñå è îáîçíà÷àòü èõ êàê ïðàâèëî ñîîòâåòñòâóþùèìè çàãëàâíûìè áóêâàìè ñ âåðõíèìè
èíäåêñàìè:

v = V 1ru1 + V 2ru2 .

V i � ýòî ¾âíóòðåííèå¿ êîîðäèíàòû âåêòîðà v ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè è âûáðàííîé íà
íåé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âåêòîð v èìååò è êîîðäèíàòû êàê âåêòîð â R3, íî ìû ýòèìè
êîîðäèíàòàìè ïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåì.
Èç òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò u1, u2 7→

ũ1, ũ2 áàçèñíûå âåêòîðû è êîîðäèíàòû êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â êàæäîé òî÷êå ïðåîáðàçóþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rũi =
∂uj

∂ũi
ruj ,

Ṽ i =
∂ũi

∂uj
V j,

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå: (
rũ1 rũ2

)
=
(
ru1 ru2

)
Ju,ũ,(

Ṽ 1

Ṽ 2

)
= Jũ,u

(
V 1

V 2

)
,

ãäå J îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ßêîáè ôóíêöèé ïåðåõîäà:

(Jũ,u)ij =
∂ũi

∂uj
, Ju,ũ = J−1

ũ,u,

à Ṽ i � êîîðäèíàòû âåêòîðà v â ëîêàëüíîé ñèñòåìå ũ1, ũ2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàìåíå ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò â êàæäîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè òàêæå ïðîèñõîäèò çàìåíà êîîðäèíàò è áàçèñà, äëÿ
êîòîðîé ðîëü ìàòðèöû ïåðåõîäà âûïîëíÿåò ìàòðèöà ßêîáè.
Åñëè f : M → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ïîâåðõíîñòèM , òî åå äèôôåðåíöèàë â òî÷êå x ∈M �

ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ dfx íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TxM , îïðåäåëÿåìàÿ â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dfx(v) = V ifui .

Òî÷íî òàê æå äèôôåðåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé èç ïîâåðõíîñòè â Rn.

Çàäà÷à 2.5. Ïóñòü f � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç ïîâåðõíîñòèM â R3, îáðàç êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ
â ïîâåðõíîñòè N ⊂ R3. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç dfx(v) êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v ∈ TxM ëåæèò â
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TyN , ãäå y = f(x).

�2.3. Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà. Äëèíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè. Ïëîùàäü ïî-
âåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé èëè ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïî-
âåðõíîñòè M ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ix, îïðåäåëåííàÿ äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M íà êàñà-
òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxM , çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå v ∈ TxM ðàâíî

Ix(v) = (v,v),

ãäå ( · , · ) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R3.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ v 7→ (v,v) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R3, åå
îãðàíè÷åíèå íà TxM òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Íàì áóäåò âàæíî âûðàæåíèå çíà-
÷åíèÿ ýòîé ôîðìû ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà v â ëîêàëüíîé ñèñòåìå. Â äàëüíåéøåì äëÿ ôîðìû
I, êàê è äëÿ ïðî÷èõ ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè ìû áóäåì îïóñêàòü â îáîçíà÷åíèÿõ çàâèñèìîñòü
îò òî÷êè.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Çíà÷åíèå ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íà âåêòîðå v ∈ TxM ðàâíî

(2.3) I(v) = gijV
iV j, ãäå gij = (rui , ruj ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì áèëèíåéíîñòè
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. �

Ôîðìóëà (2.3) ìîæåò áûòü òàêæå ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

I = gij du
i duj.

Äåéñòâèòåëüíî, dui � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèÿ îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà,
ðàâíàÿ åãî i-é êîîðäèíàòå.
Ôóíêöèè gij îò òî÷êè ïîâåðõíîñòè â ôîðìóëå (2.3) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïåðâîé êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû è çàâèñÿò îò âûáîðà ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó
(gij)i,j=1,2 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G, à åå îïðåäåëèòåëü � ÷åðåç g. Ïðè ïåðåõîäå ê äðó-
ãèì ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì ũ1, ũ2 îíè ïðåîáðàçóþòñÿ òàê, êàê è ïîëîæåíî ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ
ìàòðèöå êâàäðàòè÷íîé (èëè áèëèíåéíîé) ôîðìû ïðè çàìåíå áàçèñà ru1 , ru2 íà rũ1 , rũ2 :

g̃ij =
∂uk

∂ũi
∂ul

∂ũj
gkl,

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå:
G̃ = J>u,ũGJu,ũ,

ãäå g̃ij è G̃ îáîçíà÷àþò êîýôôèöèåíòû è ìàòðèöó ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â ñèñòåìå ũ1, ũ2.

Çàìå÷àíèå 2.3. Âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ñîõðàíåíà ñòàðàÿ òðàäèöèÿ îáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû g11, g12 = g21, g22 ÷åðåç E, F , G ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì ïðè-
äåðæèâàòüñÿ áîëåå ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå ãîäÿòñÿ äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè M çàäàíà ãëàäêî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ â
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå u1 = u1(t), u2 = u2(t), t ∈ [t1, t2]. Òîãäà åå äëèíà ðàâíà

L(γ) =

∫ t2

t1

√
gij(u1(t), u2(t)) u̇i(t)u̇j(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.6. �

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèí êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè íåîáÿçàòåëüíî çíàòü, êàê ïî-
âåðõíîñòü ðàñïîëàãàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Äîñòàòî÷íî çíàòü êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû äëÿ íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðèçîâàííûõ êóñêîâ, ïîêðûâàþùèõ âñþ ïîâåðõíîñòü, è òî,
êàê ýòè êóñêè ¾ñêëåèâàþòñÿ¿ ìåæäó ñîáîé.
Ñ ïîìîùüþ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ìîæíî âû÷èñëèòü ïëîùàäü ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè.

Ðàçúÿñíèì ñíà÷àëà ñàìî ïîíÿòèå ïëîùàäè. Êàæäóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî ñêîëü óãîäíî
õîðîøî ïðèáëèçèòü êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïîâåðõíîñòüþ, ò.å. ïîâåðõíîñòüþ, ñîñòàâëåííóþ èç ïëîñ-
êèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè ïëîùàäü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà
ïëîùàäåé âñåõ ãðàíåé. Åñëè êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü ñòðåìèòñÿ â íåêîòîðîì ñïåöèàëü-
íîì ñìûñëå ê äàííîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè M , òî åå ïëîùàäü ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó, çàâèñÿùåìó
òîëüêî îò M , êîòîðûé è íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè M . Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì çäåñü
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü, ÷òî çíà÷èò ¾õîðîøî ïðèáëèçèòü¿ è ¾ñòðåìèòñÿ¿ ïî îòíîøåíèþ
ê ïîâåðõíîñòÿì. Äàäèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ.
Èòàê, êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü � ýòî íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü N , ïðåäñòàâèìàÿ â âè-

äå îáúåäèíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ (íàçûâàåìûõ åå ãðàíÿìè) N = ∪Ti, ïðè÷åì òàê, ÷òî ëþáûå äâà
ðàçëè÷íûå òðåóãîëüíèêà Ti, Tj ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî âåðøèíå, ëèáî ïåðå-
ñåêàþòñÿ ïî îáùåé ñòîðîíå (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãðàíè Ti è Tj íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè). Ïëîùàäü
S(N) òàêîé ïîâåðõíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé ñóììå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ
Ti:

S(N) =
∑
i

S(Ti).

Äëÿ êîìïàêòíîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè M ⊂ R3 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Mε ëþáóþ êóñî÷íî-
ëèíåéíóþ ïîâåðõíîñòü â R3, êîòîðàÿ ïðèáëèæàåò ïîâåðõíîñòü M â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
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• èìååòñÿ ãîìåîìîðôèçì ψ : M →Mε, òàêîé ÷òî |ψ(x)− x| < ε äëÿ âñåõ x ∈M ;
• óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ TxM è ïëîñêîñòüþ òðåóãîëüíèêà, â êîòîðîì ëåæèò
ψ(x), ìåíüøå ε (åñëè òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ íåñêîëüêî, òî âñå îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
ýòîìó óñëîâèþ);
• äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ãðàíÿìè â Mε òóïîé.

Ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî òåõíè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Äëÿ êîìïàêòíîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè M ñóùåñòâóåò ïðåäåë

(2.4) lim
ε→0

S(Mε),

ïðè÷åì îí íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà ïîâåðõíîñòåé Mε.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ïðåäåë (2.4) íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè M .

Òåîðåìà 2.2. Ïëîùàäü ïàðàìåòðèçîâàííîãî êóñêà M ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà

(2.5) S(M) =

∫
M

√
g du1du2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîâåðõíîñòü M ïà-
ðàìåòðèçîâàíà êâàäðàòîì Ω = [0, 1]× [0, 1]. Âîçüìåì íàòóðàëüíîå n (êîòîðîå ìû âïîñëåäñòâèè
óñòðåìèì ê áåñêîíå÷íîñòè) è ðàçîáüåì êâàäðàò Ω íà 2n2 òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âåðøèíàìè áóäóò òî÷êè

Pi,j = (i/n, j/n), i, j = 0, . . . , n,

à òðåóãîëüíèêàìè ðàçáèåíèÿ �

∆i,j = ∆Pi−1,j−1Pi−1,jPi,j−1, ∆′i,j = ∆Pi,jPi−1,jPi,j−1, i, j = 1, . . . n,

ñì. ðèñ. 7. Ïóñòü ϕ : [0, 1]× [0, 1] → M � îòîáðàæåíèå ïàðàìåòðèçàöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qi,j
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Ðèñ. 7. Ðàçáèåíèå êâàäðàòà [0, 1]× [0, 1] íà òðåóãîëüíèêè

îáðàçû òî÷åê Pi,j ïðè îòîáðàæåíèè ϕ. Ñîñòàâèì ïîâåðõíîñòü M(n) èç òðåóãîëüíèêîâ

Ti,j = ∆Qi−1,j−1Qi−1,jQi,j−1, T
′
i,j = ∆Qi,jQi−1,jQi,j−1, i, j = 1, . . . n,

è ïàðàìåòðèçóåì åå ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ϕn : Ω→M(n), êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ϕ â òî÷êàõ Pi,j
è àôôèííî îòîáðàæàåò êàæäûé òðåóãîëüíèê ∆i,j íà Ti,j è ∆′i,j íà T ′i,j. Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî,
êàê âûãëÿäÿò îáðàçû òðåóãîëüíèêîâ ∆i,j íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè M (ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîâåðõíîñòü M(n) (ñïðàâà).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå δ = 1/n. Äâå ñòîðîíû êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ Ti,j è T

′
i,j îáðàçîâàíû

âåêòîðàìè âèäà δru1(Pi,j) + o(δ) è δru2(Pi,j) + o(δ) (δ → 0) ïðè÷åì ÷ëåíû âèäà o(δ) îöåíèâàþòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî âñåìó êâàäðàòó Ω.
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Ðèñ. 8. Ïîâåðõíîñòü è åå êóñî÷íî ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå

C îäíîé ñòîðîíû, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü M(n) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ìîæíî
âçÿòü çà Mε äëÿ ëþáîãî çàðàíåå ôèêñèðîâàííîãî ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì S(M(n)) →
→ S(M) ïðè n→∞.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ Ti,j è T

′
i,j èìååò âèä δ

2S(ru1(Pi,j), ru2(Pi,j))+

+ o(δ2), ãäå S(ru1 , ru2) �ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû ru1 , ru2 , êîòîðàÿ, â
ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíà

√
g. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè M(n), ðàâíàÿ ñóììå ïëîùàäåé

âñåõ òðåóãîëüíèêîâ Ti,j, T
′
i,j, îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåãðàëüíîé ñóììû äëÿ èíòåãðà-

ëà (2.5) íà âåëè÷èíó n2o(δ2) = o(1), à çíà÷èò,

S(M(n))→
∫
M

√
g du1du2, n→∞.

�

�2.4. Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà. Êðèâèçíà íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Äëÿ êàæäîé
ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòèM ìû áóäåì äîïîëíÿòü áàçèñ ru1 , ru2 êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè äî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà R3 åäèíè÷íûì âåêòîðîì
íîðìàëè

n =
[ru1 , ru2 ]

|[ru1 , ru2 ]|
.

Åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ íå çàäàíà, òî äëÿ ýòîãî âåêòîðà â êàæäîé òî÷êå x ∈ M èìååòñÿ ðîâíî
äâå âîçìîæíîñòè, îòëè÷àþùèåñÿ çíàêîì. Çàìåíà ïàðàìåòðèçàöèè íà äðóãóþ, òàêóþ ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ßêîáè èìååò îòðèöàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü (ÿêîáèàí), ïðèâîäèò ê ñìåíå
çíàêà âåêòîðà n âî âñåõ òî÷êàõ.
Ðàññìîòðèì ãëàäêî ïàðàìåòðèçîâàííóþ êðèâóþ íà ïîâåðõíîñòèM , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó

x ∈ M è èìåþùóþ â ýòîé òî÷êå âåêòîð ñêîðîñòè v = V irui . Ïóñòü u1 = u1(t), u2 = u2(t) � åå
ïàðàìåòðèçàöèÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ïîâåðõíîñòè. Ïîñìîòðèì, êàêèì ìîæåò áûòü åå
óñêîðåíèå â òî÷êå x:

d2

dt2
r(u1, u2) =

d

dt
(ru1u̇1 + ru2u̇2) = ru1u1u̇1u̇1 + 2ru1u2u̇1u̇2 + ru2u2u̇2u̇2 + ru1ü1 + ru2ü2 =

= ru1u1V 1V 1 + 2ru1u2V 1V 2 + ru2u2V 2V 2 + ru1ü1 + ru2ü2.

Ìû âèäèì, ÷òî âòîðûå ïðîèçâîäíûå üi âõîäÿò ëèøü â êîýôôèöèåíòû ïðè êàñàòåëüíûõ âåêòî-
ðàõ. Åñëè ðàçëîæèòü âåêòîð óñêîðåíèÿ ïî áàçèñó ru1 , ru2 ,n, òî êîýôôèöèåíò ïðè n íå áóäåò îò
íèõ çàâèñåòü. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ êðèâîé, ëåæàùåé íà ïî-
âåðõíîñòè, â òî÷êå x (ïî îòíîøåíèþ ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ýòîé òî÷êå) ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé îò âåêòîðà ñêîðîñòè ýòîé êðèâîé â òî÷êå x. Îíà ðàâíà

bijV
iV j n,

ãäå
bij = (n, ruiuj ).
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Îïðåäåëåíèå 2.12. Âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
II, îïðåäåëåííàÿ íà êàæäîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TxM ôîðìóëîé

IIx(v) = bijV
iV j, ãäå bij = (n, ruiuj ), v ∈ TxM.

Âûøå áûëà äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé ôóíêöèè, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî îíà
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåíå ïàðàìåòðèçàöèè, åñëè ìàòðèöà ßêîáè çàìåíû èìååò ïîëîæèòåëüíûé
îïðåäåëèòåëü è ìåíÿåò çíàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èç ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ II âèäíî, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íà êàæäîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó îíà ÷àñòî
íàçûâàåòñÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äàííîé ïîâåðõíîñòè. Ìàòðèöà

B = (bij)i,j=1,2

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ýòîé ôîðìû â áàçèñå ru1 , ru2 .

Çàäà÷à 2.6. Çàôèêñèðóåì íà ïîâåðõíîñòè M òî÷êó x è âîçüìåì íåêîòîðûé âåêòîð m. Äîêà-
æèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû cij = (m, ruiuj ), ãäå âòîðûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå x, ïðåîá-
ðàçóþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðè çàìåíå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð m îðòîãîíàëåí TxM .

Äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ TxM îáîçíà÷èì ÷åðåç Πv àôôèííóþ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó x è ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðàì n(x), v.

Çàäà÷à 2.7. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.2, äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Πv∩M∩Bε(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
äóãîé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Êðèâèçíîé íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ èëè ïðîñòî íîðìàëüíîé êðèâèçíîé ïî-
âåðõíîñòè M â òî÷êå x â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v ∈ TxM íàçûâàåòñÿ êðèâèçíà êðèâîé Πv ∩M â
òî÷êå x, âçÿòàÿ ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè ýòîé êðèâîé ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüþ
n ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå x, è çíàêîì ¾−¿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå íîðìàëüíûå êðèâèçíû â äàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè îäíîâðåìåííî ìåíÿ-
þò çíàê, åñëè èçìåíÿåò çíàê âûáðàííûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ïîâåðõíîñòü äàíà áåç ýòîãî âûáîðà (êîîðèåíòàöèè), òî î çíàêå êîíêðåòíîãî íîðìàëüíîãî ñå÷å-
íèÿ ãîâîðèòü áåññìûñëåííî, íî äëÿ äâóõ íîðìàëüíûõ êðèâèçí èìååò ñìûñë ãîâîðèòü, îäíîãî
îíè çíàêà èëè ïðîòèâîïîëîæíîãî.

Òåîðåìà 2.3. Êðèâèçíà kv íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v ∈ TxM ðàâíà

(2.6) kv =
II(v)

I(v)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.6) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà v íà

íåíóëåâîå ÷èñëî, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî äëÿ âåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû, |v| =
√

I(v) =
= 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòðèçàöèþ ñå÷åíèÿ Πv ∩M íàòóðàëüíîé. Òîãäà
â òî÷êå x åãî óñêîðåíèå áóäåò ðàâíî kv n, à ïî îïðåäåëåíèþ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû
åãî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïî îòíîøåíèþ ê TxM äîëæíà áûòü ðàâíà II(v) n, îòêóäà kv =
= II(v). �

�2.5. Ãëàâíûå êðèâèçíû. Ôîðìóëà Ýéëåðà. Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äâóõ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä R, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà, ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ïåðâàÿ ôîðìà èìååò åäèíè÷íóþ, à âòîðàÿ �
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöû. Ïðèìåíèòåëüíî ê I è II ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè TxM ìîæíî âûáðàòü ïàðó âåêòîðîâ e1, e2 òàê, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà âèäà
v = v1e1 + v2e2 áóäóò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâà

(2.7) I(v) = v1v1 + v2v2, II(v) = k1 v
1v1 + k2 v

2v2.
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Îïðåäåëåíèå 2.14. Â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå âåëè÷èíû k1, k2 â ôîðìóëå (2.7) íàçûâàþòñÿ ãëàâ-
íûìè êðèâèçíàìè, à íàïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ e1, e2, äëÿ êîòîðûõ ôîðìû I è II
ïðèîáðåòàþò òàêîé âèä � ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî â (2.7) â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû e1, e2 îáðàçóþò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â TxM . Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî âåëè÷èíû k1, k2 íàõîäÿòñÿ êàê êîðíè
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

det(B − λG) = 0,

ãäå B è G � ìàòðèöû âòîðîé è ïåðâîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ýòè êîðíè
ðàçëè÷íû, òî ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïóñòü x0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè M ⊂ R3. Ïóñòü â R3

âûáðàíà îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò x1, x2, x3, íà÷àëî êîòîðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0,
à ïåðâûå äâà áàçèñíûõ âåêòîðà ñîâïàäàþò ñ âåêòîðàìè ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé ïîâåðõíîñòè M
â x0. Òîãäà â îêðåñòíîñòè x0 ïîâåðõíîñòü M çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x3 = f(x1, x2), ãäå f(x1, x2) =
k1 (x1)2 + k2 (x2)2

2
+ o
(
(x1)2 + (x2)2

)
,

k1, k2 � ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü x3 = 0 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé êM â òî÷êå x0, ïðè ëþáîé
ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè r(u1, u2), çàäàííîé â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, òðåòüÿ êîîðäèíàòà
âåêòîðîâ ru1 , ru2 â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ, à çíà÷èò, íå ðàâåí íóëþ ìèíîð (∂ri/∂uj)i,j=1,2. À ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî çà ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ìîæíî âçÿòü x

1, x2 è ëîêàëüíî
ïðåäñòàâèòü ïîâåðõíîñòü êàê ãðàôèê ãëàäêîé ôóíêöèè x3 = f(x1, x2).
Òàê êàê x3 = 0 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê M â íà÷àëå êîîðäèíàò x0, ìû èìååì

fx1(0, 0) = fx2(0, 0) = 0. Òàê êàê ïåðâûå äâå îñè êîîðäèíàò íàïðàâëåíû âäîëü ãëàâíûõ íà-
ïðàâëåíèé, ïðè÷åì áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí, âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà èìååò â òî÷êå x0

âèä

II = k1 dx
1 dx1 + k2 dx

2 dx2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòîå âû÷èñëåíèå äàåò bij(0, 0) = fxixj (0, 0). Òàêèì îáðàçîì, fx1x1 = k1,
fx2x2 = k2, fx1x2 = 0 â òî÷êå x0. Äëÿ çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó
Òåéëîðà. �

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìû âèäèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè, â êîòîðîé îáå ãëàâíûå
êðèâèçíû îòëè÷íû îò íóëÿ, ïîâåðõíîñòü ïðèáëèæàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî o(∆x2) ýëëèïòè÷åñêèì
èëè ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì. Êàêîé èç ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî, çàâèñèò îò òîãî, îäíîãî
èëè ðàçíîãî çíàêà ãëàâíûå êðèâèçíû. Åñëè îíè îäíîãî çíàêà â òî÷êå x, òî â îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè ïîâåðõíîñòü ïðèáëèæàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì, è â ýòîì ñëó÷àå îíà ëîêàëüíî
ðàñïîëàãàåòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ñâîåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå x. Åñëè æå ãëàâíûå
êðèâèçíû â òî÷êå x ðàçíûõ çíàêîâ, òî ïîâåðõíîñòü íåèçáåæíî ïåðåñåêàåò ñâîþ êàñàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü â òî÷êå x, ïîñêîëüêó â åå îêðåñòíîñòè èìååò âèä ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà,
ïîäâåðãíóòîãî ìàëîé äåôîðìàöèè. Åñëè ïîâåðõíîñòü ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ ýòèì ïàðàáîëîèäîì,
òî åå ïåðåñå÷åíèå ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ñîñòîèò èç äâóõ ïðÿìûõ. Â îáùåì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ
òàê íàçûâàåìóþ ëåììó Ìîðñà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ çíàêàõ ãëàâíûõ êðèâèçí
ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ïåðåñåêàþùèõñÿ
ãëàäêèõ äóã.

Òåîðåìà 2.4 (Ôîðìóëà Ýéëåðà). Ïóñòü e1, e2 � âåêòîðû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé, k1, k2 �
ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x, à v � íåêîòîðûé íåíóëåâîé
âåêòîð èç TxM . Òîãäà

kv = k1 cos2(ϕ) + k2 sin2(ϕ), ãäå ϕ = ∠ve1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì âåêòîð v ïî áàçèñó e1, e2 ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé:

v = v1e1 + v2e2.

Èç ôîðìóë (2.6) è (2.7) áóäåì èìåòü

kv =
II(v)

I(v)
= k1

(v1)2

(v1)2 + (v2)2
+ k2

(v2)2

(v1)2 + (v2)2
= k1 cos2(ϕ) + k2 sin2(ϕ).

�

�2.6. Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû Âàéíãàðòåíà. Ñôåðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Ãàóññîâà

êðèâèçíà. Ôîðìóëû Ôðåíå ïëîñêîé êðèâîé èìåþò àíàëîã äëÿ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â R3.
À èìåííî, íà ïëîñêîñòè ìû èìåëè ðàâåíñòâî

n′ = −kv,
ãäå n� âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè, à v � âåêòîð ñêîðîñòè â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Íåòðóä-
íî ïåðåéòè ê ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè è ïîëó÷èòü

ṅ = −k ds
dt

dr

ds
= −k ṙ.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò â ýòîì ðàâåíñòâå íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè.
Àíàëîãîì âåêòîðà ṅ äëÿ êðèâîé â ñëó÷àå ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè áóäåò ïàðà âåêòî-

ðîâ nu1 è nu2 . Ïîñêîëüêó âåêòîð n èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó, îáà ýòèõ âåêòîðà îðòîãîíàëüíû n
(ñì. ëåììó 1.2), à çíà÷èò, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû ru1 , ru2 êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåç (cij):

nu1 = c1
1ru1 + c2

1ru2 , nu2 = c1
2ru1 + c2

2ru2 ,

èëè ñîêðàùåííî

(2.8) nui = cjiruj .

Òåïåðü ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.27) äëÿ îðòîãîíàëüíûõ (ïî ïîñòðîåíèþ) âåêòîðîâ n è
ruk :

(nui , ruk) = −(n, ruiuk) = −bik.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ nui èç (2.8), ïîëó÷àåì

(2.9) cji (ruj , ruk) = cjigjk = −bik.
Ðàâåíñòâî (2.9) åñòü ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (ó÷èòûâàÿ, ÷òî bik = bki)

GC = −B, ãäå C =

(
c1

1 c1
2

c2
1 c2

2

)
.

Èç íåãî ìîæíî âûðàçèòü ìàòðèöó C:

C = −G−1B,

èëè, â îáîçíà÷åíèÿõ Ýéíøòåéíà,

(2.10) cji = −gjkbki,
ãäå gij îáîçíà÷àþò ýëåìåíòû ìàòðèöû G−1.
Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.5 (Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû Âàéíãàðòåíà). Âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

(2.11) nui = −gjkbkiruj .

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè M òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ,
òî M � ïëîñêîñòü èëè ÷àñòü ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóë (2.11) è ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñëåäóåò, ÷òî
âåêòîð n íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿíåí. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

�

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãèþ ñ ôîðìóëîé Ôðåíå ṅ = −k ṙ, íóæíî çàäàòü âîïðîñ, êàêîâ ñìûñë êî-
ýôôèöèåíòîâ (2.10). Ðàçóìååòñÿ, ýòè êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò ïàðàìåòðèçàöèè. Íî ìàòðèöà
C ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ïîâåðõíîñòè.
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà � ýòî â òî÷íîñòè ãëàâíûå êðèâèçíû, âçÿòûå ñ
îáðàòíûì çíàêîì, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû � ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ
îïåðàòîð C ñàìîñîïðÿæåí ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ, çàäàííîìó ïåðâîé ôóí-
äàìåíòàëüíîé ôîðìîé. Êîýôôèöèåíòû åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ðàâíûå (− trC) è
detC, èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ïîâåðõíîñòåé. Î íèõ ïîéäåò ðå÷ü íèæå.
Áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ ñôåðó

{(x1, x2, x3) ∈ R3 ; (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1}
â ïðîñòðàíñòâå R3 ÷åðåç S2.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Ñôåðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì èëè îòîáðàæåíèåì Ãàóññà ãëàäêîé ïîâåðõ-
íîñòè M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ν : M → S2, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå x ïîâåðõíîñòè M ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè n ê ñîîòâåòñòâóþùåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TxM .

Ýòî îïðåäåëåíèå, ñòðîãî ãîâîðÿ, çàäàåò îòîáðàæåíèå ν ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Êàê
óêàçûâàëîñü âûøå, ðàáîòàÿ ñ ïàðàìåòðèçîâàííûìè êóñêàìè ïîâåðõíîñòè, ìû âûáèðàåì çíàê
âåêòîðà n òàê, ÷òîáû òðîéêà âåêòîðîâ ru1 , ru2 ,n áûëà ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè TxM è Tν(x)S
2 ñîâïà-

äàþò.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë dνx ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèåì ïëîñ-
êîñòè TxM â ñåáÿ, ò.å. êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Çàìå÷àíèå 2.4. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îïåðàòîð dνx îáû÷íî íàçûâàåòñÿ shape operator,
÷òî ìîæíî áûëî áû ïåðåâåñòè êàê ¾îïåðàòîð ïðîôèëÿ¿ èëè ¾îïåðàòîð ôîðìû¿. Â ðóññêî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ íåãî íåò îáùåïðèíÿòîãî íàçâàíèÿ. Èíîãäà åãî íàçûâàþò îïåðàòîðîì
Âàéíãàðòåíà.

Ñîïîñòàâëÿÿ îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà è ôîðìóëû (2.11), ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.11. Îïåðàòîð dν èìååò â áàçèñå ru1 , ru2 ìàòðèöó C = (cji ), ýëåìåíòû êî-
òîðîé îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (2.10).

Êðîìå òîãî, èç ôîðìóë (2.10) è îïðåäåëåíèÿ ãëàâíûõ êðèâèçí è íàïðàâëåíèé âûòåêàåò ñëå-
äóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 2.12. Îïåðàòîð dνx ñàìîñîïðÿæåí îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
çàäàííîãî â TxM ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Âåêòîðû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé e1, e2 ÿâëÿ-
þòñÿ äëÿ íåãî ñîáñòâåííûìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ãëàâíûì
êðèâèçíàì, âçÿòûì ñ îáðàòíûì çíàêîì: −k1, −k2. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(2.12) det(dνx) =
detB(x)

detG(x)
= k1(x)k2(x),

ãäå B è G � ìàòðèöû âòîðîé è ïåðâîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñîîòâåòñòâåííî.
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Îïðåäåëåíèå 2.16. Âåëè÷èíà (2.12) íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé êðèâèçíîé èëè ïîëíîé êðèâèçíîé
ïîâåðõíîñòè òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç K(x).

Íàïîìíèì, ÷òî ïàðà ãëàâíûõ êðèâèçí îïðåäåëåíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî çíàêà è ïå-
ðåñòàíîâêè. Ãàóññîâà êðèâèçíà æå îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåñòàíîâêå k1, k2 è
îäíîâðåìåííîé ñìåíå èõ çíàêà ïðîèçâåäåíèå k1k2 íå èçìåíÿåòñÿ.
Îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãàóññîâîé êðèâèçíû. Ñìûñë åå çíàêà íàì óæå èçâåñòåí: îíà

ïîëîæèòåëüíà èëè îòðèöàòåëüíà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îäíîãî èëè ðàçíîãî çíàêà ãëàâíûå êðè-
âèçíû, à ýòî îïðåäåëÿåò âèä ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ñî ñâîåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ. Åñëè
ãàóññîâà êðèâèçíà ïîëîæèòåëüíà, òî ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî ðàñïîëàãàåòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, à åñëè îòðèöàòåëüíà, òî ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ñ êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòüþ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ ñîñòîèò èç ïàðû ãëàäêèõ äóã. Åñëè æå ãàóññîâà
êðèâèçíà ðàâíà íóëþ, òî î ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ â ñîîòâåòñòâó-
þùåé òî÷êå íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ãàóññîâîé êðèâèçíû âèäåí èç åå èíòåðïðåòà-

öèè êàê îïðåäåëèòåëÿ äèôôåðåíöèàëà ñôåðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëèòåëü îïåðàòîðà íà
ïëîñêîñòè ðàâåí, êàê èçâåñòíî, îòíîøåíèþ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè îáðàçà ëþáîãî ïàðàëëå-
ëîãðàììà ê ïëîùàäè ñàìîãî ïàðàëëåëîãðàììà. Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðèáëèæåíèåì îòîáðàæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 2.13. Ãàóññîâà êðèâèçíàK(x) ðàâíà ïðåäåëó îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé S(ν(N))/S(N),
ãäå N � êóñîê äàííîé ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùèé òî÷êó x, ïðè ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ äèàìåòðå
êóñêà N .

�2.7. Ðàçâåðòûâàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè êàê ïîâåðõíîñòè íóëåâîé êðèâèçíû.

Îïðåäåëåíèå 2.17. Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ëèíåé÷àòîé, åñëè â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè ëþáîé åå òî÷êè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ,
ò.å. èìååò ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà

(2.13) r(u1, u2) = q(u1) + u2 w(u1),

ãäå q(u1) � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ, w(u1) � íåíóëåâîé âåêòîð, ãëàäêî çàâèñÿùèé
îò u1. Ïðÿìûå q(u1) + 〈w(u1)〉 íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè.

Íåêîòîðûå ïðèìåðû ëèíåé÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé óæå èçâåñòíû èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè: îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä è ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. Ýòè ïîâåðõíîñòè îáëàäàþò
íå îäíèì, à äâóìÿ ñåìåéñòâàìè îáðàçóþùèõ, òàêèìè ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäèò ïî îä-
íîé îáðàçóþùåé èç êàæäîãî ñåìåéñòâà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé
ñ òàêèì ñâîéñòâîì íå áûâàåò.
Åùå îäíèì èíòåðåñíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ãåëèêîèä � ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ ïàðàìåòðè-

÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(u1, u2) = a(u2 cosu1, u2 sinu1, u1).

Çàäà÷à 2.8. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè âñåãäà
ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà (2.13) òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ u1 âåêòîð ñêîðîñòè dq(u1)/du1

áûë îðòîãîíàëåí w(u1).

Îïðåäåëåíèå 2.18. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòèM èM ′ èçîìåòðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò ãëàäêèé
ãîìåîìîðôèçì ϕ : M → M ′, ñîõðàíÿþùèé äëèíû êðèâûõ. Ñàì ãîìåîìîðôèçì ϕ íàçûâàåòñÿ
ïðè ýòîì èçîìåòðèåé.

Ïîñêîëüêó äëèíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè âûðàæàåòñÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ÷åðåç ïåðâóþ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 2.14. Ãëàäêèé ãîìåîìîðôèçì ϕ : M → M ′ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M è ëþáîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè r(u1, u2) â
åå îêðåñòíîñòè ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòèM , çàïèñàííàÿ â êîîðäèíàòàõ u1, u2,
ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè M ′ äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè r̃(u1, u2) =
= ϕ(r(u1, u2)).

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ, åñëè îíà ëèíåé÷àòàÿ è ëî-
êàëüíî èçîìåòðè÷íà ïëîñêîñòè (ò.å. äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè èçîìåòðè÷íà
êóñêó ïëîñêîñòè).

Òåîðåìà 2.6. Åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè M âñþäó ðàâíà íóëþ, òî ïîâåðõíîñòü M
ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî íóëþ ãàóññîâîé êðèâèçíû îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ãëàâíûõ
êðèâèçí íóëåâàÿ. Åñëè îáå ãëàâíûå êðèâèçíû ðàâíû íóëþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 äàííîé ïî-
âåðõíîñòè, òî â ýòîé îêðåñòíîñòè ôîðìà II òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ, è ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè
ñ ýòîé îêðåñòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïëîñêîñòè ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.3.
Äàëåå ìû ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç ãëàâíûõ êðèâèçí ðàâíà íóëþ, à âòîðàÿ � íåò. Ìû

îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëó÷àé, êîãäà îáå ãëàâíûå êðèâèçíû îáðàùàþòñÿ â íóëü â äàííîé
òî÷êå, íî îäíà èç íèõ íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
Èòàê, ïóñòü â òî÷êå x0 äàííîé ïîâåðõíîñòè M íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû ðîâíî îäíà èç

ãëàâíûõ êðèâèçí îáðàòèëàñü â íóëü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k1(x0) 6= 0, k2(x0) = 0. Äëÿ òî÷åê x èç
ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 òàêæå çàíóìåðóåì ãëàâíûå êðèâèçíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èìåòü
k2(x) = 0.

Çàäà÷à 2.9. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíàÿ êðèâèçíà k1(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé
îò x â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî åäèíè÷íûå âåêòîðû e1(x),
e2(x) ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé ìîæíî âûáðàòü ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò òî÷êè x.

Ñíà÷àëà ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ ïîâåðõíîñòü ëèíåé÷àòàÿ. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçó-
åìñÿ ñïåöèàëüíîé åå ïàðàìåòðèçàöèåé.

Ëåììà 2.1. Íà ïîâåðõíîñòè M â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò, òàêàÿ ÷òî x0 = r(0, 0), ru1 = e1 ïðè u2 = 0 è ru2 = e2 âñþäó â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0, ïðè÷åì x0 = r(u1

0, u
2
0). Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ e1, e2 ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé

ñèñòåìå ÷åðåç (E1
1 , E

2
1), (E1

2 , E
2
2) ñîîòâåòñòâåííî:

ei = Ej
i ruj .

Ðåøèì óðàâíåíèÿ
d

ds
ϕi(s) = Ei

1(ϕ1(s), ϕ2(s)), i = 1, 2,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
ϕi(0) = ui0

äëÿ s èç ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðîâåëè êðèâóþ γ íà
ïîâåðõíîñòè M ÷åðåç òî÷êó x0 òàê, ÷òîáû åå âåêòîðîì ñêîðîñòè â êàæäîé òî÷êå x áûë âåêòîð
e1(x). Ïàðàìåòð s ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì íà ýòîé êðèâîé.
Òåïåðü äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî s, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû ϕ1(s), ϕ2(s), ðåøèì óðàâ-

íåíèÿ
d

dt
ψi = Ei

2(ψ1, ψ2), i = 1, 2,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
ψi|t=0 = ϕi(s).
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Òàêèì îáðàçîì, ψ1, ψ2 � ýòî ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ, s è t: ψi = ψi(s, t). Ïî òåîðåìå î ãëàä-
êîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ψi(s, t) � ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì

∂ψ1

∂s

∂ψ1

∂t
∂ψ2

∂s

∂ψ2

∂t


s,t=0

=

(
E1

1 E1
2

E2
1 E2

2

)
(u1,u2)=(u1

0,u
2
0)

.

Ýòà ìàòðèöà íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó ëîêàëüíî ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò u1 = ψ1(s, t),
u2 = ψ2(s, t). Ïî ïîñòðîåíèþ áóäåì èìåòü

∂

∂s
r(ψ1(s, t), ψ2(s, t)) = (ruiEi

1)(ψ1(s, t), ψ2(s, t)) = e1(ψ1(s, t), ψ2(s, t)) ïðè t = 0,

∂

∂t
r(ψ1(s, t), ψ2(s, t)) = (ruiEi

2)(ψ1(s, t), ψ2(s, t)) = e2(ψ1(s, t), ψ2(s, t)) ïðè âñåõ s, t.

�

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè òàêàÿ, êàê óêàçàíî â ëåììå 2.1.
Îïåðàòîð Âàéíãàðòåíà dν äåéñòâóåò â êàæäîé òî÷êå x ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîð e2(x)

îòîáðàæàåòñÿ â íóëü, à âåêòîð e1(x) óìíîæàåòñÿ íà k1(x). Òàêèì îáðàçîì, îáðàç Im(dνx) îäíî-
ìåðåí è ïîðîæäåí âåêòîðîì e1(x), à âåêòîð e2(x) ëåæèò â ÿäðå ker(dνx). Îòñþäà

nu2 = dν(e2) = 0, nu1 = λe1,

ãäå λ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò òî÷êè ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 2.10. Äîêàæèòå, ÷òî λ � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Äàëåå, èìååì
0 = (nu2)u1 = (nu1)u2 = (λe1)u2 = λu2e1 + λ(e1)u2 .

Íî äëèíà âåêòîðà e1 ïîñòîÿííà, îòêóäà e1 ⊥ (e1)u2 . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âëå÷åò

(e1)u2 = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî âåêòîðû n è e1 ïîñòîÿííû âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé u1 = const. Ïîñêîëüêó
âåêòîðû e1, e2, n â êàæäîé òî÷êå îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí-
íûé áàçèñ, âåêòîð e2 = [n, e1] òàêæå ïîñòîÿíåí âäîëü ëèíèé u1 = const. Íàïîìíèì, ÷òî â íàøåé
ïàðàìåòðèçàöèè âî âñåõ òî÷êàõ âûïîëíåíî ru2 = e2, îòêóäà êîîðäèíàòíûå ëèíèè u1 = const
åñòü ïðîñòî ïðÿìûå, à ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

(2.14) r(u1, u2) = q(u1) + u2 e2(u1),

ãäå q(u1) = r(u1, 0). Êðîìå òîãî, q(u1) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, è q′(u1) = e1(u1) ⊥
⊥ e2(u1) äëÿ âñåõ u1.
Âû÷èñëèì íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû:

ru2u2 = 0 ⇒ b22 = 0, ru1u2 = e′2 ⇒ b12 = (e′2,n).

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ãàóññîâîé êðèâèçíû ñëåäóåò

0 = detB = −(b12)2 = −(e′2,n)2.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð e′2 îðòîãîíàëåí n. Íî îí òàêæå îðòîãîíàëåí è e2, ïîñêîëüêó äëèíà
âåêòîðà e2 ïîñòîÿííà. Ñëåäîâàòåëüíî, e′2 = µe1, ãäå µ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò u1.
Òåïåðü âû÷èñëèì ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó:

ru1 = (1 + u2µ)e1, ru2 = e2,

(2.15) I = (1 + u2µ)2(du1)2 + (du2)2.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ìû ïîëüçîâàëèñü òîëüêî òåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ (2.14),
â êîòîðîé q(u1) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòîðîé êðèâîé, e2 � åäèíè÷íûé âåêòîð,
îðòîãîíàëüíûé q′, ïðè÷åì e′2 = µq′.
Âîçüìåì òåïåðü íà ïëîñêîñòè êðèâóþ ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé q̃(u1) è ôóíêöèåé

êðèâèçíû k(u1) = −µ(u1). Òàêàÿ êðèâàÿ ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå 1.9. Òîãäà äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè
êóñêà ïëîñêîñòè

r̃(u1, u2) = q̃(u1) + u2 m(u1),

ãäå m � âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè êðèâîé q̃(u1), ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà òàêæå áóäåò
èìåòü âèä (2.15). Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð m óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ m′ = −kq̃′ = µq̃′ ñîãëàñíî
ôîðìóëå Ôðåíå. Òåîðåìà 2.6 äîêàçàíà. �

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.6 ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîâåðõíîñòè íóëåâîé êðèâèçíû
äîïóñêàþò ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà (2.14), â êîòîðîé q(u1) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêî-
òîðîé êðèâîé, à âåêòîð e2(u1) îðòîãîíàëåí q′(u1) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ e′2 = µq′. Îáñóäèì
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî óñëîâèÿ, ðàññìîòðåâ ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.

• µ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð e2 ïîñòîÿíåí, ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç ñåìåéñòâà ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè;

• µ 6= 0, µ′ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà q(u1)− 1

µ
e2(u1) íå çàâèñèò îò u1:(

q − 1

µ
e2

)′
= q′ − 1

µ
e′2 = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå îáðàçóþùèå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Ïîâåðõíîñòü â ýòîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêîé;

• µ 6= 0, µ′ 6= 0. Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçîâàííóþ êðèâóþ q̂(t) = q(t) − 1

µ
e2(t). Â êàæäîé

òî÷êå åå âåêòîð ñêîðîñòè

q̂′ = q′ − 1

µ
e′2 +

µ′

µ2
e2 =

µ′

µ2
e2

ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì äëÿ îáðàçóþùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì,
ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê îäíîé è òîé æå êðèâîé. Ýòî
íàèáîëåå òèïè÷íûé ñëó÷àé ðàçâåðòûâàþùåéñÿ ïîâåðõíîñòè. Íà ñàìîé êðèâîé q̂ ïðè ýòîì
ïîâåðõíîñòü ïåðåñòàåò áûòü ãëàäêîé. Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ äëÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ
ïîâåðõíîñòè ðåáðîì âîçâðàòà.

Çàäà÷à 2.11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèé âåêòîð e2 ïîâåð-
íóòü â êàæäîé òî÷êå âîêðóã âåêòîðà q′ íà îäèí è òîò æå óãîë, òî ñíîâà ïîëó÷èòñÿ ðàçâåðòûâà-
þùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü.

�2.8. Ëèíèè êðèâèçíû. Îìáèëè÷åñêèå òî÷êè. Åñëè ãëàâíûå êðèâèçíû k1, k2 ïîâåðõíîñòè
â òî÷êå x íå ñîâïàäàþò, òî â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ýòîé òî÷êå îïðåäåëåíû äâà âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿ � ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûõ
ôîðì. Ýòè íàïðàâëåíèÿ íå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî â òî÷êàõ, ãäå ãëàâíûå êðèâèçíû ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Ëèíèåé êðèâèçíû íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè, âåêòîð ñêîðîñòè êîòîðîé èìååò â êàæäîé òî÷êå ãëàâíîå íàïðàâëåíèå.

Òåîðåìà 2.7. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ íà ïîâåðõíîñòèM ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íîðìàëüíûå ïðÿìûå ê M , ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ êðèâîé γ, îáðàçóþò ïîâåðõíîñòü
íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q(s) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ. Ïîâåðõíîñòü, ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç íîðìàëåé ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êàõ êðèâîé γ èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ

(2.16) r(u1, u2) = q(u1) + u2 e(u1),
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ãäå e(s) = n(q(s)). Ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ ãàóññîâîé êðèâèçíû ýòîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîëëèíåàðíîñòü âåê-
òîðîâ q′ è e′. Íî âåêòîð e′(s) åñòü íå ÷òî èíîå êàê dνq(s)(q

′(s)). Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî íóëþ
ãàóññîâîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè (2.16) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî q′(s) � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ
îïåðàòîðà Âàéíãàðòåíà. À ýòî â òî÷íîñòè óñëîâèå òîãî, ÷òî âåêòîð q′(s) èìååò ãëàâíîå íàïðàâ-
ëåíèå â òî÷êå q(s) ïîâåðõíîñòè M . �

Îïðåäåëåíèå 2.21. Òî÷êà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ îìáèëè÷åñêîé, åñëè â íåé ñîâïàäàþò ãëàâ-
íûå êðèâèçíû.

Ëèíèè êðèâèçíû îáðàçóþò íà ïîâåðõíîñòè îðòîãîíàëüíóþ ñåòêó, êîòîðóþ ëîêàëüíî ìîæíî
âçÿòü çà êîîðäèíàòíóþ. Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíî, êàê âûãëÿäèò ýòà ñåòêà äëÿ ýëëèïñîèäà. Ñîîòâåò-

Êëèêíóòü çäåñü,

÷òîáû ïîñìîò-

ðåòü â äâèæåíèè.

Ïîòîì íàæèìàòü

PgDn/PgUp èëè

ñòðåëêè.

Ðèñ. 9. Ëèíèè êðèâèçíû è îìáèëè÷åñêèå òî÷êè ýëëèïñîèäà

ñòâóþùèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû õîðîøè òåì, ÷òî îáå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû ïîâåðõíîñòè
â íèõ äèàãîíàëèçóþòñÿ, è íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ïðîùå. Òî÷êè, â îêðåñòíîñòè êî-
òîðûõ òàêèå êîîðäèíàòû íå îïðåäåëÿþòñÿ � ýòî â òî÷íîñòè îìáèëè÷åñêèå òî÷êè.

Òåîðåìà 2.8. Ïîâåðõíîñòü, âñÿ ñîñòîÿùàÿ èç îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê, åñòü ÷àñòü ñôåðû èëè
ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ãëàâíûå êðèâèçíû â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàþò, ìû èìååì II = λI,
ãäå λ = k1 = k2 � çíà÷åíèå ãëàâíûõ êðèâèçí. Âîñïîëüçóåìñÿ äåðèâàöèîííûìè ôîðìóëàìè
Âàéíãàðòåíà. Áóäåì èìåòü

(2.17) nui = −λrui .

Äàëåå èñïîëüçóåì ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

0 = nu1u2 −nu2u1 = −(λru1)u2 + (λru2)u1 = λ(ru2u1 − ru1u2)− λu2ru1 + λu1ru2 = −λu2ru1 + λu1ru2 .

Âåêòîðû ru1 è ru2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, îòêóäà

λu1 = λu2 = 0.

Çíà÷èò, âåëè÷èíà λ ïîñòîÿííà íà ïîâåðõíîñòè.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: λ = 0 è λ 6= 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå èç (2.17) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð n

ïîñòîÿíåí, îòêóäà äàííàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïëîñêîñòè. Â âòîðîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî
(2.17) îçíà÷àåò, ÷òî

r = r0 −
1

λ
n,

ãäå r0 � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî r ïðèíàäëåæèò ñôåðå ñ öåíòðîì
r0 è ðàäèóñîì 1/|λ|. �
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�2.9. Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà. Ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.22. Ñðåäíåé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x ∈ M , îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç
H(x), íàçûâàåòñÿ ïîëóñóììà åå ãëàâíûõ êðèâèçí â òî÷êå x:

H(x) =
k1(x) + k2(x)

2
.

Çàìå÷àíèå 2.5. Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ äðóãîå îïðåäåëåíèå ñðåäíåé êðèâèçíû, îòëè-
÷àþùååñÿ îò íàøåãî îòñóòñòâèåì ìíîæèòåëÿ 1/2: H = k1 + k2. Íà ïðàêòèêå ýòî âåäåò ê íåáîëü-
øîìó óïðîùåíèþ ôîðìóë çà ñ÷åò èñ÷åçíîâåíèÿ ìíîæèòåëÿ, íî òîãäà ýòà âåëè÷èíà íå âïîëíå
ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó íàçâàíèþ.

Çàìå÷àíèå 2.6. Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà îïðàâäûâàåò ñâîå íàçâàíèå íå òîëüêî è äàæå íå ñòîëüêî òåì,
÷òî ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ãëàâíûõ êðèâèçí. Îíà ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåííûì ïî âñåì
íàïðàâëåíèÿì çíà÷åíèåì íîðìàëüíîé êðèâèçíû:

H =
1

2π

∫ 2π

0

kcos(ϕ)e1+sin(ϕ)e2 dϕ,

ãäå e1, e2 � ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

Òàê æå, êàê è ãëàâíûå êðèâèçíû, ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè â êàæäîé òî÷êå îïðåäåëåíà
ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí âåêòîð H ·n, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùèé ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë. Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå åäèíèö èçìåðåíèÿ ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà áåñêîíå÷íî ìàëûé êóñîê
îäíîðîäíîé ïëåíêè, èìåþùåé ôîðìó äàííîé ïîâåðõíîñòè, ê ïëîùàäè ýòîãî êóñêà. Â ÷àñòíîñòè,
ðàâåíñòâî H = 0 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ òàêîé ïëåíêè ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë, ÷òî
ìû ñåé÷àñ è ïîêàæåì.

Îïðåäåëåíèå 2.23. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîé åå
âíóòðåííåé òî÷êè x íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U , ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü M ′,
ñîâïàäàþùàÿ ñ M âíå U è èìåþùàÿ òîò æå êðàé, ∂M ′ = ∂M , èìååò ïëîùàäü íå ìåíüøóþ, ÷åì
M .

Òåîðåìà 2.9. Ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñðåäíÿÿ êðèâèçíà
âñþäó ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òîëüêî íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ H = 0 äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâåðõ-
íîñòü áûëà ìèíèìàëüíà.
Ïóñòü M ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, x � åå âíóòðåííÿÿ òî÷êà, N ⊂ M � ïåðåñå÷åíèå M ñ

çàìûêàíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x, òàêîé, ÷òî çàìåíà N íà äðóãîé êóñîê ñ òåì æå êðàåì
âåäåò ê óâåëè÷åíèþ èëè ñîõðàíåíèþ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî N � ïðîñòîé êóñîê.
Âûáåðåì ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ r(u1, u2) äëÿ N è âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ

ôóíêöèþ ϕ : N → R, îáðàùàþùóþñÿ â íóëü âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà êðàå ∂N ,
íî òàêóþ, ÷òî ϕ(x) 6= 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé:

r(u1, u2, τ) = r(u1, u2) + τϕ(u1, u2) n(u1, u2),

ãäå n, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåò âåêòîð íîðìàëè. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì τ èç äîñòàòî÷íî
ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ýòà ôîðìóëà çàäàåò ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íåêîòîðîé ïîâåðõíî-
ñòè Nτ ñ òåì æå êðàåì, ÷òî è N . Ïîýòîìó S(Nτ ) > S(N). Íàïîìíèì ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè:

S(N) =

∫
N

√
g du1du2,

ãäå g � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà âåêòîðîâ ru1 , ru2 . Äëÿ ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå ãëàäêî çàâèñèò îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ðàäèóñ-âåêòîðà r ïî u1, u2, ïî-
ýòîìó S(Nτ ) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò τ . Â äàëüíåéøåì ìû îïóñêàåì â îáîçíà÷åíèÿõ çàâèñèìîñòü
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îò u1, u2 è îñòàâëÿåì òîëüêî çàâèñèìîñòü îò τ . Åñëè îïóùåíà è çàâèñèìîñòü îò τ , èìååòñÿ â
âèäó çíà÷åíèå ïðè τ = 0.

Ëåììà 2.2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∂

∂τ

√
g =
√
g ϕH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî óñòàíîâèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ìû ñäåëàåì íåñêîëü-
êî èíà÷å.
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ϕ íå âîéäóò â îòâåò:

gij(τ) =
(
rui +τ(ϕuin+ϕnui)+o(τ), ruj +τ(ϕujn+ϕnuj )+o(τ)

)
=
(
rui +τϕnui , ruj +τϕnuj

)
+o(τ),

τ → 0, ïîñêîëüêó âåêòîð n îðòîãîíàëåí ruk . Òàêèì îáðàçîì, (gij(τ)) � ýòî ñ òî÷íîñòüþ äî
o(τ) ìàòðèöà Ãðàìà âåêòîðîâ ru1 + τϕnu1 , ru2 + τϕnu2 . Ýòè äâà âåêòîðà ëåæàò â êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè, ïîðîæäåííîé âåêòîðàìè ru1 , ru2 , è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ ìàòðèöåé

E + τϕC,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à C = −G−1B � ìàòðèöà îïåðàòîðà Âàéíãàðòåíà.
Äàëåå, âìåñòî òîãî, ÷òîáû íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿòü

√
g(τ), âñïîìíèì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà

ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó âåêòîðîâ, à îòíîøå-
íèå ïëîùàäåé ðàâíî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îïðåäåëèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû ïåðåõîäà,
îòêóäà √

g(τ)
√
g

= | det(E + τϕC)|+ o(τ) = 1 + τϕ trC + o(τ) = 1 + 2ϕHτ + o(τ).

�

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

S(Nτ ) = S(N) + τ

∫
N

ϕH
√
g du1du2 + o(τ).

Ïîñêîëüêó ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Nτ äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè τ = 0 ìû äîëæíû èìåòü

0 =
dS(Nτ )

dτ

∣∣∣
τ=0

=

∫
N

ϕH
√
g du1du2

ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèè ϕ.
Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî H(x) 6= 0 âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ýòèì óñëîâèåì. Âîçüìåì íîâóþ

ôóíêöèþ ϕ̃ = ϕ2H. Áóäåì èìåòü∫
N

ϕ̃H
√
g du1du2 =

∫
N

ϕ2H2√g, du1du2 > 0,

òàê êàê ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì â òî÷êå x îíà ïîëîæè-
òåëüíà.

�

Çàäà÷à 2.12. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè âèäà

r(u1, u2, τ) = r(u1, u2) + τϕ(u1, u2) v(u1, u2),

ãäå äëÿ âñåõ (u1, u2) âåêòîð v(u1, u2) ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê äàííîé ïîâåðõíîñòè â
òî÷êå r(u1, u2), ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íå ìåíÿåòñÿ: S(Nτ ) = S(N)+o(τ).

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ïðèìåðàìè ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòü, ãåëèêîèä è
êàòåíîèä � ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì√

(x1)2 + (x2)2 = ch(x3).
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�2.10. Òåîðåìà Ìåíüå. Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

Òåîðåìà 2.10 (Ìåíüå). Ïóñòü γ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè M . Òîãäà åå êðèâèçíà k â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ γ ñâÿçàíà ñ íîðìàëüíîé êðèâèçíîé kv ïîâåðõíîñòè M ïî íàïðàâëåíèþ
âåêòîðà ñêîðîñòè v êðèâîé γ â òîé æå òî÷êå ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

k cos θ = kv,

ãäå θ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè è ãëàâíîé íîðìàëüþ ê êðèâîé â òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q(s) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ. Âåêòîð ãëàâíîé íîð-
ìàëè ê êðèâîé îáîçíà÷èì ÷åðåç m. Â òî÷êå x èìååì v = q′, q′′ = km. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, êàê ìû âèäåëè â �2.4, íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ (q′′,n)n âåêòîðà q′′ ïî îòíîøåíèþ ê
TxM âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé II(v)n. Ïîñêîëüêó âåêòîð v èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó, ìû èìååì
kv = II(v)/I(v) = II(v). Òàêèì îáðàçîì,

kvn = II(v)n = (q′′,n)n = (km,n)n = k cos θ · n,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû íà ïðèìåðå ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.24. Ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü, èíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ åå îñüþ.

Ïðèíèìàÿ îñü âðàùåíèÿ çà òðåòüþ êîîðäèíàòíóþ îñü, ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ìîæíî âñåãäà
ëîêàëüíî çàäàòü óðàâíåíèåì âèäà

f(
√

(x1)2 + (x2)2, x3) = 0

èëè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âèäà

(2.18) r(u1, u2) = (ρ(u2) cosu1, ρ(u2) sinu1, h(u2)).

Íàîáîðîò, òàêèå óðàâíåíèÿ (ïðè âûïîëíåíèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè) âñåãäà çà-
äàþò ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ îñüþ Ox3. Êîîðäèíàòíûå ëèíèè u2 = const ïðè çàäàíèè (2.18)
íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëÿìè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, à ëèíèè u1 = const � åå ìåðèäèàíàìè.

Òåîðåìà 2.11. Öåíòð êðèâèçíû íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ âäîëü âåêòîðà ñêîðîñòè ïàðàëëåëè ïî-
âåðõíîñòè âðàùåíèÿ âñåãäà ëåæèò íà åå îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � îäíà èç ïàðàëëåëåé, x � íåêîòîðàÿ òî÷êà íà íåé, v � êàñàòåëüíûé
âåêòîð ê γ â òî÷êå x. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ìåíüå, ïðè÷åì ìû äàæå íå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëó äëÿ êðèâèçíû ñå÷åíèÿ, à çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå êðèâèçíû ïàðàëëåëè γ è êðèâèçíû
íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ âäîëü v îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé ïàðàëëåëü,
è êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ TxM . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæà-
ùàÿ γ è èìåþùàÿ â òî÷êå x òó æå êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, áóäåò èìåòü òó æå íîðìàëüíóþ
êðèâèçíó âäîëü v. Â êà÷åñòâå òàêîé ïîâåðõíîñòè âñåãäà ìîæíî âçÿòü ñôåðó ñ öåíòðîì íà îñè
âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòè M , ñì. ðèñ. 10, à öåíòðû êðèâèçíû âñåõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé ñôåðû

çäåñü áóäåò êàðòèíêà

Ðèñ. 10.

ñîâïàäàþò ñ åå öåíòðîì. �
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�2.11. Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû Ãàóññà. Òîæäåñòâà Êðèñòîôôåëÿ. Â �2.6 ìû âûâåëè
äëÿ ïîâåðõíîñòè àíàëîã âòîðîé ôîðìóëû Ôðåíå ïëîñêîé êðèâîé. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàñ-
ñìîòðèì àíàëîã ïåðâîé ôîðìóëû, ò.å. ðàâåíñòâà

v′ = kn.

Îäíàêî, ïîñêîëüêó äëÿ ïîâåðõíîñòè íå ñóùåñòâóåò ïîëíîöåííîãî àíàëîãà íàòóðàëüíîé ïàðàìåò-
ðèçàöèè, ìû áóäåì ñòðîèòü àíàëîã áîëåå îáùåé ôîðìóëû, à èìåííî, ôîðìóëû (1.17), êîòîðóþ
ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

r̈ =
ġ

2g
ṙ + gkn,

ãäå g = (ṙ, ṙ) � åäèíñòâåííûé èìåþùèéñÿ êîýôôèöèåíò ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû êðèâîé.
Àíàëîãîì ýòîé ôîðìóëû äëÿ ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû, âûðàæàþùèå âòîðûå ïðîèç-

âîäíûå ruiuj ÷åðåç âåêòîðû áàçèñà ru1 , ru2 ,n, îïðåäåëåííûé â êàæäîé òî÷êå ïàðàìåòðèçîâàí-
íîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñêîëüêó âåêòîð n ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè
ê ïëîñêîñòè, ïîðîæäåííîé âåêòîðàìè ru1 , ru2 , êîýôôèöèåíò ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè n ðàâåí
(ruiuj ,n), à ýòî � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàòðèöû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Îñòàëüíûå
êîýôôèöèåíòû íàì ïîêà íåèçâåñòíû, è ìû ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå Γkij:

ruiuj = Γ1
ijru1 + Γ2

ijru2 + bijn, i, j = 1, 2.

Ýòè ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ äåðèâàöèîííûìè ôîðìóëàìè Ãàóññà. Âîñåìü ïîêà íåèçâåñòíûõ íàì
êîýôôèöèåíòîâ Γkij, èç êîòîðûõ äâå ïàðû îäèíàêîâûõ (ïîñêîëüêó ru1u2 = ru2u1):

Γ1
12 = Γ1

21, Γ2
12 = Γ2

21,

íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ äàííîé ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà 2.12 (Òîæäåñòâà Êðèñòîôôåëÿ). Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2.19) Γkij =
1

2
gkl
(∂gil
∂uj

+
∂gjl
∂ui
− ∂gij
∂ul

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ òðåõ ëåìì.

Ëåììà 2.3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(2.20)
∂gij
∂uk

= gsjΓ
s
ik + gisΓ

s
jk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ gij = (rui , ruj ). Îòñþäà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

∂gij
∂uk

=
∂(rui , ruj )

∂uk
= (ruiuk , ruj ) + (rui , rujuk) = (Γsikrus + bikn, ruj ) + (rui ,Γsjkrus + bjkn) =

= gsjΓ
s
ik + gisΓ

s
jk.

�

Ëåììà 2.4. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà âåëè÷èíû Γkij, ñîñòàâëåííàÿ èç ðàâåíñòâ (2.20)
è óñëîâèé ñèììåòðèè gksΓ

s
ij = gksΓ

s
ji ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé

2gisΓ
s
jk =

∂gij
∂uk

+
∂gik
∂uj
− ∂gjk

∂ui
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: Γijk = gisΓ
s
jk. Èç óðàâíåíèé (2.20) è ñèììåòðèé Γijk =

Γikj, gij = gji ñëåäóåò
∂gij
∂uk

= gjsΓ
s
ki + gisΓ

s
jk = Γjki + Γijk.
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Ïåðåñòàâëÿÿ ïî öèêëó èíäåêñû i, j, k, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òðè ðàâåíñòâà:

∂gij
∂uk

= Γijk + Γjki,

∂gjk
∂ui

= Γjki + Γkij,

∂gki
∂uj

= Γijk + Γkij.

Îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí Γijk ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Γijk =
1

2

(∂gij
∂uk

+
∂gki
∂uj
− ∂gjk

∂ui

)
,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèÿì ñèììåòðèè Γijk = Γikj. �

Ëåììà 2.5. Ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé

Γijk = gisΓ
s
jk

ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå

gisΓsjk = Γijk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî êîíñòàòàöèåé òîãî, ÷òî (gij) è (gij) � âçà-
èìíî îáðàòíûå ìàòðèöû. �

Çàäà÷à 2.13. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (2.20) ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé:

(2.21)
∂gij

∂uk
= −gsjΓisk − gisΓ

j
sk.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ íå îáðàçóþò íèêàêîãî òåíçîðà â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå ê ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 2.14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì, ũ1, ũ2, ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

Γ̃kij = Γrpq
∂ũk

∂ur
∂up

∂ũi
∂uq

∂ũj
+
∂ũk

∂up
∂2up

∂ũi∂ũj
.

�2.12. Ñîâìåñòíîñòü ïàðû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

(2.22)


∂x

∂u1
= f 1(x, u1, u2),

∂x

∂u2
= f 2(x, u1, u2),

â êîòîðîé x = (x1, . . . , xn) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ îò u1, u2 ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, à f 1 =
(f 1

1 , . . . , f
n
1 ), f 2 = (f 1

2 , . . . , f
n
2 ) � èçâåñòíûå ãëàäêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â íåêîòîðîé îò-

êðûòîé îáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà Rn × R× R = Rn+2.

Îïðåäåëåíèå 2.25. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (2.22) ñîâìåñòíà, åñëè äëÿ ëþáîé òðîéêè (x0, u
1
0, u

2
0) ∈

∈ Ω îíà èìååò ãëàäêîå ðåøåíèå x(u1, u2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(u1
0, u

2
0) = x0, îïðåäåëåííîå â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (u1
0, u

2
0).

Òåîðåìà 2.13. Ñèñòåìà (2.22) ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè f 1, f 2 óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ âñþäó â Ω:

(2.23)
∂f 1

∂x
f 2 +

∂f 1

∂u2
=
∂f 2

∂x
f 1 +

∂f 2

∂u1
.

Çäåñü (∂f 1/∂x)f 2 � ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ (∂f 1/∂x
i)f i2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x(u1, u2) � íåêîòîðîå ëîêàëüíîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (2.22). Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè âñþäó, ãäå îíî îïðå-
äåëåíî, âûïîëíåíî

∂2x(u1, u2)

∂u1∂u2
=
∂f 1(x(u1, u2), u1, u2)

∂u2
=
∂f 1

∂x
(x(u1, u2), u1, u2)

∂x(u1, u2)

∂u2
+
∂f 1

∂u2
(x(u1, u2), u1, u2) =

=
(∂f 1

∂x
f 2 +

∂f 1

∂u2

)
(x(u1, u2), u1, u2).

Ïîìåíÿâ ðîëÿìè u1 è u2, ïîëó÷àåì

∂2x(u1, u2)

∂u1∂u2
=
(∂f 2

∂x
f 1 +

∂f 2

∂u1

)
(x(u1, u2), u1, u2).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (2.23) èìååò ìåñòî âäîëü âñåãî ðåøåíèÿ, ò.å. âî âñåõ òî÷êàõ âèäà
(x(u1, u2), u1, u2). Ïîñêîëüêó ñîâìåñòíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü íàéòè ðåøå-
íèå ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ðàâåíñòâî (2.23) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî âñþäó.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîñòàòî÷íîñòè. Ïóñòü óñëîâèå (2.23) âûïîëíåíî. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíå-

íèÿ (2.22) ìîæíî ðåøèòü (ëîêàëüíî) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé x(u1
0, u

2
0) = x0.

Ïåðâîå óðàâíåíèå â (2.22) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ñ ïàðàìåòðîì u2. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ðåøèòü ïðè ôèêñèðîâàííîì u2 = u2

0 â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè u1

0, ò.å. íàéòè ôóíêöèþ y(u1), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

dy(u1)

du1
= f 1(y(u1), u1, u2

0), y(u1
0) = x0.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî u1, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíî y(u1), ìû ìîæåì ðåøèòü âòîðîå óðàâíåíèå
â (2.22) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(u1, u2

0) = y(u1). Ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé îáûêíî-
âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè è èõ ãëàäêîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ
è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷åííîå ðåøåíèå x(u1, u2) áóäåò îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ u2 èç äîñòàòî÷íî
ìàëîé, íå çàâèñÿùåé îò u1, îêðåñòíîñòè òî÷êè u2

0, è áóäåò ãëàäêîé ôóíêöèåé îò u1, u2.
Èòàê, â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (u1

0, u
2
0) ìû ïîñòðîèëè ãëàäêóþ ôóíêöèþ x(u1, u2), óäîâëå-

òâîðÿþùóþ âòîðîìó óðàâíåíèþ èç (2.22) âñþäó, à ïåðâîìó � âî âñåõ òî÷êàõ âèäà (u1, u2
0), à

òàêæå óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(u1
0, u

2
0) = x0. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî x(u1, u2)

è ïåðâîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò âñþäó, à íå òîëüêî âäîëü ïðÿìîé u2 = u2
0.

Êàê è âûøå, ïîëó÷àåì

∂2x(u1, u2)

∂u1∂u2
=
∂f 2

∂x
(x(u1, u2), u1, u2)

∂x(u1, u2)

∂u1
+
∂f 2

∂u1
(x(u1, u2), u1, u2).

Òåïåðü èñïîëüçóåì (2.23):

∂2x(u1, u2)

∂u1∂u2
=
∂f 2

∂x
(x(u1, u2), u1, u2)

∂x(u1, u2)

∂u1
+
(∂f 1

∂x
f 2 +

∂f 1

∂u2
− ∂f 2

∂x
f 1

)
(x(u1, u2), u1, u2).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x(u1, u2) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (2.22), ïîëó÷àåì

∂f 2

∂x
(x(u1, u2), u1, u2)

(∂x(u1, u2)

∂u1
− f 1(x(u1, u2), u1, u2)

)
=

=
∂2x(u1, u2)

∂u1∂u2
−
(∂f 1

∂x
f 2 +

∂f 1

∂u2

)
(x(u1, u2), u1, u2) =

=
∂2x(u1, u2)

∂u1∂u2
−
(∂f 1

∂x

∂x(u1, u2)

∂u2
+
∂f 1

∂u2

)
(x(u1, u2), u1, u2) =

=
∂

∂u2

(∂x(u1, u2)

∂u1
− f 1(x(u1, u2), u1, u2)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

g(u1, u2) =
∂x(u1, u2)

∂u1
− f 1(x(u1, u2), u1, u2)



48

óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂g(u1, u2)

∂u2
=
∂f 2

∂x
(x(u1, u2), u1, u2) g(u1, u2),

êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïî u2 ñ ïàðà-
ìåòðîì u1. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ u1 âûïîëíåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

g(u1, u2
0) = 0,

îòêóäà
g(u1, u2) ≡ 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(u1, u2) âñþäó óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (2.22). �

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè. Ïóñòü äàíû äâà óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ
ïðàâûå ÷àñòè íå çàâèñÿò îò x:

∂x

∂u1
= f 1(u1, u2),

∂x

∂u2
= f 2(u1, u2).

Òîãäà óñëîâèå èõ ñîâìåñòíîñòè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂f 2

∂u1
=
∂f 1

∂u2
.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè f 1 è f 2

çàâèñÿò îò x, íî íå çàâèñÿò îò u1, u2.

�2.13. Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 2.26. Âåêòîðíûì ïîëåì íà ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
êàæäîé òî÷êå x ∈ M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð v(x) èç êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TxM . Âåê-
òîðíîå ïîëå v íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè â ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè êîýôôèöèåíòû V 1, V 2

ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà v ïî áàçèñó ru1 , ru2 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè îò òî÷êè ïîâåðõíîñòè.

Äàëåå âñå ðàññìàòðèâàåìûå âåêòîðíûå ïîëÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè, ïîýòîìó ìû íå îãî-
âàðèâàåì ýòî îñîáî.
Ñ êàæäîé ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ñâÿçàíû äâà áàçèñíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ, îïðåäåëåí-

íûõ íà ñîîòâåòñòâóþùåì êóñêå ïîâåðõíîñòè: ru1 è ru2 . Èõ êîîðäèíàòû ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé
ëîêàëüíîé ñèñòåìå ïîñòîÿííû: (1, 0) è (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Çàäàäèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êîãäà
äàííàÿ ïàðà âåêòîðíûõ ïîëåé v, w ìîæåò áûòü ïàðîé áàçèñíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé äëÿ íåêîòîðîé
ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò?
Ðàçóìååòñÿ, äëÿ íà÷àëà íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû v è w áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæ-

äîé òî÷êå. Ïóñòü ýòî òàê â íåêîòîðîé òî÷êå x0. Òîãäà îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû è â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0. Ïóñòü u

1, u2 � íåêîòîðàÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â ýòîé îêðåñò-
íîñòè. Ìû õîòèì âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè äðóãàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ũ1, ũ2, äëÿ êîòîðîé âñþäó
â U áóäåò âûïîëíåíî

(2.24) rũ1 = v, rũ2 = w.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðíûõ ïîëåé v,w:

v = V 1ru1 + V 2ru2 , w = W 1ru1 +W 2ru2 .

Íàéòè ñèñòåìó êîîðäèíàò ũ1, ũ2 îçíà÷àåò íàéòè ôóíêöèè ïåðåõîäà îò íåå ê u1, u2 (èëè íàîáîðîò,
÷òî ýêâèâàëåíòíî). Ðàâåíñòâà (2.24) òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùåìó:

∂ui

∂ũ1
rui = V irui ,

∂ui

∂ũ2
rui = W irui ,

ò.å. ñëåäóþùåé ñèñòåìå èç äâóõ óðàâíåíèé:

∂ui

∂ũ1
= V i(u1, u2),

∂ui

∂ũ2
= W i(u1, u2).
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Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ íåå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

∂V i

∂uj
W j =

∂W i

∂uj
V j.

Îïðåäåëåíèå 2.27. Êîììóòàòîðîì âåêòîðíûõ ïîëåé v, w, îáîçíà÷àåìûì ÷åðåç [v,w], íàçû-
âàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå

[v,w] =
(
V j ∂W

i

∂uj
−W j ∂V

i

∂uj

)
rui .

Äàííîå îïðåäåëåíèå íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå êîððåêòíîñòè, ò.å. íåçàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò.

Ïðåäëîæåíèå 2.15. Îïðåäåëåííîå âûøå âåêòîðíîå ïîëå [v,w] íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ñäåëàâ çàìåíó êî-
îðäèíàò. Ìû æå âîñïîëüçóåìñÿ ¾âíåøíåé¿ òî÷êîé çðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü, ò.å. âñïîìíèì, ÷òî v
è w � ýòî çàâèñÿùèå îò òî÷êè âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èíà÷å ãîâîðÿ, v è w ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèÿ èç ïîâåðõíîñòè â R3. Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà èìååì
äëÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé:

dv(w) =
∂(V irui)

∂uj
W j =

(∂V i

∂uj
rui + V iruiuj

)
W j.

Àíàëîãè÷íî,

dw(v) =
(∂W i

∂uj
rui +W iruiuj

)
V j.

Ïîñêîëüêó ruiuj = rujui , âòîðîå ñëàãàåìîå â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäíî è òî æå. Îòñþäà

dw(v)− dv(w) =
(
V j ∂W

i

∂uj
−W j ∂V

i

∂uj

)
rui = [v,w].

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûðàçèëè êîììóòàòîð ÷åðåç èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû dw(v) è dv(w). Îò-
ìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ äâóõ âåëè÷èí íå çàäàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ ê ïîâåðõíîñòè. �

Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå ïîíÿòèå êîììóòàòîðà âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå
ðåçþìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2.14. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ v è w ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè äëÿ
íåêîòîðîé ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû è èõ êîììóòàòîð ðàâåí íóëþ.

Çàäà÷à 2.15. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè:

[[v1,v2],v3] + [[v2,v3],v1] + [[v3,v1],v2] = 0

äëÿ ëþáûõ òðåõ âåêòîðíûõ ïîëåé v1, v2, v3.

�2.14. Òåîðåìà Áîííå. Äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ Âàéíãàðòåíà è Ãàóññà ïðèíöèïèàëüíî îò-
ëè÷àþòñÿ îò ôîðìóë Ôðåíå íàëè÷èåì äâóõ ïàðàìåòðîâ âìåñòî îäíîãî. Òàê æå êàê è ôîðìó-
ëû Ôðåíå, îíè ïîçâîëÿþò âîññòàíàâëèâàòü ïîâåðõíîñòü ïî ïåðâîé è âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûì
ôîðìàì, íî òåïåðü äëÿ íèõ èìååòñÿ íåòðèâèàëüíîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè. Äåðèâàöèîííûå óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ìàòðè÷íîé ôîðìå:

(2.25) (ru1 , ru2 ,n)u1 = (ru1 , ru2 ,n)A1, (ru1 , ru2 ,n)u2 = (ru1 , ru2 ,n)A2,
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ãäå

(2.26) A1 =

Γ1
11 Γ1

21 −g1ibi1

Γ2
11 Γ2

21 −g2ibi1

b11 b21 0

 , A2 =

Γ1
12 Γ1

22 −g1ibi2

Γ2
12 Γ2

22 −g2ibi2

b12 b22 0

 .

Åñëè ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ (2.25) êàê ïàðó óðàâíåíèé íà ìàòðèöó X = (ru1 , ru2 ,n), òî
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (2.23) äëÿ íåå ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå:

(2.27)
∂

∂u1
A2 −

∂

∂u2
A1 + A1A2 − A2A1 = 0.

Â ôîðìóëèðîâêå ñëåäóþùåé òåîðåìû ïîâåðõíîñòü ïîíèìàåòñÿ â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå, ÷åì
áûëî ñêàçàíî â îïðåäåëåíèÿõ 2.1 è 2.2. À èìåííî, ïîâåðõíîñòè ðàçðåøàåòñÿ èìåòü ñàìîïåðåñå-
÷åíèÿ.

Òåîðåìà 2.15 (Áîííå). Ïóñòü gij(u
1, u2), bij(u

1, u2), ãäå i, j = 1, 2, � íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé
â ïðîñòîé çàìêíóòîé îáëàñòè Ω ⊂ R2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: ìàòðèöû G = (gij) è
B = (bij) ñèììåòðè÷íû äëÿ âñåõ òî÷åê (u1, u2) ∈ Ω, ïðè÷åì ìàòðèöà G ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà. Òîãäà:
(i) â R3 ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü M ñ ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèåé Ω → M , äëÿ êîòîðîé
ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû ðàâíû

I = gij du
i duj, II = bij du

i duj

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè gij, bij (i, j = 1, 2) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (2.27), â
êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû (Γkij) âûðàæåíû ÷åðåç (gij) ïî ôîðìóëàì (2.19);
(ii) åñëè ïîâåðõíîñòü ñ òàêèìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ôîðìàìè ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåí-
íà ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà R3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì [0, 1]× [0, 1].
Íà÷íåì ñ ÷àñòè (ii) � îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ v1 =

= ru1 , v2 = ru2 . Âåêòîðû v1, v2 è âåêòîð íîðìàëè n óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(2.28)
(
v1 v2 n

)
u1 =

(
v1 v2 n

)
A1,

êîòîðîå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò èõ â òî÷êàõ âèäà (u1, 0) äëÿ âñåõ u1, åñëè èçâåñòíû íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ v1(0, 0), v2(0, 0), n(0, 0). Äàëåå, èç óðàâíåíèÿ

(2.29)
(
v1 v2 n

)
u2 =

(
v1 v2 n

)
A2,

çíà÷åíèÿ v1, v2, n íàõîäÿòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ (u1, u2) ∈ Ω.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïàðàìåòðèçàöèÿ r(u1, u2) íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî èç óðàâíåíèé

ru1 = v1, ru2 = v2,

åñëè èçâåñòíî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå r(0, 0).
Òàêèì îáðàçîì, âñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê âûáîðó íà÷àëü-

íûõ çíà÷åíèé r(0, 0), v1(0, 0), v2(0, 0), n(0, 0). Ïðè ýòîì ìàòðèöà Ãðàìà òðîéêè âåêòîðîâ v1,v2,n
â òî÷êå (0, 0) äîëæíà áûòü ñëåäóþùåé:

(vi(0, 0),vj(0, 0)) = gij(0, 0), (vi(0, 0),n(0, 0)) = 0, (n(0, 0),n(0, 0)) = 1.

Ýòî îïðåäåëÿåò ðåïåð ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêèõ
äâèæåíèÿõ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ âûøå óðàâíåíèé ñíîâà ïåðåõîäÿò â ðåøåíèÿ.
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Òåïåðü ïîêàæåì, ïî÷åìó óñëîâèå (2.27) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïóñòü äàííûå êîýôôèöèåí-
òû (gij) è (bij) ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè â R3. Òîãäà ìàòðèöà X =

(
ru1 ru2 n

)
óäîâëåòâîðÿåò ïàðå óðàâíåíèé

(2.30) Xu1 = XA1, Xu2 = XA2,

ò.å., êàçàëîñü áû, ìû çíàåì òîëüêî, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ïðè îäíîì íà÷àëüíîì óñëî-
âèè. Íàïîìíèì, ÷òî â óñëîâèè òåîðåìû 2.13 òðåáîâàëîñü, ÷òîáû ñèñòåìà èìåëà ðåøåíèÿ ïðè
âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíîñòü ðåøèòü ñèñòåìó ïðè îäíîì íà÷àëüíîì
óñëîâèè X(0, 0) = X0 ïðè íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå X0 � à ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîîð-
äèíàò âåêòîðîâ ru1 , ru2 , n, íåâûðîæäåíà � ðàâíîñèëüíà âîçìîæíîñòè åå ðåøèòü ïðè ëþáîì
íà÷àëüíîì óñëîâèè. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå X 7→ CX, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ
ìàòðèöà, ïåðåâîäèò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.30) â ðåøåíèÿ, à âûáîðîì ìàòðèöû C ìîæíî ñäåëàòü
íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðîèçâîëüíûì.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ (2.27). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.13 ýòè óñëî-

âèÿ ãàðàíòèðóþò âîçìîæíîñòü íàéòè âåêòîðû v1, v2, n, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (2.28)
è (2.29) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (u1, u2) = (0, 0) ïðè äàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè. Òàê
÷òî âîïðîñ çäåñü òîëüêî â òîì, ÷òîáû ðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ íà âñåì êâàäðàòå Ω, à íå òîëüêî â
îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.28) è (2.29) ëèíåé-
íûå. Çäåñü òàêæå âàæíî, ÷òî ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðîâ v1, v2, n, îïèñàííàÿ â íà÷àëå
äîêàçàòåëüñòâà, â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû (2.13). Êàê òàì áûëî ïîêàçàíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè, òàêàÿ ïðîöåäóðà
ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ îáîèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû.
Äàëåå, ñîáñòâåííî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè íóæíî ïðè óæå èçâåñòíûõ âåêòîðàõ v1,

v2 ðåøèòü óðàâíåíèÿ

ru1 = v1, ru2 = v2.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ýòîé ñèñòåìû, êîòîðîå èìååò âèä

(v1)u2 = (v2)u1 ,

âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ, òàê êàê (vi)uj = Γkijvk + bijn, à êîýôôèöèåíòû Γkij è bij ñèììåòðè÷íû
ïî èíäåêñàì i, j. Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíûõ ïðåïÿòñòâèé ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íåò, à ñóùåñòâî-
âàíèå ðåøåíèÿ íà âñåì êâàäðàòå Ω ñíîâà ñëåäóåò èç âèäà óðàâíåíèé, â êîòîðûõ, íà ýòîò ðàç, r
âîîáùå íå âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü.
Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè (2.27) íà âñåì êâàäðàòå Ω ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

ñèñòåìû (2.25) ïðè çàäàííûõ r(0, 0), ru1(0, 0), ru2(0, 0), n(0, 0). Îñòàëîñü òîëüêî óäîñòîâåðèòüñÿ,
÷òî ïåðâàÿ è âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè, êàê ìû õîòåëè. Äëÿ
âåêòîðîâ v1, v2, n, íàéäåííûõ íà ïåðâîì ýòàïå ïðîöåäóðû âîññòàíîâëåíèÿ, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
g̃ij = (vi,vj), ci = (vi,n), d = (n,n). Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ êâàäðàòà Ω èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

(2.31) g̃ij = gij, ci = 0, d = 1.

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ýòèõ âåëè÷èí â ñèëó óðàâíåíèé (2.28), (2.29):

∂g̃ij
∂uk

=
∂(vi,vj)

∂uk
= (Γlikvl + bikn,vj) + (vi,Γ

l
jkvl + bjkn) = Γlikg̃lj + Γljkg̃il + bikcj,

∂ci
∂uj

=
∂(vi,n)

∂uj
= (Γkijvk + bijn,n) + (vi,−gklbljvk) = Γkijck + bij(d− 1),

∂d

∂ui
=
∂(n,n)

∂ui
= 2(−gjkbkivj,n) = −2gjkbkicj.

Ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò g̃ij, ci, d íà âñåì êâàäðàòå
Ω, åñëè äàíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ â òî÷êå (0, 0). Çíà÷åíèÿ (2.31) äàþò ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû,
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ïîñêîëüêó ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå íåòðèâèàëüíûìè îñòàþòñÿ òîëüêî óðàâíåíèÿ

∂g̃ij
∂uk

= Γlikg̃lj + Γljkg̃il,

êîòîðûå âûïîëíåíû äëÿ g̃ij = gij â ñèëó òîæäåñòâ Êðèñòîôôåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ áûëè âûáðàíû òàê, ÷òî g̃ij(0, 0) = gij(0, 0), òî ðàâåíñòâà (2.31) áóäóò èìåòü
ìåñòî íà âñåì êâàäðàòå. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âîññòàíîâëåíèè ïîâåðõíîñòè ìû ïîëó÷èëè
æåëàåìóþ ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó è, êðîìå òîãî, âåêòîð n ÿâëÿåòñÿ äëÿ âîññòàíîâëåííîé
ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè.
Ñîâïàäåíèå âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ èñõîäíîé ôîðìîé bij du

i duj óñòàíàâëèâàåòñÿ òå-
ïåðü òðèâèàëüíî. À èìåííî, ïî ïîñòðîåíèþ ìû èìååì ruiuj = Γkijruk + bijn. Îòñþäà è èç óæå
äîêàçàííûõ ðàâåíñòâ (2.31) ñëåäóåò

(ruiuj ,n) = Γkijck + bijd = bij.

�

�2.15. Óðàâíåíèÿ Ãàóññà�Êîäàööè. Òåîðåìà Ãàóññà. Óðàâíåíèÿ (2.27), â êîòîðûõ ñäåëà-
íû ïîäñòàíîâêè (2.26) è (2.19), íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàóññà�Êîäàööè. Íà ïåðâûé âçãëÿä
ñèñòåìà (2.27) ñîäåðæèò äåâÿòü óðàâíåíèé. Ðàñïèøåì èõ áîëåå ïîäðîáíî, ÷òîáû âûÿñíèòü èõ
èñòèííîå ÷èñëî è êîíêðåòíûé âèä.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.27):

∂

∂u1
A2 −

∂

∂u2
A1 + A1A2 − A2A1 =

α1
1 α1

2 β1

α2
1 α2

2 β2

γ1 γ2 δ

 .

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî δ = −bj1gjibi2 + bj2g
jibi1 = 0, òàê ÷òî ïîñëåäíåå èç äåâÿòè óðàâíåíèé

â ñèñòåìå (2.27) òðèâèàëüíî.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ αij = 0. Èìååì

αij =
∂Γij2
∂u1

−
∂Γij1
∂u2

+ Γis1Γsj2 − Γis2Γsj1 − gisbs1bj2 + gisbs2bj1.

Ïîñêîëüêó (gij) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé αij = 0 ðàâíîñèëüíà
ñèñòåìå αij = 0, ãäå

αij = gipα
p
j = gip

(∂Γpj2
∂u1

−
∂Γpj1
∂u2

+ Γps1Γsj2 − Γps2Γsj1

)
− bi1bj2 + bi2bj1.

Çàäà÷à 2.16. Óáåäèòüñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ α11 è α22, â êîòîðûõ Γkij
âûðàæåíû ÷åðåç gij ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (2.19), òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, è ÷òî α12 = −α21.

Âìåñòî ïðÿìîé ïðîâåðêè èìååòñÿ òàêæå ñëåäóþùèé ìåòîä. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

T ij =
∂Γij2
∂u1

−
∂Γij1
∂u2

+ Γis1Γsj2 − Γis2Γsj1, Tij = gipT
p
j .

Çàäà÷à 2.17. Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ðàâåíñòâà (2.20):

∂gij
∂u1

= gjsΓ
s
i1 + gisΓ

s
j1,

∂gij
∂u2

= gjsΓ
s
i2 + gisΓ

s
j2,

ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû gij ïðè èçâåñòíûõ Γkij, òî óñëîâèå èõ ñîâìåñò-
íîñòè áóäåò èìåòü âèä Tij + Tji = 0.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (2.20) ðàâíîñèëüíû òîæäåñòâàì Êðèñòîôôåëÿ, îíè àâòîìàòè÷åñêè ñîâ-
ìåñòíû âäîëü èõ ðåøåíèÿ (gij(x)), åñëè òîæäåñòâà Êðèñòîôôåëÿ âçÿòû çà îïðåäåëåíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ Γkij. Ïîýòîìó èç óòâåðæäåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî â âûðàæåíèè αij + αji
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ñîêðàùàþòñÿ âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå gij. Îñòàþòñÿ ñëàãàåìûå ñ b, ñîêðàùåíèå êîòîðûõ
î÷åâèäíî.
Òàêèì îáðàçîì, èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé αij = 0 íåçàâèñèìîå òîëüêî îäíî, à èìåííî, α12 = 0:

T12 = b11b22 − (b12)2.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîèò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû âòîðîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.16 (Ãàóññ). Ãàóññîâà êðèâèçíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû è èõ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå. ßâíûé âèä ýòîãî âûðàæåíèÿ òàêîâ:

K =
1

g
g1p

(∂Γp22

∂u1
− ∂Γp21

∂u2
+ Γps1Γs22 − Γps2Γs21

)
.

Òåïåðü âûïèøåì óðàâíåíèÿ γi = 0:

∂b12

∂u1
− ∂b11

∂u2
+ bi1Γi12 − bi2Γi11 = 0,

∂b22

∂u1
− ∂b21

∂u2
+ bi1Γi22 − bi2Γi21 = 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Êîäàööè, èõ òàêæå íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Ïåòåðñîíà�
Ìàéíàðäè�Êîäàööè. Èõ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé êîìïàêòíîé ôîðìå (ñðàâíèòå ñ (2.20)):

bijk = bikj, ãäå bijk =
∂bij
∂uk
− bsjΓsik − bisΓsjk.

Çàäà÷à 2.18. Èñïîëüçóÿ (2.21), äîêàæèòå, ÷òî ïàðà óðàâíåíèé β1 = 0, β2 = 0 ðàâíîñèëüíà
óðàâíåíèÿì Êîäàööè.

Èòàê, èç äåâÿòè óðàâíåíèé (2.27) íåçàâèñèìûõ òîëüêî òðè: îäíî ñîîòíîøåíèå Ãàóññà, âûðà-
æàþùåå îïðåäåëèòåëü âòîðîé ôîðìû ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïåðâîé è èõ ïðîèçâîäíûå, è ïàðà
óðàâíåíèé Êîäàööè.
Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà Ãàóññà èìååò âàæíîå

Ñëåäñòâèå 2.4. Åñëè ϕ : M → M ′ � èçîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé, òî äëÿ âñåõ x ∈ M ãàóññîâà
êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè M ′ â òî÷êå ϕ(x) ñîâïàäàåò ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè M â
òî÷êå x. Â ÷àñòíîñòè, ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîé ïëîñêîñòè,
âñþäó ðàâíà íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 2.6.

�2.16. Àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè. Ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé Ãàóññà�
Êîäàööè. Ôàêòè÷åñêè ìû èìè óæå âîñïîëüçîâàëèñü, êîãäà ðàññìàòðèâàëè ïîâåðõíîñòè, ñîñòî-
ÿùèå èç îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê, à òàêæå ïîâåðõíîñòè íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû. Óðàâíåíèÿ
ñîâìåñòíîñòè ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè íåêîòîðûõ êëàññîâ ïîâåðõíîñòåé ñ ðå-
øåíèþ îïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé
ãàóññîâîé êðèâèçíû. Ïîñêîëüêó ïðè ãîìîòåòèè ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè óìíîæàåòñÿ âî
âñåõ òî÷êàõ íà îäíî è òî æå ÷èñëî, äëÿ ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
K = −1.
Îêàçûâàåòñÿ, â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íà ïîâåðõíîñòè èìååòñÿ çàìå÷à-

òåëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, îïðåäåëåííàÿ ïî÷òè îäíîçíà÷íî, ïîäîáíî íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðè-
çàöèè êðèâîé, â êîòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû ïîâåðõíîñòè èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä.

Îïðåäåëåíèå 2.28. Êàñàòåëüíûé âåêòîð v ∈ TxM íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì, åñëè

IIx(v) = 0.

Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèåé, åñëè åå âåêòîð ñêîðîñòè â êàæäîé
òî÷êå àñèìïòîòè÷åñêèé.
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Åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëüíà, òî îòðèöàòåëåí è îïðåäåëèòåëü ìàòðè-
öû B âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû (çàïèñàííîé â ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò), à äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ îòðèöàòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ ðîâíî
äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå x ∈M ìîæíî âûáðàòü äâà
âåêòîðà e1, e2 åäèíè÷íîé äëèíû, îáðàçóþùèå áàçèñ â TxM . Â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè äëÿ
ýòèõ âåêòîðîâ íåòðóäíî óêàçàòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîîðäèíàò ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëü-
íîé ôèêñèðîâàííîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî èõ ìîæíî âûáðàòü
ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò òî÷êè x. Íåîäíîçíà÷íîñòü èõ âûáîðà ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå e1 ↔ e2

è ñìåíå çíàêà ëþáîãî èç íèõ.
Èòàê, íà ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ìû óêàçàëè (ëîêàëüíî) äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ

e1, e2, îïðåäåëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà êàæäîãî èç íèõ è ïåðåñòàíîâêè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ýòè ïîëÿ êîììóòèðóþò, ÷òî ìû ñåé÷àñ
è ïîêàæåì. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.1, êîòîðàÿ âûâîäèëàñü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â êàæäîé
òî÷êå e1, e2 � ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ, à íå àñèìïòîòè÷åñêèå, íî ýòî íèêàê íå èñïîëüçîâàëîñü â
äîêàçàòåëüñòâå.
Èòàê, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòüM èìååò ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðèâèçíó K = −1 è íà íåé

âûáðàíû ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû u1, u2 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

ru1 = e1 ïðè u2 = 0,

ru2 = e2 âñþäó.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû e1, e2 â êàæäîé òî÷êå àñèìïòîòè÷åñêèå è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó, ìû
èìååì ñëåäóþùåå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì:

(2.32) g11 = 1, b11 = 0 ïðè u2 = 0,

g22 = 1, b22 = 0 âñþäó.

Èç ðàâåíñòâ b22 = 0 è K = −1 ñëåäóåò

g = − detB = (b12)2.

Âû÷èñëèì ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû Ãðàìà:

g11 =
g22

g
=

1

g
, g12 = g21 = −g12

g
, g22 =

g11

g
,

à òåïåðü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γ1
11 =

1

2

(
g11∂g11

∂u1
+ g12

(
2
∂g12

∂u1
− ∂g11

∂u2

))
=

1

2g

(∂g11

∂u1
− 2 g12

∂g12

∂u1
+ g12

∂g11

∂u2

)
=

=
1

2g

( ∂g
∂u1

+ g12
∂g11

∂u2

)
,

Γ1
12 = Γ1

21 =
1

2

(
g11∂g11

∂u2
+ g12∂g22

∂u1

)
=

1

2g

∂g11

∂u2
,

Γ1
22 =

1

2

(
g11
(

2
∂g12

∂u2
− ∂g22

∂u1

)
+ g12∂g22

∂u2

)
=

1

g

∂g12

∂u2
,

Γ2
11 =

1

2

(
g12∂g11

∂u1
+ g22

(
2
∂g12

∂u1
− ∂g11

∂u2

))
=

1

2g

(
−g12

∂g11

∂u1
+ 2

∂g12

∂u1
− ∂g11

∂u2

)
,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

2

(
g12∂g11

∂u2
+ g22∂g22

∂u1

)
= −g12

2g

∂g11

∂u2
,

Γ2
22 =

1

2

(
g12
(

2
∂g12

∂u2
− ∂g22

∂u1

)
+ g22∂g22

∂u2

)
= −1

g
g12

∂g12

∂u2
=

1

2g

( ∂g
∂u2
− ∂g11

∂u2

)
.
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Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ Êîäàööè, ñíà÷àëà âî âòîðîå:

0 =
∂b22

∂u1
− ∂b21

∂u2
+ bi1Γi22 − bi2Γi21 = −∂b12

∂u2
+ b11Γ1

22 + b12Γ2
22 − b12Γ1

21 =

= −∂b12

∂u2
+
b11

g

∂g12

∂u2
+
b12

2g

( ∂g
∂u2
− ∂g11

∂u2

)
− b12

2g

∂g11

∂u2
=

= −∂b12

∂u2
+
b11

g

∂g12

∂u2
+

1

2b12

∂(b12)2

∂u2
− b12

g

∂g11

∂u2
=

=
b11

g

∂g12

∂u2
− b12

g

∂g11

∂u2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå óïðîùåíèÿ ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

(2.33)
∂g11

∂u2
=
b11

b12

∂g12

∂u2
.

Òåïåðü óïðîñòèì ïåðâîå óðàâíåíèå Êîäàööè:

0 =
∂b12

∂u1
− ∂b11

∂u2
+ bi1Γi12 − bi2Γi11 =

∂b12

∂u1
− ∂b11

∂u2
+ b11Γ1

12 + b12Γ2
12 − b12Γ1

11 =

=
∂b12

∂u1
− ∂b11

∂u2
+
b11

2g

∂g11

∂u2
− b12

(
g12

2g

∂g11

∂u2
+

1

2g

( ∂g
∂u1

+ g12
∂g11

∂u2

))
=

=
∂b12

∂u1
− ∂b11

∂u2
+
b11

2g

∂g11

∂u2
− b12

(g12

g

∂g11

∂u2
+

1

2(b12)2

∂(b12)2

∂u1

)
=

= −∂b11

∂u2
+
b11 − 2b12g12

2g

∂g11

∂u2

Èñïîëüçóÿ (2.33), ïîëó÷àåì:

∂b11

∂u2
=
b11 − 2b12g12

2gb12

∂g12

∂u2
b11.

Òàêèì îáðàçîì, b11 óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ
íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.32). Ñëåäîâàòåëüíî, b11 = 0 âñþäó. Òåïåðü èç óðàâíåíèÿ (2.33)
ïîëó÷àåì ∂g11/∂u

2 = 0, ÷òî âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.32) äàåò g11 = 1 äëÿ âñåõ u1, u2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ru1 âî âñåõ òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì è èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó,
à çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ e1. Êðîìå òîãî, âî âñåõ òî÷êàõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

g = 1− (g12)2 = (b12)2,

ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü

(2.34) g12 = cosϕ, b12 = sinϕ,

ãäå ϕ � óãîë ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè. Èòàê, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó.

Òåîðåìà 2.17. Íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû K = −1 â îêðåñòíîñòè êàæ-
äîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò u1, u2, â êîòîðîé ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûå ôîðìû èìåþò âèä

(2.35) I = du1 du1 + du2 du2 + 2 cosϕ(u1, u2) · du1 du2, II = 2 sinϕ(u1, u2) · du1 du2,

ïðè÷åì ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò u1 ↔ u2,
ñäâèãà u1 7→ u1 + const1, u

2 7→ u2 + const2 è ñìåíû çíàêà ëþáîé èç íèõ.

Çàìåòèì, ÷òî ìû âûâåëè ýòî óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ òîëüêî óðàâíåíèÿ Êîäàööè. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî, íàîáîðîò, ëþáàÿ ïàðà ôîðì âèäà (2.35) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Êîäàööè.
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×òîáû îíè ìîãëè áûòü ôóíäàìåíòàëüíûìè ôîðìàìè ïîâåðõíîñòè, íóæíî íàëîæèòü åùå ñîîò-
íîøåíèå Ãàóññà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âûðàæåíèÿ
äëÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ åùå óïðîùàþòñÿ:

Γ1
11 = −g12

g

∂g12

∂u1
, Γ1

22 =
1

g

∂g12

∂u2
, Γ2

11 =
1

g

∂g12

∂u1
, Γ2

22 = −g12

g

∂g12

∂u2
, Γ1

12 = Γ1
21 = Γ2

12 = Γ2
21 = 0.

Ïîäñòàâëÿåì èõ â ñîîòíîøåíèå Ãàóññà:

−g = g1p

(∂Γp22

∂u1
− ∂Γp21

∂u2
+ Γps1Γs22 − Γps2Γs21

)
=

=
∂Γ1

22

∂u1
+ Γ1

11Γ1
22 + g12

(∂Γ2
22

∂u1
+ Γ2

11Γ1
22

)
=
∂Γ1

22

∂u1
+ g12

∂Γ2
22

∂u1
.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêîé (2.34):

g = 1− (g12)2 = 1− cos2 ϕ = sin2 ϕ,

Γ1
22 =

1

g

∂g12

∂u2
=

1

sin2 ϕ

∂ cosϕ

∂u2
= − 1

sinϕ
ϕu2 ,

Γ2
22 = −g12

g

∂g12

∂u2
= − cosϕ

sin2 ϕ

∂ cosϕ

∂u2
= ctgϕ · ϕu2 .

Â èòîãå ïîëó÷àåì

0 =
∂Γ1

22

∂u1
+ g12

∂Γ2
22

∂u1
+ g = − ∂

∂u1

1

sinϕ
ϕu2 + cosϕ

∂

∂u1
(ctgϕ · ϕu2) + sin2 ϕ =

= − sinϕ · ϕu1u2 + sin2 ϕ,

÷òî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó (ïîñêîëüêó sinϕ 6= 0):

ϕu1u2 = sinϕ.

Íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.18. (i) Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, óêàçàííîé â òåîðåìå 2.17, ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

(2.36) ϕu1u2 = sinϕ.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ϕ 6= 0 ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû K = −1 ñ ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè âèäà (2.35).

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíèå âñåõ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (2.36). Îíî íîñèò äîâîëüíî ýêçîòè÷åñêîå íàçâàíèå � óðàâíåíèå ñèíóñ�
Ãîðäîí.
Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà, äëÿ êîòîðîé ìû ïîëó÷èëè ýòî óðàâíåíèå, ñîñòîèò àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ëèíèé ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå ïàðàìåòðèçàöèè ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ âäîëü
êàæäîé èç ýòèõ ëèíèé.

Çàäà÷à 2.19. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (íå îáÿçàòåëüíî
ïîñòîÿííîé) êðó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè â òî÷êå, ãäå åå êðèâèçíà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü,
ñâÿçàíî ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè â òîé æå òî÷êå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

κ =
√
−K.
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Ãëàâà 3. Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòè

�3.1. Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà. Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè. Ïðèìåðû ãåîäåçè÷åñêèõ: ïðÿ-

ìàÿ íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè, ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Èíòåãðàë Êëå-

ðî.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü γ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè M , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x.
Âåêòîðîì ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû, îáîçíà÷àåìûì ÷åðåç kg(x), êðèâîé γ â òî÷êå x ïî îòíî-
øåíèþ ê ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ åå âåêòîðà êðèâèçíû k(x) íà
êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü TxM . Åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà, âîçìîæíî, âçÿòàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ
(ñì. íèæå), íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé êðèâîé γ â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç kg.

Îòìåòèì ñðàçó îäíî î÷åâèäíîå îáñòîÿòåëüñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè êðèâàÿ γ ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïîâåðõíîñòåé M è M ′, êîòî-
ðûå â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ γ èìåþò ñîâïàäàþùèå êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè, òî ãåîäåçè÷åñêàÿ
êðèâèçíà êðèâîé γ â òî÷êå x ïî îòíîøåíèþ ê M è M ′ îäèíàêîâà.

Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãåîäåçè÷åñêîé, îáû÷íîé è íîðìàëüíîé
êðèâèçíàìè êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè:

k2 = k2
g

+ k2
v,

ãäå v � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê äàííîé êðèâîé â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè åå ãåîäåçè-
÷åñêàÿ êðèâèçíà â êàæäîé òî÷êå ðàâíà íóëþ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé 3.1 è 3.2.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Êðèâàÿ γ íà ïîâåðõíîñòè M ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â êàæäîé òî÷êå x ∈ γ åå âåêòîð êðèâèçíû êîëëèíåàðåí âåêòîðó n(x) íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè M .

Ãåîäåçè÷åñêèå èìåþò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ýòî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïî ïî-
âåðõíîñòè ïðè îòñóòñòâèè ñèë, êðîìå ñèëû ðåàêöèè îïîðû (êîòîðàÿ âñåãäà îðòîãîíàëüíà ïî-
âåðõíîñòè).
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.
Ïðÿìàÿ íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, òàê êàê åå âåêòîð êðèâèçíû âñþäó

ðàâåí íóëþ.
Ìåðèäèàí íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëüíûì ñå÷åíèåì äëÿ ëþáîé ñâîåé òî÷êè.
Ïàðàëëåëü íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ ïàðàìåòðèçàöèåé

r(u1, u2) = (ρ(u2) cosu1, ρ(u2) sinu1, h(u2))

ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåé âûïîëíåíî dρ/du2 = 0. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïàðàëëåëè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ρ ðàññòîÿíèÿ äî îñè,
ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò âîçìîæíîñòü îïèñàòü âñå îñòàëüíûå
ãåîäåçè÷åñêèå.

Òåîðåìà 3.1 (Êëåðî). Âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà
ρ cosα, ãäå ρ � ðàññòîÿíèå äî îñè, à α � óãîë ïåðåñå÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé ñ ïàðàëëåëüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q(s) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ. Ðàçëîæèì ðàäèóñ-âåêòîð q â ñóììó q = q1 + q2 âåêòîðîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ ïà-
ðàëëåëåí îñè ïîâåðõíîñòè, à âòîðîé � ïåðïåíäèêóëÿðåí. Òîãäà ðàññòîÿíèå ρ(q(s)) îò òî÷êè
q(s) äî îñè ðàâíî |q2|, à êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàëëåëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó, èìååò ñâîèì
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [q1, q2]. Òàê êàê ïàðàìåòðèçàöèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ãåîäåçè÷åñêîé íàòóðàëüíà, ìû èìååì (q′′, q′) = 0. Êðîìå òîãî, òàê êàê êðèâàÿ q(s)
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ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, âåêòîð óñêîðåíèÿ q′′ (êîòîðûé â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ñîâïà-
äàåò ñ âåêòîðîì êðèâèçíû) îðòîãîíàëåí âñåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå,
â ÷àñòíîñòè, íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó ïàðàëëåëè, ò.å. (q′′, [q1, q2]) = 0. Îòñþäà

(ρ cosα)′ =
(
ρ

(q′, [q1, q2])

|[q1, q2]|

)′
=
((q′, q1, q2)

|q1|

)′
=
(
q′,

q1

|q1|
, q2

)′
=

=
(
q′′,

q1

|q1|
, q2

)
+
(
q′,
( q1

|q1|

)′
, q2

)
+
(
q′1,

q1

|q1|
, q′2

)
+
(
q′2,

q1

|q1|
, q′2

)
.

Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ðàâíî íóëþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî
íóëþ, ïîñêîëüêó âåêòîð q1/|q1| ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì îñè ïîâåðõíî-
ñòè, à çíà÷èò, îí ïîñòîÿíåí. Òðåòüå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê âåêòîð q′1 êîëëèíåàðåí q1,
à ïîñëåäíåå � ïîñêîëüêó äâàæäû ñîäåðæèò q′2 â ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè. Òàêèì îáðàçîì,
(ρ cosα)′ = 0, ò.å. ρ cosα � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. �

Âåëè÷èíû, ñîõðàíÿþùèåñÿ âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ìåõàíèêå íàçûâàþòñÿ ïåð-
âûìè èíòåãðàëàìè. Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ ïåðâûì èíòåãðàëîì ρ cosα äâèæåíèÿ ïî
ãåîäåçè÷åñêèì íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Îí íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Êëåðî.

Çàäà÷à 3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ áåç òî÷åê ñïðÿìëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé êðèâèçíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïëîñêàÿ.

Çàäà÷à 3.3. Äîêàæèòå, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.

�3.2. Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ. Ïðîäîëæàåìîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ. Âûâåäåì òåïåðü ôîð-
ìóëó äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû äëÿ êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè â ëîêàëüíûõ êîîðäè-
íàòàõ ïîâåðõíîñòè, à âìåñòå ñ òåì óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ãåîäåçè÷åñêèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü u1, u2 � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè M è êðèâàÿ γ
çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå u1 = u1(t), u2 = u2(t), ïðè÷åì ïàðàìåòð t íàòóðàëüíûé. Òîãäà
åå âåêòîð ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(3.1) kg =
(
ül + Γliju̇

iu̇j
)
rul .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè âåêòîð êðèâèçíû k ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì
óñêîðåíèÿ a, à äëÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ êðèâîé, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè, ìû âûâåëè ôîðìóëó
â �2.4:

a = u̇iu̇j ruiuj + üi rui ,

÷òî âìåñòå ñ äåðèâàöèîííûìè ôîðìóëàìè Ãàóññà äàåò:

(3.2) a =
(
Γliju̇

iu̇j + ül
)
rul + biju̇

iu̇j n.

Îòáðàñûâàÿ íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ïîëó÷àåì (3.1). �

Òåîðåìà 3.2. Ïðè èçîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû âñåõ êðèâûõ ñîõðàíÿþò-
ñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè ïåðåõîäÿò â ãåîäåçè÷åñêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé íà ïîâåðõ-
íîñòè, çàäàííîé â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ u1, u2 ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå u1 = u1(t), u2 = u2(t),
ãäå t � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, äàåòñÿ ôîðìóëîé

kg = ±
√

(ül + Γliju̇
iu̇j)(üs + Γspqu̇

pu̇q)gls(u1, u2).

Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äàííîé êðèâîé è ïåðâîé êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìîé (íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïåð-
âîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû). Ïîýòîìó ïðè èçîìåòðèè ýòà âåëè÷èíà íå èçìåíÿåòñÿ. �
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Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü êðèâàÿ γ íà ïîâåðõíîñòèM ⊂ R3 çàäàíà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
u1, u2 ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå u1 = u1(t), u2 = u2(t). Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(A) êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, à ïàðàìåòð t ïðîïîðöèîíàëåí íàòóðàëüíîìó;
(B) äàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(3.3) üi = −Γipqu̇
pu̇q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð ñêîðîñòè äàííîé êðèâîé ÷åðåç v, à âåêòîð óñêîðå-
íèÿ � ÷åðåç a. Ñîïîñòàâëÿÿ (3.2) ñ (3.3), ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèå (3.3) ðàâíîñèëüíî êîëëèíåàð-
íîñòè âåêòîðà a è âåêòîðà n íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A). Òîãäà, òàê êàê äàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà íàòó-

ðàëüíîé, âåêòîð êðèâèçíû êðèâîé ðàâåí k = a/|v|2. Ïîñêîëüêó êðèâàÿ γ ãåîäåçè÷åñêàÿ, âåêòîð
k êîëëèíåàðåí n, à çíà÷èò, êîëëèíåàðíû a è n, ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå (B).
Ïóñòü âûïîëíåíî (B), ò.å. âåêòîðû a è n êîëëèíåàðíû. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî a ⊥
⊥ v, îòêóäà ñêîðîñòü |v| ïîñòîÿííà, à çíà÷èò, ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà íàòóðàëüíîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð êðèâèçíû k êîëëèíåàðåí âåêòîðó óñêîðåíèÿ a, à çíà÷èò, è âåêòîðó n. �

Óðàâíåíèÿ (3.3) ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè, îòêóäà íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè x ïîâåðõíîñòè M , ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî
âåêòîðà v ∈ TxM è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ äóãà äëèíû ε,
íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå x è âûõîäÿùàÿ èç íåå â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.3).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè M ⊂ R3, v ∈ TxM � íåíóëåâîé
êàñàòåëüíûé âåêòîð. Òîãäà íà M ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé
q(t), âûõîäÿùàÿ ïðè t = 0 èç òî÷êè x â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v è òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî îäíî
èç äâóõ:

• ïàðàìåòðèçàöèÿ q(t) îïðåäåëåíà ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ t, ò.å. äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé
áåñêîíå÷íà;
• ïàðàìåòðèçàöèÿ q(t) îïðåäåëåíà âïëîòü äî t = tmax, ãäå tmax > 0 � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ
âåëè÷èíà, è q(tmax) � òî÷êà êðàÿ ∂M äàííîé ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïàðàìåòðèçîâàííûé ïðîñòîé êóñîê N äàííîé ïîâåðõíî-
ñòè, äëÿ êîòîðîãî äàííàÿ òî÷êà x âíóòðåííÿÿ. Êîîðäèíàòû â N áóäåì, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àòü
÷åðåç u1, u2. Êîîðäèíàòû òî÷êè x îáîçíà÷èì ÷åðåç (u1

0, u
2
0). Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîãî êóñêà èñêî-

ìîé ãåîäåçè÷åñêîé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ui(0) = ui0, u̇i(0)rui =
v

|v|
.

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîäîëæàÿ ðåøåíèå,
ìîæíî äîñòè÷ü ãðàíèöû ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî êîìïàêòà â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (3.3) èìååò ïîðÿäîê 2, êîîðäèíàòàìè â ðàñ-
øèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ t, u1, u2, V 1 = u̇1, V 2 = u̇2.
Êëþ÷åâóþ ðîëü çäåñü èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèé (3.3) äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè

ñîõðàíÿåòñÿ:

gij(u
1, u2)u̇iu̇j = 1.

Ëåììà 3.1. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà α > 0, òàêàÿ ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ (u1, u2) ïîâåðõíîñòè
N äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v = V irui(u1, u2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(3.4) gij(u
1, u2)V iV j > α((V 1)2 + (V 2)2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ(u1, u2) � ìåíüøåå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû (gij(u
1, u2)).

Åñëè α < λ, òî ìàòðèöà (
g11 − α g12

g12 g22 − α

)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Íà êîìïàêòíîì êóñêå N íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ λ äîñòèãàåò ìèíè-
ìóìà λmin, ïðè÷åì λmin > 0. Ëþáàÿ êîíñòàíòà α ∈ (0, λmin) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.4) âî âñåõ
òî÷êàõ êóñêà N . �

Èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî âäîëü ðåøåíèÿ (u1(t), u2(t)) âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî (u̇1)2 + (u̇2)2 < 1/α äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû α. Âîîðóæèâøèñü òàêîé êîíñòàíòîé α,
ðàññìîòðèì êîìïàêò K(t1) â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàííûé íåðàâåíñòâàìè

(V 1)2 + (V 2)2 6
1

α
, 0 6 t 6 t1,

ãäå t1 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Íà òî÷êó (u1, u2) ìû íå ïèøåì íåðàâåíñòâ, ïîòîìó
÷òî îíà ïðîáåãàåò êîìïàêòíûé êóñîêN ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Ðåøåíèå (u1(t), u2(t)) äîëæíî âûéòè
íà ãðàíèöó êîìïàêòà K(t1). Ðàâåíñòâî (u̇1)2 + (u̇2)2 = 1/α äëÿ íàøåãî ðåøåíèÿ íåäîñòèæèìî,
ïîýòîìó âåðíî îäíî èç ñëåäóþùåãî:

• ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ âïëîòü äî t = t1;
• ïðè íåêîòîðîì t òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (u1(t), u2(t)) îêàçûâàåòñÿ íà êðàå ∂N .

Óñòðåìëÿÿ òåïåðü t1 ê áåñêîíå÷íîñòè, âèäèì, ÷òî íàøà ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèáî äîñòèãíåò êðàÿ ∂N
çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ëèáî áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî â ïðåäåëàõ êóñêà N .
Çàáóäåì òåïåðü î ôèêñèðîâàííîì êóñêå N . Ïóñòü tmax � ýòî ñóïðåìóì òåõ t, äëÿ êîòîðûõ

âîçìîæíî ïðîäîëæèòü ãåîäåçè÷åñêóþ q(t). Åñëè tmax = ∞, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè tmax

êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

x1 = lim
t→tmax−0

q(t),

ïîñêîëüêó âåêòîð ñêîðîñòè q̇(t) åäèíè÷íûé äëÿ âñåõ t < tmax. Çíà÷èò, êðèâàÿ q(t) îïðåäåëåíà
è ïðè t = tmax. Åñëè òî÷êà x1 âíóòðåííÿÿ äëÿ M , òî, âçÿâ â åå îêðåñòíîñòè ëîêàëüíûå êîîðäè-
íàòû, ìîæíî ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèå âûøå è ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ çà tmax, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó tmax. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè M . �

�3.3. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ: âîçìîæ-
íîñòü ïðîâåñòè ãåîäåçè÷åñêóþ ÷åðåç áëèçêèå òî÷êè, ðåàëèçàöèÿ êðàò÷àéøåãî ðàñ-

ñòîÿíèÿ. Ïóñòü x0 � íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòèM è ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0 âûáðàíà ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò u1, u2, â êîòîðîé x0 èìååò êîîðäèíàòû
(u1

0, u
2
0). Äëÿ âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ v0 ∈ Tx0M ðàññìîòðèì ðåøåíèå F (v0, t) óðàâíåíèÿ ãåîäå-

çè÷åñêèõ (3.3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u1(0) = u1
0, u2(0) = u2

0, u̇1(0) = V 1
0 , u̇2(0) = V 2

0 ,

ãäå V 1
0 , V

2
0 � êîîðäèíàòû âåêòîðà v0 â áàçèñå ru1(x0), ru2(x0).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè u1(t), u2(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3), à λ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òî
u1(λt), u2(λt) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ (îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðè òàêîì ïðå-
îáðàçîâàíèè óìíîæàòñÿ íà λ2), ïðè÷åì åãî âåêòîð ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîëó÷àåòñÿ
èç âåêòîðà ñêîðîñòè èñõîäíîãî ðåøåíèÿ óìíîæåíèåì íà λ. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî (òàì, ãäå îïðåäåëåíû îáå åãî ÷àñòè):

F (λv0, t) = F (v0, λt).

Îïðåäåëåíèå 3.3. Îòîáðàæåíèå èç Tx0M âM , êîòîðîå âåêòîðó v0 ñîïîñòàâëÿåò òî÷êó F (v0, 1)
íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç expx0

.
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóþùèé: âåêòîðó v0 ∈ Tx0M ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ êîíåö ãåîäåçè÷åñêîé äëèíû |v0|, âûïóùåííîé èç òî÷êè x0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v0.
Åñëè ïîâåðõíîñòü M èìååò íåïóñòîé êðàé, òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå íà âñåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè Tx0M , ïîñêîëüêó ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íå ïðè
âñÿêîì v0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî t = 1. Îäíàêî èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé
ôàêò.

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè x0 ∈ M íàéäåòñÿ ε > 0, òàêîå ÷òî expx0
(v0)

îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ âåêòîðîâ v0 ∈ Tx0M äëèíû |v0| < ε, ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ
expx0

íà ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ðåãóëÿðíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî ε-øàð Bε(x0) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðàåì ∂M , à çíà-
÷èò, âñå ãåîäåçè÷åñêèå ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x0 ïðîäîëæàþòñÿ äî äëèíû ε. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî âåêòîðà.
Ãëàäêîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû î ãëàäêîñòè çàâèñèìî-

ñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ñ êàæäîé ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò u1, u2 íà ïîâåðõíîñòè M â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈

M ñâÿçàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò V 1, V 2 â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè Tx0M , àññîöèèðîâàííàÿ
ñ áàçèñîì ru1 , ru2 .

Ëåììà 3.2. Ìàòðèöà ßêîáè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ ñèñòåì êîîðäè-
íàò V 1, V 2 è u1, u2 â Tx0M è M ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êå 0 ∈ Tx0M åäèíè÷íàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.5 è îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F âûøå ñëåäóåò ÷òî

expx0
(tv0) = F (tv0, 1) = F (v0, t) = x0 + tv0 + o(t),

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû â ñèñòåìå êîîðäèíàò u1, u2, à âåêòîð v0 îòíåñåí
ê ñèñòåìå êîîðäèíàò V 1, V 2. �

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íåâûðîæäåíà â òî÷êå v0 =
= 0, îòêóäà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ðåãóëÿðíî è
îáðàòèìî. �

Òåîðåìà 3.6. Äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè x0 ïîâåðõíîñòè M íàéäåòñÿ åå îêðåñòíîñòü U ,
òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç U íàéäåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ x0 ñ x è öåëèêîì
ñîäåðæàùàÿñÿ â U , ïðè÷åì ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ êîðî÷å ëþáîé äðóãîé êðèâîé ñ òåìè æå êîíöàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè Tx0M ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
ρ, ϕ è ïåðåíåñåì åå ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â Tx0

íà îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 âM . Èç òåîðåìû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî ìû ïîëó÷èì ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðè-
çàöèþ íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñ îãîâîðêîé, ÷òî êîîðäèíàòà ϕ îïðåäåëåíà
ñ òî÷íîñòüþ äî 2πm, m ∈ Z. Ïî ïîñòðîåíèþ ëó÷è ϕ = const ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, ïðè÷åì
ρ ÿâëÿåòñÿ íà íèõ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû u1, u2 íà ïîâåðõíîñòè òàêîâû, ÷òî êîîðäèíàò-
íûå ëèíèè u2 = const ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, ïðè÷åì u1 ÿâëÿåòñÿ äëÿ íèõ íàòóðàëüíûì
ïàðàìåòðîì. Òîãäà êîýôôèöèåíò g12 ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå çàâèñèò îò u1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ u1(t) = t, u2(t) =
const çàäàþò íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ ãåîäåçè-
÷åñêîé (3.3), ïîëó÷àåì

0 = −ü1 = Γ1
11u̇

1u̇1 + 2Γ1
12u̇

1u̇2 + Γ1
22u̇

2u̇2 = Γ1
11 =

1

2

(
g11∂g11

∂u1
+ g12

(
2
∂g12

∂u1
− ∂g11

∂u2

))
.



62

Òàê êàê u1 � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êîîðäèíàòíûõ ëèíèÿõ u2 = const, ìû èìååì g11 = 1 âî
âñåõ òî÷êàõ. Îòñþäà ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî

g12∂g12

∂u1
= − 1

2g

∂(g12)2

∂u1
.

Îòñþäà ∂g12/∂u
1 = 0. �

Ïðèìåíèì òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ ëåììó ê ñèñòåìå êîîðäèíàò ρ, ϕ, ñ÷èòàÿ ρ ïåðâîé êîîðäè-
íàòîé, à ϕ � âòîðîé. Ñîãëàñíî ëåììå êîýôôèöèåíò g12 íå çàâèñèò îò ρ. Íî ïðè ρ→ 0 âåêòîð rϕ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à âåêòîð rρ îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, îòêóäà g12 → 0, à ñëåäîâàòåëüíî, g12 = 0
ïðè âñåõ ρ > 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â ââåäåííîé íàìè ¾ïîëÿðíîé¿ ñèñòåìå êîîðäè-

íàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 èìååò âèä

I = dρ dρ+ g22(ρ, ϕ) dϕ dϕ.

Âîçüìåì ε > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò áûëà ðåãóëÿðíà ïðè 0 < ρ < ε.
Ïóñòü x1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (ρ1, ϕ1), ãäå ρ1 < ε. Òî÷êè x0 è x1 ñîåäèíÿþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêîé äóãîé ϕ = ϕ1, ρ ∈ [0, ρ1], äëèíà êîòîðîé ðàâíà ρ1. Ëþáàÿ äðóãàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè äâå òî÷êè áóäåò äëèííåå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êðèâàÿ γ ñîåäèíÿåò
òî÷êè x0 è x1 è íå ïîêèäàåò îêðåñòíîñòè ρ < ε. Òîãäà îíà äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà
ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), t ∈ [0, 1], ρ(0) = 0, ρ(1) = ρ1. Åå äëèíà ðàâíà

L(γ) =

∫ 1

0

√
(ρ̇)2 + g22(ϕ̇)2 dt >

∫ 1

0

|ρ̇| dt >
∣∣∣∫ 1

0

ρ̇ dt
∣∣∣ = |ρ1|,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè ϕ(t) ≡ ϕ0, à ρ(t) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, è òîãäà
êðèâàÿ γ ñîâïàäàåò ñ óêàçàííîé ãåîäåçè÷åñêîé äóãîé.
Åñëè æå êðèâàÿ γ ïîêèäàåò ïðåäåëû îêðåñòíîñòè ρ < ε, òî äëèíà åå äóãè îò x0 äî ïåðâîé

òî÷êè âûõîäà íà ãðàíèöó ýòîé îêðåñòíîñòè óæå áóäåò èìåòü äëèíó íå ìåíüøå ε > ρ1. �

�3.4. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ. Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ïóñòü q : I →M �
ãëàäêî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè M ⊂ R3 (èëè áîëåå îáùî, ãëàäêèé ïóòü,
ò.å. ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ R âM). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî îí çàäàí â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ïîâåðõíîñòèM â âèäå u1 = u1(t), u2 = u2(t). Ïóñòü äëÿ
êàæäîãî t ∈ I â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè Tq(t)M âûáðàí âåêòîð w(t) òàê, ÷òî îí ãëàäêî çàâèñèò
îò t. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàíî âåêòîðíîå ïîëå âäîëü ïóòè q. Ïîñêîëüêó
êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â ðàçíûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, ïðîèçâîäíàÿ
ẇ(t) ýòîãî âåêòîðà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â Tq(t)M . Èñïîëüçóÿ äåðèâàöèîííûå
ôîðìóëû Ãàóññà, ðàçëîæèì åãî íà ïàðàëëåëüíóþ è íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïî îòíîøåíèþ
ê ýòîé ïëîñêîñòè:

(3.5) ẇ =
d

dt
(W irui) = Ẇ irui +W iu̇jruiuj = (Ẇ i + ΓijkW

ju̇k)rui + bjkW
ju̇kn.

(Â ýòîé ôîðìóëå ìû, êàê îáû÷íî, îïóñòèëè óêàçàíèå àðãóìåíòîâ äëÿ âõîäÿùèõ â íåå ôóíêöèé:
W i è ui � ýòî ôóíêöèè îò t, à rui , ruiuj è n � ôóíêöèè îò òî÷êè êðèâîé q(t).)
Èç ôîðìóëû (3.5) ìû âèäèì ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. (i) Íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ẇ ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè
çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèÿ w, âåêòîðà ñêîðîñòè ïóòè q è âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.
(ii) Êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ẇ âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ w è q̇

â áàçèñå ru1 , ru2 è ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ïîâåðõíîñòè M è âåêòîðà v ∈ R3 îáîçíà÷èì ÷åðåç px îðòîãîíàëüíóþ
ïðîåêöèþ âåêòîðà v íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü TxM .
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Îïðåäåëåíèå 3.4. Â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ w âäîëü
ïóòè q íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå âäîëü ýòîãî ïóòè, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç Dw/dt è çàäàâàåìîå
ôîðìóëîé

Dw

dt
= px(ẇ).

Èç (3.5) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé âäîëü ïóòè:

Dw

dt
= (Ẇ i + ΓijkW

ju̇k)rui .

Èç ýòîé ôîðìóëû (à òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ) ñðàçó âèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé âäîëü ïóòè.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü ôèêñèðîâàííîãî ïóòè ëèíåéíî:

D(w1 + w2)

dt
=
Dw1

dt
+
Dw2

dt
,

D(λw)

dt
= λ

Dw

dt
,

ãäå λ ∈ R � êîíñòàíòà, è ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâèëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ïðè óìíîæåíèè íà ôóíê-
öèþ f(t):

D(fw)

dt
= f

Dw

dt
+ ḟw.

Äëÿ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî àíàëîã ôîðìóë Ôðåíå. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè M
äàíà êðèâàÿ ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé q(s). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v åå âåêòîð ñêîðîñòè, v =
q̇, ÷åðåç n � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, à ÷åðåç ng � ¾ãåîäåçè÷åñêèé¿ âåêòîð íîðìàëè
ê êðèâîé, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: |ng| = 1, ng(s) ∈ Tq(s)M , ng ⊥ v. Ýòèìè
óñëîâèÿìè âåêòîð ng îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà: ng = ±[v,n], êîòîðûé ìû äîëæíû
âçÿòü ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì âäîëü âñåé êðèâîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Â óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå çíàêà ãåîäåçè÷å-
ñêîé êðèâèçíû èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(3.6)
Dv

ds
= kgng,

Dng

ds
= −kgv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé íàòóðàëüíà, âåêòîð óñêîðåíèÿ dv/ds ðà-
âåí âåêòîðó êðèâèçíû, à åãî ïðîåêöèÿ Dv/ds íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü � âåêòîðó ãåîäåçè÷å-
ñêîé êðèâèçíû. Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå ðàâåíñòâî â (3.6). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî äîñòà-
òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà A â óðàâíåíèè

d

ds

(
v ng n

)
=
(
v ng n

)
A

äîëæíà áûòü êîñîñèììåòðè÷íîé, ïîñêîëüêó óêàçàííûå òðè âåêòîðà ïðè âñåõ s îáðàçóþò îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ. �

Çàäà÷à 3.4. Â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå ìû ââåëè êîñîñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó A, â êîòîðîé
íàì èçâåñòåí îäèí âåðõíåòðåóãîëüíûé ýëåìåíò, ðàâíûé ±kg. Âûðàçèòå äâà îñòàëüíûõ ÷åðåç
çíà÷åíèÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè íà âåêòîðàõ v è ng.

Çàäà÷à 3.5. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.7. Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî íà÷àëüíîé òî÷êå, íà-
÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ è ôóíêöèè, âûðàæàþùåé åå ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó ÷åðåç íàòóðàëüíûé
ïàðàìåòð.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå w âäîëü ïóòè q ïàðàëëåëüíî èëè êîâàðèàíòíî
ïîñòîÿííî âäîëü ïóòè q, åñëè åãî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ: Dw/dt = 0.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå äâà î÷åâèäíûõ îáñòîÿòåëüñòâà.
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Ïðåäëîæåíèå 3.9. Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå âåêòîð ñêîðîñòè ïàðàëëåëåí âäîëü íåå ñàìîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.10. Ïóñòü êðèâàÿ γ ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòåé M1 è M2, ïðè÷åì
êàñàòåëüíûé ïëîñêîñòè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé â êàæäîé òî÷êå êðèâîé γ ñîâïàäàþò. Òîãäà âåê-
òîðíîå ïîëå, ïàðàëëåëüíîå âäîëü γ ïî îòíîøåíèþ ê M1 ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì è ïî îòíîøåíèþ
ê M2.

Òåîðåìà 3.8. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ïóòè q : I →M íà ïîâåðõíîñòè M , ëþáîãî t0 ∈ I è ëþáîãî
êàñàòåëüíîãî âåêòîðà w0 ∈ Tq(t0) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ïîëå w(t), ïàðàëëåëüíîå âäîëü ýòîãî
ïóòè è òàêîå, ÷òî w(t0) = w0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïîëÿ
âäîëü ïóòè ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ íà êîîðäèíàòû W 1,W 2 âåêòîðà w â áàçèñå ru1 , ru2 :

(3.7) Ẇ i(t) = −Γijk(u
1(t), u2(t))W j(t)u̇k(t).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ëèíåéíîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ âëå÷åò âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü ðåøåíèå ïðè
âñåõ t. �

Çàìå÷àíèå 3.1. Ðàññóæäåíèå âûøå ïðèâåäåíî, ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ïóòü q íå ïîêèäàåò ïðåäåëîâ îäíîãî ïàðàìåòðèçîâàííîãî êóñêà ïîâåðõíîñòè. Íî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 3.8 âåðíî, êîíå÷íî æå, áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òåì, ÷òî ëþáîé êîíå÷íûé îòðåçîê ïóòè ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåòðèçî-
âàííûõ êóñêîâ ïîâåðõíîñòè, à ìîæíî îáîéòèñü âîîáùå áåç ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò è çàìåòèòü,
÷òî óðàâíåíèå (3.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê (ñì. (3.5)):

ẇ = B(w, q̇),

ãäå B � áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå
ïîâåðõíîñòè: B(v1,v1) = II(v1). Îäíàêî ýòî ñâîåãî ðîäà îáìàí, òàê êàê äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çàâè-
ñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ôóíêöèè B( · , q̇) îò t âñå ðàâíî ïðèäåòñÿ ïðèâëåêàòü ëîêàëü-
íûå êîîðäèíàòû. Ê òîìó æå ïðèäåòñÿ êàê-òî ïðîäîëæèòü ýòó ôóíêöèþ íà âñå âåêòîðû, à íå
òîëüêî íà êàñàòåëüíûå. À ïîòîì åùå äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð w â ñèëó ýòîãî óðàâíåíèÿ îñòàåòñÿ
êàñàòåëüíûì.

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ w, ïàðàëëåëüíîãî âäîëü äàííîãî ïóòè q, ïî íà÷àëü-
íîìó çíà÷åíèþ w(t0) = w0 ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(3.7) íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíåñåíèåì âåêòîðà w0 âäîëü ïóòè q. Ïðî çíà÷åíèÿ ýòîãî ïîëÿ â äðóãèõ òî÷êàõ ïóòè q ãî-
âîðÿò, ÷òî îíè ïîëó÷åíû èç w0 ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü q. Óðàâíåíèå (3.7) íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.
Èç îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è åãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòî ëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ,

à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Åñëè ïîëÿ w1, w2 ïàðàëëåëüíû âäîëü ïóòè q, òî ýòî âåðíî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè λ1w1 + λ2w2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê (t0, q(t0)), (t1, q(t1)) ôèêñèðîâàííîãî ïóòè íà ïîâåðõ-
íîñòè îïðåäåëåí ëèíåéíûé îïåðàòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, äåéñòâóþùèé èç Tq(t0)M â Tq(t1)M
ïî ïðàâèëó, ñîïîñòàâëÿþùåìó êàæäîìó âåêòîðó w0 ∈ Tq(t0)M âåêòîð w1 ∈ Tq(t1)M òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî ýòè äâà âåêòîðà âêëþ÷àþòñÿ â âåêòîðíîå ïîëå, ïàðàëëåëüíîå âäîëü ïóòè q. Êðîìå
ëèíåéíîñòè, îïåðàòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 3.9. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ñîõðàíÿþòñÿ äëèíû âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó íèìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíåñåíèè ñîõðàíÿåòñÿ äëè-
íà âåêòîðà. À ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ w, ïàðàëëåëüíîãî âäîëü íåêîòîðîãî
ïóòè íà ïîâåðõíîñòè, âûïîëíåíî ẇ ⊥ w, òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ïîëÿ, ïàðàëëåëüíîãî âäîëü
ïóòè, âåêòîð ẇ îðòîãîíàëåí âñåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷-
êå. �

Ïóñòü w � âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå íà âñåé ïîâåðõíîñòèM (íå òîëüêî âäîëü íåêîòîðîé
êðèâîé), x ∈ M � íåêîòîðàÿ òî÷êà, v ∈ TxM � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêî ïàðàìåòðèçîâàííóþ êðèâóþ q(t) = r(u1(t), u2(t)) íà M , âûõîäÿùóþ èç
òî÷êè x ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè v: q(0) = x, q̇(0) = v è ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ïîëÿ w íà ýòó
êðèâóþ. Äëÿ åãî êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïðè áóäåì èìåòü

Dw(q(t))

dt
= px

( d
dt

w(q(t))
)

= px

(∂w
∂ui

u̇i
)
.

Ïðè t = 0 ìû ïîëó÷èì
Dw(q(t))

dt

∣∣∣
t=0

= px(dwx(v)),

ò.å. âåêòîð, íå çàâèñÿùèé îò êîíêðåòíîãî âûáîðà ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Âåêòîð

∇vw(x) = px(dwx(v))

íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ w ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà v â òî÷-
êå x.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Êàê îáû÷íî,
ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ: v = V irui , w = W irui . Áóäåì èìåòü:

∇vw = px

(
V j ∂

∂uj
(W irui)

)
=
(∂W i

∂uj
V j + ΓijkW

jV k
)
rui .

Ïðåäëîæåíèå 3.12. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé w,w1,w2 è âåêòîðîâ v,v1,v2 â ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êå x ïîâåðõíîñòè, ôóíêöèè f íà M à òàêæå ÷èñåë λ1, λ2 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

∇v(w1 + w2) = ∇vw1 +∇vw2,

∇v(fw) = (∇vf)w + f∇vw,

∇λ1v1+λ2v2w = λ1∇v1w + λ2∇v2w,

∇v(w1,w2) = (∇vw1,w2) + (w1,∇vw2),

ãäå ÷åðåç ∇vf îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà v: (∇vf)(x) = dfx(v).

Äîêàçàòåëüñòâî. �

�3.5. Èíòåãðàë ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó. Óãëîâîé äåôåêò.

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà. Òàê æå, êàê è äëÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíå
ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè èìååò ñìûñë ïðèïèñûâàòü çíàê, åñëè êðèâàÿ êîîðèåíòèðîâàíà â ñìûñëå
ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Êîîðèåíòàöèåé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé γ íà ïîâåðõíîñòè M ⊂ R3 íàçûâà-
åòñÿ ñîãëàñîâàííûé âûáîð â êàæäîé åå òî÷êå ãëàäêîñòè x åäèíè÷íîãî âåêòîðà ng, êàñàòåëüíîãî
ê ïîâåðõíîñòè îðòîãîíàëüíîãî êðèâîé γ â ýòîé òî÷êå. Ñîãëàñîâàííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ââå-
äåíèè íà γ ïàðàìåòðèçàöèè, êîòîðàÿ ðåãóëÿðíà íà êàæäîé ãëàäêîé äóãå, âåêòîð íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëåííûé èç ðàâåíñòâà

n =
[ng,v]

|[ng,v]|
,



66

ãäå v � âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè êðèâîé òàì, ãäå êðèâàÿ ãëàäêàÿ,
è íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà òå òî÷êè, ãäå âåêòîð ñêîðîñòè v ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì. Åñëè êðèâàÿ
çàìêíóòà, òî âåêòîðû íîðìàëè n â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíò äîëæíû áûòü îäèíàêîâû.

Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ ìîæåò èìåòü êîîðèåíòàöèþ è íà ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé íåëüçÿ âñþäó
îïðåäåëèòü åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè n òàê, ÷òîáû îí íåïðåðûâíî çàâèñåë îò òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè (òàêèå ïîâåðõíîñòè â R3 íàçûâàþòñÿ íå(êî)îðèåíòèðóåìûìè). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íà
íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè íåêîòîðûå çàìêíóòûå êðèâûå íåëüçÿ êîîðèåíòèðîâàòü. Åñëè æå
ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òî ðîâíî äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Äëÿ êîîðèåíòèðîâàííîé êðèâîé ìû îïðåäåëÿåì çíàê ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû kg òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

kg = kgng,

ãäå kg � âåêòîð ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû.

�3.6. Òåîðåìà Ãàóññà�Áîííå.

Ëåììà 3.4 (Ôîðìóëà Áèáåðáàõà). Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(3.8)
∂

∂u1

(√g
g22

Γ1
22

)
− ∂

∂u2

(√g
g22

Γ1
21

)
= K
√
g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè g:

∂g

∂u1
=
∂(g11g22 − g12g12)

∂u1
= g22

∂g11

∂u1
+ g11

∂g22

∂u1
− 2g12

∂g12

∂u1
=

= 2g22Γ111 + 2g11Γ221 − 2g12(Γ121 + Γ211)

= 2g22(g11Γ1
11 + g12Γ2

11) + 2g11(g12Γ1
21 + g22Γ2

21)− 2g12(g11Γ1
21 + g12Γ2

21 + g12Γ1
11 + g22Γ2

11) =

= 2g(Γ1
11 + Γ2

21),

àíàëîãè÷íî,

∂g

∂u2
= 2g(Γ1

12 + Γ2
22).

Íàïîìíèì òàêæå ñîîòíîøåíèÿ èç �2.15:

T12 = −T21 = gK,

ãäå

Tij = gipT
p
j , T ij =

∂Γij2
∂u1

−
∂Γij1
∂u2

+ Γip1Γpj2 − Γip2Γpj1.
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Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü (3.8):

∂

∂u1

(√g
g22

Γ1
22

)
− ∂

∂u2

(√g
g22

Γ1
21

)
=

Γ1
22 ∂
√
g/∂u1 − Γ1

21 ∂
√
g/∂u2

g22

−

−
√
g(Γ1

22 ∂g22/∂u
1 − Γ1

21 ∂g22/∂u
2)

(g22)2
+

+

√
g(∂Γ1

22/∂u
1 − ∂Γ1

21/∂u
2)

g22

=

=

√
g

g22

(
Γ1

22(Γ1
11 + Γ2

21)− Γ1
21(Γ1

12 + Γ2
22)−

− 2Γ1
22Γ221 − 2Γ1

21Γ222

g22

+
∂Γ1

22

∂u1
− ∂Γ1

21

∂u2

)
=

=

√
g

g22

(
Γ1

22Γ1
11 + Γ1

22Γ2
21 − Γ1

21Γ1
12 − Γ1

21Γ2
22 +

∂Γ1
22

∂u1
− ∂Γ1

21

∂u2
−

− 2Γ1
22(g12Γ1

21 + g22Γ2
21)− 2Γ1

21(g12Γ1
22 + g22Γ2

22)

g22

)
=

=

√
g

g22

(
Γ1

22Γ1
11 − Γ1

22Γ2
21 − Γ1

21Γ1
12 + Γ1

21Γ2
22 +

∂Γ1
22

∂u1
− ∂Γ1

21

∂u2

)
=

=

√
g

g22

(∂Γ1
22

∂u1
− ∂Γ1

21

∂u2
+ Γ1

s1Γs22 − Γ1
s2Γs21

)
=

√
g

g22

T 1
2 =

=

√
g

g22

g1iTi2 =

√
g

g22

g11T12 =

√
g

g22

g22

g
gK =

√
gK.

�

�3.7. Ïîëóãåîäåçè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ìåòðèêè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò u1, u2 íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïîëóãåîäå-
çè÷åñêîé, åñëè ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè â íåé èìååò âèä

I = du1 du1 + g22 du
2 du2,

ãäå g22 � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò u1, u2.

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè x0 ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè M â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂M òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q(t), t ∈ (−ε, ε), � ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòî-
ðîé ãëàäêîé äóãè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x0 ïðè t = 0. Â êàæäîé òî÷êå (t, q(t)) ýòîé äóãè âûáåðåì
âåêòîð íîðìàëè ng(t) ê êðèâîé, ëåæàùèé â ñîîòâåòñòâóþùåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíî-
ñòè, òàê, ÷òîáû îí ãëàäêî çàâèñåë îò t (èíà÷å ãîâîðÿ, âûáåðåì êîîðèåíòàöèþ äóãè â ïîâåðõíîñòè
M). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå r èç îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò â R2 â M :

(3.9) r(u1, u2) = expq(u2)(u
1n(u2)).

Ïî òåîðåìå î ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ýòî îòîáðàæåíèå ãëàäêî. Ïðè u1 = 0 âåêòîðû ru1 è ru2 ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-
íî n(0) è q̇(0). Ïî ïîñòðîåíèþ ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû è íå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó
îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, îòêóäà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ∈ R2 îòîáðàæå-
íèå (3.9) çàäàåò ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè M . Êðîìå òîãî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
g12(0, u2) = 0 ïðè âñåõ u2.
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Ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû q(t) = r(t, u2
0), ãäå u2

0 = const ïðè êàæäîì u2
0 çàäàþò íàòóðàëüíî

ïàðàìåòðèçîâàííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ íà M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ru1 âñåãäà èìååò åäèíè÷-
íóþ äëèíó, ò.å. g11 = 1 ïðè âñåõ u1, u2. Ïî ëåììå 3.3 êîýôôèöèåíò g12 íå çàâèñèò îò u

1. Íî, êàê
ìû âèäåëè âûøå, îí îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè u1 = 0, îòêóäà îí òîæäåñòâåííî íóëåâîé. �

Çàäà÷à 3.6. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áèáåðáàõà (3.8), äîêàæèòå, ÷òî â ïîëóãåîäåçè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ãàóññîâà êðèâèçíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(3.10) K = − 1
√
g22

∂2√g22

(∂u1)2
.

Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû K. Òîãäà â äîñòà-
òî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé åå âíóòðåííåé òî÷êè ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çàìåíîé
êîîðäèíàò ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

• I = du1 du1 + du2 du2, åñëè K = 0;

• I =
1

K
· (du1 du1 + cos2(u1) du2 du2), åñëè K > 0;

• I = − 1

K
· (du1 du1 + ch2(u1) du2 du2), åñëè K < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. �

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè äâå ïîâåðõíîñòè èìåþò îäèíàêîâóþ ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðèâèçíó, òî
îíè ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íû.

�3.8. Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî.

�3.9. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Ãåîäåçè÷åñêèå êàê ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà

äåéñòâèÿ. Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç ïðîñòåéøèõ è â òî æå âðåìÿ
âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ òàê íàçûâàåìûõ ëàãðàíæåâûõ ñèñòåì. Ýòèì òåðìèíîì íàçûâàþò ñèñòåìû
óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûå èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü L = L(x,y, t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òðåõ àðãóìåíòîâ x ∈ Rn, y ∈ Rn è t ∈ R, ãäå

n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ýòó ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü Ëàãðàíæèàíîì. Äëÿ ãëàäêîãî ïóòè
q : [a, b]→ Rn îïðåäåëèì äåéñòâèå S(q) ýòîãî ïóòè ïî ôîðìóëå

(3.11) S(q) =

∫ b

a

L(q(t), q̇(t), t)

è çàäàäèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êîãäà äåéñòâèå äàííîãî ïóòè q ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèå ñðåäè âñåõ ïóòåé ñ òåìè æå íà÷àëîì q(a) è êîíöîì q(b)? Îêàçûâàåòñÿ, ýâîëþöèÿ ìíîãèõ
ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ïîä÷èíåíà ïðîñòîìó ïðèíöèïó: îãðàíè÷åíèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íà äî-
ñòàòî÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìèíèìèçèðóåò íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ. ×òîáû
îïèñàòü òàêóþ ñèñòåìó äîñòàòî÷íî óêàçàòü åå ëàãðàíæèàí. Íàïðèìåð, âñå ñèñòåìû êëàññè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè ëàãðàíæåâû, ëàãðàíæèàíîì ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèé.
Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî, ðàâåíñòâî íóëþ ïåð-

âûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñåé÷àñ ìû ââåäåì àíàëîã èìåííî ýòîãî áîëåå ñëàáîãî óñëîâèÿ äëÿ áåñêîíå÷-
íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âñåõ ïóòåé.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ïóñòü q : [a, b] → Rn � íåêîòîðûé ïóòü. Ïîä åãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
äåôîðìàöèåé ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ qτ (t) îò äâóõ ïåðåìåííûõ τ è t, òàêàÿ ÷òî

(1) ïðè τ = 0 ïóòü qτ ñîâïàäàåò ñ q;
(2) ïðè âñåõ τ ïóòü qτ èìååò òå æå íà÷àëî è êîíåö: qτ (a) = q(a), qτ (b) = q(b).

Ãîâîðÿò, ÷òî ïóòü q ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ äëÿ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (3.11), åñëè äëÿ ëþáîé
åãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèè qτ âûïîëíåíî

d

dτ
S(qτ )

∣∣∣
τ=0

= 0.
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Ïîñêîëüêó â Ëàãðàíæèàí L(x,y, t) âìåñòî x è y âñåãäà ïîäñòàâëÿþòñÿ q(t) è q̇(t) äëÿ íåêîòî-
ðîãî ïóòè, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂L/∂xi è ∂L/∂yi, â êîòîðûõ òàêæå ñäåëàíû ýòè ïîäñòàíîâêè,
áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç ∂L/∂qi è ∂L/∂q̇i ñîîòâåòñòâåííî. Õîòÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò
âûãëÿäåòü íåïðèâû÷íî, íà ïðàêòèêå ïîëüçîâàòüñÿ òàêîé çàïèñüþ óäîáíî � îíà ïðîñòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè âçÿòèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ìû ðàññìàòðèâàåì q̇i êàê îáû÷íóþ ïåðåìåííóþ.

Òåîðåìà 3.12. Ãëàäêèé ïóòü q ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ äëÿ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (3.11) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

(3.12)
d

dt

∂L
∂q̇i

=
∂L
∂qi

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü qτ � íåêîòîðàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ ïóòè q : [a, b]→ Rn.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(t) = (v1(t), . . . , vn(t)) âåêòîð ∂qτ (t)/∂τ . Ïîñêîëüêó ïðè äåôîðìàöèè êîíöû
ïóòè ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè, ìû èìååì

(3.13) v(a) = 0, v(b) = 0.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ dS(qτ )/dτ , çàíåñÿ ïðîèçâîäíóþ ïîä çíàê èíòåãðàëà è ïðèìåíèâ èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

dS(qτ )

dτ
=

∫ b

a

∂L(qτ (t), q̇τ (t), t)

∂τ
dt =

∫ b

a

(∂L
∂qi

vi(t) +
∂L
∂q̇i

v̇i(t)
)
dt =

∫ b

a

(
∂L
∂qi
−
(∂L
∂q̇i

)·)
vi(t) dt.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âàæíî, ÷òî â ñèëó (3.13) îáðàùàåòñÿ â íóëü âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí

∂L
∂q̇i

vi(t)
∣∣∣t=b
t=a
.

Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.12) âëåêóò dS(qτ )/dτ = 0 äëÿ ëþáîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
äåôîðìàöèè. Íàîáîðîò, ïóñòü q � ýêñòðåìàëü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ ϕ :
[a, b]→ R ñî ñâîéñòâàìè ϕ(a) = ϕ(b) = 0, ϕ(t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ (a, b), è ïîëîæèì

v(t) = ϕ(t)

(
∂L
∂qi
−
(∂L
∂q̇i

)·)
, qτ (t) = q(t) + τv(t).

Ïîëó÷èì

0 =
dS(qτ )

dτ
=

∫ b

a

ϕ(t)|v(t)|2 dt,

îòêóäà v(t) = 0 ïðè âñåõ t ∈ [a, b], ÷òî âëå÷åò âûïîëíåíèå óðàâíåíèé (3.12). �

Óðàâíåíèÿ (3.12) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 3.13. Äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé q : [a, b] → M íà ïîâåðõíîñòè M ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
(i) êðèâàÿ q ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, à åå ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà íàòóðàëüíîé;
(ii) êðèâàÿ q ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ ñëåäóþùåãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ â êëàññå ïóòåé íà
ïîâåðõíîñòè M :

S(q) =

∫ b

a

|q̇(t)|2 dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. �


