
ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È ÏÎ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÅ

Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó R[t] âñåõ ìíîãî÷ëå-
íîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä R, íå èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó R[t].

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (VR)C êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî V ⊕ V , ãäå V �
êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñëîæåíèå òî æå, ÷òî è â V ,
à óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå λ · v := λv .

3. Íàéäèòå âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà, ìàòðèöà êîòîðîãî åñòü
æîðäàíîâà êëåòêà Jλ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B, òàêîé, ÷òî
ABA = A.

5. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòå-
ðèñòèêè íå ñóùåñòâóåò îïåðàòîðîâ A è B, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ
AB − BA = id. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå îïåðàòîðû íàä ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè?

6. Ïîñòðîéòå ïðèìåð îïåðàòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä R, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ AB − BA = id.

7. Ïóñòü A,B � îïåðàòîðû. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îïå-
ðàòîðîâ AB è BA ñîâïàäàþò.

8. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð id +AB îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð
id +BA îáðàòèì.

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè trAk = 0 äëÿ ëþáîãî k > 0 íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðè-
ñòèêè, òî îïåðàòîð A íèëüïîòåíòåí.

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îïåðàòîðû A è B íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè óäî-
âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ A = AB − BA, òî îïåðàòîð A íèëüïîòåíòåí.

11. Ïóñòü îïåðàòîðû A è B â ïðîñòðàíñòâå íàä C êîììóòèðóþò, ò.å. AB = BA.
Äîêàæèòå, ÷òî îíè èìåþò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòîð prRλ
íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rλ îïåðàòîðà A

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò îïåðàòîðà A.
13. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð A íàä ïîëåì C ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A =
D+N , ãäå D � äèàãîíàëèçèðóåìûé îïåðàòîð, à N � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð,
ïðè÷¼ì îïåðàòîðû D è N êîììóòèðóþò.

14. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîðû D è N èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëå-
íàìè îò A.

15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îïåðàòîð B êîììóòèðóåò ñ ëþáûì îïåðàòîðîì, êîììóòè-
ðóþùèì ñ A, òî B åñòü ìíîãî÷ëåí îò A.

16. Äîêàæèòå, ÷òî QR-ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàò-
ðèö. À èìåííî, Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó A ðàçìåðà m×n
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ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = QR, ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
m × m, à R = (rij) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n ñ íåîòðèöà-

òåëüíûìè ÷èñëàìè íà ¾äèàãîíàëè¿ (ò.å. rij = 0 ïðè i > j è rii > 0).

17. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1, . . . ,ak åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð b, ÷òî (a i, b) > 0 äëÿ i = 1, . . . , k.

18. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî W â Rn çàäàíî êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ: W =
〈a1, . . . ,ak〉, ïðè÷¼ì âåêòîðû-ñòîëáöû a1, . . . ,ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íàéäèòå
ìàòðèöó îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà prW â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

19. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà A ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ A = LR, ãäå L è R � ñîîòâåòñòâåííî íèæíå-
òðåóãîëüíàÿ è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

20. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî íåâûðîæäåííîãî) îïåðàòîðà A èìå-
åò ìåñòî ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå A = PU , ãäå P � íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûé îïåðàòîð, à U � îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé) îïåðàòîð.

21. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿõ A = P1U1 = U2P2 íåâûðîæäåííîãî
îïåðàòîðà A îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) îïåðàòîðû U1 è U2 ñîâïàäàþò.

22. Ïóñòü A : V → V � íîðìàëüíûé îïåðàòîð (ò.å. A∗A = AA∗) èW � èíâàðèàíò-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âåðíî ëè, ÷òî W⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A?

23. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùå-
ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà ñîñòîèò èç áëîêîâ

ðàçìåðà 1 èëè 2, ïðè÷¼ì áëîêè ðàçìåðà 2 èìåþò âèä

(
a −b
b a

)
.

24. Ïóñòü áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: B(x , y) = 0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà B(y , x ) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî B ëèáî ñèììåòðè÷íà, ëèáî
êîñîñèììåòðè÷íà.

25. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíàÿ ôóíêöèè íàä ïîëåì Z2, êîòî-
ðàÿ íå ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó çàìåíîé áàçèñà.

26. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðû ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì, êîòîðûå íåëüçÿ
ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó îäíèì ïðåîáðàçîâàíèåì.

27. Ïóñòü ξ, η � íåíóëåâûå ëèíåéíûå ôóíêöèè. Íàéäèòå ðàíã áèëèíåéíîé ôîðìû
ξ ⊗ η.

28. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ Sp(V ).

29. Ïóñòü ξ1, . . . , ξp ∈ V ∗ = Λ1(V ). Äîêàæèòå, ÷òî ξ1 ∧ . . . ∧ ξp = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êîâåêòîðû ξ1, . . . , ξp ëèíåéíî çàâèñèìû.

30. Âíåøíÿÿ 2-ôîðìà T =
∑

i<j Tijε
i ∧ εj íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè T = ξ ∧ η

äëÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé (1-ôîðì) ξ è η. Äîêàæèòå, ÷òî âíåøíÿÿ
2-ôîðìà ðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ñîîòâåòñòâóþùåé êîñî-
ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò 2.

31. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü detB êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû B = (bij) êàê
ìíîãî÷ëåí îò å¼ ýëåìåíòîâ bij ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì äðóãîãî ìíîãî÷ëåíà pf B ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè: detB = (pf B)2. Ìíîãî÷ëåí pf B íàçûâàåòñÿ ïôàô-

ôèàíîì ìàòðèöû B.
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32. Äîêàæèòå ôîðìóëó èçìåíåíèÿ ïôàôôèàíà ïðè çàìåíå áàçèñà: åñëè B′ =
CtBC, òî pf B′ = detC pf B.

33. Íàéäèòå ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíà pf B îò ýëåìåíòîâ bij.

34. Ïóñòü B : V ×V → R � íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ, à A : V → V � îïåðàòîð, ñîõðàíÿþùèé ýòó ôóíêöèþ, ò.å. B(Au ,Av) =
B(u , v). Äîêàæèòå, ÷òî detA = 1.


