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Êëàññèôèêàöèÿ íàêðûòèé

Äâà íàêðûòèÿ p1 : Y1 → X è p2 : Y2 → X èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé ãîìåîìîðôèçì f : Y1 → Y2, ÷òî p1 = p2f .

Òåîðåìà

Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå, ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå è

ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì êëàññîâ èçîìîðôíûõ

íàêðûòèé p : (Y , y0) → (X , x0) (ñ ñîõðàíåíèåì îòìå÷åííîé òî÷êè) è

ìíîæåñòâîì ïîäãðóïï â π1(X , x0). Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè íàêðûòèå p
ïåðåõîäèò â ïîäãðóïïó p∗π1(Y , y0).
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ⊂ π1(X , x0) ñóùåñòâóåò
òàêîå íàêðûòèå p : (Y , y0) → (X , x0), ÷òî p∗π1(Y , y0) = H.

Íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ óíèâåðñàëüíîãî (îäíîñâÿçíîãî) íàêðûòèÿ:

X̃ = {[γ] : γ ïóòü â X , âûõîäÿùèé èç òî÷êè x0}.
Â êà÷åñòâå áàçû òîïîëîãèè íà X̃ ìû âûáèðàëè ìíîæåñòâà âèäà

U[γ] = {[γ · η] : η � ïóòü â U, äëÿ êîòîðîãî η(0) = γ(1)}.

Çàäàäèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X̃ :

[γ] ∼ [γ′], åñëè γ(1) = γ′(1) è [γ][γ′]−1 ∈ H.

Ïîëîæèì Y = X̃/∼. Çàìåòèì, ÷òî åñëè γ(1) = γ′(1), òî [γ] ∼ [γ′]
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [γη] ∼ [γ′η]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
êàêèå-ëèáî äâå òî÷êè â U[γ] è U[γ′] îòîæäåñòâëÿþòñÿ â Y , òî U[γ] è

U[γ′] îòîæäåñòâëÿþòñÿ öåëèêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ

p : X̃/∼= Y → X , [γ] 7→ γ(1), ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå îòìå÷åííîé òî÷êè y0 ∈ Y êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

[x0] ïîñòîÿííîãî ïóòè â òî÷êå x0. Òîãäà p∗π1(Y , y0) = H.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïåòëè γ â (X , x0) å¼ ïîäíÿòèå â X̃ , íà÷èíàþùååñÿ
â [x0], çàêàí÷èâàåòñÿ â [γ], ïîýòîìó îáðàç ýòîãî ïîäíÿòîãî ïóòè â

Y = X̃/∼ áóäåò ïåòë¼é òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [γ] ∼ [x0], à ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî [γ] ∈ H.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äâà íàêðûòèÿ p1 : (Y1, y1) → (X , x0) è
p2 : (Y2, y2) → (X , x0), äëÿ êîòîðûõ p1∗(π1(Y1, y1)) = p2∗(π1(Y2, y2)),
èçîìîðôíû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèÿ ìû ìîæåì

ïîäíÿòü p1 äî îòîáðàæåíèÿ p̃1 : (Y1, y1) → (Y2, y2), äëÿ êîòîðîãî

p2p̃1 = p1. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì p̃2 : (Y2, y2) → (Y1, y1), äëÿ êîòîðîãî

p1p̃2 = p2. Òîãäà ñîãëàñíî åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ ìû èìååì

p̃1p̃2 = id è p̃2p̃1 = id. Òàêèì îáðàçîì, p̃1 è p̃2 � îáðàòíûå

èçîìîðôèçìû.
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Ãðàôû, ñâîáîäíûå ãðóïïû è òåîðåìà Íèëüñåíà�Øðàéåðà

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè íàêðûòèé ìû äîêàæåì âàæíóþ

àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû

ñâîáîäíà. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èñïîëüçîâàòü ðÿä ôàêòîâ èç òåîðèè

ãðàôîâ, êîòîðûå ìû ëåãêî äîêàæåì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû î

êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X .
Íóëüìåðíûå êëåòêè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà X , à îäíîìåðíûå
êëåòêè � åãî ð¼áðàìè.

Ïîäãðàô ãðàôà X � ýòî êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X
(çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âåðøèí è

ð¼áåð). Äåðåâî � ýòî ñòÿãèâàåìûé ãðàô. Ïîäãðàô-äåðåâî â X
íàçûâàþò ìàêñèìàëüíûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà X .
Êàê ìû óâèäèì íèæå, ýòî ýêâèâàëåíòíî áîëåå î÷åâèäíîìó

îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå

Ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô X ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå äåðåâî, è ëþáîå

äåðåâî â ãðàôå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì äåðåâå.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ìû îïèøåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî ïîäãðàôà X0 ⊂ X äà¼ò

ïîäãðàô Y ⊂ X , ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðàôà X , è
äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ Y

≃→ X0. Â ÷àñòíîñòè, âçÿâ â êà÷åñòâå X0

îäíó âåðøèíó èëè ëþáîå ïîääåðåâî, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå

óòâåðæäåíèå.

Âíà÷àëå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðàôîâ X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ . . .,
ãäå Xi+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Xi äîáàâëåíèåì çàìûêàíèé eα âñåõ ð¼áåð

eα ⊂ X \ Xi , èìåþùèõ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîíåö â Xi . Îáúåäèíåíèå⋃
i Xi îòêðûòî â X , òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà èç Xi èìååò îêðåñòíîñòü,

ñîäåðæàùóþñÿ â Xi+1. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî
⋃

i Xi çàìêíóòî ïî

àêñèîìå (W ) êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, êàê îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé
êëåòîê. Ïîýòîìó X =

⋃
i Xi , òàê êàê ãðàô X ñâÿçåí.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 14 9 äåêàáðÿ 2021 ã. 7 / 12



Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Òåïåðü, ÷òîáû ïîñòðîèòü Y , ïîëîæèì âíà÷àëå Y0 = X0. Ïðåäïîëîæèì

ïî èíäóêöèè, ÷òî óæå ïîñòðîåí ãðàô Yi ⊂ Xi , ñîäåðæàùèé âñå

âåðøèíû ãðàôà Xi . Ðàññìîòðèì ãðàô Yi+1, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç Yi

ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç Xi+1 \ Xi îäíîãî ðåáðà,

ñîåäèíÿþùåãî ýòó âåðøèíó ñ Yi . Î÷åâèäíî, ÷òî èìååòñÿ

äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ Yi+1
≃→ Yi .

Òåïåðü ïîëîæèì Y =
⋃

i Yi . Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü äåôîðìàöèîííóþ

ðåòðàêöèþ ãðàôà Y íà Y0 = X0, äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóÿ Yi+1 íà Yi

â òå÷åíèå âðåìåíè èç ïðîìåæóòêà [ 1
2i+1

, 1
2i
]. Òîãäà òî÷êà x ∈ Yi+1 \ Yi

îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíîé äî ýòîãî ïðîìåæóòêà, âî âðåìÿ êîòîðîãî îíà

ïåðåìåùàåòñÿ â Yi , à ïîñëå ýòîãî ïðîäîëæàåò ïåðåìåùàòüñÿ, ïîêà íå

äîñòèãíåò Y0. Ïîëó÷åííàÿ ãîìîòîïèÿ ht : Y → Y íåïðåðûâíà, òàê êàê

îíà íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè êàæäîãî ðåáðà.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü X � ñâÿçíûé ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì äåðåâîì T . Òîãäà π1(X ) �
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ áàçèñîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì

èç X \ T .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîåêöèÿ X → X/T ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òàê

êàê T ñòÿãèâàåìî. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/T ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ñ îäíîé

âåðøèíîé, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ áóêåòîì îêðóæíîñòåé. Ïîýòîìó

π1(X ) ∼= π1(X/T ) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ áàçèñîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî

ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì, íå ïîïàâøèì â T .

Ñëåäñòâèå

Ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îäíîñâÿçåí.
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Ëåììà

Ëþáîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî ãðàôà X òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü p : Y → X � íàêðûòèå. Â êà÷åñòâå âåðøèí ãðàôà Y ìû áåð¼ì

äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî Y 0 = p−1(X 0). Â êà÷åñòâå ðåá¼ð ãðàôà Y ìû

áåð¼ì âñåâîçìîæíûå ïîäíÿòèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

Iα → X îäíîìåðíûõ êëåòîê eα ïðîñòðàíñòâà X (ò. å. ðåá¼ð ãðàôà X ).
Òàêèå ïîäíÿòèÿ íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â òî÷êàõ èç Y 0, ïðè÷¼ì

äëÿ êàæäîé òî÷êè èç p−1(x), ãäå x ∈ eα, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ïîäíÿòèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ýòî çàäà¼ò ñòðóêòóðó ãðàôà

íà Y . Ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè ýòîì òîïîëîãèÿ íà Y � òà æå ñàìàÿ, ÷òî è

èñõîäíàÿ òîïîëîãèÿ, òàê êàê îáå òîïîëîãèè èìåþò îäíè è òå æå

áàçîâûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ p : Y → X ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 14 9 äåêàáðÿ 2021 ã. 10 / 12



Òåîðåìà

Ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû F ñâîáîäíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü X � ãðàô, äëÿ êîòîðîãî π1(X ) = F , íàïðèìåð, áóêåò
îêðóæíîñòåé. Äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû G ⊂ F ñóùåñòâóåò íàêðûòèå

p : Y → X , äëÿ êîòîðîãî p∗π1(Y ) = G , ò. å. π1(Y ) ∼= G , òàê êàê p∗
èíúåêòèâíî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå Y � ãðàô, ïîýòîìó ãðóïïà

G ∼= π1(Y ) ñâîáîäíà.

Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñî ñâîáîäíûìè àáåëåâûì ãðóïïàìè, ïîäãðóïïà

G ⊂ F ñâîáîäíîé ãðóïïû F ìîæåò èìåòü áîëüøèé ðàíã, ÷åì ãðóïïà F .
Ïðèìåðû ïðèâåäåíû â çàäà÷àõ íèæå.
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Çàäà÷à

Ïîñòðîéòå íàêðûòèå áóêåòà 2 îêðóæíîñòåé ïðîñòðàíñòâîì,

ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì áóêåòó n îêðóæíîñòåé äëÿ ëþáîãî n.
Ýòî äàñò ïîäãðóïïó â ñâîáîäíîé ãðóïïå F2, èçîìîðôíóþ Fn.

Çàäà÷à

Ïóñòü G = [F2,F2] ⊂ F2 � êîììóòàíò ñâîáîäíîé ãðóïïû ðàíãà 2.

Äîêàæèòå, ÷òî G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Îïèøèòå

íàêðûòèå íàä áóêåòîì S1 ∨ S1, ðåàëèçóþùèå ïîäãðóïïó G â

π1(S
1 ∨ S1) = F2.
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