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Òåîðåìà î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèé

Âûÿñíèì, êàê îáñòîèò äåëî ñ ïîäíÿòèåì ïðîèçâîëüíûõ îòîáðàæåíèé, à

íå òîëüêî ãîìîòîïèé.

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x íàéä¼òñÿ ëèíåéíî

ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ U.
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Òåîðåìà (î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèÿ)

Ïóñòü p : (X̃ , x̃0) → (X , x0) � íàêðûòèå è f : (Z , z0) → (X , x0) �
îòîáðàæåíèå èç ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà Z ñ îòìå÷åííîé

òî÷êîé z0.

à) Ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî îòîáðàæåíèÿ f̃ : (Z , z0) → (X̃ , x̃0),
òàêîãî, ÷òî p ◦ f̃ = f (ïîäíÿòèÿ).

á) Åñëè Z ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäíÿòèÿ

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

f∗π1(Z , z0) ⊂ p∗π1(X̃ , x̃0).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàæåì à). Ïóñòü f̃ è f̃ ′ � äâà ïîäíÿòèÿ. Åñëè z ∈ Z � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà è γ : I → Z � ïóòü èç z0 â z , òî ïóòè f̃ γ è f̃ ′γ íàêðûâàþò ïóòü

f γ è èìåþò îáùåå íà÷àëî, âñëåäñòâèå ÷åãî îíè ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó

f̃ (z) = (f̃ γ)(1) = (f̃ ′γ)(1) = f̃ ′(z).
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü äîêàæåì á). Ìû ìîæåì ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå

f̃ : (Z , z0) → (X̃ , x̃0) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü z ∈ Z . Âîçüì¼ì ïóòü

γ : I → Z èç z0 â z è äëÿ ïóòè f γ : I → X ïîñòðîèì ïîäíÿòèå

f̃ γ : I → X̃ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x̃0. Çàòåì ïîëîæèì f̃ (z) = f̃ γ(1).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà êîððåêòíîé, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïóòè γ′ : I → Z èç z0 â z ,
ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü f̃ γ′ çàêàí÷èâàëñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è f̃ γ, ò. å.
÷òîáû ïåòëÿ f ◦ (γγ′) íàêðûâàëàñü â X̃ ïåòë¼é. Ýòî ðàâíîñèëüíî

óñëîâèþ f∗π1(Z , z0) ⊂ p∗π1(X̃ , x̃0).
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

f̃ : (Z , z0) → (X̃ , x̃0). Ïóñòü Ũ ⊂ X̃ � îêðåñòíîñòü òî÷êè f̃ (z). Ïåðåéäÿ,
åñëè íåîáõîäèìî, ê ìåíüøåé îêðåñòíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

p : Ũ → U � ãîìåîìîðôèçì íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü U
òî÷êè f (z) ⊂ X . Âûáåðåì ëèíåéíî ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè z ,
äëÿ êîòîðîé f (V ) ⊂ U. Â êà÷åñòâå ïóòåé èç z0 â ðàçíûå òî÷êè z ′ ⊂ V
ìîæíî âçÿòü ôèêñèðîâàííûé ïóòü γ èç z0 â z , êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ

ðàçíûìè ïóòÿìè η â V èç òî÷êè z â z ′. Òîãäà ïóòè (f γ) · (f η) â X

èìåþò ïîäíÿòèÿ (f̃ γ) · (f̃ η), ãäå f̃ η = p−1(f η) è p−1 : U → Ũ �

îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê p : Ũ → U. Òàêèì îáðàçîì, f̃ (V ) ⊂ Ũ,
ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f̃ íåïðåðûâíî â òî÷êå z .
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Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå

Òàê êàê îòîáðàæåíèå p∗ : π1(X̃ , x̃0) → π1(X , x0) ÿâëÿåòñÿ
ìîíîìîðôèçìîì, âîçíèêàåò âîïðîñ, ëþáàÿ ëè ïîäãðóïïà â π1(X , x0)
ðåàëèçóåòñÿ â âèäå p∗π1(X̃ , x̃0) äëÿ íåêîòîðîãî íàêðûòèÿ
p : (X̃ , x̃0) → (X , x0).

Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí. Âíà÷àëå

ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè òðèâèàëüíîé ïîäãðóïïû {e}. Òàê
êàê p∗ � ìîíîìîðôèçì, ýòî ñâîäèòñÿ â âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè

îäíîñâÿçíîãî íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ X .

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíûì, åñëè äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ X è å¼ îêðåñòíîñòè V ∋ x ñóùåñòâóåò ìåíüøàÿ

îêðåñòíîñòü U ⊂ V , òàêàÿ, ÷òî èíäóöèðîâàííîå âêëþ÷åíèåì
îòîáðàæåíèå π1(U, x) → π1(X , x) òðèâèàëüíî. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà U
ñ ýòèì ñâîéñòâîì îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíîãî

ïðîñòðàíñòâà X .

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 13 2 äåêàáðÿ 2021 ã. 6 / 13



Òåîðåìà

Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå, ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå è

ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò

íàêðûòèå p : X̃ → X ñ îäíîñâÿçíûì X̃ .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü p : (X̃ , x̃0) → (X , x0) � íàêðûòèå ñ îäíîñâÿçíûì X̃ . Òîãäà ëþáóþ
òî÷êó x̃ ∈ X̃ ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì ñ x̃0, è ýòîò ïóòü åäèíñòâåí ñ

òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè. Ïîýòîìó X̃ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ

ìíîæåñòâîì ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé â X̃ ñ ôèêñèðîâàííûì

íà÷àëîì x̃0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêèå ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû � ýòî â

òî÷íîñòè ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ïóòåé â X ñ ôèêñèðîâàííûì

íà÷àëîì x0, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ ïóòåé. Ìû ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ:

X̃ = {[γ] : γ ïóòü â X , âûõîäÿùèé èç òî÷êè x0}.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

X̃ = {[γ] : γ ïóòü â X , âûõîäÿùèé èç òî÷êè x0},

ãäå, êàê îáû÷íî, [γ] îáîçíà÷àåò ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïóòè γ
îòíîñèòåëüíî ãîìîòîïèé, êîòîðûå îñòàâëÿþò íà÷àëî è êîíåö ïóòè

íåïîäâèæíûìè. Ìû èìååì îòîáðàæåíèå

p : X̃ → X , [γ] 7→ γ(1).

Òàê êàê X ëèíåéíî ñâÿçíî, êîíåö γ(1) ìîæåò áûòü ëþáîé òî÷êîé â X ,
ïîýòîìó îòîáðàæåíèå p ñþðúåêòèâíî. Íèæå ìû ââåä¼ì òîïîëîãèþ íà

X̃ , äîêàæåì, ÷òî p : X̃ → X � íàêðûòèå, à X̃ îäíîñâÿçíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ðàññìîòðèì U � íàáîð âñåõ òàêèõ ëèíåéíî ñâÿçíûõ îòêðûòûõ

ïîäìíîæåñòâ U ⊂ X , ÷òî îòîáðàæåíèå π1(U) → π1(X ) òðèâèàëüíî.
Òàê êàê X ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî è ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíî, U �

áàçà òîïîëîãèè íà X (ò. å. ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç X
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç U).

Ïóñòü äàíû U ⊂ U è ïóòü γ â X èç x0 â íåêîòîðóþ òî÷êó â U. Ïîëîæèì

U[γ] = {[γ · η] : η � ïóòü â U, äëÿ êîòîðîãî η(0) = γ(1)}.

Îòîáðàæåíèå p : U[γ] → U ñþðúåêòèâíî, òàê êàê U ëèíåéíî ñâÿçíî, è

èíúåêòèâíî, òàê êàê âñå ïóòè η èç γ(1) â x ∈ U ãîìîòîïíû â X ,
ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå π1(U) → π1(X ) òðèâèàëüíî.

Ñâîéñòâî: U[γ] = U[γ′], åñëè [γ′] ∈ U[γ].

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè γ′ = γ · η, òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U[γ′] èìåþò

âèä [γ · η · µ] è ïîòîìó ëåæàò â U[γ]. Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

U[γ] èìåþò âèä [γ · µ] = [γ · η · η · µ] = [γ′ · η · µ] è ïîòîìó ëåæàò â U[γ′].
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ìû çàäàäèì òîïîëîãèþ íà X̃ , âçÿâ â êà÷åñòâå áàçû íàáîð ìíîæåñòâ

U[γ]. ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò íàáîð ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå áàçû,

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ïåðåñå÷åíèè U[γ] ∩ V[γ′] ñîäåðæèòñÿ

ìíîæåñòâî òàêîãî âèäà. Ïóñòü [γ′′] ∈ U[γ] ∩ V[γ′]. Òîãäà U[γ] = U[γ′′] è

V[γ′] = V[γ′′]. Ïóñòü W ∈ U ñîäåðæèòñÿ â U ∩ V è ñîäåðæèò γ′′(1).
Òîãäà W[γ′′] ⊂ U[γ′′] ∩ V[γ′′] = U[γ] ∩ V[γ′].

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå p : U[γ] → U ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì, òàê êàê îíî çàäà¼ò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè V[γ′] ⊂ U[γ′] è ìíîæåñòâàìè V ∈ U ,
ñîäåðæàùèìèñÿ â U. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå p : X̃ → X
íåïðåðûâíî. Îíî ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, òàê êàê äëÿ ôèêñèðîâàííîãî

U ∈ U ìíîæåñòâà U[γ] äëÿ ðàçíûõ [γ] çàäàþò ðàçáèåíèå p−1(U) íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, ïîòîìó ÷òî åñëè [γ′′] ∈ U[γ] ∩ U[γ′], òî

U[γ] = U[γ′] = U[γ′′] ïî ñâîéñòâó âûøå.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî X̃ îäíîñâÿçíî. Äëÿ äàííîé òî÷êè [γ] ∈ X̃ ïóñòü

γt � ïóòü â X , êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ γ íà [0, t] è îñòà¼òñÿ â îäíîé è

òîé æå òî÷êå γ(t) íà [t, 1]. Òîãäà îòîáðàæåíèå t 7→ [γt ] åñòü ïóòü â X̃ ,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè γ, íà÷èíàåòñÿ â [x0]
(ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå ïîñòîÿííîãî ïóòè â x0) è çàêàí÷èâàåòñÿ â [γ].
Òàê êàê [γ] ∈ X̃ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî X̃ ëèíåéíî

ñâÿçíî.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî π1(X̃ , [x0]) = 0, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

p∗π1(X̃ , [x0]) = 0. Ýëåìåíòû â îáðàçå ãîìîìîðôèçìà p∗ ïðåäñòàâëåíû
ïåòëÿìè γ â (X , x0), êîòîðûå ïîäíèìàþòñÿ äî ïåòåëü â (X̃ , [x0]). Ìû

óæå îòìåòèëè, ÷òî ïóòü t 7→ [γt ] ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè γ è

íà÷èíàåòñÿ â [x0]. Òî, ÷òî ýòîò ïóòü ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é, îçíà÷àåò, ÷òî
[γ] = [x0]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåòëÿ γ ñòÿãèâàåìà è îáðàç ãîìîìîðôèçìà

p∗ òðèâèàëåí.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü p : X̃ → X � íàêðûòèå ñ îäíîñâÿçíûì X̃ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî

äðóãîãî íàêðûòèÿ q : Y → X èìååòñÿ íàêðûòèå r : X̃ → Y , òàêîå, ÷òî

q ◦ r = p.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèÿ.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó íàêðûòèå p : X̃ → X ñ îäíîñâÿçíûì X̃
íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì íàä X . Èç òåîðåìû
êëàññèôèêàöèè íàêðûòèé, êîòîðóþ ìû äîêàæåì äàëåå, ñëåäóåò, ÷òî

óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
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Ïðèìåð

Îòîáðàæåíèå Sn → RPn, ïåðåâîäÿùóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ñôåðû

Sn ⊂ Rn+1 â ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ ýòó òî÷êó è 0, ÿâëÿåòñÿ

óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì ïðè n ⩾ 2. Òàê êàê ýòî íàêðûòèå äâóëèñòíî,

òðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà èìååò èíäåêñ 2 â π1(RPn). Ïîýòîìó
π1(RPn) = Z2 ïðè n ⩾ 2.
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