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Íàêðûòèÿ

Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X̃ íàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùèì

ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X , åñëè çàäàíî

îòîáðàæåíèå p : X̃ → X , òàêîå, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ

îêðåñòíîñòü U ⊂ X , äëÿ êîòîðîé p−1(U) ãîìåîìîðôíî U × Γ , ãäå Γ �

äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, ïðè÷¼ì äèàãðàììà

p−1(U)
∼= //

p
##

U × Γ

||
U

êîììóòàòèâíà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, p−1(U) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X̃ , êàæäîå èç êîòîðûõ p ãîìåîìîðôíî

îòîáðàæàåò íà U. Îòîáðàæåíèå p : X̃ → X íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì.
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Ïðèìåð

1. p : R → S1, t 7→ (cos t, sin t). Ýòî íàêðûòèå èñïîëüçîâàëîñü ïðè

äîêàçàòåëüñòâå èçîìîðôèçìà π1(S
1) ∼= Z.

2. p : S1 → S1, z 7→ zk , k ∈ Z, ãäå îêðóæíîñòü S1 çàäàíà êàê

{z ∈ C : |z | = 1}.

3. Îòîáðàæåíèå p : Sn → RPn, êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êó ñôåðû â

ïðÿìóþ â Rn+1, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó è 0.

ßñíî, ÷òî åñëè p1 : X̃1 → X1 è p2 : X̃2 → X2 � íàêðûòèÿ, òî è

p1 × p2 : X̃1 × X̃2 → X1 × X2 � íàêðûòèå.

Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò íàêðûòèÿ èç ïðèìåðà 1 âûøå äà¼ò íàêðûòèå

R2 → T 2 òîðà T 2 = S1 × S1 ïëîñêîñòüþ.
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Ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè

Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå p : Y → X îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ

ãîìîòîïèè (covering homotopy property, CHP) ïî îòíîøåíèþ ê

ïðîñòðàíñòâó Z , åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : Z → Y è ãîìîòîïèè

F : Z × I → X , òàêîé, ÷òî p ◦ f = F0, ñóùåñòâóåò íàêðûâàþùàÿ
ãîìîòîïèÿ F̃ : Z × I → Y , äëÿ êîòîðîé F̃0 = f è p ◦ F̃ = F . Ýòî
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

Z
f //

i0
��

Y

p

��
Z × I

F //

F̃

<<

X

ãäå i0 � âëîæåíèå z 7→ (z , 0).

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî íàêðûòèÿ p : X̃ → X îáëàäàþò ñâîéñòâîì

ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè, ïðè÷¼ì íàêðûâàþùàÿ ãîìîòîïèÿ åäèíñòâåííà.

Ïðè Z = pt ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ïðåâðàùàåòñÿ â ñâîéñòâî

ïîäíÿòèÿ ïóòåé.
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Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : I → X è ëþáîé òî÷êè x̃ ∈ X̃ , òàêîé, ÷òî

p(x̃) = γ(0), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü γ̃ : I → X̃ , òàêîé, ÷òî

γ̃(0) = x̃ è p ◦ γ̃ = γ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îêðåñòíîñòè èç îïðåäåëåíèÿ íàêðûòèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü

ýëåìåíòàðíûìè. Äëÿ êàæäîãî t ∈ I íàéä¼ì ýëåìåíòàðíóþ îêðåñòíîñòü

U(t) ⊂ X òî÷êè γ(t). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îòðåçêà I èç ýòèõ
îêðåñòíîñòåé ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U1, . . . ,UN òàê, ÷òî

Ui ⊃ γ(ti , ti+1), ãäå 0 = t1 < t2 < . . . < tN+1 = 1. Ïðîîáðàç p−1(U1)
ãîìåîìîðôåí äèñêðåòíîìó íàáîðó òàêèõ æå îêðåñòíîñòåé. Ïóñòü Ũ1 �

òà èç íèõ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êó x̃ . Îïðåäåëèì γ̃ : [0, t2] → Ũ1 êàê

ïðîîáðàç êóñêà γ|[0,t2] ïóòè γ îò 0 = t1 äî t2, êîòîðûé ïîïàäàåò â U1.

Çàòåì ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå ñ îêðåñòíîñòüþ U2, òî÷êîé γ̃(t2) è
êóñêîì ïóòè γ|[t2,t3] è ò. ä. Òàê êàê ÷èñëî îêðåñòíîñòåé êîíå÷íî, òî

ïðîöåññ êîíå÷åí, à òàê êàê äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè îí îäíîçíà÷åí, òî

ïóòü ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí.
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Òåîðåìà (î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè)

Íàêðûòèå p : X̃ → X îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè ïî

îòíîøåíèþ ê ëþáîìó ïðîñòðàíñòâó Z , ïðè÷¼ì íàêðûâàþùàÿ

ãîìîòîïèÿ F̃ : Z × I → X̃ åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü äàíû îòîáðàæåíèå f : Z → X̃ è ãîìîòîïèÿ F : Z × I → X .

Ïåðåéäÿ ê ñîïðÿæ¼ííîìó, ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå F ′ : Z → X I ,

ïåðåâîäÿùåå òî÷êó z ∈ Z â ïóòü t 7→ F (z , t) â ïðîñòðàíñòâå X . Â ñèëó

ïðåäûäóùåé ëåììû, ýòîò ïóòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîäíèìàåòñÿ äî

ïóòè â X̃ , êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå f (z) ∈ X̃ . Òàêèì îáðàçîì,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå F̃ ′ : Z → X̃ I â äèàãðàììå

X̃ X̃ Ip0oo

��
Z

f

OO

F ′
//

F̃ ′
??

X I ,

ãäå p0 � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ïóòè åãî íà÷àëüíóþ òî÷êó.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Ïåðåõîäÿ îáðàòíî îò ñîïðÿæ¼ííûõ îòîáðàæåíèé ê èñõîäíûì, ïîëó÷èì

X̃ X̃ Ip0oo
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X I

=⇒ Z
f //
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p
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Z × I

F //

F̃

<<

X .

Äèàãðàììà ñïðàâà è âûðàæàåò òðåáóåìîå ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ

ãîìîòîïèè ñ åäèíñòâåííîé íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèåé.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü ïîñòðîåííûõ îòîáðàæåíèé F̃ ′

è F̃ ; ýòî áóäåò ñëåäîâàòü èç áîëåå îáùåé òåîðåìû î ïîäíÿòèè

îòîáðàæåíèÿ, äîêàçûâàåìîé íèæå.
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Íàêðûòèÿ è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Òåîðåìà

Ãîìîìîðôèçì

p∗ : π1(X̃ , x̃0) → π1(X , x0),

èíäóöèðîâàííûé íàêðûòèåì p : (X̃ , x̃0) → (X , x0), ÿâëÿåòñÿ
ìîíîìîðôèçìîì.

Ïîäãðóïïà p∗π1(X̃ , x̃0) â π1(X , x0) ñîñòîèò èç ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ
ïåòåëü â X ñ íà÷àëîì â x0, ïîäíÿòèÿ êîòîðûõ â X̃ ñ íà÷àëîì â x̃0
ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïåòëÿ φ̃ : I → X̃ ñ íà÷àëîì x̃0 ïðîåêòèðóåòñÿ â

ïåòëþ φ : I → X , ãîìîòîïíóþ íóëþ (ò. å. ãîìîòîïíóþ ïîñòîÿííîé

ïåòëå), òî è ñàìà ïåòëÿ φ̃ ãîìîòîïíà íóëþ. Ôèêñèðóåì ãîìîòîïèþ

φt : I → X , òàêóþ, ÷òî φ0 = φ, φt(0) = φt(1) = x0, φ1(I ) = x0. Ïî
òåîðåìå î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ φ̃t : I → X̃ ,

òàêàÿ, ÷òî φ̃0 = φ̃ è p ◦ φ̃t = φt . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1]
ïåòëÿ φt : I → X ïîäíèìàåòñÿ äî ïóòè φ̃t : I → X̃ . Ïðè èçìåíåíèè t
íà÷àëî φ̃t(0) ïîäíÿòîãî ïóòè ïðîõîäèò íåêîòîðûé ïóòü â ñëîå p−1(x0)
íàä x0. Íî òàê êàê ñëîé � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, ýòîò ïóòü â ñëîå

ïîñòîÿíåí (íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà I â
äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì). Ïîýòîìó

φ̃t(0) = φ̃(0) = x̃0. Àíàëîãè÷íî φ̃t(1) = φ̃(1) = x̃0. Íàêîíåö, φ̃1(I ) = x̃0
ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì (φ̃1 åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç I â
p−1(x0)). Òàêèì îáðàçîì, φ̃t : I → X̃ åñòü ãîìîòîïèÿ ïåòëè φ̃ = φ̃0 â

ïîñòîÿííóþ ïåòëþ φ̃1.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïåòëè ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x0,
ïîäíèìàþùèåñÿ äî ïåòåëü ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x̃0, î÷åâèäíî,
ïðåäñòàâëÿþò ýëåìåíòû îáðàçà îòîáðàæåíèÿ p∗ : π1(X̃ , x̃0) → π1(X , x0).

Íàîáîðîò, ïåòëÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýëåìåíò îáðàçà îòîáðàæåíèÿ p∗,
ãîìîòîïíà ïåòëå, ó êîòîðîé åñòü òàêîå ïîäíÿòèå, ïîýòîìó ñîãëàñíî

ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè è ó íå¼ ñàìîé äîëæíî áûòü òàêîå

ïîäíÿòèå.
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Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñîì ïîäãðóïïû H ⊂ G íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ

ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ Hg , g ∈ G .

Åñëè H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî èíäåêñ H â G � ýòî ïîðÿäîê

ôàêòîð-ãðóïïû G/H.

Ïðåäëîæåíèå

×èñëî òî÷åê â ïðîîáðàçå p−1(x0) ïðè íàêðûòèè p : (X̃ , x̃0) → (X , x0)
ðàâíî èíäåêñó ïîäãðóïïû p∗π1(X̃ , x̃0) â π1(X , x0).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü H = p∗π1(X̃ , x̃0). Äëÿ ïåòëè φ â X ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x0,
ïóñòü φ̃ � å¼ ïîäíÿòèå â X̃ , íà÷èíàþùååñÿ â òî÷êå x̃0. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå Φ èç ìíîæåñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ

Φ: {H[φ], [φ] ∈ π1(X , x0)} → p−1(x0), H[φ] 7→ φ̃(1).

Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ψ · φ,
ãäå [ψ] ∈ H, èìååò ïîäíÿòèå ψ̃ · φ̃, çàêàí÷èâàþùååñÿ â òî æå òî÷êå, ÷òî

è φ̃, òàê êàê ψ̃ � ïåòëÿ.

Èç ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X̃ ñëåäóåò, ÷òî Φ ñþðúåêòèâíî,

òàê êàê òî÷êó x̃0 ìîæíî ñîåäèíèòü ñ ëþáîé òî÷êîé â p−1(x0) ïóò¼ì φ̃,
ïðîåêòèðóþùèìñÿ â ïåòëþ φ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x0.

Êðîìå òîãî, Φ èíúåêòèâíî: èç ðàâåíñòâà Φ(H[φ]) = Φ(H[φ′]) ñëåäóåò,
÷òî φ · φ′ ïîäíèìàåòñÿ äî ïåòëè â X̃ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x̃0, ïîýòîìó
[φ][φ′]−1 ∈ H, à çíà÷èò, H[φ] = H[φ′]. Èòàê, Φ � áèåêöèÿ.
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