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Òåîðåìà (âàí Êàìïåí)

Ïóñòü X � îáúåäèíåíèå ëèíåéíî ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Aα,

êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 ∈ X .

à) Åñëè êàæäîå ïåðåñå÷åíèå Aα ∩ Aβ ëèíåéíî ñâÿçíî, òî

Φ: ∗α π1(Aα) → π1(X ) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

á) Åñëè, êðîìå òîãî, êàæäîå ïåðåñå÷åíèå Aα ∩ Aβ ∩ Aγ ëèíåéíî

ñâÿçíî, òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà Φ � ýòî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N,
ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà iαβ(ω)iβα(ω)

−1, à ïîòîìó Φ
èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

π1(X ) ∼= ∗απ1(Aα)/N.
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Ñôîðìóëèðóåì îòäåëüíî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû âàí Êàìïåíà, êîãäà

ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ìíîæåñòâ, X = A ∪ B .
Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ïóíêòà á) òåîðåìû âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.

Êðîìå òîãî, íå íóæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû êàæäîå èç ìíîæåñòâ A è B
ñîäåðæàëî îòìå÷åííóþ òî÷êó, òàê å¼ ìîæíî âûáðàòü â A ∩ B .

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü X = A ∪ B , ãäå ìíîæåñòâà A è B , à òàêæå èõ ïåðåñå÷åíèå A ∩ B ,
îòêðûòû è ëèíåéíî ñâÿçíû. Òîãäà

π1(X ) ∼=
(
π1(A) ∗ π1(B)

)
/N,

ãäå N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè âèäà

iAB(ω)iBA(ω)
−1, ω ∈ π1(A ∩ B), a iAB : π1(A ∩ B) → π1(A) è

iBA : π1(A ∩ B) → π1(B) � ãîìîìîðôèçìû, èíäóöèðîâàííûå

âêëþ÷åíèÿìè A ∩ B ↪→ A è A ∩ B ↪→ B .

Ãðóïïà
(
π1(A) ∗ π1(B)

)
/N íàçûâàåòñÿ àìàëüãàìèðîâàííûì

ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï π1(A) è π1(B) íàä π1(A ∩ B).
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Ìû òàêæå ïîëó÷àåì îïèñàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áóêåòà
∨

α Xα

ïðîñòðàíñòâ Xα ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè xα.

Ñëåäñòâèå

Åñëè êàæäàÿ òî÷êà xα ∈ Xα ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì

ñâîåé îêðåñòíîñòè Uα ⊂ Xα, òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

π1
(∨

α

Xα

) ∼= ∗
α
π1(Xα).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áóêåòà îêðóæíîñòåé ãðóïïà π1(
∨

α S
1) ñâîáîäíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî Xα ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ñâîåé

îêðåñòíîñòè Aα = Xα ∨
∨

β ̸=α Uβ ⊂
∨

α Xα. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ è áîëåå

ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ Aα � ýòî ïðîñòðàíñòâî
∨

α Uα, êîòîðîå

ñòÿãèâàåìî. Òîãäà èç òåîðåìû âàí Êàìïåíà ñëåäóåò, ÷òî

Φ: ∗α π1(Xα) → π1(
∨

α Xα) � èçîìîðôèçì.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà

Òåïåðü ìû íàó÷èìñÿ çàäàâàòü ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû êëåòî÷íûõ

ïðîñòðàíñòâ îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè. Ýòî ïîçâîëèò íàì ÿâíî

âû÷èñëÿòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó, çàäàâ êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó.

Âíà÷àëå âûâåäåì åù¼ îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû î êëåòî÷íîé

àïïðîêñèìàöèè.
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Ïðåäëîæåíèå

Ëèíåéíî ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî

êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó ñ åäèíñòâåííîé 0-ìåðíîé êëåòêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âûáåðåì â X íóëüìåðíóþ êëåòêó e0 è ñîåäèíèì å¼ ïóò¼ì γi ñ êàæäîé
äðóãîé íóëüìåðíîé êëåòêîé ei (ïóòè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ). Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû

γi ⊂ X 1. Äëÿ êàæäîãî i ïðèêëåèì ê X äâóìåðíûé äèñê ïî

îòîáðàæåíèþ íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè â X ïðè ïîìîùè ïóòè γi .
Ïîëó÷èì íîâîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X̃ , êîòîðîå ñîäåðæèò X è,

êðîìå òîãî, êëåòêè e1i , e
2
i (âåðõíèå ïîëóîêðóæíîñòè è âíóòðåííîñòè

ïðèêëååííûõ äèñêîâ).

ßñíî, ÷òî X åñòü äåôîðìàöèîííûé ðåòðàêò â X̃ : êàæäûé ïðèêëååííûé

äèñê ìîæíî ñòÿíóòü íà íèæíþþ ïîëóîêðóæíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y
îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé êëåòîê e1i (âåðõíèõ ïîëóîêðóæíîñòåé).

Î÷åâèäíî, Y ñòÿãèâàåìî. Ñëåäîâàòåëüíî, X̃/Y ≃ X̃ ≃ X . Íî ó X̃/Y
âñåãî îäíà íóëüìåðíàÿ êëåòêà.
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Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0.
Îòîáðàæåíèå φ : S1 → X , ïåðåâîäÿùåå îòìå÷åííóþ òî÷êó 0

îêðóæíîñòè â x0, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåòëþ â (X , x0), è ïîýòîìó

îíî çàäà¼ò ýëåìåíò [φ] ∈ π1(X , x0).

Åñëè æå îòîáðàæåíèå φ : S1 → X ïåðåâîäèò 0 â êàêóþ-òî äðóãóþ òî÷êó

φ(0), òî ìû ïîëó÷àåì ýëåìåíò ãðóïïû π1(X , φ(0)), êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ

π1(X , x0) íåêàíîíè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì,

ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå φ : S1 → X çàäà¼ò ýëåìåíò ãðóïïû

π1(X , x0), çàäàííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ.

Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ åäèíñòâåííîé 0-ìåðíîé êëåòêîé

e0 = x0, îäíîìåðíûìè êëåòêàìè e1i , i ∈ I , è äâóìåðíûìè êëåòêàìè e2j ,

j ∈ J. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ D2 → X äâóìåðíûõ êëåòîê

îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèÿ ïðèêëåèâàíèÿ fj : S
1 → X 1, êîòîðûå çàäàþò

ýëåìåíòû βj ∈ π1(X
1) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì X 1 � ýòî

áóêåò îêðóæíîñòåé e1i è ãðóïïà π1(X
1, x0) åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ

ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I .
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Òåîðåìà

Ãðóïïà π1(X , x0) èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ñâîáîäíîé ãðóïïû

π1(X
1, x0) ñ îáðàçóþùèìè, îòâå÷àþùèìè 1-ìåðíûì êëåòêàì, ïî

ñîîòíîøåíèÿì βj = 1, j ∈ J, îòâå÷àþùèì 2-ìåðíûì êëåòêàì.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè ïî ïðèêëåèâàåìûì êëåòêàì

ðàçìåðíîñòè n ⩾ 2. Åñëè òàêèõ êëåòîê íåò, òî ïðîñòðàíñòâî X = X 1 �

áóêåò ñôåð è π1(X ) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè,

îòâå÷àþùèìè 1-ìåðíûì êëåòêàì.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü X ′ = X ∪f D
n ïîëó÷åíî èç X ïðèêëåèâàíèåì n-ìåðíîé êëåòêè en

ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ f : Sn−1 → X , ò. å. ìû èìååì êîäåêàðòîâ

êâàäðàò

Sn−1 f−−−−→ Xy y
Dn −−−−→ X ′

Âíóòðè êëåòêè en âûáåðåì òî÷êó y .

Ïóñòü A = X ′ \ {y} è B = X ′ \ X . Òîãäà A äåôîðìàöèîííî

ðåòðàãèðóåòñÿ íà X , à B ñòÿãèâàåìî. Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó âàí

Êàìïåíà ê ïîêðûòèþ X ′ = A ∪ B . Òàê êàê π1(A) = π1(X ), à
π1(B) = {1}, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî π1(X

′) èçîìîðôíî ôàêòîðãðóïïå

ãðóïïû π1(A) ∗ π1(B) = π1(X ) ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé

îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ π1(A ∩ B) → π1(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Äàëåå ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðèêëåèâàíèÿ äâóìåðíîé êëåòêè e2,
ò. å. n = 2. Â ýòîì ñëó÷àå A ∩ B äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà

îêðóæíîñòü â e2 \ {y}, è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàç ãðóïïû π1(A ∩ B) â
π1(A) � ýòî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ êëàññîì ïåòëè,

çàäàâàåìîé îòîáðàæåíèåì f : S1 → X 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

ïðèêëåèâàíèè íîâîé äâóìåðíîé êëåòêè e2 ê ñîîòíîøåíèÿì â ãðóïïå

π1(X ) = π1(A) äîáàâëÿåòñÿ åù¼ îäíî ñîîòíîøåíèå β = 1, îòâå÷àþùåå

ýòîé äâóìåðíîé êëåòêå.

Ïîñëå òîãî êàê ìû ïðèêëåèëè âñå äâóìåðíûå êëåòêè, äàëüíåéøåå

ïðèêëåèâàíèå êëåòîê en ðàçìåðíîñòè n ⩾ 3 íå ìåíÿåò ãðóïïó π1(X ).
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî A ∩ B äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà

(n − 1)-ìåðíóþ ñôåðó â en \ {y}; òàêèì îáðàçîì,

π1(A ∩ B) = π1(S
n−1) = {1} ïðè n ⩾ 3.
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Ïðèìåð (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïîâåðõíîñòè Sg )

Âû÷èñëèì ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Sg
ðîäà g (ñôåðû ñ g ðó÷êàìè). Îíà èìååò êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó ñ îäíîé

íóëüìåðíîé êëåòêîé, 2g îäíîìåðíûìè êëåòêàìè a1, . . . , ag è b1, . . . , bg
è îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé. Îäíîìåðíûé îñòîâ � ýòî áóêåò 2g
îêðóæíîñòåé; åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà F2g ñ

îáðàçóþùèìè a1, . . . , ag è b1, . . . , bg . Äâóìåðíàÿ êëåòêà ïðèêëååíà ïî

ïåòëå, çàäàííîé ïðîèçâåäåíèåì êîììóòàòîðîâ ýòèõ îáðàçóþùèõ.

Ïîýòîìó π1(Sg ) � ôàêòîðãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû F2g ïî îäíîìó

ñîîòíîøåíèþ, çàäàííîìó ïðîèçâåäåíèåì êîììóòàòîðîâ:

π1(Sg )∼=⟨ a1, . . . , ag , b1, . . . , bg | a1b1a−1
1 b−1

1 ·a2b2a−1
2 b−1

2 · · · agbga−1
g b−1

g ⟩.

Â ÷àñòíîñòè, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîðà T 2 = S1 èçîìîðôíà
ôàêòîðãðóïïå ãðóïïû F2 ïî ñîîòíîøåíèþ aba−1b−1 = 1, ò. å. Z⊕ Z.
Ýòî, êîíå÷íî, ñëåäóåò èç ïðîñòîé ôîðìóëû

π1(X × Y ) ∼= π1(X )× π1(Y ).
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Ïðåäëîæåíèå

Ïîâåðõíîñòü Sg íå ãîìåîìîðôíà è äàæå íå ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòè Sg ′ , åñëè g ̸= g ′.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ãðóïïà π1(Sg ) ïîëó÷àåòñÿ èç ñâîáîäíîé ãðóïïû F2g ôàêòîðèçàöèåé ïî

îäíîìó ñîîòíîøåíèþ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå

êîììóòàòîðîâ, à çíà÷èò ëåæèò â êîììóòàíòå F ′
2g . Ïîýòîìó

àáåëåíèçàöèÿ ãðóïïû π1(Sg ) ñîâïàäàåò ñ àáåëåíèçàöèåé ñâîáîäíîé

ãðóïïû F2g è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïó Z2g � ñâîáîäíóþ àáåëåâó

ãðóïïó ðàíãà 2g . Åñëè Sg ≃ Sg ′ , òî π1(Sg ) ∼= π1(Sg ′), à çíà÷èò è
àáåëåíèçàöèè ýòèõ ãðóïï èçîìîðôíû, ÷òî âëå÷¼ò ðàâåíñòâî g = g ′.
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Ïðèìåð (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè)

Èñïîëüçóÿ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 ñ òðåìÿ

êëåòêàìè e0, e1, e2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

π1(RP2) èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ãðóïïû Z (ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ

îäíîé îáðàçóþùåé a) ïî îäíîìó ñîîòíîøåíèþ a2 = 1. Òàêèì îáðàçîì,

π1(RP2) = ⟨ a | a2 ⟩ = Z2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü íå ãîìåîìîðôíà íè îäíîé

èç ïîâåðõíîñòåé Sg .
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