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Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï (íàïîìèíàíèå)

Ïóñòü äàí êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé íàáîð ãðóïï {Gα}. Ñâîáîäíîå
ïðîèçâåäåíèå ∗αGα ñîñòîèò èç âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ g1g2 . . . gm
ïðîèçâîëüíîé äëèíû m ⩾ 0, ãäå gi ∈ Gαi , gi ̸= e, ïðè÷¼ì ñîñåäíèå

áóêâû gi è gi+1 ëåæàò â ðàçíûõ ãðóïïàõ, ò. å. αi ̸= αi+1. Ñëîâà,

óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ ïðèâåä¼ííûìè.

Íåïðèâåä¼ííîå ñëîâî âñåãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ïðèâåä¼ííîå,

çàìåíèâ ñîñåäíèå áóêâû, êîòîðûå ëåæàò â îäíîé è òîé æå ãðóïïå Gαi ,

íà èõ ïðîèçâåäåíèå â Gαi è óäàëèâ òðèâèàëüíûå áóêâû. Ñëîâó

ðàçðåøàåòñÿ áûòü ïóñòûì; ïóñòîå ñëîâî áóäåò åäèíèöåé â ãðóïïå ∗αGα.

Óìíîæåíèå â ãðóïïå ∗αGα � ýòî ïðèñòàâëåíèå, ò. å. çàïèñü îäíîãî

ñëîâà çà äðóãèì: (g1 . . . gm)(h1 . . . hn) = g1 . . . gmh1 . . . hn, ñ
ïîñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì â ïðèâåä¼ííîå ñëîâî.

Íàïðèìåð, â ïðîèçâåäåíèè (g1 . . . gm)(g
−1
m . . . g−1

1 ) âñ¼ ñîêðàùàåòñÿ, è
ìû ïîëó÷àåì åäèíèöó ãðóïïû ∗αGα, ò. å. ïóñòîå ñëîâî. Ýòî äà¼ò

ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ ëþáîãî ñëîâà.
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Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà

Åñëè êàæäàÿ èç ãðóïï Gα åñòü áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Z
(ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë), òî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ∗αGα íàçûâàåòñÿ

ñâîáîäíîé ãðóïïîé.

Ýëåìåíòàìè ñâîáîäíîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñëîâà âèäà an11 an22 . . . anmm , ãäå

ai ∈ Gαi
∼= Z � îáðàçóþùàÿ, ni ̸= 0 � öåëûå ÷èñëà è αi ̸= αi+1.

Íàáîð {aα}, â êîòîðûé âõîäèò ïî îäíîé îáðàçóþùåé aα êàæäîé èç

ãðóïï Gα = Z, íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ñâîáîäíîé ãðóïïû, à ÷èñëî

ýëåìåíòîâ áàçèñà íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ñâîáîäíîé ãðóïïû. Ïðè ýòîì

áàçèñ ñâîáîäíîé ãðóïïû îïðåäåë¼í íåîäíîçíà÷íî, è òîò ôàêò, ÷òî âñå

áàçèñû èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå,

êîòîðîå ìû çäåñü íå ïðèâîäèì.

Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà k áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Fk èëè

F (a1, . . . , ak), åñëè íåîáõîäèìî ÿâíî óêàçàòü îáðàçóþùèå. Çàìåòèì,

÷òî F1 ∼= Z, à ãðóïïà F2 íåàáåëåâà.
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Âñÿêóþ ãðóïïó G ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ôàêòîðãðóïïó ñâîáîäíîé

ãðóïïû. Äëÿ ýòîãî íàäî âûáðàòü íàáîð îáðàçóþùèõ ãðóïïû G , ò. å.
òàêîé íàáîð ýëåìåíòîâ gi , i ∈ I , ÷òî ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò g ∈ G
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ gi è g−1

i (íàïðèìåð, â

êà÷åñòâå íàáîðà îáðàçóþùèõ ìîæíî âçÿòü âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G ).
Òîãäà ìû èìååì ýïèìîðôèçì f : F → G èç ñâîáîäíîé ãðóïïû F ñ

ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ I â G , ïåðåâîäÿùèé i-þ îáðàçóþùóþ ai
ãðóïïû F â gi . ßäðî ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïîé H ⊂ F ; ìû èìååì G ∼= F/H. Ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî

ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Íàáîð

îáðàçóþùèõ hj , j ∈ J, ãðóïïû H íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó

îáðàçóþùèìè gi . Ïðè ãîìîìîðôèçìå f ýëåìåíòû hj ïåðåõîäÿò â
ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ gi , g

−1
i , êîòîðûå ðàâíû 1 â ãðóïïå G .
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×àñòî èñïîëüçóþò çàïèñü

G = ⟨ gi , i ∈ I | hj , j ∈ J ⟩,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà G çàäàíà îáðàçóþùèìè gi è
ñîîòíîøåíèÿìè hj , ò. å. ïðåäñòàâëåíà â âèäå ôàêòîðãðóïïû ñâîáîäíîé

ãðóïïû ñ îáðàçóþùèìè gi ïî å¼ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé

ýëåìåíòàìè hj .

Åñëè G ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà è gi , i ∈ I , � íàáîð å¼ ýëåìåíòîâ, òî

ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G ïî ñîîòíîøåíèÿì gi = 1 íàçûâàåòñÿ

ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé

ýëåìåíòàìè gi , i ∈ I .
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Àáåëåíèçàöèåé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî

âñåâîçìîæíûì ñîîòíîøåíèÿì ghg−1h−1 = 1, g , h ∈ G , ò. å.
ôàêòîðãðóïïà ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé âñåâîçìîæíûìè

êîììóòàòîðàìè [g , h] = ghg−1h−1, g , h ∈ G . Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ
êîììóòàíòîì ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ [G ,G ] èëè G ′.

Àáåëåíèçàöèÿ ñâîáîäíîé ãðóïïû F = ∗αZ � ýòî ñâîáîäíàÿ àáåëåâà

ãðóïïà ⊕αZ, áàçèñîì êîòîðîé ñëóæèò òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî

îáðàçóþùèõ.
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Òåîðåìà âàí Êàìïåíà

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ëèíåéíî

ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Aα, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò

îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 ∈ X . Ãîìîìîðôèçìû iα : π1(Aα) → π1(X ),
èíäóöèðîâàííûå âêëþ÷åíèÿìè, ïðîäîëæàþòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà

Φ: ∗α π1(Aα) → π1(X ).

Åñëè

iαβ : π1(Aα ∩ Aβ) → π1(Aα)

� ãîìîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé âêëþ÷åíèåì Aα ∩ Aβ → Aα, òî

iαiαβ = iβ iβα, òàê êàê îáå ýòè êîìïîçèöèè èíäóöèðîâàíû âêëþ÷åíèåì

Aα ∩ Aβ ↪→ X . Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî ãîìîìîðôèçìà Φ ñîäåðæèò

ýëåìåíòû âèäà iαβ(ω)iβα(ω)
−1, ãäå ω ∈ π1(Aα ∩ Aβ).
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Òåîðåìà (âàí Êàìïåí)

Ïóñòü X � îáúåäèíåíèå ëèíåéíî ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Aα,

êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 ∈ X .

à) Åñëè êàæäîå ïåðåñå÷åíèå Aα ∩ Aβ ëèíåéíî ñâÿçíî, òî

Φ: ∗α π1(Aα) → π1(X ) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

á) Åñëè, êðîìå òîãî, êàæäîå ïåðåñå÷åíèå Aα ∩ Aβ ∩ Aγ ëèíåéíî

ñâÿçíî, òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà Φ � ýòî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N,

ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà iαβ(ω)iβα(ω)
−1, à ïîòîìó Φ

èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

π1(X ) ∼= ∗απ1(Aα)/N.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå à), ò. å. ñþðúåêòèâíîñòü Φ: ∗α π1(Aα) → π1(X ).
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ äàííîé ïåòëè f : I → X â îòìå÷åííîé

òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå 0 = s0 < s1 < . . . < sm = 1

îòðåçêà I , ÷òî f ([si−1, si ]) ⊂ Aα äëÿ íåêîòîðîãî α. Äåéñòâèòåëüíî, òàê
êàê f íåïðåðûâíî, êàæäàÿ òî÷êà s ∈ I èìååò îêðåñòíîñòü U(s) ⊂ I , äëÿ
êîòîðîé f (U(s)) ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ Aα. Èç êîìïàêòíîñòè

îòðåçêà ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ èíòåðâàëîâ ïîêðûâàåò I .
Òîãäà êîíöû ýòèõ èíòåðâàëîâ çàäàþò òðåáóåìîå ðàçáèåíèå îòðåçêà I .

Ïóñòü f ([si−1, si ]) ⊂ Ai è îáîçíà÷èì fi = f[si−1,si ]. Òîãäà f = f1 · . . . · fm,
ãäå fi ⊂ Ai . Òàê êàê Ai ∩ Ai+1 ëèíåéíî ñâÿçíî, ìû ìîæåì ñîåäèíèòü x0
ñ f (si ) ∈ Ai ∩ Ai+1 ïóò¼ì gi â Ai ∩ Ai+1. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåòëþ

(f1 · g1) · (g1 · f2 · g2) · (g2 · f3 · g3) · . . . · ·(gm−1 · fm),

ãîìîòîïíóþ f . Êàæäàÿ ïåòëÿ â ñêîáêàõ ëåæèò â îäíîì èç

ìíîæåñòâ Aα. Ñëåäîâàòåëüíî, [f ] ëåæèò â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ Φ, à
ïîòîìó Φ ñþðúåêòèâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå á). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ôàêòîðèçàöèè ýëåìåíòîâ [f ] ∈ π1(X ), ò. å. ôîðìàëüíûå ðàçëîæåíèÿ
âèäà [f ] = [f1] . . . [fk ], ãäå

· êàæäûé ìíîæèòåëü fi � ýòî ïåòëÿ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x0,
öåëèêîì ñîäåðæàùàÿñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ Aα, ñ

ãîìîòîïè÷åñêèì êëàññîì [fi ] ∈ π1(Aα);

· ïåòëÿ f ãîìîòîïíà f1 · . . . · fk â X .

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðèçàöèÿ ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [f ] � ýòî ñëîâî

â ∗απ1(Aα), âîçìîæíî, ïðèâîäèìîå, êîòîðîå ïåðåõîäèò â [f ] ïðè
îòîáðàæåíèè Φ. Óòâåðæäåíèå a) ïîêàçûâàåò, ÷òî ó êàæäîãî ýëåìåíòà

[f ] ∈ π1(X ) åñòü ôàêòîðèçàöèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Íàçîâ¼ì äâå ôàêòîðèçàöèè êëàññà [f ] ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè

ñâÿçàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ

èëè îáðàòíûõ ê íèì:

1) ñîñåäíèå ÷ëåíû [fi ][fi+1] îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí ÷ëåí [fi · fi+1], åñëè
[fi ] è [fi+1] ëåæàò â îäíîé ãðóïïå π1(Aα);

2) ÷ëåí [fi ] ∈ π1(Aα) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëåæàùèé â ãðóïïå π1(Aβ),
à íå â π1(Aα), åñëè fi � ïåòëÿ â Aα ∩ Aβ .

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíÿåò ýëåìåíò ãðóïïû ∗απ1(Aα),
çàäàâàåìûé ôàêòîðèçàöèåé. Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíÿåò îáðàç

ýòîãî ýëåìåíòà â ôàêòîðãðóïïå Q = ∗απ1(Aα)/N ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ïîäãðóïïû N. Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíûå

ôàêòîðèçàöèè äàþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò ãðóïïû Q.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâå ôàêòîðèçàöèè êëàññà [f ] ýêâèâàëåíòíû.
Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Q → π1(X ),
èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåì Φ, èíúåêòèâíî. Òåì ñàìûì

óòâåðæäåíèå á) áóäåò äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü [f1] . . . [fk ] è [f ′1] . . . [f
′
ℓ ] � äâå ôàêòîðèçàöèè êëàññà [f ]. Ïóñòü

F : I × I → X � ãîìîòîïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ f1 · . . . · fk ñ f ′1 · . . . · f ′ℓ .

Ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçáèåíèÿ 0 = s0 < s1 < . . . < sm = 1 è

0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, ÷òî îáðàç êàæäîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Rij = [si−1, si ]× [tj−1, tj ] ïðè îòîáðàæåíèè F ëåæèò â îäíîì

ìíîæåñòâå Aα, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì Aij . Ýòè ðàçáèåíèÿ ìîæíî

ïîëó÷èòü, ïîêðûâ I × I êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ

[a, b]× [c , d ], êàæäûé èç êîòîðûõ îòîáðàæàåòñÿ â îäíî ìíîæåñòâî Aα,

èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ ñ êîìïàêòíîñòüþ, à çàòåì ðàçäåëèâ I × I âñåìè
ãîðèçîíòàëüíûìè è âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè, ñîäåðæàùèìè ñòîðîíû

ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s-ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì òåõ

ðàçáèåíèé, êîòîðûå äàþò ïðîèçâåäåíèÿ f1 · . . . · fk è f ′1 · . . . · f ′ℓ .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òàê êàê F îòîáðàæàåò îêðåñòíîñòü ïðÿìîóãîëüíèêà Rij â Aij , ìû

ìîæåì ïîøåâåëèòü âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rij òàê,

÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà êâàäðàòà I × I ïðèíàäëåæàëà íå áîëåå ÷åì òð¼ì

ïðÿìîóãîëüíèêàì Rij . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè

ðÿäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîýòîìó ìû ìîæåì øåâåëèòü òîëüêî

ïðÿìîóãîëüíèêè â ïðîìåæóòî÷íûõ ðÿäàõ, îñòàâëÿÿ âåðõíèé è íèæíèé

ðÿä áåç èçìåíåíèé. Çàíóìåðóåì òåïåðü ïðÿìîóãîëüíèêè

R1,R2, . . . ,Rmn êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

Åñëè γ � ïóòü â I × I , èäóùèé èç òî÷êè ëåâîé ñòîðîíû â òî÷êó ïðàâîé

ñòîðîíû, òî F |γ ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é ñ íà÷àëîì è êîíöîì â îòìå÷åííîé

òî÷êå x0, òàê êàê F îòîáðàæàåò ëåâóþ è ïðàâóþ ñòîðîíû êâàäðàòà

I × I â x0.

Ïóñòü γr � ïóòü, îòäåëÿþùèé ïåðâûå r ïðÿìîóãîëüíèêîâ R1, . . . ,Rr îò

îñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Òîãäà γ0 � íèæíÿÿ ñòîðîíà êâàäðàòà

I × I , à γmn � åãî âåðõíÿÿ ñòîðîíà. Áóäåì ïåðåõîäèòü îò γr ê γr+1,

ïðîòàñêèâàÿ ýòîò ïóòü ïî ïðÿìîóãîëüíèêó Rr+1.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rr âåðøèíàìè. Äëÿ

êàæäîé âåðøèíû v , äëÿ êîòîðîé F (v) ̸= x0, ðàññìîòðèì ïóòü gv èç x0
â F (v). Ìû ìîæåì âûáðàòü ïóòü gv òàê, ÷òîáû îí ïðèíàäëåæàë

ïåðåñå÷åíèþ äâóõ èëè òð¼õ ìíîæåñòâ Aij â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ñêîëüêî

ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rr ñîäåðæàò âåðøèíó v , òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî äâîéíûå è òðîéíûå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ Aij ëèíåéíî ñâÿçíû.

Âñòàâèì â F |γr ïóòè âèäà g vgv â ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèíàõ v , êàê
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èì ôàêòîðèçàöèþ êëàññà [F |γr ]. Ïåòëè â ýòîé ôàêòîðèçàöèè

ñîîòâåòñòâóþò âåðòèêàëüíûì è ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêàì ìåæäó

ñîñåäíèìè âåðøèíàìè, ÷åðåç êîòîðûõ ïðîõîäèò ïóòü γr . Ïåòëþ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ îòðåçêó ìåæäó ñîñåäíèìè âåðøèíàìè, ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü, êàê ëåæàùóþ â Aij äëÿ ëþáîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rs ,

ñîäåðæàùèõ ýòîò îòðåçîê. Åñëè ìû âûáåðåì äðóãîé èç ýòèõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rs , òî ôàêòîðèçàöèÿ êëàññà [F |γr ] çàìåíèòñÿ íà

ýêâèâàëåíòíóþ ôàêòîðèçàöèþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Ïðè ïðîòàñêèâàíèè ïóòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêó Rr+1 ôàêòîðèçàöèÿ F |γr
çàìåíÿåòñÿ íà F |γr+1 ïîñðåäñòâîì ãîìîòîïèè â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà

Aij , ñîîòâåòñòâóþùåãî Rr+1. Ýòî ìíîæåñòâî Aij ìîæíî âûáðàòü îäíèì

è òåì æå äëÿ âñåõ îòðåçêîâ ïóòåé γr è γr+1, ëåæàùèõ â Rr+1. Òàêèì

îáðàçîì, ôàêòîðèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûì ïóòÿì γr
è γr+1, ýêâèâàëåíòíû.

Ìû ìîæåì äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôàêòîðèçàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ γ0, áûëà
ýêâèâàëåíòíà ôàêòîðèçàöèè [f1] . . . [fk ], âûáèðàÿ ïóòü gv äëÿ êàæäîé

âåðøèíû v âäîëü íèæíåé ñòîðîíû êâàäðàòà I × I òàê, ÷òîáû îí

ïðèíàäëåæàë íå òîëüêî äâóì ìíîæåñòâàì Aij , ñîîòâåòñòâóþùèì

ïðÿìîóãîëüíèêó Rs , ñîäåðæàùåìó v , íî òàêæå ïðèíàäëåæàë è

ìíîæåñòâó Aα, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïóòè fi , â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

êîòîðîãî ëåæèò òî÷êà v . Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ôàêòîðèçàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäíåìó ïóòè γmn, ýêâèâàëåíòíà

[f ′1] . . . [f
′
ℓ ]. Òàê êàê ôàêòîðèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì ïóòÿì γr ,

ýêâèâàëåíòíû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôàêòîðèçàöèè [f1] . . . [fk ] è [f ′1] . . . [f
′
ℓ ]

ýêâèâàëåíòíû.
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