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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îêðóæíîñòè

Òåîðåìà

Ãðóïïà π1(S
1) èçîìîðôíà ãðóïïå Z öåëûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ïîñòðîåíèå ¾óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ¿

íàä îêðóæíîñòüþ; ýòîò ìåòîä áóäåò ðàçâèò è îáîáù¼í â äàëüíåéøåì.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : R → S1, t 7→ (cos t, sin t). Ðàññìàòðèâàÿ
ïðîîáðàçû, ìû ìîæåì îòîæäåñòâëÿòü òî÷êè îêðóæíîñòè ñ

âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, îïðåäåë¼ííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ

âèäà 2πk , k ∈ Z.

Â êà÷åñòâå îòìå÷åííîé òî÷êîé îêðóæíîñòè ìû âîçüì¼ì òî÷êó (1, 0),
ñîîòâåòñòâóþùóþ t = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òàêèì îáðàçîì, ïåòëþ φ : I → S1 ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîçíà÷íîé

ôóíêöèåé íà îòðåçêå I , çíà÷åíèå êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå îïðåäåëåíî ñ

òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî 2πk è çíà÷åíèåì êîòîðîé â òî÷êàõ 0 è 1

ñëóæèò ñàìî ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà 2πk .

Ó ýòîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ îäíîçíà÷íàÿ

âåòâü � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå I , çíà÷åíèå êîòîðîé â

êàæäîé òî÷êå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîé

ôóíêöèè φ â ýòîé òî÷êå. Òàêàÿ îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ φ̃ : I → R áóäåò

îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì, åñëè íàëîæèòü óñëîâèå φ̃(0) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè φ̃ : I → R ïî ïåòëå φ : I → S1 ìû âûáåðåì

òàêîå n, ÷òî ïðè |t1 − t2| ⩽ 1
n òî÷êè φ(t1) è φ(t2) íå äèàìåòðàëüíî

ïðîòèâîïîëîæíû. (Íóæíî ðàññìîòðåòü îòêðûòîå ïîêðûòèå îòðåçêà I ,
ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ âèäà φ−1(A), ãäå A � îòêðûòàÿ

ïîëóîêðóæíîñòü, è âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå).

Ïîëîæèâ φ̃(0) = 0, ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1
n ìû áåð¼ì â êà÷åñòâå φ̃(t) òî èç

çíà÷åíèé ôóíêöèè φ â òî÷êå t, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò 0 ìåíüøå, ÷åì

íà π. Äàëåå, ïðè 1
n ⩽ t ⩽ 2

n ìû áåð¼ì â êà÷åñòâå φ̃(t) òî èç çíà÷åíèé
ôóíêöèè φ â òî÷êå t, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò φ̃( 1n ) ìåíüøå, ÷åì íà π. È
òàê äàëåå.

Ïî ïîñòðîåíèþ, f (φ̃(t)) = φ(t); â ÷àñòíîñòè, φ̃(1) = 2πk äëÿ

íåêîòîðîãî k ∈ Z. Êðîìå òîãî, âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ χ : I → R,
òàêàÿ, ÷òî χ(0) = 0 è χ(1) = 2πk , èìååò âèä φ̃ äëÿ íåêîòîðîé ïåòëè φ,
à èìåííî, äëÿ ïåòëè φ(t) = f (χ(t)).
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Òåïåðü ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

g : π1(S
1) → Z, g([φ]) = φ̃(1)/2π.

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî g � èçîìîðôèçì ãðóïï, çàìåòèì ñëåäóþùåå.

1) ×èñëî φ̃(1)/2π íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïèè, ïîñêîëüêó φ̃(1)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî

φ̃(1)/2π çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [φ] è îòîáðàæåíèå

g îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

2) Îòîáðàæåíèå g ñþðúåêòèâíî, ò. å. ëþáîå k ∈ Z ëåæèò â åãî îáðàçå.

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü φ = ψk , ãäå ψ̃k(t) = 2πkt.

3) Åñëè φ̃1(1) = φ̃2(1), òî φ1 ∼ φ2, à ïîòîìó ïîòîìó g èíúåêòèâíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè φ̃1(t) è φ̃2(t) ãîìîòîïíû â êëàññå ôóíêöèé ñ

çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè â 0 è 1 (åñëè φ̃(1) = 2πk , òî φ̃ ∼ ψ̃k ;

ãîìîòîïèÿ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé φ̃s(t) = (1− s)φ̃(t) + s2πkt).

4) g ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, òàê êàê g([φ]) = g([ψk ]) äëÿ

íåêîòîðîãî k , à ψkψl ∼ ψk+l , òàê êàê ψ̃kψl(1) = ψ̃k+l(1).
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Ïðåäëîæåíèå

Îêðóæíîñòü S1 ⊂ D2 íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì äèñêà D2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ r : D2 → S1, ò. å. êîìïîçèöèÿ

S1 i
↪→ D2 r−→ S1 åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà, ñîãëàñíî

ñâîéñòâàì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, êîìïîçèöèÿ

π1(S
1)

i∗−→ π1(D
2)

r∗−→ π1(S
1)

åñòü òîæäåñòâåííûé èçîìîðôèçì. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

π1(S
1) = Z, à π1(D2) = {1}.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî áûëî îäíèì èç ïåðâûõ òðèóìôîâ

àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 9 28 îêòÿáðÿ 2021 ã. 6 / 13



Òåîðåìà

Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : D2 → D2 èìååò íåïîäâèæíóþ

òî÷êó, ò. å. òî÷êó x , äëÿ êîòîðîé f (x) = x .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f (x) ̸= x äëÿ âñåõ x ∈ D2. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü

îòîáðàæåíèå r : D2 → S1, âçÿâ â êà÷åñòâå r(x) òî÷êó îêðóæíîñòè S1, â

êîòîðîé ëó÷, èäóùèé èç òî÷êè f (x) â òî÷êó x , ïåðåñåêàåò äèñê D2.

&%
'$rrr �
��	

f (x)x

r(x)

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, r(x) = x , åñëè x ∈ S1, ò. å. r � ðåòðàêöèÿ. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îêðóæíîñòè èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåì

òîïîëîãè÷åñêîì äîêàçàòåëüñòâå ¾îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû¿.

Òåîðåìà

Ëþáîé íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí p(z) ñ êîýôôèöèåíòàìè â C èìååò

êîìïëåêñíûé êîðåíü.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìîæíî ñ÷èòàòü p(z) = zn + an−1z
n−1 + . . .+ a0. Ïóñòü p(z) íå èìååò

êîðíåé â C. Òîãäà äëÿ r ⩾ 0 ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ ïåòëþ ñ

íà÷àëîì â òî÷êå 1 íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1 ⊂ C:

φr : I → S1, φr (s) =
p(re2πis)/p(r)

|p(re2πis)/p(r)|
. (1)

Ïðè èçìåíåíèè r ïîëó÷àåì ãîìîòîïèþ ïåòåëü. Ïåòëÿ φ0 òðèâèàëüíà,

ïîýòîìó [φr ] = [φ0] = 0 â π1(S
1) äëÿ âñåõ r .

Âûáåðåì r > max{|an−1|+ . . .+ |a0|, 1}. Òîãäà ïðè |z | = r ïîëó÷àåì

|zn| = rn = r · rn−1 > (|an−1|+ . . .+ |a0|)|zn−1| > |an−1z
n−1 + . . .+ a0|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí pt(z) = zn + t(an−1z
n−1 + . . .+ a0) ïðè

0 ⩽ t ⩽ 1 íå èìååò êîðíåé íà îêðóæíîñòè |z | = r . Çàìåíèâ p íà pt â
ôîðìóëå (1), ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ φr (s, t). Ïðè èçìåíåíèè t îò 1 äî
0 ýòà ôóíêöèÿ çàäà¼ò ãîìîòîïèþ ïåòëè φr (s) = φr (s, 1) â ïåòëþ
φr (s, 0) = ψn(s) = e2πins � n-þ ñòåïåíü îáðàçóþùåé ãðóïïû

π1(S
1) = Z. Òàê êàê [ψn] = [φr ] = 0, ìû ïîëó÷àåì n = 0. Òàêèì

îáðàçîì, åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû áåç êîðíåé â C � êîíñòàíòû.
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Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

Ïóñòü äàí êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé íàáîð ãðóïï {Gα}. Ñâîáîäíîå
ïðîèçâåäåíèå ∗αGα (åñëè ãðóïï êîíå÷íîå ÷èñëî, òî èñïîëüçóåòñÿ

îáîçíà÷åíèå G1 ∗ G2 ∗ . . . ∗ Gk) ñîñòîèò èç âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ

g1g2 . . . gm ïðîèçâîëüíîé äëèíû m ⩾ 0, ãäå gi ∈ Gαi , gi ̸= e, ïðè÷¼ì
ñîñåäíèå áóêâû gi è gi+1 ëåæàò â ðàçíûõ ãðóïïàõ, ò. å. αi ̸= αi+1.

Ñëîâà, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ ïðèâåä¼ííûìè.

Íåïðèâåä¼ííîå ñëîâî âñåãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ïðèâåä¼ííîå,

çàìåíèâ ñîñåäíèå áóêâû, êîòîðûå ëåæàò â îäíîé è òîé æå ãðóïïå Gαi ,

íà èõ ïðîèçâåäåíèå â Gαi è óäàëèâ òðèâèàëüíûå áóêâû. Ñëîâó

ðàçðåøàåòñÿ áûòü ïóñòûì; ïóñòîå ñëîâî áóäåò åäèíèöåé â ãðóïïå ∗αGα.

Óìíîæåíèå â ãðóïïå ∗αGα � ýòî ïðèñòàâëåíèå, ò. å. çàïèñü îäíîãî

ñëîâà çà äðóãèì: (g1 . . . gm)(h1 . . . hn) = g1 . . . gmh1 . . . hn, ñ
ïîñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì â ïðèâåä¼ííîå ñëîâî. Íàïðèìåð, â

ïðîèçâåäåíèè (g1 . . . gm)(g
−1
m . . . g−1

1 ) âñ¼ ñîêðàùàåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì

åäèíèöó ãðóïïû ∗αGα, ò. å. ïóñòîå ñëîâî. Ýòî äà¼ò ñóùåñòâîâàíèå

îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ ëþáîãî ñëîâà.
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Íåòðèâèàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ñëîâ â

ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè ∗αGα.

Ëåììà

Îïðåäåë¼ííàÿ âûøå îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïðèâåä¼ííûõ ñëîâ

(ïðèñòàâëåíèå ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì) àññîöèàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü W � ìíîæåñòâî ïðèâåä¼ííûõ ñëîâ g1 . . . gm, âêëþ÷àÿ ïóñòîå

ñëîâî. Êàæäîìó ýëåìåíòó g ∈ Gα ñîïîñòàâèì îòîáðàæåíèå

Lg : W → W , çàäàâàåìîå óìíîæåíèåì ñëåâà, Lg (g1 . . . gm) = gg1 . . . gm,
ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Lg : W → W , Lg (g1 . . . gm) = gg1 . . . gm ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì.

Ïðè ýòîì ìû èìååì Lgg ′ = LgLg ′ äëÿ ëþáûõ g , g ′ ∈ Gα, ò. å.

g(g ′(g1 . . . gm)) = (gg ′)(g1 . . . gm); ýòî ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè
óìíîæåíèÿ â Gα.

Èç ôîðìóëû Lgg ′ = LgLg ′ âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Lg îáðàòèìî, ñ

îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì Lg−1 . Ïîýòîìó ñîïîñòàâëåíèå g 7→ Lg çàäà¼ò

ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Gα â ãðóïïó P(W ) âñåõ ïåðåñòàíîâîê
ìíîæåñòâà W .

Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå L : W → P(W ) ôîðìóëîé
L(g1 . . . gm) = Lg1 . . . Lgm . Îòîáðàæåíèå L èíúåêòèâíî, òàê êàê

ïåðåñòàíîâêà L(g1 . . . gm) îòîáðàæàåò ïóñòîå ñëîâî â g1 . . . gm è

ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé, åñëè ñàìî ñëîâî g1 . . . gm íå

ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â W ïðè îòîáðàæåíèè L
ïåðåõîäèò â êîìïîçèöèþ â P(W ), òàê êàê Lgg ′ = LgLg ′ . Òàê êàê

êîìïîçèöèÿ ïåðåñòàíîâîê àññîöèàòèâíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óìíîæåíèå

â W àññîöèàòèâíî.
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Êàæäàÿ ãðóïïà Gα îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäãðóïïîé ñâîáîäíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ∗αGα, ñîñòîÿùåé èç ïóñòîãî ñëîâà è îäíîáóêâåííûõ ñëîâ

g ∈ Gα.

Ëþáîé íàáîð ãîìîìîðôèçìîâ φα : Gα → H åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà φ : ∗α Gα → H. À èìåííî, çíà÷åíèå

ãîìîìîðôèçìà φ íà ñëîâå g1 . . . gm, ãäå gi ∈ Gαi , ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

φα1(g1) . . . φαn(gn). Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ

êîïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè ãðóïï.

Íàïðèìåð, âêëþ÷åíèÿ G ↪→ G × H è H ↪→ G × H èíäóöèðóþò

ýïèìîðôèçì G ∗ H → G × H.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 9 28 îêòÿáðÿ 2021 ã. 13 / 13


	  

