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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Íàïîìíèì, ÷òî ïåòë¼é â òî÷êå x0 ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèå (ïóòü) φ : I → X , t 7→ φ(t), äëÿ êîòîðîãî

φ(0) = φ(1) = x0.

Ïåòëè φ è φ′ íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè (îáîçíà÷åíèå: φ ∼ φ′), åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãîìîòîïèÿ φs : I → X , ÷òî φ0 = φ, φ1 = φ′ è
φs(0) = φs(1) = x0 ïðè 0 ⩽ s ⩽ 1 (ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

ãîìîòîïèÿ ïîñòîÿííà íà êîíöàõ ïóòåé).

Ïðîèçâåäåíèå φψ ïåòåëü φ è ψ � ýòî ïåòëÿ χ, ó êîòîðîé χ(t) = φ(2t)
ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1

2 è χ(t) = ψ(2t − 1) ïðè 1
2 ⩽ t ⩽ 1. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåòåëü � ýòî ïåòëÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ ïåòåëü,

êîòîðûå ïðîõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (ñ óäâîåííîé ñêîðîñòüþ).
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Ïðåäëîæåíèå

Ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü (â òî÷êå x0) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

à) åñëè φ ∼ φ′ è ψ ∼ ψ′, òî φψ ∼ φ′ψ′,

á) (φψ)χ ∼ φ(ψχ) äëÿ ëþáûõ ïåòåëü φ,ψ, χ,

â) åñëè ε � ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ, ò. å. ε(t) = x0 ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1, òî

φε ∼ εφ ∼ φ äëÿ ëþáîé ïåòëè φ,

ã) äëÿ ïåòëè φ îïðåäåëèì ïåòëþ φ êàê φ(t) = φ(1− t); òîãäà
φφ ∼ φφ ∼ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî à). Ïóñòü φs � ãîìîòîïèÿ ìåæäó φ è φ′, à ψs �

ãîìîòîïèÿ ìåæäó ψ è ψ′. Òîãäà ãîìîòîìèÿ χs ìåæäó χ = φψ è

χ′ = φ′ψ′ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

χs(t) =

{
φs(2t) ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1

2 ,

ψs(2t − 1) ïðè 1
2 ⩽ t ⩽ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî á). Ïóñòü ξ = (φψ)χ è ξ′ = φ(ψχ), ò. å.

ξ(t) =


φ(4t) ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1

4 ,

ψ(4t − 1) ïðè 1
4 ⩽ t ⩽ 1

2 ,

χ(2t − 1) ïðè 1
2 ⩽ t ⩽ 1,

ξ′(t) =


φ(2t) ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1

2 ,

ψ(4t − 2) ïðè 1
2 ⩽ t ⩽ 3

4 ,

χ(4t − 3) ïðè 3
4 ⩽ t ⩽ 1.

Òîãäà ãîìîòîïèÿ ξs (0 ⩽ s ⩽ 1) ìåæäó ξ è ξ′ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

ξs(t) =


φ( 4t

1+s ) ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1+s
4 ,

ψ(4t − 1− s) ïðè 1+s
4 ⩽ t ⩽ 2+s

4 ,

χ(4t−2−s
2−s ) ïðè 2+s

4 ⩽ t ⩽ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

ξs(t) =


φ( 4t

1+s ) ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1+s
4 ,

ψ(4t − 1− s) ïðè 1+s
4 ⩽ t ⩽ 2+s

4 ,

χ(4t−2−s
2−s ) ïðè 2+s

4 ⩽ t ⩽ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî â). Ãîìîòîïèÿ ìåæäó φε è φ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

ξs(t) =

{
φ
(

2t
1+s

)
ïðè 0 ⩽ t ⩽ s+1

2 ,

ε(t) = x0 ïðè s+1
2 ⩽ t ⩽ 1.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî ã). Ãîìîòîïèÿ ìåæäó χ = φφ è ε çàäà¼òñÿ
ôîðìóëîé

φs(t) =

{
φ
(
2t(1− s)

)
ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1

2 ,

φ
(
2(1− t)(1− s)

)
ïðè 1

2 ⩽ t ⩽ 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ìîìåíò s ãîìîòîïèè ìû ïðîõîäèì ïî ïåòëå φ îò

x0 äî òî÷êè φ(1− s), à çàòåì ïðîõîäèì ïî íåé îáðàòíî äî x0.
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Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [φ] êëàññ ýêâèâàëåíòîñòè ïåòëè φ
îòíîñèòåëüíî ãîìîòîïèè ïåòåëü.

Èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî êëàññîâ

ãîìîòîïíûõ ïåòåëü â òî÷êå x0 ∈ X îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâåäåíèÿ [φ][ψ] = [φψ], ñ åäèíèöåé [ε] è îáðàòíûì ýëåìåíòîì

[φ]−1 = [φ].

Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ π1(X , x0) è íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà X ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 8 21 îêòÿáðÿ 2021 ã. 7 / 15



Ñêàæåì, ÷òî ãîìîòîïèÿ φs îòîáðàæåíèÿ φ : (X , x0) → (Y , y0)
ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ñîõðàíÿåò îòìå÷åííûå òî÷êè,

åñëè φs(x0) = y0 ïðè 0 ⩽ s ⩽ 1.

Ïðåäëîæåíèå

à) Îòîáðàæåíèå f : X → Y , òàêîå, ÷òî f (x0) = y0, èíäóöèðóåò
ãîìîìîðôèçì ãðóïï f∗ : π1(X , x0) → π1(Y , y0).

á) Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id : X → X èíäóöèðóåò

òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, à

êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé f : X → Y è g : Y → Z , f (x0) = y0,
g(y0) = z0, èíäóöèðóåò êîìïîçèöèþ ãîìîìîðôèçìîâ

ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, ò. å. (fg)∗ = f∗g∗ : π1(X , x0) → π1(Z , z0).

â) Åñëè îòîáðàæåíèÿ f , g : (X , x0) → (Y , y0) ãîìîòîïíû ñ

ñîõðàíåíèåì îòìå÷åíûõ òî÷åê, òî ãîìîìîðôèçìû f∗ è g∗
ñîâïàäàþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

à) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f∗, ïåðåâîäÿùåå ïåòëþ φ : I → X â ïåòëþ

f ◦ φ : I → Y . Åñëè ïåòëè φ è φ′ ãîìîòîïíû ïðè ïîìîùè ãîìîòîïèè

F : I × I → X , òî ïåòëè f ◦ φ è f ◦ φ′ ãîìîòîïíû ïðè ïîìîùè

ãîìîòîïèè f ◦ F . Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f∗ êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà
êëàññàõ ãîìîòîïèè ïåòåëü, f∗ : π1(X , x0) → π1(Y , y0). Äàëåå, f∗ åñòü
ãîìîìîðôèçì, òàê êàê

f∗([φ][ψ]) = f∗([φψ]) = [f ◦ (φψ)] =
= [(f ◦ φ)(f ◦ ψ)] = [f ◦ φ][f ◦ ψ] = f∗([φ])f∗([ψ]).

á) (fg)∗[φ] = [f ◦ g ◦ φ] = f∗[g ◦ φ] = f∗g∗[φ].

â) Ïóñòü G : X × I → Y � ãîìîòîïèÿ ìåæäó f è g , ñîõðàíÿþùàÿ
îòìå÷åííûå òî÷êè, ò. å. G (x0, s) = y0 ïðè 0 ⩽ s ⩽ 1. Òîãäà, äëÿ ëþáîé

ïåòëè φ : I → X , ïåòëè f ◦ φ è g ◦ φ ãîìîòîïíû: ãîìîòîïèÿ çàäà¼òñÿ

ôîðìóëîé H : I × I → Y , H(t, s) = G (φ(t), s). Ñëåäîâàòåëüíî,
f∗[φ] = [f ◦ φ] = [g ◦ φ] = g∗[φ] è f∗ = g∗.
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Çàâèñèìîñòü îò îòìå÷åííîé òî÷êè

Òåîðåìà

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî π1(X , x0) ∼= π1(X , x1)
(èçîìîðôíû) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0, x1 ∈ X .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü α : I → X � ïóòü èç x0 â x1, ò. å. α(0) = x0 è α(1) = x1. Äëÿ
êàæäîé ïåòëè φ â òî÷êå x0 ìû ïîëîæèì bα(φ) = (αφ)α. Çäåñü α �

¾îáðàòíûé¿ ïóòü, α(t) = α(1− t), à óìíîæåíèå ïóòåé îïðåäåëÿåòñÿ

òàê æå, êàê è óìíîæåíèå ïåòåëü, ïðè óñëîâèè, ÷òî âòîðîé ïóòü

íà÷èíàåòñÿ òàì, ãäå êîí÷àåòñÿ ïåðâûé. Òîãäà bα(φ) � ïåòëÿ â

òî÷êå x1, ïðè÷¼ì å¼ ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ çàâèñèò òîëüêî îò

ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïåòëè φ è ïóòè α (ãäå ïîäðàçóìåâàþòñÿ

ãîìîòîïèè ñ çàêðåïë¼ííûìè êîíöàìè). Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

¾çàìåíû îòìå÷åííîé òî÷êè¿

bα : π1(X , x0) → π1(X , x1).
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Îòîáðàæåíèå

bα : π1(X , x0) → π1(X , x1), [φ] 7→ [αφα]

çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè α èç x0 â x1.

Îòîáðàæåíèå bα ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, òàê êàê

bα([φψ]) = [αφψα] = [αφααψα] = [αφα][αψα] = bα([φ])bα([ψ]).

Êðîìå òîãî, ôîðìóëà b−1
α ([χ]) = [αχα] çàäà¼ò îáðàòíûé

ãîìîìîðôèçì, òàê ÷òî bα � èçîìîðôèçì.
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Èçîìîðôèçì bα çàâèñèò îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè α. Åñëè β �

äðóãîé ïóòü èç x0 â x1, òî γ = αβ � ïåòëÿ â òî÷êå x1, è ìû èìååì

bβ([φ]) = [βφβ] = [βααφααβ] = [βα][αφα][αβ] = [γ]−1bα([φ])[γ].

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîììóòàòèâíà, òî

èçîìîðôèçì bα âîîáùå íå çàâèñèò îò α. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì

ãîâîðèòü î ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå, íå ôèêñèðóÿ îòìå÷åííîé òî÷êè.

Â îáùåì ñëó÷àå î ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå ëèíåéíî ñâÿçíîãî

ïðîñòðàíñòâà áåç îòìå÷åííîé òî÷êè ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî êàê îá

àáñòðàêòíîé ãðóïïå (ò. å. ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà, íàïðèìåð, êîíå÷íà

èëè íèëüïîòåíòíà, íî íåëüçÿ ôèêñèðîâàòü â íåé îïðåäåë¼ííûé

ýëåìåíò).

Äàëåå ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå π1(X )
äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(X , x0) â ñëó÷àå, êîãäà âûáîð
îòìå÷åííîé òî÷êè x0 íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò èëè ÿñåí èç êîíòåêñòà.
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Ïðåäëîæåíèå

Åñëè f : X → Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî

f∗ : π1(X , x0) → π1(Y , f (x0)) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ ëþáîé òî÷êè

x0 ∈ X .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → X , òàêèå, ÷òî
êîìïîçèöèè g ◦ f è f ◦ g ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèÿì

idX : X → X è idY : Y → Y , ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè áû ýòè ãîìîòîïèè

ñîõðàíÿëè îòìå÷åííûå òî÷êè, òî ìû áû ïîëó÷èëè g∗f∗ = id è

f∗g∗ = id � òîæäåñòâåííûå èçîìîðôèçìû, îòêóäà áû ñëåäîâàëî, ÷òî

f∗ � èçîìîðôèçì.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Èìååì f : X → Y , g : Y → X , gf ≃ idX ,

fg ≃ idY .

Ãîìîòîïèÿ F : X × I → X ìåæäó idX è gf ìîæåò íå ñîõðàíÿòü

îòìå÷åííóþ òî÷êó. Ðàññìîòðèì ïóòü α(t) = F (x0, t), êîòîðûé ïðîõîäèò

îòìå÷åííàÿ òî÷êà x0 ïðè ýòîé ãîìîòîïèè. Òîãäà α(0) = x0 è
α(1) = g(f (x0)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
g∗f∗ = bα : π1(X , x0) → π1(X , gf (x0)) � èçîìîðôèçì, ïîñòðîåííûé ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f∗ : π1(X , x0) → π1(Y , f (x0)) èíúåêòèâíî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X (à g∗
ñþðúåêòèâíî).

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàÿ ãîìîòîïèþ ìåæäó idY è fg ïîëó÷èì, ÷òî

f∗g∗ : π1(Y , y0) → π1(Y , fg(y0)) � èçîìîðôèçì. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

f∗ ñþðúåêòèâíî, à çíà÷èò f∗ � èçîìîðôèçì.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì, åñëè îíî

ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî òî÷êå.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü X � ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà π1(X , x0) = {1} äëÿ

ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X . Â ÷àñòíîñòè, π1(Rn) = π1(D
n) = {1}.

Ïðåäëîæåíèå

π1(S
n) = {1} ïðè n ⩾ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè. Äåéñòâèòåëüíî,

ëþáàÿ ïåòëÿ φ : I → Sn, φ(0) = φ(1) = s0, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê

îòîáðàæåíèå êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, ãîìîòîïíà êëåòî÷íîìó

îòîáðàæåíèþ. Åñëè íà îòðåçêå I ââåñòè ñòàíäàðòíóþ êëåòî÷íóþ

ñòðóêòóðó, à íà Sn � êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó ñ äâóìÿ êëåòêàìè s0 è
Sn \ {s0}, òî åäèíñòâåííûì êëåòî÷íûì îòîáðàæåíèåì I → Sn ïðè

n ⩾ 2 áóäåò îòîáðàæåíèå â òî÷êó s0, ò. å. ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ.
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