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Òåîðåìà î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè

Åñëè A ⊂ X � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ãîìîòîïèåé îòíîñèòåëüíî A
íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèÿ Ft : X → Y , òàêàÿ, ÷òî Ft(a) = Ft′(a) äëÿ
ëþáûõ t, t ′ ∈ I è a ∈ A (ò. å. ãîìîòîïèÿ íåïîäâèæíà íà A).

Òåîðåìà

Ëþáîå îòîáðàæåíèå f : X → Y êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ãîìîòîïíî

êëåòî÷íîìó îòîáðàæåíèþ. Åñëè f óæå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì íà

êëåòî÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå A ⊂ X , òî ìîæíî âûáðàòü ãîìîòîïèþ

îòíîñèòåëüíî A.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî f : X → Y óæå êëåòî÷íî íà

îñòîâå X n−1, è ïóñòü en � êëåòêà â X . Çàìûêàíèå en êîìïàêòíî â X ,
òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

Dn → X . Òîãäà f (en) ⊂ Y òàêæå êîìïàêòíî, à çíà÷èò f (en) ïåðåñåêàåò
òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê â Y (çàäà÷à).
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü εk � êëåòêà ñàìîé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ñ êîòîðîé ïåðåñåêàåòñÿ

f (en). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k > n, òàê êàê èíà÷å f óæå êëåòî÷íî íà en.
Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèÿ (ãîìîòîïèÿ)

îòîáðàæåíèÿ f |X n−1∪en îòíîñèòåëüíî X n−1, òàêàÿ, ÷òî îáðàç êëåòêè en

ïðè äåôîðìèðîâàííîì îòîáðàæåíèè íå ñîäåðæèò íåêîòîðóþ òî÷êó

y ∈ εk . Òîãäà ìîæíî äåôîðìèðîâàòü îòîáðàæåíèå f |X n−1∪en
îòíîñèòåëüíî X n−1 òàê, ÷òîáû îáðàç êëåòêè en âîîáùå íå ïåðåñåêàë

êëåòêó εk . Äëÿ ýòîãî íóæíî êîìïîçèöèþ ñ äåôîðìàöèîííîé

ðåòðàêöèåé ïðîñòðàíñòâà Y k \ y íà Y k \ εk . Òàêàÿ äåôîðìàöèîííàÿ

ðåòðàêöèÿ ñóùåñòâóåò, òàê êàê ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ

Dk \ x → ∂Dk äëÿ x ∈ intDk , à õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

Dk → Y êëåòêè εk ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà intDk .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òîáû

ìíîæåñòâî f (en) íå ïåðåñåêàëî íè îäíó êëåòêó ðàçìåðíîñòè áîëüøå n.
Äåëàÿ ýòî äëÿ âñåõ n-ìåðíûõ êëåòîê è îñòàâëÿÿ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå

íåïîäâèæíûìè íà n-ìåðíûõ êëåòêàõ èç A, ãäå îíî óæå êëåòî÷íîå, ìû
ïîëó÷èì ãîìîòîïèþ îòîáðàæåíèÿ f |X n îòíîñèòåëüíî X n−1 ∪ An â

êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå.

Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ câîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè, ÷òîáû

ïðîäîëæèòü ýòó ãîìîòîïèþ X n × I → Y , âìåñòå ñ ïîñòîÿííîé

ãîìîòîïèåé íà A, äî ãîìîòîïèè íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå X , ò. å.
ïðèìåíèì ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè ê ïàðå (X ,X n ∪ A). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ãîìîòîïèþ èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y â

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êëåòî÷íî íà X n è ñîâïàäàåò íà X n−1 ñ

îòîáðàæåíèåì èç ïðåäûäóùåãî øàãà.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì, âîçìîæíî, áåñêîíå÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîòîïèé, êîòîðóþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê îäíó

ãîìîòîïèþ, âûïîëíÿÿ ãîìîòîïèþ ñ íîìåðîì n â òå÷åíèå âðåìåíè t èç
èíòåðâàëà [1− 1

2n , 1−
1

2n+1
].

Áîëåå ïîäðîáíî, ñíà÷àëà çà âðåìÿ t ∈ [0, 12 ] ìû äåôîðìèðóåì èñõîäíîå

îòîáðàæåíèå f : X → Y â îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì

íà X 0. Çàòåì çà âðåìÿ t ∈ [12 ,
1
4 ] ìû äåôîðìèðóåì ýòî îòîáðàæåíèå â

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì íà X 1 è ñîâïàäàåò ñ

ïðåäûäóùèì íà X 0. È òàê äàëåå. Íåïðåðûâíîñòü âñåé ãîìîòîïèè

îáåñïå÷èâàåòñÿ àêñèîìîé (W): äëÿ êàæäîé êëåòêè e èç X ãîìîòîïèÿ

áóäåò íåïîäâèæíîé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî te < 1.
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×òîáû çàïîëíèòü íåäîñòàþùèé øàã â ðàññóæäåíèè, íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùàÿ ¾ëåììà î ñâîáîäíîé òî÷êå¿, êîòîðàÿ áóäåò äîêàçàíà ïîñëå

îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

Ëåììà

Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è φ : U → intDk � òàêîå

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî øàðà

Bk ⊂ intDk ïîäìíîæåñòâî V = φ−1(Bk) ⊂ U êîìïàêòíî. Åñëè k > n,
òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ψ : U → intDk ,

ãîìîòîïíîå φ, ñîâïàäàþùåå ñ φ âíå V è òàêîå, ÷òî åãî îáðàç íå

ïîêðûâàåò âñåãî øàðà Bk .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (îêîí÷àíèå).

Èç ëåììû è ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé h : Dn → X è

g : Dk → Y êëåòîê en è εk âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f |A∪X n−1∪en
ãîìîòîïíî îòíîñèòåëüíî A ∪ X n−1 îòîáðàæåíèþ

f ′ : A∪X n−1 ∪ en → Y , òàêîìó, ÷òî f ′(en) ïåðåñåêàåò òå æå êëåòêè, ÷òî
è f (en), íî íå ñîäåðæèò âñþ êëåòêó εk . Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì
ëåììó ê ïîäìíîæåñòâó U = h−1(f −1(εk) ∩ en) è îòîáðàæåíèþ

φ = g−1 ◦ f ◦ h : U → intDk (òîãäà äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî øàðà

Bk ⊂ intDk ïîäìíîæåñòâî V = φ−1(Bk) ⊂ U êîìïàêòíî êàê

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî øàðà Dn). Ëåììà äà¼ò íàì îòîáðàæåíèå

ψ : U → intDk . Òîãäà ìû îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f ′ ïî ôîðìóëå

f ′(x) =

{
f (x), åñëè x /∈ h(U),

g ◦ ψ ◦ h−1(x), åñëè x ∈ h(U).

Ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, òàê êàê îòîáðàæåíèÿ f è g ◦ ψ ◦ h−1

ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå h(U \ V ). Êðîìå òîãî, ãîìîòîïèÿ ìåæäó φ è

ψ äà¼ò ãîìîòîïèþ ìåæäó f è f ′, à f ′(en) íå ïîêðûâàåò εk , òàê êàê
ψ(U) íå ïîêðûâàåò âñåãî øàðà Bk .
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î ñâîáîäíîé òî÷êå ìû èñïîëüçóåì

êóñî÷íî-ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ.

Íàïîìíèì, ÷òî k-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆k � ýòî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

íàáîðà èç k + 1 òî÷åê x0, x1, . . . , xk â Rn, íå ëåæàùèõ íà îäíîé

(k − 1)-ìåðíîé ïëîñêîñòè. Ýòè k + 1 òî÷åê íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè

ñèìïëåêñà, à âûïóêëûå îáîëî÷êè ïîäíàáîðîâ ìíîæåñòâà âåðøèí

íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè. Ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêñàìè ðàçìåðíîñòè ⩽ k .

Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ � ýòî òàêîé íàáîð ñèìïëåêñîâ

ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè â íåêîòîðîì Rn, ÷òî ëþáûå äâà ñèìïëåêñà

èç ýòîãî íàáîðà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî öåëîé

ãðàíè. Ãîâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn

òðèàíãóëèðîâàíî, åñëè îíî ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ

ñèìïëåêñîâ, êîòîðûå îáðàçóþò ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.
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Áàðèöåíòðîì ñèìïëåêñà ∆k ñ âåðøèíàìè x0, x1, . . . , xk íàçûâàåòñÿ

òî÷êà 1
k+1(x0 + x1 + . . .+ xk).

Áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçáèåíèåì ñèìïëåêñà ∆k íàçûâàåòñÿ

ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ áàðèöåíòðû

âñåõ ãðàíåé ñèìïëåêñà ∆k ; ïðè ýòîì íàáîð áàðèöåíòðîâ ãðàíåé

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ñèìïëåêñà â áàðèöåíòðè÷åñêîì

ïîäðàçáèåíèè òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ãðàíè îáðàçóþò öåïî÷êó

âëîæåííûõ äðóã â äðóãà.

Ïî-äðóãîìó áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå ñèìïëåêñà ìîæíî

îïðåäåëèòü èíäóêòèâíî: áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå 0-ìåðíîãî

ñèìïëåêñà (òî÷êè) åñòü ñàìà ýòà òî÷êà, à ïðè k > 0 áàðèöåíòðè÷åñêîå

ïîäðàçáèåíèå k-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì êîíóñîâ íàä

áàðèöåíòðè÷åñêèìè ïîäðàçáèåíèÿìè âñåõ åãî ãðàíåé. Àíàëîãè÷íî,

èíäóêòèâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå

ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.
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Ýòè êîíñòðóêöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè.

Âî-ïåðâûõ, ëèíåéíîå (aôôèííîå) îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà ∆k â ëþáîå

ïðîñòðàíñòâî Rm îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà âåðøèíàõ.

Âî-âòîðûõ, åñëè äèàìåòð ñèìïëåêñà ∆k (ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó åãî òî÷êàìè) ðàâåí r , òî äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ åãî

áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ íå ïðåâîñõîäÿò k
k+1 r . Òàêèì

îáðàçîì, ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå,

ìîæíî ïîëó÷àòü ñêîëü óãîäíî ìåëêèå òðèàíãóëÿöèè.
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Ëåììà (î ñâîáîäíîé òî÷êå)

Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è φ : U → intDk � òàêîå

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî øàðà

Bk ⊂ intDk ïîäìíîæåñòâî V = φ−1(Bk) ⊂ U êîìïàêòíî. Åñëè k > n,
òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ψ : U → intDk ,

ãîìîòîïíîå φ, ñîâïàäàþùåå ñ φ âíå V è òàêîå, ÷òî åãî îáðàç íå

ïîêðûâàåò âñåãî øàðà Bk .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ : U → intDk , ñîâïàäàþùåå

ñ φ âíå V , áóäåò àâòîìàòè÷åñêè ãîìîòîïíî φ îòíîñèòåëüíî U \ V ;

äîñòàòî÷íî âçÿòü ¾ïðÿìîëèíåéíóþ¿ ãîìîòîïèþ, ïðè êîòîðîé òî÷êà

φ(u) äâèæåòñÿ ê òî÷êå ψ(u) ïî îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó φ(u) ñ ψ(u).
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü ïîñòðîèì â øàðå B ⊂ intDk êîíöåíòðè÷åñêèå øàðû

B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ B4 ðàäèóñîâ r/5, 2r/5, 3r/5, 4r/5, ãäå r � ðàäèóñ

øàðà B . Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî V = φ−1(B) ⊂ U ñîäåðæèòñÿ â

íåêîòîðîì n-ìåðíîì ñèìïëåêñå â Rn. Ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó

ñèìïëåêñó áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå, ìû ìîæåì âûáðàòü â í¼ì

ñèìïëèöèàëüíûé ïîäêîìïëåêñ K (òðèàíãóëèðîâàííîå ìíîæåñòâî),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: V ⊂ K ⊂ U è äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà

∆ ⊂ K èìååì diamφ(∆) < r/5.

Ïóñòü K1 � îáúåäèíåíèå ñèìïëåêñîâ ïîñòðîåííîé òðèàíãóëÿöèè

ìíîæåñòâà K , φ-îáðàçû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ B4. Òîãäà

B4 ∩ φ(U) ⊂ φ(K1) ⊂ B , ãäå ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
diamφ(∆) < r/5 äëÿ ∆ ⊂ K1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ′ : K1 → B , ñîâïàäàþùåå ñ φ íà âåðøèíàõ

òðèàíãóëÿöèè è ëèíåéíîå íà êàæäîì ñèìïëåêñå. Îòîáðàæåíèÿ φ|K1 è

φ′ ãîìîòîïíû � îíè ñîåäèíÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé ãîìîòîïèåé

φt : K1 → B, φ0 = φ|K1 , φ1 = φ′.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Òåïåðü ¾ñîøü¼ì¿ îòîáðàæåíèÿ φ è φ′ â îòîáðàæåíèå ψ : U → intDk :

ψ(u) =


φ(u), åñëè φ(u) /∈ B3,

φ′(u), åñëè φ(u) ∈ B2,

φ3−5r(u)(u), åñëè φ(u) ∈ B3 \ B2.

Çäåñü r(u) � ðàññòîÿíèå îò φ(u) äî öåíòðà øàðà B . Îòîáðàæåíèå ψ
îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî äëÿ âñåõ u ∈ U (îòîáðàæåíèå φt îïðåäåëåíî

òîëüêî íà ïîäìíîæåñòâå K1 ⊂ U, íî åñëè φ(u) ∈ B3, òî u ∈ K1). Ïðè

ýòîì ψ ñîâïàäàåò ñ φ íà U \ V (åñëè u ∈ U \ V , òî φ(u) /∈ B3) è

ψ(U) ∩ B1 = φ′(K1) ∩ B1 (åñëè φ(u) ∈ B3 \ B2, òî

ψ(u) = φ3−5r(u)(u) /∈ B1 èç-çà óñëîâèÿ íà äèàìåòðû). Òàê êàê φ′

ëèíåéíî íà ñèìïëåêñàõ òðèàíãóëÿöèè, φ′(K1) ∩ B1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êîíå÷íîå ÷èñëî êóñêîâ n-ïëîñêîñòåé è íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñî âñåì

k-ìåðíûì øàðîì B1 (k > n). Ïîýòîìó ψ(U) íå ïîêðûâàåò âñåãî øàðà
B1, à çíà÷èò è âñåãî øàðà B .
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Ïðåäëîæåíèå

Ëþáîå îòîáðàæåíèå Sk → Sn ïðè k < n ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â

òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèìåíèì òåîðåìó î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ê êëåòî÷íûì

ðàçáèåíèÿì ñôåð ñ äâóìÿ êëåòêàìè. Ïðè k < n êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå

åñòü îòîáðàæåíèå â òî÷êó.
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