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Ïðèìåð (êëàññè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè)

Êëàññè÷åñêèå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè (ñôåðû ñ ðó÷êàìè, ïðîåêòèâíûå

ïëîñêîñòè ñ ðó÷êàìè, áóòûëêè Êëåéíà ñ ðó÷êàìè) ïîëó÷àþòñÿ ïóò¼ì

îòîæäåñòâëåíèÿ ðåá¼ð íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà. Ýòî ïðèâîäèò ê

êëåòî÷íûì ðàçáèåíèÿì ïîâåðõíîñòåé ñ îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé.
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Ïðèìåð (êëàññè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè)
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Òîð RP2

Ñëåâà èçîáðàæåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå òîðà, ïîëó÷àåìîå

îòîæäåñòâëåíèåì ðåá¼ð êâàäðàòà â ñîîòâåòñòâèè ñ áóêâàìè è

íàïðàâëåíèåì ñòðåëîê. Ýòî ðàçáèåíèå èìååò îäíó 0-ìåðíóþ êëåòêó (â

êîòîðóþ ñêëåèâàþòñÿ âñå âåðøèíû), äâå 1-ìåðíûõ êëåòêè a è b è îäíó

2-ìåðíóþ êëåòêó (âíóòðåííîñòü êâàäðàòà).

Ñïðàâà èçîáðàæåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ

îäíîé 0-ìåðíîé, îäíîé 1-ìåðíîé è îäíîé 2-ìåðíîé êëåòêàìè, êîòîðîå

ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì ðàíåå ðàçáèåíèåì RPn ïðè n = 2.
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Ïðèìåð (êëàññè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè)
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Áóòûëêà Êëåéíà Êðåíäåëü

Ñëåâà èçîáðàæåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå áóòûëêè Êëåéíà ñ îäíîé

0-ìåðíîé, äâóìÿ 1-ìåðíûìè è îäíîé 2-ìåðíîé êëåòêàìè.

Ñïðàâà èçîáðàæåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñôåðû ñ äâóìÿ ðó÷êàìè

(êðåíäåëÿ), ïîëó÷àåìîå îòîæäåñòâëåíèåì ðåá¼ð âîñüìèóãîëüíèêà. Îíî

ñîäåðæèò îäíó 0-ìåðíóþ, ÷åòûðå 1-ìåðíûå è îäíó 2-ìåðíóþ êëåòêàìè.
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Ïðèìåð (êëàññè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè)
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Áóòûëêà Êëåéíà Êðåíäåëü

Àíàëîãè÷íî, ðàçáèåíèå ñôåðû ñ g ðó÷êàìè (òàêæå íàçûâàåìîé

îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ ðîäà g) ìîæíî ïîëó÷èòü

îòîæäåñòâëåíèåì ð¼áåð 4g -óãîëüíèêà. Òàêîå ðàçáèåíèå èìååò 2g
îäíîìåðíûõ êëåòîê a1, . . . , ag è b1, . . . , bg .

Ðàçáèåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ g ðó÷êàìè ìîæíî ïîëó÷èòü

îòîæäåñòâëåíèåì ð¼áåð 4g + 2-óãîëüíèêà, à ðàçáèåíèå áóòûëêè Êëåéíà

ñ g ðó÷êàìè � îòîæäåñòâëåíèåì ð¼áåð 4g + 4-óãîëüíèêà.
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Ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè

Ïîäïðîñòðàíñòâî A ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî ðåòðàêòîì, åñëè

ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå r : X → X , òàêîå, ÷òî r(X ) = A è r |A = id

(ò. å. r(a) = a äëÿ ëþáîãî a ∈ A).

Îòîáðàæåíèå r íàçûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé X íà A; îíî óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ r2 = r è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì àíàëîãîì ïðîåêòîðà.

Åñëè ðåòðàêöèÿ r : X → X , r(X ) = A, ãîìîòîïíà òîæäåñòâåííîìó

îòîáðàæåíèþ, òî A íàçûâàåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì

ïðîñòðàíñòâà X . Åñëè, ñâåðõ òîãî, ãîìîòîïèþ F : X × I → X ìåæäó r è
id ìîæíî ñäåëàòü òîæäåñòâåííîé íà A (ò. å. F (a, t) = a äëÿ ëþáîãî

t ∈ I ), òî A íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì

ïðîñòðàíñòâà X .
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Ïðèìåð

1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X ïîäïðîñòðàíñòâî x0 × Y ∼= Y ÿâëÿåòñÿ

ðåòðàêòîì ïðîèçâåäåíèÿ X × Y . Ðåòðàêöèÿ r : X × Y → X × Y
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé r(x , y) = (x0, y).

2. Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü S1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äåôîðìàöèîííûì

ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà R2 \ 0. Ðåòðàêöèÿ r : R2 \ 0 → R2 \ 0 çàäà¼òñÿ

ôîðìóëîé r(x) = x

|x | , à ãîìîòîïèÿ ìåæäó r è id � ôîðìóëîé

F (x , t) = tx + (1− t) x

|x | .
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Ïàðîé ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïàðà (X ,A), ãäå X � ïðîñòðàíñòâî, à

A � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèåì ïàð f : (X ,A) → (Y ,B)
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y , òàêîå, ÷òî f (A) ⊂ B .
Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ÿâëÿåòñÿ

îòîáðàæåíèåì ïàð (X , x0) → (Y , y0).

Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (X ,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè

(homotopy extension property, HEP), åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ

f : X → Z è ãîìîòîïèè F : A× I → Z , òàêîé, ÷òî F0 = f |A, ñóùåñòâóåò
ãîìîòîïèÿ F̂ : X × I → Z , äëÿ êîòîðîé F̂0 = f è F̂ |A×I = F .

Òàêèì îáðàçîì, (X ,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè,

åñëè ëþáîå îòîáðàæåíèå X × 0 ∪ A× I → Z ìîæíî ïðîäîëæèòü äî

îòîáðàæåíèÿ X × I → Z .

Ïàðà (X ,A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè,

òàêæå íàçûâàåòñÿ ïàðîé Áîðñóêà, à îòîáðàæåíèå A → X íàçûâàåòñÿ

êîðàññëîåíèåì (ñìûñë ýòîãî òåðìèíà áóäåò îáúÿñí¼í ïîçæå).
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Ïðåäëîæåíèå

Ïàðà (X ,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà X × 0 ∪ A× I � ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà X × I .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè âëå÷¼ò, ÷òî òîæäåñòâåííîå

îòîáðàæåíèå id : X × 0 ∪ A× I → X × 0 ∪ A× I ïðîäîëæàåòñÿ äî

îòîáðàæåíèÿ X × I → X × 0 ∪ A× I , à ïîòîìó X × 0 ∪ A× I ÿâëÿåòñÿ
ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà X × I .

Ïóñòü òåïåðü äàíà ðåòðàêöèÿ r : X × I → X × 0 ∪ A× I . Îòîáðàæåíèÿ
f : X × 0 → Z è F : A× I → Z ñîãëàñîâàíû íà A× 0, à ïîòîìó

ñêëåèâàþòñÿ â îòîáðàæåíèå X × 0 ∪A×0 A× I → Z . Òðóäíîñòü ìîæåò
çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òî òîïîëîãèÿ ñêëåéêè X × 0 ∪A×0 A× I
(ôàêòîð-òîïîëîãèÿ íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ X × 0 ⊔ A× I ) ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé âëîæåíèåì

X × 0 ∪ A× I ↪→ X × I .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Åñëè ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî, òî òîïîëîãèÿ ñêëåéêè ñîâïàäàåò

ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé. (Çàìåòèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî

B ⊂ X × 0 ∪ A× I çàìêíóòî â òîïîëîãèè ñêëåéêè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà çàìêíóòû B ∩X × 0 è B ∩A× I , à òî æå ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòî

â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ

çàìêíóòîå B ′ ⊂ X × I , äëÿ êîòîðîãî B = B ′ ∩ (X × 0 ∪ A× I ).) Äàëåå
íàì ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî ýòîò ñëó÷àé. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî äîêàçàòü,

÷òî ïðè íàëè÷èè ðåòðàêöèè r : X × I → X × 0 ∪ A× I òîïîëîãèÿ
ñêëåéêè ãðóáåå èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, ïîýòîìó íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå X × 0 ∪A×0 A× I → Z èç ñêëåéêè áóäåò òàêæå

íåïðåðûâíî â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì êîìïîçèöèþ

X × I
r−→ X × 0 ∪ A× I

f ∪F−→ Z ,

êîòîðàÿ çàäà¼ò òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå ãîìîòîïèè.
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Êëåòî÷íîé ïàðîé íàçûâàåòñÿ ïàðà (X ,A), ãäå X � êëåòî÷íîå

ïðîñòðàíñòâî, à A � åãî êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà

Êëåòî÷íàÿ ïàðà (X ,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ìû äîêàæåì, ÷òî X × 0 ∪ A× I ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà

X × I ; òîãäà ðåçóëüòàò áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ðåòðàêöèÿ X × I → X × 0 ∪ A× I áóäåò ïîñòðîåíà êàê êîìïîçèöèÿ

ðåòðàêöèé rn : X
n × I → X n × 0 ∪ (X n−1 ∪ An)× I . Êîìïîçèöèÿ çäåñü

ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Òàê êàê X × I =
⋃

n⩾0 X
n × I ,

êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X × I ëåæèò â X n × I äëÿ íåêîòîðîãî n. Ïðèìåíèâ ê
x ðåòðàêöèþ rn, ìû ïîïàä¼ì ëèáî â X n × 0 ∪ An × I ⊂ X × 0 ∪ A× I ,
ëèáî â X n−1 × I . Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ïðèìåíÿåì ðåòðàêöèþ

rn−1 : X
n−1 × I → X n−1 × 0 ∪ (X n−2 ∪ An−1)× I , â ðåçóëüòàòå ÷åãî

ïîïàä¼ì ëèáî â X × 0 ∪ A× I , ëèáî â X n−2 × I , è òàê äàëåå. Â

ðåçóëüòàòå, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ê x ∈ X n × I ðåòðàêöèè rn, rn−1,

. . ., r0, ìû ïîïàä¼ì â X × 0 ∪ A× I , òàê êàê X−1 = ∅.

Ïîëó÷àåìîå îòîáðàæåíèå X × I → X × 0 ∪ A× I áóäåò íåïðåðûâíî, òàê
êàê îíî íåïðåðûâíî íà êàæäîì îñòîâå X n × I , ãäå îíî óñòðîåíî êàê

êîìïîçèöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ ðåòðàêöèé. Ýòîò ïðîöåññ

ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû ïðîäîëæàåì ãîìîòîïèþ A× I → Z äî

X × I → Z ïîñëåäîâàòåëüíî ïî îñòîâàì, íà n-øàãå ïðîäîëæàÿ
ãîìîòîïèþ (X n−1 ∪ A)× I → Z äî ãîìîòîïèè (X n ∪ A)× I → Z .
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü ðåòðàêöèþ

rn : X
n × I → X n × 0 ∪ (X n−1 ∪ An)× I .

Ïðîñòðàíñòâî X n ïîëó÷àåòñÿ èç X n−1 ∪ An äîáàâëåíèåì âñåõ n-ìåðíûõ
êëåòîê, íå ëåæàùèõ â A. Òàêèì îáðàçîì, X n × I ïîëó÷àåòñÿ èç

X n × 0 ∪ (X n−1 ∪ An)× I ïðèêëåèâàíèåì ýêçåìïëÿðîâ Dn × I âäîëü
Dn × 0 ∪ ∂Dn × I ïðè ïîìîùè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

n-ìåðíûõ êëåòîê. Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Dn → X n

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà âíóòðåííîñòè øàðà, òðåáóåìàÿ

ðåòðàêöèÿ rn : X
n × I → X n × 0 ∪ (X n−1 ∪ An)× I ïîëó÷àåòñÿ

ïðèìåíåíèåì îòäåëüíî äëÿ êàæäîé n-ìåðíîé êëåòêè ñòàíäàðòíîé

ðåòðàêöèè r : Dn × I → Dn × 0 ∪ ∂Dn × I (öèëèíäð ðåòðàãèðóåòñÿ íà

îáúåäèíåíèå äíà è ñòåíêè). Ýòó ñòàíäàðòíóþ ðåòðàêöèþ ìîæíî çàäàòü

öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé èç òî÷êè (0, 2) ∈ Dn × R.
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Òåîðåìà

Åñëè ïàðà (X ,A) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè

(íàïðèìåð, åñëè (X ,A) � êëåòî÷íàÿ ïàðà) è A ñòÿãèâàåìî, òî

îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè q : X → X/A ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé

ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñòÿãèâàíèå ïðîñòðàíñòâà A � ýòî ãîìîòîïèÿ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè

id : A → A è A → pt. Ïóñòü Ft : X → X � ïðîäîëæåíèå ýòîé

ãîìîòîïèè, ïðè÷¼ì F0 = id. Òàê êàê Ft(A) ⊂ A äëÿ âñåõ t, îïðåäåëåíà
ãîìîòîïèÿ ôàêòîð-îòîáðàæåíèé F̂t : X/A → X/A, âõîäÿùàÿ â

êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ñëåâà:

X
Ft //

q

��

X

q

��
X/A

F̂t // X/A

X
F1 //

q

��

X

q

��
X/A

F̂1 //

g
;;

X/A

Ïðè t = 1 ìû èìååì F1(A) = pt, à çíà÷èò F1 èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
g : X/A → X , ïðè÷¼ì gq = F1, êàê íà äèàãðàììå ñïðàâà. Êðîìå òîãî,

qg = F̂1, òàê êàê qg(x̂) = qgq(x) = qF1(x) = F̂1q(x) = F̂1(x̂).

Òîãäà g : X/A → X è q : X → X/A ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè

ãîìîòîïè÷åñêèì ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, òàê êàê gq = F1 ≃ F0 = id

ïîñðåäñòâîì Ft è qg = F̂1 ≃ F̂0 = id ïîñðåäñòâîì F̂t .
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Ñëåäñòâèå

Åñëè (X ,A) � êëåòî÷íàÿ ïàðà, òî

X/A ≃ X ∪ CA,

ãäå CA � êîíóñ íàä A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû èìååì X/A = (X ∪ CA)/CA ≃ X ∪ CA, ãäå ïîñëåäíÿÿ
ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû,

ïðèìåí¼ííîé ê êëåòî÷íîé ïàðå (X ∪ CA,CA).
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