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Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà (íàïîìèíàíèå)

Êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì (êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì, CW-êîìïëåêñîì)

íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ,
ïðåäñòàâëåííîå â âèäå îáúåäèíåíèÿ

⋃∞
q=0

⋃
i∈I e

q
i ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ eqi , íàçûâàåìûõ êëåòêàìè, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîé êëåòêè eqi ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

Φi : D
q → X , íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì

êëåòêè eqi , îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà âíóòðåííîñòü øàðà intDq åñòü

ãîìåîìîðôèçì íà eqi . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè

ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(C) ãðàíèöà ēqi \ eqi êëåòêè eqi ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî

÷èñëà êëåòîê ðàçìåðíîñòè < q;

(W) ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáîé êëåòêè eqi çàìêíóòî ïåðåñå÷åíèå Y ∩ ēqi .
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Ïðèìåð

Ðàçáèåíèå äèñêà D2 íà åãî âíóòðåííîñòü è îòäåëüíûå òî÷êè ãðàíè÷íîé

îêðóæíîñòè óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (W), íî íå óäîâëåòâîðÿåò

àêñèîìå (C).

Ïðèìåð

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, ïîëó÷àåìîå èç ñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà åäèíè÷íûõ

îòðåçêîâ {Ik : k = 1, 2, . . .} îòîæäåñòâëåíèåì âñåõ èõ íóëåâûõ êîíöîâ.

Íà X åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ, ïðîèñõîäÿùàÿ èç

ìåòðèêè: ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè t ∈ Ik è s ∈ Il ðàâíî |s − t|, åñëè
k = l è ðàâíî t + s, åñëè k ̸= l .

Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà âíóòðåííîñòè îòðåçêîâ è îñòàâøèåñÿ

òî÷êè óäîâëåòâîðÿåò (C), íî íå (W): ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 1
k ∈ Ik

ñõîäèòñÿ ê 0, ò. å. ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, íî å¼

ïåðåñå÷åíèå ñ çàìûêàíèåì ëþáîé êëåòêè ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè è

ïîòîìó çàìêíóòî.
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Ïðèìåð

Äðóãîé ñïîñîá ââåäåíèÿ òîïîëîãèè íà òîì æå ìíîæåñòâå � òîïîëîãèÿ

áåñêîíå÷íîãî áóêåòà
∨∞

k=1 Ik , ò. å. òîïîëîãèÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâà
áåñêîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ

⊔∞
k=1 Ik ïî îáúåäèíåíèþ íóëåâûõ êîíöîâ⊔∞

k=1 0k . Áóêåò
∨∞

k=1 Ik ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì

îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ íà âíóòðåííîñòè îòðåçêîâ è îñòàâøèåñÿ

òî÷êè; àêñèîìà (W) çäåñü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôàêòîðòîïîëîãèè.

Îäíàêî â ýòîé òîïîëîãèè áîëüøå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ (îíà ñëàáåå â

òåðìèíîëîãèè Óàéòõåäà), ÷åì â ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè íà òîì æå

ìíîæåñòâå, îïèñàííîé âûøå. Ìîæíî äîêàçàòü (çàäà÷à), ÷òî òîïîëîãèÿ

áåñêîíå÷íîãî áóêåòà
∨∞

k=1 Ik íå ïðîèñõîäèò íè èç êàêîé ìåòðèêè. Â

÷àñòíîñòè,
∨∞

k=1 Ik íåëüçÿ âëîæèòü â Rn íè äëÿ êàêîãî n.
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Êîíñòðóêöèÿ (ôàêòîðïðîñòðàíñòâà è ïðîèçâåäåíèÿ)

Ïóñòü X ,Y � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå

ïðîèçâåäåíèÿ X × Y íà êëåòêè âèäà e × e ′, ãäå e � êëåòêà â X , à e ′ �
êëåòêà â Y . Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ïðîñòðàíñòâ X ,Y ëîêàëüíî êîíå÷íî,

òî ýòî ðàçáèåíèå íà êëåòêè çàäà¼ò íà X × Y ñòðóêòóðó êëåòî÷íîãî

ïðîñòðàíñòâà. Åñëè æå ïðîñòðàíñòâà X è Y íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî

êîíå÷íûìè, òî äàííîå ðàçáèåíèå ïðîèçâåäåíèÿ X ×Y íà êëåòêè ìîæåò

íå óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìå (W) îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ.

Ýòà ïðîáëåìà âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ áóêåòîâ

îòðåçêîâ (çàäà÷à). Â ýòîì ñëó÷àå òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ X × Y
íåîáõîäèìî îñëàáèòü (ñäåëàòü òîíüøå).

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ïî êëåòî÷íîìó

ïîäïðîñòðàíñòâó ñàìî ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì (çàäà÷à). Â

÷àñòíîñòè, öèëèíäð, êîíóñ è íàäñòðîéêà íàä êëåòî÷íûì

ïðîñòðàíñòâîì � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà.
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Ïðèìåð (ñôåðà)

Ñôåðà Sn èìååò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå èç äâóõ êëåòîê: òî÷êè

e0 = (1, 0, . . . , 0) è ìíîæåñòâà en = Sn \ e0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå Dn → Sn, ñîîòâåòñòâóþùåå âòîðîé êëåòêå, ïåðåâîäèò

ãðàíèöó øàðà â òî÷êó e0. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü îòîáðàæåíèå

(x1, . . . , xn) 7→

{
(− cosπr , x1r sinπr , . . . , xnr sinπr), åñëè r ̸= 0,

(−1, 0, . . . , 0), åñëè r = 0.

ãäå r =
√

x21 + . . .+ x2n .

Äðóãîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñôåðû Sn ñîñòîèò èç 2n + 2 êëåòîê

e0±, e
1
±, . . . , e

n
±: êëåòêà ek± ñîñòîèò èç òî÷åê (x0, . . . , xn) ∈ Sn, ó êîòîðûõ

xk+1 = · · · = xn = 0 è ±xk > 0. Çäåñü çàìûêàíèå êàæäîé êëåòêè

ãîìåîìîðôíî øàðó.
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Ïðèìåð (âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî)

Âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ìíîæåñòâî ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0 ïðÿìûõ â Rn+1.

Òîïîëîãèÿ â RPn ââîäèòñÿ êàê ôàêòîðòîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn+1 \ 0
ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîì îòîæäåñòâëÿþòñÿ òî÷êè,

ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0.

Ýòà òîïîëîãèÿ ýêâèâàëåíòíà òîïîëîãèè, ïðîèñõîäÿùåé èç óãëîâîé

ìåòðèêè: ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ðàâíî óãëó ìåæäó íèìè.
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Ïðèìåð (âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî)

Êîîðäèíàòû (x0, x1, . . . , xn) íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé
(îïðåäåë¼ííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) íàçûâàþòñÿ

îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè èç RPn; ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ

îáîçíà÷åíèå [x0 : x1 : . . . : xn].

Òî÷êè, ó êîòîðûõ i-ÿ êîîðäèíàòà îòëè÷íà îò 0 ñîñòàâëÿþò i-þ
àôôèííóþ êàðòó

Ui = {[x0 : x1 : . . . : xn] ∈ RPn : xi ̸= 0}.

Îòîáðàæåíèå

Ui → Rn, [x0 : x1 : . . . : xn] 7→
(
x0
xi
, . . . ,

xi−1

xi
, xi+1xi

, . . . , xnxi

)
îïðåäåëÿåò ãîìåîìîðôèçì àôôèííîé êàðòû íà Rn è çàäà¼ò â íåé

êîîðäèíàòû.
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Ïðèìåð (âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî)

Èìååòñÿ îòîáðàæåíèå Sn → RPn, êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êó ñôåðû â

ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó è 0. Ïðè ýòîì äèàìåòðàëüíî

ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ñôåðû ïåðåõîäÿò â îäíó ïðÿìóþ. Òàêèì

îáðàçîì, RPn ïîëó÷àåòñÿ èç Sn îòîæäåñòâëåíèåì äèàìåòðàëüíî

ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê.

Âåðõíÿÿ ïîëóñôåðà Sn
⩾ = {x ∈ Sn : xn ⩾ 0} ãîìåîìîðôíà øàðó Dn

ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèè, çàáûâàþùåãî ïîñëåäíþþ

êîîðäèíàòó. Ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ Sn → RPn íà Sn
⩾ çàäà¼ò

îòîáðàæåíèå Dn → RPn, ïðè êîòîðîì â îäíó òî÷êó îòîáðàæàþòñÿ

òîëüêî äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ãðàíè÷íîé ñôåðû

Sn−1 ⊂ Dn.
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Ïðèìåð (âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî)

Ïðè îòîáðàæåíèè Sn → RPn êëåòêè ek+ è ek− ðàçáèåíèÿ ñôåðû Sn èç

ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñêëåèâàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèå

ïðîñòðàíñòâà RPn íà n + 1 êëåòêó, ïî îäíîé êëåòêå ek â êàæäîé

ðàçìåðíîñòè k ⩽ n. Ìû èìååì

ek = {[x0 : x1 : . . . : xn] ∈ RPn : xk ̸= 0, xk+1 = . . . = xn = 0}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ek = RPk \ RPk−1, ãäå ïðîñòðàíñòâà RPk îáðàçóþò

öåïî÷êó âëîæåíèé pt = RP0 ⊂ RP1 ⊂ . . . ⊂ RPn. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

îòîáðàæåíèåì äëÿ êëåòêè ek ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ

Dk → RPk ↪→ RPn

ïðîåêöèè è âëîæåíèÿ.
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Ïðèìåð (áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R∞ ôèíèòíûõ (ò. å. íóëåâûõ, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî ìåñòà) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, x2, x3, . . .) âåùåñòâåííûõ
÷èñåë. Ìíîæåñòâî R∞ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ áåñêîíå÷íûì

îáúåäèíåíèåì
⋃∞

n=1Rn âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ R1 ⊂ R2 ⊂ R3 ⊂ . . .,
ãäå Rn âêëàäûâàåòñÿ â R∞ ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .).

Òîïîëîãèÿ â R∞ ââîäèòñÿ ïðàâèëîì: ïîäìíîæåñòâî A ⊂ R∞ çàìêíóòî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïåðåñå÷åíèÿ A ∩ Rn çàìêíóòû â ñâîèõ

ïðîñòðàíñòâàõ Rn. Ýòî � ñàìàÿ òîíêàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé âñå

âëîæåíèÿ Rn ↪→ R∞ íåïðåðûâíû, îíà íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé ïðÿìîãî

ïðåäåëà.

Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñôåðà S∞ îïðåäåëÿåòñÿ êàê åäèíè÷íàÿ ñôåðà â

ïðîñòðàíñòâå R∞. Ìû èìååì S∞ =
⋃∞

n=1 S
n � áåñêîíå÷íîå

îáúåäèíåíèå âëîæåííûõ ñôåð S1 ⊂ S2 ⊂ S3 ⊂ . . ..
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Ïðèìåð (áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà)

Áåñêîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP∞ �

ýòî îáúåäèíåíèå âëîæåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ

RP1 ⊂ RP2 ⊂ RP3 ⊂ . . .. Ýêâèâàëåíòíî, RP∞ � ýòî ìíîæåñòâî

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0 ïðÿìûõ â R∞. Ïðîñòðàíñòâî RP∞ ïîëó÷àåòñÿ èç

S∞ îòîæäåñòâëåíèåì äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê.

Êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ ñôåð Sn è ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ RPn èç

ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ äàþò êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ S∞ è RP∞.

Ðàçáèåíèå S∞ èìååò ïî äâå êëåòêè ek+ è ek− â êàæäîé ðàçìåðíîñòè

k ⩾ 0, à ðàçáèåíèå RP∞ � ïî îäíîé êëåòêå ek â êàæäîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðè ýòîì àêñèîìà (W) äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé

âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè ïðÿìîãî ïðåäåëà.
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Ïðèìåð (êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî)

Êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ìíîæåñòâî ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0 ïðÿìûõ â Cn+1. Êàê è â ñëó÷àå RPn,

íà ïðîñòðàíñòâå CPn èìåþòñÿ îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

[z0 : z1 : . . . : zn] (îïðåäåë¼ííûå ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà

íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî), è CPn ïîêðûâàåòñÿ n + 1 àôôèííûìè

êàðòàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà ïðîñòðàíñòâó Cn.

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ñôåðó

S2n+1 =
{
(z0, z1, . . . , zn) ∈ Cn+1 : |z0|2 + |z1|2 + . . .+ |zn|2 = 1

}
.

Ìû èìååì îòîáðàæåíèå

S2n+1 → CPn, (z0, z1, . . . , zn) 7→ [z0 : z1 : . . . : zn],

ïðè êîòîðîì ïðîîáðàçîì òî÷êè [z0 : z1 : . . . : zn] ∈ CPn ÿâëÿåòñÿ

îêðóæíîñòü â S2n+1, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê (z0z , z1z , . . . , znz) ñ |z | = 1.
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Ïðèìåð (êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî)

Ðàññìîòðèì òàêæå øàð

D2n = {(z0, z1, . . . , zn) ∈ S2n+1 : zn ∈ R, zn ⩾ 0}.

Òîãäà îòîáðàæåíèå

S2n+1 → CPn, (z0, z1, . . . , zn) 7→ [z0 : z1 : . . . : zn],

îãðàíè÷èâàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ D2n → CPn, êîòîðîå âçàèìíî

îäíîçíà÷íî íà âíóòðåííîñòè øàðà, à íà ãðàíèöå S2n−1 ïðîèñõîäèò

îòîæäåñòâëåíèå êàê îïèñàíî âûøå (îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â òî÷êè).

Ýòî äà¼ò ðàçáèåíèå CPn íà êëåòêè

e2k = {[z0 : z1 : . . . : zn] ∈ CPn : zk ̸= 0, zk+1 = . . . = zn = 0},

ïî îäíîé â êàæäîé ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè 2k ⩽ 2n, ñ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè D2k → CPk ↪→ CPn.
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