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Ïðîñòðàíñòâà ïóòåé è ïåòåëü

Ïóò¼ì â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ : I → X ; òî÷êà φ(0)
íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì, à φ(1) � êîíöîì ïóòè φ. Ïåòë¼é íàçûâàåòñÿ ïóòü

φ, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â îäíîé òî÷êå, ò. å. φ(0) = φ(1).

Ïðîñòðàíñòâî X , ëþáûå äâå òî÷êè êîòîðîãî ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì. Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî.

Ïðèìåðîì ñâÿçíîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèå îòðåçêà [−1, 1] íà îñè îðäèíàò è ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè

ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin 1
x ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç R2.

Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ïðîñòðàíñòâîì ïóòåé

íà X íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî PX ⊂ C(I ,X ), ñîñòîÿùåå èç ïóòåé,
íà÷èíàþùèõñÿ â îòìå÷åííîé òî÷êå x0. Ïðîñòðàíñòâîì ïåòåëü íà X
íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ΩX ⊂ PX , ñîñòîÿùåå èç ïåòåëü,

íà÷èíàþùèõñÿ è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â îòìå÷åííîé òî÷êå x0. Îòìå÷åííîé
òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà ΩX ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ, φ(x) = x0.
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Òåîðåìà

Åñëè X õàóñäîðôîâî, òî èìååò ìåñòî åñòåñòâåííûé ïî X è Y
ãîìåîìîðôèçì

C(ΣX ,Y ) → C(X , ΩY ),

ïåðåâîäÿùèé îòîáðàæåíèå f : X × I → ΣX → Y â îòîáðàæåíèå

X → ΩY , x 7→ φx , ãäå φx � ïåòëÿ I → Y , t 7→ f (x , t).

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñîãëàñíî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó èìååì ãîìåîìîðôèçì

C(X × I ,Y )
∼=−→ C(X , C(I ,Y )).

Ïðè ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâî C(ΣX ,Y ) ⊂ C(X × I ,Y ), ñîñòîÿùåå èç
îòîáðàæåíèé f : X × I → Y , äëÿ êîòîðûõ

f (x , 0) = f (x , 1) = f (x0, t) = y0, ïåðåõîäèò â ïîäïðîñòðàíñòâî

C(X , ΩY ) ⊂ C(X , C(I ,Y )) îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ X â ïåòëè ñ

íà÷àëîì y0 è ïåðåâîäÿùèõ x0 â ïîñòîÿííóþ ïåòëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Åñòåñòâåííîñòü ïî X è Y îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé X ′ → X è

Y → Y ′ ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

C(ΣX ,Y )
∼= //

��

C(X , ΩY )

��
C(ΣX ′,Y ′)

∼= // C(X ′, ΩY ′)
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Ãîìîòîïèè è ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Äâà îòîáðàæåíèÿ f , g : X → Y ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè X è Y
íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ f ≃ g), åñëè ñóùåñòâóåò

îòîáðàæåíèå F : X × I → Y , òàêîå, ÷òî F (x , 0) = f (x) è F (x , 1) = g(x)
äëÿ ëþáîãî x ∈ X .

Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó f è g . Äëÿ êàæäîãî

t ∈ I áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ft îòîáðàæåíèå X → Y , x 7→ F (x , t).

Ãîìîòîïèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó

îòîáðàæåíèÿìè. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [X ,Y ] ìíîæåñòâî êëàññîâ

ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y .
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Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèÿ

f : X → Y äëÿ îòîáðàæåíèÿ F : X × I → Y , óäîâëåòâîðÿþùåãî

F (x , 0) = f (x). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî t ∈ I ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ft äëÿ îòîáðàæåíèÿ X → Y , x 7→ F (x , t).
Ïðè ýòîì f0 = f . Òàêèì îáðàçîì, ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèÿ f � ýòî åãî

äåôîðìàöèÿ ñ ïàðàìåòðîì t ∈ [0, 1].

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîðôîâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî èìååì

ãîìåîìîðôèçì

C(I × X ,Y )
∼=−→ C(I , C(X ,Y )).

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ãîìîòîïèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ïóòü â ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé C(X ,Y ), à ìíîæåñòâî êëàññîâ

ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé [X ,Y ] ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êëàññîâ

ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà C(X ,Y ).
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Äâà ïðîñòðàíñòâà X è Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû (îáîçíà÷àåòñÿ

X ≃ Y ), åñëè ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → X , òàêèå,

÷òî êîìïîçèöèè g ◦ f è f ◦ g ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèÿì

idX : X → X è idY : Y → Y , ñîîòâåòñòâåííî. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà

ïðîñòðàíñòâàõ, è ãîìîòîïè÷åñêèì òèïîì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ

êëàññ ïðîñòðàíñòâ, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ X .

Ïðîñòðàíñòâî X ñòÿãèâàåìî, åñëè îíî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî

òî÷êå.

Ïðèìåð

Åäèíè÷íûé øàð Dn = {x ∈ Rn : |x | ⩽ 1} ñòÿãèâàåì. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå â òî÷êó f : Dn → pt è îòîáðàæåíèå

g : pt → Dn, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó â 0 ∈ Dn. Òîãäà f ◦ g : pt → pt åñòü

òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, à g ◦ f : Dn → Dn ïåðåâîäèò êàæäóþ

òî÷êó x ∈ Dn â 0. Ãîìîòîïèÿ ìåæäó g ◦ f è id : Dn → Dn çàäà¼òñÿ

îòîáðàæåíèåì F : Dn × I → Dn, (x , t) 7→ tx .
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Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà

Êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì (êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì, CW-êîìïëåêñîì)

íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ,

ïðåäñòàâëåííîå â âèäå îáúåäèíåíèÿ
⋃∞

q=0

⋃
i∈I e

q
i ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ eqi , íàçûâàåìûõ êëåòêàìè, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîé êëåòêè eqi ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

Φi : D
q → X , íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì

êëåòêè eqi , îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà âíóòðåííîñòü øàðà intDq åñòü

ãîìåîìîðôèçì íà eqi . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè

ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(C) ãðàíèöà ēqi \ eqi êëåòêè eqi ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî

÷èñëà êëåòîê ðàçìåðíîñòè < q;

(W) ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáîé êëåòêè eqi çàìêíóòî ïåðåñå÷åíèå Y ∩ ēqi .
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Îáúåäèíåíèå êëåòîê ðàçìåðíîñòè ⩽ n â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå X
íàçûâàåòñÿ n-ì îñòîâîì ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç sk

nX
èëè X n.

Ìîæíî ïðîâåðèòü (çàäà÷à) ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ äëÿ

ïîäìíîæåñòâà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X :

� ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî (ñîîòâåòñòâåííî, îòêðûòî);

� ïåðåñå÷åíèå A ∩ X n çàìêíóòî (ñîîòâåòñòâåííî, îòêðûòî) äëÿ

ëþáîãî n;

� ïðîîáðàç Φ−1
i (A) ïðè õàðàêòåðèñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè

Φi : D
q → X ëþáîé êëåòêè eqi çàìêíóò (ñîîòâåòñòâåííî, îòêðûò) â

Dq.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå X → Y èç êëåòî÷íîãî

ïðîñòðàíñòâà X íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíû

âñå åãî îãðàíè÷åíèÿ X n → Y íà îñòîâû.
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Áóêâû ¾Ñ¿ è ¾W¿ ïðîèñõîäÿò èç àíãëèéñêîé òåðìèíîëîãèè ¾closure

�nite¿ è ¾weak topology¿, âîñõîäÿùåé ê Äæ. Óàéòõåäó. Ïîñëåäíåå

ñâîéñòâî âûøå îçíà÷àåò, ÷òî òîïîëîãèÿ, îïèñûâàåìàÿ àêñèîìîé (W),

ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òîíêîé (ñàìîé ñëàáîé â òåðìèíîëîãèè Óàéòõåäà) èç

òîïîëîãèé íà X , ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðûì âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû.
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Êîíñòðóêöèÿ (ïðèêëåèâàíèå êëåòîê)

Ñêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Z ïîëó÷àåòñÿ èç Y ïðèêëåèâàíèåì

n-ìåðíîé êëåòêè ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ φ : Sn−1 → Y , åñëè Z
âõîäèò â êîäåêàðòîâ êâàäðàò

Sn−1 φ−−−−→ Yy y
Dn −−−−→ Z

ãäå ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà âêëàäûâàåò ñôåðó â ãðàíèöó ∂Dn

øàðà.

Òàêèì îáðàçîì, Z � ôàêòîðïðîñòðàíñòâî îáúåäèíåíèÿ Y ⊔ Dn ïðè

îòîæäåñòâëåíèÿõ x ∼ φ(x) äëÿ x ∈ Sn−1 = ∂Dn. Êàê ìíîæåñòâî, Z
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå Y è âíóòðåííîñòè øàðà Dn �

n-ìåðíîé êëåòêè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Z = Y ∪φ Dn.
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Èìååòñÿ äðóãîé, èíäóêòèâíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ êëåòî÷íîãî

ïðîñòðàíñòâà. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèêëåèâàíèÿ êëåòîê ê äèñêðåòíîìó ïðîñòðàíñòâó

X 0. Íà n-ì øàãå ýòîé èíäóêòèâíîé ïðîöåäóðû ìû ïîëó÷àåì n-ìåðíûé
îñòîâ X n èç (n − 1)-ìåðíîãî X n−1, ïðèêëåèâàÿ n-ìåðíûå êëåòêè eni
ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèé φi : S

n−1 → X n−1.

Òîïîëîãèÿ íà îáúåäèíåíèè X =
⋃

n X
n ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïåðåñå÷åíèå Y ∩ X n çàìêíóòî äëÿ ëþáîãî n. Ýòî îáåñïå÷èâàåò

âûïîëíåíèå àêñèîìû (W) äëÿ ïðîñòðàíñòâà X . Íåîáõîäèìî òàêæå

ïðîâåðèòü õàóñäîðôîâîñòü è âûïîëíåíèå àêñèîìû (C). Ýòî îñòà¼òñÿ â

êà÷åñòâå çàäà÷.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 4 23 ñåíòÿáðÿ 2021 ã. 12 / 14



Êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êëåòîê

èç X . Êàæäûé îñòîâ X n êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ

êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî ñîñòîèò èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà êëåòîê, è ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà

âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó

ïîäïðîñòðàíñòâó.

Äëÿ êîíå÷íûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ àêñèîìû (Ñ) è (W) ïðîâåðÿòü íå

íóæíî: îíè âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè (çàäà÷à).

Îòîáðàæåíèå f : X → Y êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ

êëåòî÷íûì, åñëè f (X n) ⊂ Y n äëÿ âñåõ n.
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Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ðàçáèåíèé íà êëåòêè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

êëåòî÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðèìåð

Êîíå÷íîå ðàçáèåíèå íà êëåòêè ìîæåò íå áûòü õàóñäîðôîâûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íåõàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî X ,

ïîëó÷àåìîå èç äâóõ ýêçåìïëÿðîâ åäèíè÷íîãî îòðåçêà îòîæäåñòâëåíèåì

òî÷åê ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè, çà èñêëþ÷åíèåì íóëåâûõ êîíöîâ:

X = (I1 ⊔ I2)/ ∼, ãäå t1 ∼ t2, åñëè t1 = t2 > 0.

Ïðè ýòîì íåîòîæäåñòâë¼ííûå íóëåâûå êîíöû 01 è 02 íå èìåþò

íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé â X . Ðàçîáü¼ì X íà êëåòêè: êîíöû 01,

02, 1 è âíóòðåííîñòü îòðåçêà. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

îòîáðàæåíèÿ îäíîìåðíîé êëåòêè âîçüì¼ì âëîæåíèå I1 ↪→ X . Ýòî

êîíå÷íîå ðàçáèåíèå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (W). Ïðè ýòîì

ïîäìíîæåñòâî I1 = X \ 02 íåçàìêíóòî, íî åãî ïðîîáðàçû ïðè âñåõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿõ êëåòîê çàìêíóòû. Ïîýòîìó äàííàÿ

òîïîëîãèÿ íà X íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òîíêîé èç òîïîëîãèé, ïî îòíîøåíèþ

ê êîòîðûì âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû.
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