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Ïðåäáàçîé òîïîëîãèè T íà X íàçûâàåòñÿ íàáîð îòêðûòûõ

ïîäìíîæåñòâ Ui : i ∈ I , ïîðîæäàþùèõ T (ò. å. T ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãðóáîé

òîïîëîãèåé, â êîòîðîé âñå Ui îòêðûòû).

Áîëåå ÿâíî, ïðåäáàçà � ýòî íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîâîêóïíîñòü

âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé êîòîðûõ îáðàçóåò áàçó.
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Òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé

Êîíñòðóêöèÿ

Ïóñòü X ,Y � äâà ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ

íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : X → Y . Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ

C(X ,Y ) èëè Y X . Íà í¼ì ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂ X è îòêðûòîãî

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Y ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé

W (K ,U) = {f ∈ Y X : f (K ) ⊂ U}.

Òîïîëîãèÿ íà Y X , ïîðîæä¼ííàÿ íàáîðîì âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ

W (K ,U) (ò. å. äëÿ êîòîðîé ïîäìíîæåñòâà W (K ,U) îáðàçóþò
ïðåäáàçó), íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà Y X âñåãäà ââåäåíà

êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ òîïîëîãèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå

Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé), òî

òîïîëîãèÿ íà Y X ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ
∏

x∈X Y .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Êàæäîå

ìíîæåñòâî W (K ,U) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïåðåñå÷åíèåì
⋂

x∈K W (x ,U),
à ìíîæåñòâà W (x ,U) ïîðîæäàþò òîïîëîãèþ êîíå÷íîãî

ïðîèçâåäåíèÿ
∏

x∈X Y .

Åñëè X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, à (Y , ρ) � ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, òî ïðîñòðàíñòâî C(X ,Y ) ìåòðèçóåìî ñ ìåòðèêîé

ρ(f , g) = max
x∈X

{ρ(f (x), g(x))}.

Ìîæíî äîêàçàòü (çàäà÷à), ÷òî ýòà ìåòðèêà èíäóöèðóåò íà C(X ,Y )
êîìïàêòíî-îòêðûòóþ òîïîëîãèþ.
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Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà C(X ,Y ).
Äîêàçàòåëüñòâà � çàäà÷è ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè.

Èìååò ìåñòî ãîìåîìîðôèçì

C(X ,Y × Z ) ∼= C(X ,Y )× C(X ,Z ) èëè (Y × Z )X ∼= Y X × ZX .

Ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ êàæäîé

òî÷êè y ∈ Y íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé êîìïàêòíî.

Åñëè Y õàóñäîðôîâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî îòîáðàæåíèå

êîìïîçèöèè

φ : C(X ,Y )× C(Y ,Z ) → C(X ,Z ), (f , g) 7→ g ◦ f

íåïðåðûâíî. Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ

e : Y × C(Y ,Z ) → Z , (y , f ) 7→ f (y)

íåïðåðûâíî.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 3 16 ñåíòÿáðÿ 2021 ã. 5 / 14



Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí

Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

Φ : C(X × Y ,Z ) → C(X , C(Y ,Z )) èëè Φ : ZX×Y → (ZY )X ,

ïðè êîòîðîì îòîáðàæåíèå f : X × Y → Z ïåðåõîäèò â îòîáðàæåíèå

Φ(f ) : X → C(Y ,Z ), ïåðåâîäÿùåå x ∈ X â îòîáðàæåíèå y 7→ f (x , y).

Åñëè X õàóñäîðôîâî, òî îòîáðàæåíèå Φ íåïðåðûâíî.

Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, Y õàóñäîðôîâî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî Φ �

ãîìåîìîðôèçì.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 3 16 ñåíòÿáðÿ 2021 ã. 6 / 14



Êîíóñ, íàäñòðîéêà è äæîéí

Ñèìâîë I îáîçíà÷àåò ó íàñ åäèíè÷íûé îòðåçîê [0, 1].

Öèëèíäðîì íàä X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå X × I ; ïîäïðîñòðàíñòâà
X × 1 è X × 0 íàçûâàþòñÿ (âåðõíèì è íèæíèì) îñíîâàíèÿìè öèëèíäðà.

Êîíóñ CX íàä X � ýòî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî öèëèíäðà ïî åãî âåðõíåìó

îñíîâàíèþ: CX = (X × I )/(X × 1). Îáðàç îñíîâàíèÿ X × 1 íàçûâàåòñÿ

âåðøèíîé êîíóñà, à îáðàç îñíîâàíèÿ X × 0 � îñíîâàíèåì êîíóñà.
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Íàäñòðîéêîé ΣX íàä X íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî êîíóñà ïî åãî

îñíîâàíèþ: ΣX = CX/(X × 0). Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòî � íå òî

æå ñàìîå, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (X × I )/(X × 1 ∪ X × 0).
Ïðîñòðàíñòâî X âêëàäûâàåòñÿ â íàäñòðîéêó ΣX â êà÷åñòâå X × 1

2 .

Ïî-äðóãîìó íàäñòðîéêó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñêëåéêó äâóõ êîíóñîâ ïî

èõ îñíîâàíèÿì: ΣX = CX ∪X CX ; òàêèì îáðàçîì ìû èìååì

êîäåêàðòîâ êâàäðàò

X
i //

i
��

CX

��
CX // ΣX ,

ãäå êàæäîå èç îòîáðàæåíèé i ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì X íà îñíîâàíèå

öèëèíäðà.
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Îïðåäåëèì n-ìåðíûé øàð êàê ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî â Rn

Dn =
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + . . .+ x2n ⩽ 1

}
ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé.

Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëèì n-ìåðíóþ ñôåðó

Sn =
{
x = (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn+1 : x21 + . . .+ x2n + x2n+1 = 1

}
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî S0 � äâå òî÷êè.
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Ïðåäëîæåíèå

Èìåþò ìåñòî ãîìåîìîðôèçìû CSn ∼= Dn+1 è ΣSn ∼= Sn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

Sn × I → Dn+1, (x1, . . . , xn+1, t) 7→ ((1− t)x1, . . . , (1− t)xn+1).

Îíî ïåðåâîäèò âåðõíåå îñíîâàíèå Sn × 1 â òî÷êó 0 ∈ Dn+1 è ïîýòîìó

èíäóöèðóåò íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

CSn = (Sn × I )/(Sn × 1) → Dn+1. Òàê êàê CSn � êîìïàêòíîå

ïðîñòðàíñòâî (êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ êîìïàêòíûõ

ïðîñòðàíñòâ), à Dn+1 � õàóñäîðôîâî (êàê ïîäìíîæåñòâî õàóñäîðôîâà

ïðîñòðàíñòâà Rn+1), äàííîå îòîáðàæåíèå CSn → Dn+1 ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãîìåîìîðôèçìà ΣSn ∼= Sn+1 ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèå

Dn → Sn, (x1, . . . , xn) 7→

{
( x1r sinπr , . . . , xnr sinπr , cosπr), åñëè r ̸= 0,

(0, . . . , 0, 1), åñëè r = 0.

ãäå r =
√

x21 + . . .+ x2n . Ýòî îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà

âíóòðåííîñòè øàðà è ïåðåâîäèò åãî ãðàíèöó Sn−1 (ãäå r = 1) â

¾þæíûé ïîëþñ¿ (0, . . . , 0,−1) ∈ Sn. Ïîýòîìó îíî èíäóöèðóåò

ãîìåîìîðôèçì Dn/Sn−1
∼=−→ Sn.

Òåïåðü òðåáóåìûé ãîìåîìîðôèçì ïîëó÷àåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ

ãîìåîìîðôèçìîâ

ΣSn = CSn/(Sn × 0)
∼=−→ Dn+1/Sn ∼=−→ Sn+1,

ïîñòðîåííûõ âûøå.
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Äæîéí (èëè ñîåäèíåíèå) X ∗Y ïðîñòðàíñòâ X è Y óäîáíî

ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ êàæäóþ

òî÷êó ïðîñòðàíñòâà X ñ êàæäîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà Y . Ôîðìàëüíî

äæîéí îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

X ∗ Y = X × Y × I/ (x , y1, 0) ∼ (x , y2, 0), (x1, y , 1) ∼ (x2, y , 1)

ïðè ëþáûõ x , x1, x2 ∈ X è y , y1, y2 ∈ Y . Ïðîèçâåäåíèå, X × Y
âêëàäûâàåòñÿ â äæîéí â êà÷åñòâå X × Y × 1

2 .

Èç ñðàâíåíèÿ îïðåäåëåíèé íàäñòðîéêè è äæîíà ïîëó÷àåì, ÷òî

S0 ∗ X ∼= ΣX . Â ÷àñòíîñòè, S0 ∗ Sk ∼= Sk+1. Èìååò ìåñòî áîëåå îáùèé

ôàêò: Sk ∗ S l ∼= Sk+l+1 (çàäà÷à).
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Ïðîñòðàíñòâà ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé

Â òåîðèè ãîìîòîïèé ÷àñòî èìåþò äåëî ñ ïðîñòðàíñòâàìè ñ îòìå÷åííîé

òî÷êîé, ò. å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ

âûäåëåíû îòìå÷åííûå òî÷êè, è âñå îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäÿò

îòìå÷åííûå òî÷êè â îòìå÷åííûå. Ïðè ýòîì îïåðàöèè, îïèñàííûå

âûøå, âèäîèçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (X , x0) è (Y , y0)
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X × Y ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé (x0, y0).

Â êîíóñå è íàäñòðîéêå íàä (X , x0) äîïîëíèòåëüíî ñòÿãèâàåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâî x0 × I , ò. å.

C (X , x0) = X × I/(X × 1 ∪ x0 × I ), Σ(X , x0) = CX/(X × 0 ∪ x0 × I ).

Ïðè ýòîì ñòÿíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî îáúÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííîé òî÷êîé.

Â äæîéíå (X , x0) ∗ (Y , y0) äîïîëíèòåëüíî ñòÿãèâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî
x0 × y0 × I .
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Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòðàíñòâàìè ñ

îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, òî ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

X âìåñòî (X , x0) (òàêæå ΣX âìåñòî Σ(X , x0) è ò. ä.).

Áóêåòîì ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè X è Y íàçûâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî X ∨ Y , ïîëó÷àåìîå ñêëåéêîé X è Y ïî îòìå÷åííûì

òî÷êàì x0 è y0:
X ∨ Y = X ⊔ Y /(x0 ∼ y0).

Áóêåò X ∨ Y åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

X × Y â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà X × y0 ∪ x0 × Y ; ïðè ýòîì

îòìå÷åííàÿ òî÷êà áóêåòà ïåðåõîäèò â (x0, y0).

Áóêåò ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ

îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (óïðàæíåíèå).

Ïðèâåä¼ííûì ïðîèçâåäåíèåì (èëè ñìýø-ïðîèçâåäåíèåì) X ∧ Y
ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè X è Y íàçûâàåòñÿ

ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ X ×Y ïî âëîæåííîìó áóêåòó X ∨Y :

X ∧ Y = (X × Y )/(X ∨ Y ) = (X × Y )/(X × y0 ∪ x0 × Y ).
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