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Ïðîèçâåäåíèÿ è êîïðîèçâåäåíèÿ, äåêàðòîâû è

êîäåêàðòîâû êâàäðàòû

Áàçîé òîïîëîãèè T íà X íàçûâàåòñÿ íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ

{Ui : i ∈ I}, òàêîé, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå îáúåäèíåíèÿ (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) ïîäìíîæåñòâ Ui .

Ïðèìåð

Áàçîé òîïîëîãèè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ÿâëÿåòñÿ íàáîð âñåõ

èíòåðâàëîâ.

Èíòåðâàëû ñ ðàöèîíàëüíûì êîíöàìè òàêæå îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè

íà R (ýòà áàçà ñ÷¼òíà, â îòëè÷èå îò áàçû èç âñåõ èíòåðâàëîâ).

Êîíñòðóêöèÿ (òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ)

Ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X × Y
(ñîñòîÿùåå èç ïàð (x , y), x ∈ X , y ∈ Y ) ñ òîïîëîãèåé, áàçó êîòîðîé

îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà âèäà U × V , ãäå U îòêðûòî â X , à V îòêðûòî

â Y . Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ.
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Ïðèìåð

Âåùåñòâåííàÿ ïëîñêîñòü R2 � ýòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå R× R ñ

òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ. Îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ

îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ïðîèçâåäåíèé èíòåðâàëîâ).

Â àíàëèçå òîïîëîãèÿ íà R2 ââîäèòñÿ òàê: îòêðûòûìè îáúÿâëÿþòñÿ

ìíîæåñòâà, êîòîðûå âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæàò íåêîòîðûé

îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé

òîïîëîãèè îòêðûòûå ìíîæåñòâà � ýòî îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ øàðîâ.

Ýòà òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ, òàê êàê êàæäûé

îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ øàðîâ, è

êàæäûé îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Òå æå ðàññóæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê òîïîëîãèè íà ïðîñòðàíñòâå Rn.
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Ïðèìåð

Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

ãîìåîìîðôíîå ñëåäóþùåìó ïîäìíîæåñòâó â R2:

S1 = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}
(ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé). Ïî-äðóãîìó îêðóæíîñòü ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî [0, 1]/{0, 1} îòðåçêà ïî åãî

ãðàíèöå. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

f : [0, 1] → R2, t 7→ (cos 2πt, sin 2πt),

èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì [0, 1]/{0, 1}
∼=−→ S1. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî

ôàêòà � óïðàæíåíèå (óêàçàíèå: âîcïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé èç

ïðåäûäóùåé ëåêöèè).

Â òî æå âðåìÿ, åñëè ðàññìîòðåòü îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f íà

ïîëóèíòåðâàë, òî ìû ïîëó÷èì íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå [0, 1) → S1, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì

(óïðàæíåíèå).
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Ïðåäëîæåíèå

Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãðóáîé èç âñåõ òîïîëîãèé íà

X × Y , îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðîåêöèè pX : X × Y → X , (x , y) 7→ x , è
pY : X × Y → Y , (x , y) 7→ y , ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

×òîáû îòîáðàæåíèå pX áûëî íåïðåðûâíûì, íåîáõîäèìî îáúÿâèòü

îòêðûòûìè âñå ïîäìíîæåñòâà âèäà p−1
X (U) = U × Y , ãäå U ⊂ X �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Àíàëîãè÷íî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå pY áûëî

íåïðåðûâíûì, íåîáõîäèìî îáúÿâèòü îòêðûòûìè âñå ïîäìíîæåñòâà

âèäà p−1
Y (V ) = X × V , ãäå V ⊂ Y � îòêðûòî. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå

(U × Y ) ∩ (X × V ) = U × V òàêæå äîëæíî áûòü îòêðûòûì, à çíà÷èò

äîëæíû áûòü îòêðûòûìè è âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ

âèäà U × V . Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî îáúÿâèòü îòêðûòûìè âñå

ìíîæåñòâà èç òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òîïîëîãèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ � ñàìàÿ ãðóáàÿ èç òîïîëîãèé íà X × Y , îòíîñèòåëüíî

êîòîðûõ îáå ïðîåêöèè íåïðåðûâíû.
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Ïðåäëîæåíèå (óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïðîèçâåäåíèÿ)

Ïóñòü äàíû îòîáðàæåíèÿ f : Z → X è g : Z → Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå h : Z → X × Y , òàêîå, ÷òî pX ◦ h = f è

pY ◦ h = g . Ýòî âûðàæàåòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé:

Z
h

##

f

%%
g

��

X × Y pX
//

pY
��

X

Y

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ôîðìóëà h(z) := (f (z), g(z)) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå h.
Ïðîâåðêà åãî íåïðåðûâíîñòè îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Äàííîå óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò ïîíÿòèå êàòåãîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ. Òåì ñàìûì òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ çàäà¼ò êàòåãîðíîå

ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ

X1 × . . .× Xn. Áàçîé òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà

âèäà U1 × . . .× Un, ãäå Ui ⊂ Xi îòêðûòî.

Îäíàêî, ïðè îïðåäåëåíèè òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ïðîñòðàíñòâ èìååòñÿ òîíêîñòü.
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Êîíñòðóêöèÿ (òîïîëîãèÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

Ïóñòü {Xi : i ∈ I} � íàáîð ïðîñòðàíñòâ, ïðîèíäåêñèðîâàííûõ

ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà I . Ïî îïðåäåëåíèþ, ýëåìåíòàìè äåêàðòîâà

ïðîèçâåäåíèÿ
∏

i∈I Xi ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âûáîðà i 7→ xi ,
ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîìó ýëåìåíòó i ∈ I ýëåìåíò xi ∈ Xi .

Åñëè I � ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî (ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), òî

ýëåìåíòàìè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏

i∈I Xi ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x1, x2, . . . , xi , . . .), xi ∈ Xi .

Ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ íà
∏

i∈I Xi , âçÿâ â êà÷åñòâå

áàçû âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà
∏

i∈I Ui , ãäå Ui ⊂ Xi îòêðûòî.

Îäíàêî â òàêîé òîïîëîãèè áóäåò ñëèøêîì ìíîãî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ,

è ïîýòîìó îíà íå áóäåò îáëàäàòü óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì

îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðîåêöèé
∏

i∈I Xi → Xi .
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Êîíñòðóêöèÿ (òîïîëîãèÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïðîåêöèÿ pi :
∏

i∈I Xi → Xi áûëà íåïðåðûâíîé,

íóæíî îáúÿâèòü îòêðûòûìè âñå ïîäìíîæåñòâà ïðîèçâåäåíèÿ âèäà

p−1
i (Ui ) =

∏
j∈I Yj , ãäå Yj = Xj ïðè j ̸= i è Yi = Ui � îòêðûòîå

ìíîæåñòâî â Xi (íà i-ì ìåñòå â ïðîèçâåäåíèè ñòîèò Ui , à íà îñòàëüíûõ

ìåñòàõ � Xj). Áåðÿ êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ, ìû

ïîëó÷èì ïîäìíîæåñòâà âèäà
∏

i∈I Ui , ãäå Ui ⊂ Xi îòêðûòî è ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî Ui îòëè÷íî îò Xi . Íàáîð òàêèõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò áàçó

òîïîëîãèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãðóáîé èç âñåõ òîïîëîãèé íà∏
i∈I Xi , îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âñå ïðîåêöèè pi :

∏
i∈I Xi → Xi

íåïðåðûâíû. Ýòà òîïîëîãèÿ è íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ∏
i∈I Xi .

Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îáëàäàåò óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì: äëÿ

ëþáîãî íàáîðà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé Z → Xi , i ∈ I , ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Z →

∏
i∈I Xi , êîìïîçèöèÿ

êîòîðîãî ñ ïðîåêöèÿìè äà¼ò èñõîäíûå îòîáðàæåíèÿ Z → Xi .
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Åñëè æå â
∏

i∈I Xi îáúÿâèòü îòêðûòûìè âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ∏
i∈I Ui , ãäå Ui ⊂ Xi îòêðûòî, òî äëÿ òàêîé òîïîëîãèè îòîáðàæåíèå

Z →
∏

i∈I Xi , çàäàâàåìîå íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè Z → Xi ,

ìîæåò óæå íå áûòü íåïðåðûâíûì: ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà∏
i∈I Ui ìîæåò íå áûòü îòêðûòûì â Z .
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Îáîáùåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå äåêàðòîâîãî êâàäðàòà.

Êîíñòðóêöèÿ (äåêàðòîâ êâàäðàò)

Z
h

##

f

&&
g

��

X ×A Y pX
//

pY
��

X

r
��

Y
s // A

Êâàäðàòíàÿ äèàãðàììà â íèæíåé ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà íàçûâàåòñÿ

äåêàðòîâûì êâàäðàòîì, åñëè îíà îáëàäàåò óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì,

îïèñûâàåìûì ðèñóíêîì.

Ïðîñòðàíñòâî X ×A Y íàçûâàåòñÿ ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì (èëè

êîàìàëüãàìîé, â àíãë. òåðìèíîëîãèè pullback) ïðîñòðàíñòâ X è Y ñ

çàäàííûìè îòîáðàæåíèÿìè r : X → A è s : Y → A.
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Êîíñòðóêöèÿ (äåêàðòîâ êâàäðàò)

Z
h

##

f

&&
g

��

X ×A Y pX
//

pY
��

X

r
��

Y
s // A

Òàêèì îáðàçîì, ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå X ×A Y � ýòî òàêîå

ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííûìè îòîáðàæåíèÿìè pX : X ×A Y → X è

pY : X ×A Y , ÷òî r ◦ pX = s ◦ pY è äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Z ñ

îòîáðàæåíèÿìè f : Z → X è g : Z → Y , òàêèìè, ÷òî r ◦ f = s ◦ g ,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå h : Z → X ×A Y , òàêîå, ÷òî

pX ◦ h = f è pY ◦ h = g .
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Êîíñòðóêöèÿ (äåêàðòîâ êâàäðàò)

Ñóùåñòâîâàíèå äåêàðòîâîãî êâàäðàòà (ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

äîêàçûâàåòñÿ ïðåäúÿâëåíèåì ÿâíîé êîíñòðóêöèè ïðîñòðàíñòâà X ×AY ,

èñïîëüçóþùåé èíäóöèðîâàííóþ òîïîëîãèþ è òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ:

X ×A Y = {(x , y) ∈ X × Y : r(x) = s(y)}.

Ïðîâåðêà óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Îáðàùåíèå ñòðåëîê ïðèâîäèò ê äâîéñòâåííîé êîíñòðóêöèè

êîïðîèçâåäåíèÿ è êîäåêàðòîâà êâàäðàòà.

Êîíñòðóêöèÿ (êîäåêàðòîâ êâàäðàò è êîïðîèçâåäåíèå)

A
r //

s
��

X

iX
�� f

��

Y
iY //

g
,,

X ∪A Y
h

##
Z

Ïðîñòðàíñòâî X ∪A Y íàçûâàåòñÿ ñêëåéêîé (èëè àìàëüãàìîé, â àíãë.

òåðìèíîëîãèè pushout) ïðîñòðàíñòâ X è Y ñ çàäàííûìè

îòîáðàæåíèÿìè r : A → X è s : A → Y .
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Êîíñòðóêöèÿ (êîäåêàðòîâ êâàäðàò è êîïðîèçâåäåíèå)

ßâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâà X ∪A Y èñïîëüçóåò

ôàêòîð-òîïîëîãèþ:

X ∪A Y = X ⊔ Y /∼ ,

ãäå x ∼ y , åñëè x = r(a) è y = s(a) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè A = ∅ ïîëó÷àåì, ÷òî êîïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ

X è Y ÿâëÿåòñÿ èõ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå X ⊔ Y .
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