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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îáùåé òîïîëîãèè.

Òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ñ
âûäåëåííûì íàáîðîì ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ îòêðûòûìè, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

à) ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è âñ¼ ìíîæåñòâî X ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè;

á) îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì;

â) ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì.

Íàáîð T îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ òàêæå íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé íà
ïðîñòðàíñòâå X .

Åñëè íà ìíîæåñòâå X ââåäåíû äâå òîïîëîãèè T1 è T2, ïðè÷¼ì êàæäîå
ïîäìíîæåñòâî èç T1 ëåæèò â T2, òî ãîâîðÿò, ÷òî òîïîëîãèÿ T1 ãðóáåå
òîïîëîãèè T2, à òîïîëîãèÿ T2 òîíüøå òîïîëîãèè T1.
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Ñàìîé òîíêîé òîïîëîãèåé íà X ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ, â êîòîðîé âñå
ïîäìíîæåñòâà îòêðûòû, à ñàìîé ãðóáîé � àíòèäèñêðåòíàÿ, â êîòîðîé
îòêðûòûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ∅ è X .

Âìåñòî òåðìèíîëîãèè ãðóáàÿ/òîíêàÿ â ìàòåìàòèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
òåðìèíîëîãèÿ cèëüíàÿ/ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ. Ïî ýòîìó ïîâîäó ïðèâåä¼ì
öèòàòó èç êíèãè À.Ò. Ôîìåíêî è Ä.Á. Ôóêñà (ñòð. 13):

Òåðìèíû ¾ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ¿ è ¾ñèëüíàÿ òîïîëîãèÿ¿ íå èìåþò â
ìàòåìàòèêå åäèíîãî òîëêîâàíèÿ. Ìû ñ÷èòàåì òîïîëîãèþ áîëåå ñëàáîé,
åñëè â íåé áîëüøå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ò. å. ìåíüøå ïðåäåëüíûõ òî÷åê
(ó íàñ ñëàáåå âñåõ äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ). Îáðàçíî âûðàæàÿñü, ñëàáàÿ
òîïîëîãèÿ � ýòî òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé òî÷êè ñëàáåå ïðèòÿãèâàþòñÿ
äðóã ê äðóãó. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ òåðìèíîëîãèÿ èñõîäèò èç
ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êè
îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà (ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé òåðìèíîëîãèè
äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñèëüíîé).
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Ýëåìåíòû x ∈ X òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè.
Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U, ñîäåðæàùåå äàííóþ òî÷êó x ∈ X ,
íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî, åñëè
äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ Y ïîäìíîæåñòâî f −1(U)
îòêðûòî â X .

Ïðèìåð

Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ââîäèòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ, â
êîòîðîé ìíîæåñòâî U ⊂ R îòêðûòî, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U
ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò èíòåðâàë (x − ε, x + ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.
Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòûå ìíîæåñòâà íà R � ýòî îáúåäèíåíèÿ
(âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) èíòåðâàëîâ.

Â àíàëèçå ôóíêöèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ
ëþáîé òî÷êè x0 ∈ R è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî åñëè
|x − x0| < δ, òî |f (x)− f (x0)| < ε. Íàçîâåì âðåìåííî òàêóþ ôóíêöèþ
ε-δ-íåïðåðûâíîé.
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Ïðåäëîæåíèå

Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ε-δ-íåïðåðûâíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

íåïðåðûâíà êàê îòîáðàæåíèå f : R → R.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü f : R → R � íåêîòîðàÿ ε-δ-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è ðàññìîòðèì
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ R.
Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ f −1(U) íàéä¼òñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî
(f (x0)− ε, f (x0) + ε) ⊂ U (òàê êàê U îòêðûòî). Äëÿ ýòîãî ε, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ ε-δ-íåïðåðûâíîñòè, íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî åñëè
|x − x0| < δ, òî |f (x)− f (x0)| < ε. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
f (x) ∈ (f (x0)− ε, f (x0) + ε) ⊂ U, à çíà÷èò x ∈ f −1(U).

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ x0 ∈ f −1(U) íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî
|x − x0| < δ âëå÷¼ò x ∈ f −1(U). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f −1(U) îòêðûòî.
Èòàê, îòîáðàæåíèå f : R → R íåïðåðûâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Îáðàòíî, ïóñòü f : R → R íåïðåðûâíî. Âûáåðåì x0 ∈ R è ε > 0.

Èíòåðâàë (f (x0)− ε, f (x0) + ε) îòêðûò, ïîýòîìó åãî ïðîîáðàç îòêðûò è
ñîäåðæèò x0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî
(x0 − δ, x0 + δ) ⊂ f −1(f (x0)− ε, f (x0) + ε). Ïîñëåäíåå óñëîâèå
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî åñëè |x − x0| < δ, òî |f (x)− f (x0)| < ε. Èòàê,
ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ε-δ-íåïðåðûâíîé.

Äàëåå ïîä ¾ïðîñòðàíñòâîì¿ ìû áóäåì ïîíèìàòü

òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ïîä ¾îòîáðàæåíèåì¿ �

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ, ëåêöèÿ 1 2 ñåíòÿáðÿ 2021 ã. 6 / 18



Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè îíî
íåïðåðûâíî, âçàèìíî îäíîçíà÷íî è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f −1 : Y → X
òàêæå íåïðåðûâíî.

Äâà ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîðôíû, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì.

Äëÿ ãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y èñïîëüçóåòñÿ
îáîçíà÷åíèå X ∼= Y .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî f −1 : Y → X ìîæåò íå áûòü
íåïðåðûâíûì.

Ïðèìåð

Ïóñòü X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî èç äâóõ ýëåìåíòîâ ñ
äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, à Y � òî æå ìíîæåñòâî ñ àíòèäèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé. Òîãäà òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X → Y íåïðåðûâíî, à
åãî îáðàòíîå � íåò.
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Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, â êîòîðîé îòêðûòûå
ìíîæåñòâà èìåþò âèä A ∩ U, ãäå U îòêðûòî â X . Ïðè ýòîì
îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ i : A ↪→ X íåïðåðûâíî.

Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî. Òî÷êà
x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X , åñëè ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè x ñîäåðæèò òî÷êó èç A, îòëè÷íóþ îò x .
Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè (óïðàæíåíèå).

Ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
îáúåäèíåíèÿ A ⊔ B íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ A è B , êàæäîå èç
êîòîðûõ íåïóñòî è îòêðûòî.
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Ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, åñëè èç êàæäîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè
ìíîæåñòâàìè X =

⋃
i∈I Ui ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

X = U1 ∪ . . . ∪ Un.

Ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîðôîâî, åñëè ó ëþáûõ åãî äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
x , y ∈ X ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè, U ∋ x , V ∋ y ,
U ∩ V = ∅.

Òåîðåìà

Íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X íà õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òðè ëåììû.
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Ëåììà (1)

Åñëè X êîìïàêòíî è A ⊂ X � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, òî A òàêæå

êîìïàêòíî (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A =
⋃

i∈I Vi � îòêðûòîå ïîêðûòèå. Èìååì Vi = A ∩ Ui , ãäå Ui �
îòêðûòî â X . Òîãäà X = (X \ A) ∪

⋃
i∈I Ui � îòêðûòîå ïîêðûòèå.

Âûäåëèì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå X = (X \ A) ∪ U1 ∪ . . . ∪ Un. Òîãäà
A = V1 ∪ . . . ∪ Vn � êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
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Ëåììà (2)

Åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå è X
êîìïàêòíî, òî Y òàêæå êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Y =
⋃

i∈I Ui � îòêðûòîå ïîêðûòèå. Òîãäà X =
⋃

i∈I f
−1(Ui )

òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì. Âûäåëèì êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå X = f −1(U1) ∪ . . . ∪ f −1(Un). Òîãäà Y = U1 ∪ . . . ∪ Un �
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
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Ëåììà (3)

Åñëè Y õàóñäîðôîâî è B ⊂ Y � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî B
çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ B íàéä¼òñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà y ∈ Y , òàêàÿ,
÷òî y /∈ B . Äëÿ êàæäîé òî÷êè b ∈ B âûáåðåì îòêðûòûå (â Y )
ïîäìíîæåñòâà Ub ∋ b, Vb ∋ y , Ub ∩ Vb = ∅. Èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ
B =

⋃
b∈B Ub âûäåëèì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå B = Ub1 ∪ . . . ∪ Ubn .

Òîãäà V = Vb1 ∩ . . . ∩ Vbn � îêðåñòíîñòü òî÷êè y , íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ
ñ B . Ïðîòèâîðå÷èå.
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Òåîðåìà

Íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X íà õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f −1 : Y → X íåïðåðûâíî.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íàäî äîêàçàòü, ÷òî f ïåðåâîäèò îòêðûòûå
ìíîæåñòâà â îòêðûòûå (òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè).
Òàê êàê f âçàèìíî îäíîçíà÷íî, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî f
ïåðåâîäèò çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â çàìêíóòûå. Ïóñòü A ⊂ X çàìêíóòî.
Ñîãëàñíî ëåììå 1, A êîìïàêòíî. Ñîãëàñíî ëåììå 2, f (A) ⊂ Y òàêæå
êîìïàêòíî. Íàêîíåö, ñîãëàñíî ëåììå 3, f (A) çàìêíóòî.
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Îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî R ⊂ X × X
äåêàðòîâà êâàäðàòà X × X .

Åñëè (x1, x2) ∈ R , òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû x1 è x2 íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè R . Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå x1 ∼R x2 èëè ïðîñòî
x1 ∼ x2.

Îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî

� ðåôëåêñèâíî, ò. å. (x , x) ∈ R èëè x ∼ x äëÿ ëþáîãî x ∈ X ,

� ñèììåòðè÷íî, ò. å. x1 ∼ x2 âëå÷¼ò x2 ∼ x1,

� òðàíçèòèâíî, ò. å. x1 ∼ x2 è x2 ∼ x3 âëå÷¼ò x1 ∼ x3.

Ìíîæåñòâî X ñ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X/∼ ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Êîíñòðóêöèÿ (ôàêòîð-òîïîëîãèÿ)

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ p : X → X/∼,
êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå å¼ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òîãäà íà ìíîæåñòâå X/∼ îïðåäåëåíà ôàêòîð-òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé
ìíîæåñòâî U ⊂ X/∼ îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðîîáðàç
p−1(U) îòêðûò â X .

Îòîáðàæåíèå p : X → X/∼ íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî
ôàêòîð-òîïîëîãèè è íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-îòîáðàæåíèåì.
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Âîò äâà âàæíåéøèõ ïðèìåðà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà.

Êîíñòðóêöèÿ (ñòÿãèâàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà)

Ïóñòü A ⊂ X , à îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X çàäàíî òàê: x1 ∼ x2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî x1 = x2, ëèáî x1 ∈ A è x2 ∈ A.
Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/∼ îáîçíà÷àåòñÿ X/A; ãîâîðÿò, ÷òî X/A
ïîëó÷àåòñÿ èç X ñòÿãèâàíèåì A â òî÷êó.

Åñëè A = pt � òî÷êà, òî X/pt ãîìåîìîðôíî X .

Òàêæå îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþò ñëó÷àé A = ∅. Òîãäà X/∅ ïîëàãàþò
ðàâíûì íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ X è òî÷êè; òàêîé ôîðìàëèçì
îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò ñëåâà íà ïðîñòðàíñòâå X , åñëè äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ G çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
αg : X → X , òàêîå, ÷òî αe = id (òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå) è
αgh = αg ◦ αh (êîìïîçèöèÿ).

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå αg ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
(ñ îáðàòíûì αg−1). Òî÷êà αg (x) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî gx .

Ïðèìåðû:

� Îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà (îáðàòèìûõ îïåðàòîâ) GL(V ), à òàêæå å¼
ïîäãðóïïû (íàïðèìåð, SL(V ), SO(V )), äåéñòâóþò íà ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå V ;

� ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö GL(n,R) äåéñòâóåò ñëåâà íà
ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ Rn;

� àääèòèâíàÿ ãðóïïà ëèíåéíîãî ïðîñòðàñòâà V äåéñòâóåò íà V ;

� ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê (ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà) Σn äåéñòâóåò íà
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå [n] = {1, . . . , n}.
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Îðáèòîé òî÷êè x ∈ X ïîä äåéñòâèåì G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Gx = {gx : g ∈ G} ⊂ X .

Ïðèìåðû:

� îðáèòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ SO(2) íà ïëîñêîñòè R2

ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â 0 è òî÷êà 0;

� äåéñòâèå ãðóïïû Σn íà [n] èìååò åäèíñòâåííóþ îðáèòó � ñàìî
ìíîæåñòâî [n].

Êîíñòðóêöèÿ (ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû)

Îðáèòû ðàçíûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñîâïàäàþò è òåì ñàìûì
çàäàþò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X :
x ∼ y åñëè ñóùåñòâóåò g ∈ G , òàêîé, ÷òî gx = y .

Ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/∼ íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì îðáèò ïî äåéñòâèþ G è îáîçíà÷àåòñÿ X/G .
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