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Îïóñêàíèå è ïîäíÿòèå èíäåêñîâ

Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå v 7→ (v , · )
çàäà¼ò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì V → V ∗, ò. å. ïîçâîëÿåò
îòîæäåñòâèòü òåíçîðû òèïà (1, 0) ñ òåíçîðàìè òèïà (0, 1). Â
êîîðäèíàòàõ ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü G = (gij) �
ìàòðèöà Ãðàìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê êàê ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå � ýòî áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, G ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì

òèïà (0, 2). Òîãäà ïðè èçîìîðôèçìå V → V ∗ âåêòîð T ñ êîîðäèíàòàìè

T i ïåðåõîäèò â êîâåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè Tj = gijT
i . Òàêèì îáðàçîì,

ìû ¾îïóñòèëè èíäåêñ¿ ó òåíçîðà T ïðè ïîìîùè ôèêñèðîâàííîãî

òåíçîðà G òèïà (0, 2). Ýòà îïåðàöèÿ îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå

Îïóñêàíèå èíäåêñà � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Tp
q(V )→ T

p−1
q+1(V )

òåíçîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V , êîòîðîå òåíçîðó
T = {T i1,...,ip

j1,...,jq
} òèïà (p, q) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð {gijT

i ,i2,...,ip
j1,...,jq

}
òèïà (p − 1, q + 1).

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 26 14 ìàÿ 2021 ã. 2 / 13



Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì ψ : End(V )→ B(V ) ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì
îïåðàòîðîâ è ïðîñòðàíñòâîì áèëèíåéíûõ ôóíêöèé, ñîïîñòàâëÿþùèé

îïåðàòîðó A áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ BA = (A · , · ). Â êîîðäèíàòàõ ýòî

âûãëÿäèò òàê: îïåðàòîðó ñ ìàòðèöåé A = (aik) ñîïîñòàâëÿåòñÿ
áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé BA = (gija

i
k). Òàêèì îáðàçîì, BA �

ýòî òåíçîð òèïà (0, 2), ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå îïóñêàíèÿ èíäåêñà ó

òåíçîðà A òèïà (1, 1).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü îïåðàöèþ, îáðàòíóþ ê îïóñêàíèþ

èíäåêñà, ðàññìîòðèì íàáîð {gkl}, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ îáðàòíîé

ìàòðèöû ê ìàòðèöå Ãðàìà G = (gij), ò. å. g
klglj = δkj .
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Ïðåäëîæåíèå

{gkl} ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (2, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òåíçîðíûé çàêîí. Â íîâîì áàçèñå ìû èìååì

gk ′i ′gi ′j ′ = δk
′

j ′ . Òàê êàê {gij} � òåíçîð òèïà (0, 2), ìû èìååì

gi ′j ′ = c ii ′c
j
j ′gij . Ïîäñòàâèâ ýòî â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì

gk ′i ′c ii ′c
j
j ′gij = δk

′
j ′ . Òåïåðü óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà

êîìïîíåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû c j
′

k (è ïðîñóììèðóåì ïî j ′):

gk ′i ′c ii ′c
j
j ′c

j ′

k gij = δk
′

j ′ c
j ′

k . Òàê êàê c jj ′c
j ′

k = δjk , îòñþäà ïîëó÷àåì

gk ′i ′c ii ′gik = ck
′

k . Äàëåå óìíîæèì îáå ÷àñòè íà gkl :

gk ′i ′c ii ′gikg
kl = ck

′
k gkl . Òàê êàê gikg

kl = δli , ïîëó÷àåì gk ′i ′c li ′ = ck
′

k gkl .

Íàêîíåö, óìíîæèì îáå ÷àñòè íà c l
′
l : g

k ′i ′c li ′c
l ′
l = ck

′
k c l

′
l g

kl . Òàê êàê

c li ′c
l ′
l = δl

′
i ′ , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì gk ′l ′ = ck

′
k c l

′
l g

kl . Ýòî è åñòü

òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ òåíçîðà òèïà (2, 0).
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Îïðåäåëåíèå

Ïîäíÿòèå èíäåêñà � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Tp
q(V )→ T

p+1
q−1(V )

òåíçîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V , êîòîðîå òåíçîðó
T = {T i1,...,ip

j1,...,jq
} òèïà (p, q) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð {g ijT

i1,...,ip
j ,j2,...,jq

}
òèïà (p + 1, q − 1).

Îïåðàöèÿ îïóñêàíèÿ (èëè ïîäíÿòèÿ) èíäåêñà ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ òåíçîðîì {gij} (èëè {g ij}) è ñâ¼ðòêè.
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6.4. Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ

Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ Tp
q(V ) ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè

îïåðàöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ e i1 ⊗ . . .⊗ e ip ⊗ εj1 ⊗ . . .⊗ εjq .
Å¼ çíà÷åíèå íà p êîâåêòîðàõ è q âåêòîðàõ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(e i1 ⊗ . . .⊗ e ip ⊗ εj1 ⊗ . . .⊗ εjq)(ξ1, . . . , ξp, v1, . . . , vq) =

= e i1(ξ1) · · · e ip(ξp) εj1(v1) · · · εjq(vq) = ξ1i1 · · · ξ
p
ip
v j11 · · · v

jq
q ,

à ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð òèïà (p, q) èìååò êîìïîíåíòû

T
k1,...,kp
l1,...,lq

= (e i1 ⊗ . . .⊗ e ip ⊗ εj1 ⊗ . . .⊗ εjq)(εk1 , . . . , εkp , e l1 , . . . , e lq) =

= δk1i1 · · · δ
kp
ip
δj1l1 · · · δ

jq
lp
.

Ò. å. êîìïîíåíòà ýòîãî òåíçîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè i1, . . . , ip è

íèæíèìè j1, . . . , jq � åäèíèöà, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû � íóëè.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 26 14 ìàÿ 2021 ã. 6 / 13



Òåîðåìà

Òåíçîðû ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ εj1 ⊗ . . .⊗ εjq , îòâå÷àþùèå âñåâîçìîæíûì
çíà÷åíèÿìè èíäåêñîâ i1, . . . , ip è j1, . . . , jq, îáðàçóþò áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå T

p
q(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñíà÷àëà äîêàæåì ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü äàííûõ òåíçîðîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ
i1,...,ip
j1,...,jq

, ÷òî ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ λ
i1,...,ip
j1,...,jq

e i1 ⊗ . . .⊗ e ip ⊗ εj1 ⊗ . . .⊗ εjq ðàâíà íóëþ. Ïðèìåíèâ
ýòó ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ ê àðãóìåíòàì εk1 , . . . , εkp , e l1 , . . . , e lq ,
ïîëó÷èì

0 = (λ
i1,...,ip
j1,...,jq

e i1 ⊗ . . .⊗ e ip ⊗ εj1 ⊗ . . .⊗ εjq)(εk1 , . . . , εkp , e l1 , . . . , e lq) =

= λ
i1,...,ip
j1,...,jq

δk1i1 · · · δ
kp
ip
δj1l1 · · · δ

jq
lp

= λ
k1,...,kp
l1,...,lq

,

ò. å. âñå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ëþáîé òåíçîð T = {T i1,...,ip
j1,...,jq

} ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äàííûõ òåíçîðîâ. À èìåííî, äîêàæåì, ÷òî

T = T
i1,...,ip
j1,...,jq

e i1 ⊗ . . .⊗ e ip ⊗ εj1 ⊗ . . .⊗ εjq ,
ò. å. êîîðäèíàòû òåíçîðà â äàííîì áàçèñå ñóòü åãî êîìïîíåíòû. Â ñèëó

ïîëèëèíåéíîñòè ýòî ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà íàáîðàõ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ è êîâåêòîðîâ, ò. å. íà àðãóìåíòàõ âèäà

εk1 , . . . , εkp , e l1 , . . . , e lq . Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ àðãóìåíòîâ â ëåâóþ

÷àñòü ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì T
k1,...,kp
l1,...,lq

, à ïðè ïîäñòàíîâêå â

ïðàâóþ ÷àñòü ìû ïîëó÷àåì

(T
i1,...,ip
j1,...,jq

e i1 ⊗ . . .⊗ e ip ⊗ εj1 ⊗ . . .⊗ εjq)(εk1 , . . . , εkp , e l1 , . . . , e lq) =

= T
i1,...,ip
j1,...,jq

δk1i1 · · · δ
kp
ip
δj1l1 · · · δ

jq
lp

= T
k1,...,kp
l1,...,lq

.

Ñëåäñòâèå

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà T
p
q(V ) ðàâíà np+q.
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6.5. Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òåíçîðû ñ íèæíèìè èíäåêñàìè.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Σq ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ 1, . . . , q.
×åðåç (−1)σ áóäåì îáîçíà÷àòü çíàê ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Σq.

Îïðåäåëåíèå

Ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ T ∈ P0
q(V ) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè

T (vσ(1), . . . , vσ(q)) = T (v1, . . . , vq),

è êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè

T (vσ(1), . . . , vσ(q)) = (−1)σT (v1, . . . , vq),

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vq è ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Σq.
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Îïðåäåëåíèå

Êîìïîíåíòû òåíçîðà T ∈ T0
q(V ), ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðè÷åñêîé

ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

Tj1,...,jq = Tjσ(1),...,jσ(q)
,

à êîìïîíåíòû òåíçîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîñîñèììåòðè÷åñêîé

ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè, � ñîîòíîøåíèÿì

Tj1,...,jq = (−1)σTjσ(1),...,jσ(q)
.

Òàêèå òåíçîðû íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñèììåòðè÷åñêèìè è

êîñîñèììåòðè÷åñêèìè. Â ÷àñòíîñòè, ó êîñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü êîìïîíåíòû Tj1,...,jq , ó êîòîðûõ âñå

èíäåêñû ðàçëè÷íû.

Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû îáðàçóþò

ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ T0
q(V ), êîòîðûå

îáîçíà÷àþòñÿ Sq(V ) è Λq(V ), ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðè q = 2 ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû � ýòî

ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè,

ñîîòâåòñòâåííî.

Õîòÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Sq(V ) è Λq(V ) è îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó â

ïðîñòðàíñòâå T0
q(V ), ïðè q > 2 ðàçëîæåíèå T0

q(V ) = Sq(V )⊕ Λq(V ) íå
èìååò ìåñòà, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé.
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Îïðåäåëåíèå

Ñèììåòðèçàöèåé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð

Sym : T0
q(V )→ T0

q(V ), êîòîðûé òåíçîðó T ∈ T0
q(V ) ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå òåíçîð SymT ñ êîìïîíåíòàìè

(SymT )j1,...,jq :=
1

q!

∑
σ∈Σq

Tjσ(1),...,jσ(q)
.

Àëüòåðíèðîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð

Alt : T0
q(V )→ T0

q(V ), êîòîðûé òåíçîðó T ∈ T0
q(V ) ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå òåíçîð AltT ñ êîìïîíåíòàìè

(AltT )j1,...,jq :=
1

q!

∑
σ∈Σq

(−1)σTjσ(1),...,jσ(q)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî SymT � ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð, à AltT �

êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð äëÿ ëþáîãî T ∈ T0
q(V ).
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Ïðåäëîæåíèå

Îïåðàòîðû Sym è Alt ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè íà ïîäïðîñòðàíñòâà

Sq(V ) è Λq(V ) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæåì âòîðîå. Â ñèëó

àëãåáðàè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè ïðîåêòîðîâ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

AltT = T äëÿ ëþáîãî êîñîñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà T . Ìû èìååì

(AltT )j1,...,jq :=
1

q!

∑
σ∈Σq

(−1)σTjσ(1),...,jσ(q)
=

1

q!

∑
σ∈Σq

Tj1,...,jq = Tj1,...,jq ,

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè T .
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