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6.1. Ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè.

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k íóëåâîé

õàðàêòåðèñòèêè (îáû÷íî k = R èëè C) è V ∗ � äâîéñòâåííîå

ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíòû v ∈ V � ýòî, êàê îáû÷íî, âåêòîðû, à

ýëåìåíòû ξ ∈ V ∗ çäåñü ìû áóäåì íàçûâàòü êîâåêòîðàìè.
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Îïðåäåëåíèå

Ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèåé òèïà (p, q) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

T : V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
p

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
q

→ k

îò p êîâåêòîðíûõ è q âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ, êîòîðàÿ ëèíåéíà ïî

êàæäîìó àðãóìåíòó, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

T (ξ1, ..., λ′ξj ′ + λ′′ξj
′′
, ..., ξp, v1, ..., vq) =

= λ′T (ξ1, ..., ξj ′, ..., ξp, v1, ..., vq) + λ′′T (, ξ1, ..., ξj ′′, ..., ξp, v1, ..., vq),

T (ξ1, ..., ξp, v1, ..., µ
′
v
′
i + µ′′v ′′i , ..., vq) =

= µ′T (ξ1, ..., ξp, v1, ..., v
′
i , ..., vq) + µ′′T (ξ1, ..., ξp, v1, ..., v

′′
i , ..., vq).
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Ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè òèïà (p, q) îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,
â êîòîðîì ñóììà è óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå

(λT + µS)(ξ1, . . . , ξp, v1, . . . , vq) =

= λT (ξ1, . . . , ξp, v1, . . . , vq) + µS(ξ1, . . . , ξp, v1, . . . , vq).

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç Pp
q(V ).

Ïðèìåð

Ëèíåéíûå ôóíêöèè (êîâåêòîðû) ÿâëÿþòñÿ ïîëèëèíåéíûìè òèïà (0, 1),
à áèëèíåéíûå � òèïà (0, 2).

Ââèäó íàëè÷èÿ êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà (V ∗)∗ ∼= V âåêòîðû

ÿâëÿþòñÿ ïîëèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè òèïà (1, 0): çíà÷åíèå âåêòîðà v

íà êîâåêòîðå ξ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå v(ξ) := ξ(v).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîðû òàêæå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè.
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Ïðåäëîæåíèå

Ñîïîñòàâëåíèå ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè TA
òèïà (1, 1), çàäàâàåìîé ôîðìóëîé TA(ξ, v) := ξ(A(v)), óñòàíàâëèâàåò
êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì End(V )

∼=−→ P
1
1(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå End(V )→ P
1
1(V )

ëèíåéíî. Ïóñòü dimV = n. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà P1
1(V )

ðàâíà n2. (Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âûáîðà áàçèñà, òàê æå êàê è

äëÿ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé.) Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ End(V )
è P1

1(V ) ðàâíû, à çíà÷èò äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî End(V )→ P
1
1(V ) �

ìîíîìîðôèçì. Ïóñòü TA � òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ ïîëèëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ, ò. å. ξ(A(v)) = 0 äëÿ ëþáûõ v ∈ V è ξ ∈ V ∗. Ïîëó÷àåì, ÷òî
ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà âåêòîðå A(v), ò. å.
A(v) = 0. Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî v , ïîëó÷àåì A = O. Èòàê
îòîáðàæåíèå A 7→ TA ìîíîìîðôíî, à çíà÷èò çàäà¼ò èçîìîðôèçì.
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6.2. Òåíçîðû: êîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå

Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , en â ïðîñòðàíñòâå V . Â ïðîñòðàíñòâå V ∗

èìååòñÿ äâîéñòâåííûé áàçèñ ε1, . . . , εn, ãäå εi (e j) = δij . Òîãäà ëþáàÿ

ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ T ∈ Pp
q(V ) çàäà¼òñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà

áàçèñíûõ âåêòîðàõ è êîâåêòîðàõ:

T (ξ1, . . . , ξp, v1, . . . , vq) = T (ξ1i1ε
i1 , . . . , ξpipε

ip , v j11 e j1 , . . . , v
jq
q e jq)

= ξ1i1 · · · ξ
p
ip
v j11 · · · v

jq
q T (εi1 , . . . , εip , e j1 , . . . , e jq).

Ñîïîñòàâèì ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè T ∈ Pp
q(V ) è áàçèñó e1, . . . , en

íàáîð èç np+q ÷èñåë T = {T i1,...,ip
j1,...,jq

}, ãäå

T
i1,...,ip
j1,...,jq

:= T (εi1 , . . . , εip , e j1 , . . . , e jq).

Ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ýòî íàáîð ïðè çàìåíàõ áàçèñà.
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Ïóñòü C = (c ii ′) � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó

e1′ , . . . , en′ . Òîãäà ìû èìååì e j ′ = c jj ′e j , ε
i ′ = c i

′
i ε

i è

T
i ′1,...,i

′
p

j ′1,...,j
′
q
= T (εi ′1 , . . . , εi ′p , e j ′1 , . . . , e j ′q) =

= T (c i
′
1
i1
εi1 , . . . , c

i ′p
ip
εip , c j1

j ′1
e j1 , . . . , c

jq
j ′q
e jq) =

= c
i ′1
i1
· · · c i

′
p

ip
c j1
j ′1
· · · c jqj ′q T (ε

i1 , . . . , εip , e j1 , . . . , e jq) =

= c
i ′1
i1
· · · c i

′
p

ip
c j1
j ′1
· · · c jqj ′q T

i1,...,ip
j1,...,jq

.
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Îïðåäåëåíèå

Òåíçîðîì òèïà (p, q) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå

áàçèñû â V 7−→ íàáîðû èç np+q ÷èñåë T = {T i1,...,ip
j1,...,jq

},

ïðè êîòîðîì íàáîðû T = {T i1,...,ip
j1,...,jq

} è T ′ = {T i ′1,...,i
′
p

j ′1,...,j
′
q
}, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàçëè÷íûì áàçèñàì e1, . . . , en è e1′ , . . . , en′ , ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

T
i ′1,...,i

′
p

j ′1,...,j
′
q
= c

i ′1
i1
· · · c i

′
p

ip
c j1
j ′1
· · · c jqj ′q T

i1,...,ip
j1,...,jq

.

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ.

×èñëà T
i1,...,ip
j1,...,jq

íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà T .

Òåíçîðû òèïà (p, q) îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Tp
q(V )

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà

÷èñëà.
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Ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ T ∈ Pp
q(V ) îïðåäåëÿåò òåíçîð T ∈ Tp

q(V ) ïî
ôîðìóëå

T
i1,...,ip
j1,...,jq

:= T (εi1 , . . . , εip , e j1 , . . . , e jq).

Îáðàòíî, òåíçîð îïðåäåëÿåò ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå

T (ξ1, . . . , ξp, v1, . . . , vq) = ξ1i1 · · · ξ
p
ip
v j11 · · · v

jq
q T

i1,...,ip
j1,...,jq

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé P
p
q(V ) ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðîâ Tp
q(V ). Ýòî ñîîòâåòñòâèå

îáîáùàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè (èëè

ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè) è èõ ìàòðèöàìè.

Äàëåå ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè è òåíçîðû. Ìû

áóäåì ãîâîðèòü, íàïðèìåð, ÷òî îïåðàòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà (1, 1).
Áîëåå òî÷íî, òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó, � ýòî

ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó áàçèñó ìàòðèöû îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå.
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Ïðèìåð

1. Ñêàëÿðû λ ∈ k åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü òåíçîðàìè òèïà (0, 0): îíè íå

ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå áàçèñà.

2. Âåêòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà (1, 0). Òåíçîðíûé çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ v i
′
= c i

′
i v

i îïèñûâàåò èçìåíåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà

ïðè çàìåíå áàçèñà.

3. Êîâåêòîðû (ëèíåéíûå ôóíêöèè) � ýòî òåíçîðû òèïà (0, 1).
Òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ξi ′ = c ii ′ξi � ýòî çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè çàìåíå áàçèñà.

4. Áèëèíåéíûå ôóíêöèè � ýòî òåíçîðû òèïà (0, 2). Òåíçîðíûé çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ti ′j ′ = c ii ′c
j
j ′Tij � ýòî çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû

áèëèíåéíîé ôóíêöèè (â ìàòðè÷íîì âèäå: T ′ = C tTC ).

5. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà (1, 1). Òåíçîðíûé çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ T i ′
j ′ = c i

′
i c

j
j ′T

i
j � ýòî çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû

îïåðàòîðà (â ìàòðè÷íîì âèäå: T ′ = C−1TC ).
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6.3. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñâ¼ðòêà, îïóñêàíèå è

ïîäíÿòèå èíäåêñîâ

Îïðåäåëåíèå

Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé T ∈ Pp
q(V ) è

S ∈ Pr
s(V ) íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ T ⊗ S ∈ Pp+r

q+s(V ),
çàäàííàÿ ïî ôîðìóëå

T ⊗ S(ξ1, . . . , ξp, ξp+1, . . . , ξp+r , v1, . . . , vq, vq+1, . . . , vq+s) =

= T (ξ1, . . . , ξp, v1, . . . , vq) · S(ξp+1, . . . , ξp+r , vq+1, . . . , vq+s).

Ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè T ⊗ S ñîîòâåòñòâóåò òåíçîð T ⊗ S ∈ Tp+r
q+s(V ),

êîìïîíåíòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

(T ⊗ S)
i1,...,ip ,ip+1,...,ip+r

j1,...,jq ,jq+1,...,jq+s
= T

i1,...,ip
j1,...,jq

· S ip+1,...,ip+r

jq+1,...,jq+s
.

Òåíçîð T ⊗ S íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðîâ T è S .
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Îïåðàöèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, î÷åâèäíî, àññîöèàòèâíà (ò. å.

(T ⊗ S)⊗ R = T ⊗ (S ⊗ R)) è äèñòðèáóòèâíà (ò. å.

(λT + µS)⊗ R = λT ⊗ R + µS ⊗ R), íî íå êîììóòàòèâíà (âîîáùå
ãîâîðÿ, T ⊗ S 6= S ⊗ T ).

Ñóììà è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåâðàùàþò ¾ïðîñòðàíñòâî âñåõ

òåíçîðîâ¿ T(V ) =
⊕

p,q T
p
q(V ) â êîëüöî (òî÷íåå, àëãåáðó íàä

ïîëåì k), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òåíçîðíîé àëãåáðîé èëè àëãåáðîé

Ãðàññìàíà.

Ïðèìåð

Ïóñòü ξ, η ∈ V ∗ � ëèíåéíûå ôóíêöèè, ò. å. òåíçîðû òèïà (0, 1). Èõ
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ξ ⊗ η ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (0, 2), ò. å.
áèëèíåéíîé ôóíêöèåé. Ïî îïðåäåëåíèþ, çíà÷åíèå ýòîé áèëèíåéíîé

ôóíêöèè íà ïàðå âåêòîðîâ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(ξ ⊗ η)(u, v) = ξ(u) · η(v).
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Ñâ¼ðòêà

Ïóñòü òåïåðü T = {T i1,...,ip
j1,...,jq

} � òåíçîð ñ õîòÿ áû îäíèì âåðõíèì è

íèæíèì èíäåêñîì, ò. å. p > 0 è q > 0. Çàôèêñèðóåì îäèí âåðõíèé è

îäèí íèæíèé èíäåêñ (ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ýòî áóäóò ïåðâûå èíäåêñû) è

ñôîðìèðóåì ñëåäóþùèé íîâûé íàáîð èç np+q−2 ÷èñåë:

cT = {T k,i2,...,ip
k,j2,...,jq

},

ãäå êàê îáû÷íî ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó k ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ñóììèðîâàíèå.
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Ïðåäëîæåíèå

cT = {T k,i2,...,ip
k,j2,...,jq

} ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (p − 1, q − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òåíçîðíûé çàêîí. Ìû èìååì

(cT )
i ′2,...,i

′
p

j ′2,...,j
′
q
= T

k ′,i ′2,...,i
′
p

k ′,j ′2,...,j
′
q
= ck

′
i1 c

i ′2
i2
· · · c i

′
p

ip
c j1k ′c

j2
j ′2
· · · c jqj ′q T

i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jq

=

= c
i ′2
i2
· · · c i

′
p

ip
c j2
j ′2
· · · c jqj ′q c

k ′
i1 c

j1
k ′T

i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jq

= c
i ′2
i2
· · · c i

′
p

ip
c j2
j ′2
· · · c jqj ′q δ

j1
i1
T

i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jq

=

= c
i ′2
i2
· · · c i

′
p

ip
c j2
j ′2
· · · c jqj ′q T

k,i2,...,ip
k,j2,...,jq

= c
i ′2
i2
· · · c i

′
p

ip
c j2
j ′2
· · · c jqj ′q (cT )

i2,...,ip
j2,...,jq

,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Îïðåäåëåíèå

Òåíçîð cT = {T k,i2,...,ip
k,j2,...,jq

} íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé òåíçîðà T = {T i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jq

}
ïî (ïåðâûì) âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñàì. Ñâ¼ðòêà, î÷åâèäíî, çàäà¼ò

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Tp
q(V )→ T

p−1
q−1(V ).

Îïåðàöèþ ñâ¼ðòêè ìîæíî ïðîâîäèòü íåñêîëüêî ðàç äî èñ÷åðïàíèÿ

âåðõíèõ èëè íèæíèõ èíäåêñîâ. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíàÿ ñâ¼ðòêà (ïîñëå

êîòîðîé íå îñòà¼òñÿ ëèáî âåðõíèõ, ëèáî íèæíèõ èíäåêñîâ) íàçûâàåòñÿ

ïîëíîé ñâ¼ðòêîé.
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Ïðèìåð

1. Ïóñòü A � îïåðàòîð, ò. å. òåíçîð òèïà (1, 1). Ðåçóëüòàòîì åãî

ñâ¼ðòêè áóäåò òåíçîð òèïà (0, 0), ò. å. ñêàëÿð. Ýòîò ñêàëÿð � ýòî ñóììà

aii äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îïåðàòîðà A â ëþáîì áàçèñå, ò. å.

ñëåä îïåðàòîðà: cA = trA. Ïðîâåðêà òåíçîðíîãî çàêîíà äëÿ ñâ¼ðòêè â

äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íåçàâèñèìîñòè ñëåäà îò áàçèñà.

2. Ïóñòü B = {bj1j2} � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (òåíçîð òèïà (0, 2)), à
u = {ui1}, v = {v i2} � âåêòîðû (òåíçîðû òèïà (1, 0)). Ðàññìîòðèì
òåíçîð

B ⊗ u ⊗ v = {bj1j2ui1v i2}

òèïà (2, 2). Åãî ïîëíàÿ ñâ¼ðòêà åñòü ñêàëÿð

bklu
kv l = B(u, v)

� çíà÷åíèå áèëèíåéíîé ôóíêöèè íà äàííîé ïàðå âåêòîðîâ.
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