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5.10. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ëàãðàíæåâû

ïîäïðîñòðàíñòâà.

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî ñ ôèêñèðîâàííîé íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé

áèëèíåéíîé ôóíêöèåé. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîå

ïðîñòðàíñòâî V ñ ôèêñèðîâàííîé íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé

áèëèíåéíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ω : V × V → R,
(u, v) 7→ ω(u, v).

Ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà V âñåãäà ÷¼òíà (òàê êàê

â íå÷¼òíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íåò íåâûðîæäåííûõ

êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé). Ìû ôèêñèðóåì

îáîçíà÷åíèå dimV = n = 2m.
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Îïðåäåëåíèå

Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà U â ñèìïëåêòè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî

U⊥ = {v ∈ V : ω(u, v) = 0 äëÿ âñåõ u ∈ U}.

Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

âî ìíîãîì ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáûõ ïîäïðîñòðàíñòâ U è W ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà V
èìååì

à) dimU⊥ = n − dimU;

á) (U⊥)⊥ = U;

â) (U +W )⊥ = U⊥ ∩W⊥;

ã) (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥.
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Äîêàçàòåëüñòâî

à) dimU⊥ = n − dimU. Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , ek â U è äîïîëíèì åãî

äî áàçèñà e1, . . . , en â V . Ïóñòü â ýòîì áàçèñå êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ω çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé B = (bij), ò. å. ω(e i , e j) = bij . Òîãäà äëÿ
âåêòîðà x = x je j óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâó U⊥

çàïèñûâàåòñÿ k ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè

ω(e i , x) = ω(e i , x
je j) = bijx

j = 0, i = 1, . . . , k .

Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (k × n)-ìàòðèöó,
ñîñòàâëåííóþ èç ïåðâûõ k ñòðîê ìàòðèöû B . Òàê êàê ìàòðèöà B
íåâûðîæäåíà (èìååò ðàíã n), ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí k , à çíà÷èò
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðàâíà n − k = n − dimU, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

á) (U⊥)⊥ = U. Òàê êàê ω � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâåíñòâî

ω(u, v) = 0 äëÿ ëþáûõ u ∈ U è v ∈ U⊥ îçíà÷àåò, ÷òî U ⊂ (U⊥)⊥. Èç
óòâåðæäåíèÿ à) âûòåêàåò, ÷òî dim(U⊥)⊥ = n − (n − dimU) = dimU,
ïîýòîìó U = (U⊥)⊥.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 24 4 ìàÿ 2021 ã. 4 / 20



Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

â) Äîêàæåì, ÷òî (U +W )⊥ ⊂ U⊥ ∩W⊥. Ïóñòü v ∈ (U +W )⊥, ò. å.
ω(u +w , v) = 0 äëÿ ëþáûõ u ∈ U è w ∈W . Ïîëàãàÿ w = 0 è u = 0

ìû ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, v ∈ U⊥ è v ∈W⊥, îòêóäà v ∈ U⊥ ∩W⊥.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî U⊥ ∩W⊥ ⊂ (U +W )⊥. Ïóñòü v ∈ U⊥ ∩W⊥.
Òîãäà ω(u, v) = 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ U è ω(w , v) = 0 äëÿ ëþáîãî

w ∈W . Ñëåäîâàòåëüíî, ω(u +w , v) = 0, ò. å. v ∈ (U +W )⊥.

ã) ßñíî, ÷òî U⊥ ⊂ (U ∩W )⊥ è W⊥ ⊂ (U ∩W )⊥, îòêóäà
U⊥ +W⊥ ⊂ (U ∩W )⊥. Äàëåå, èìååì

dim(U⊥ +W⊥) = dimU⊥ + dimW⊥ − dim(U⊥ ∩W⊥) =

= dimU⊥ + dimW⊥ − dim(U +W )⊥ =

= n−dimU+n−dimW−n+dim(U+W ) = n−dim(U∩W ) = dim(U∩W )⊥.

Ïîýòîìó (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥.
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Òå æå ñâîéñòâà âûïîëíåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåâûðîæäåííîé

áèëèíåéíîé ôóíêöèè, íî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ëåâîå è

ïðàâîå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå.

Â îòëè÷èå îò åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàâåíñòâî V = U ⊕ U⊥ ìîæåò

íå èìåòü ìåñòà â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå

Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè ω|U = 0, ò. å.

ω(u,u′) = 0 äëÿ ëþáûõ u,u′ ∈ U.

Äðóãèìè ñëîâàìè, U èçîòðîïíî, åñëè U ⊂ U⊥. Äëÿ èçîòðîïíîãî

ïðîñòðàíñòâà ìû èìååì dimU 6 dimU⊥ = n − dimU, îòêóäà
dimU 6 m = n

2 .

Èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè m = dimV
2

íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì. Äëÿ òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà èìååì L = L⊥.
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Èç òåîðåìû î íîðìàëüíîì âèäå êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , e2n, äëÿ êîòîðîãî

ω(e i , e j) =

{
1, åñëè i íå÷¼òíî è j = i + 1,

0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i è j > i .

Ðàññìîòðèì íîâûé áàçèñ, ïîëó÷àåìûé ïåðåíóìåðàöèåé âåêòîðîâ

e1, . . . , e2n:
ai = e2i−1, bi = e2i , i = 1, . . . ,m.

Òàêîé áàçèñ a1, . . . , am,b1, . . . ,bm óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

ω(ai ,bj) = δij , ω(ai , aj) = ω(bi ,bj) = 0

è íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì èëè ãàìèëüòîíîâûì áàçèñîì. Ìàòðèöà

ôóíêöèè ω â ñèìïëåêòè÷åñêîì áàçèñå èìååò âèä

(
0 E
−E 0

)
.
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Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî áàçèñà ñðàçó âûòåêàåò

ñóùåñòâîâàíèå ëàãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Äëÿ êàæäîãî

ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ I = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . ,m} (âîçìîæíî,
ïóñòîãî) ïîëîæèì

LI = 〈ai : i ∈ I , bj : j /∈ I 〉.

ßñíî, ÷òî dim LI = m è LI � ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî. Â

÷àñòíîñòè, L{1,...,m} = 〈a1, . . . , am〉 è L∅ = 〈b1, . . . ,bm〉. Ëàãðàíæåâû
ïðîñòðàíñòâà âèäà LI íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè äëÿ äàííîãî

ñèìïëåêòè÷åñêîãî áàçèñà.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëàãðàíæåâûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ äîñòàòî÷íî ìíîãî.
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Ëåììà

Ëþáîå èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ñîäåðæèòñÿ â ëàãðàíæåâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü dimU = k . Ðàññìîòðèì ω|U⊥ � îãðàíè÷åíèå

êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ω íà ïîäïðîñòðàíñòâî U⊥. Òàê êàê
ω|U = 0 è U ⊂ U⊥, êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ω|U⊥ âûðîæäåíà

(åñëè U 6= {0}), à å¼ ðàíã ðàâåí

dimU⊥ − dim(U⊥)⊥ = dimU⊥ − dimU = n − k − k = 2(m − k).

Ïðèâåäÿ ôóíêöèþ ω|U⊥ ê íîðìàëüíîìó âèäó, ïîëó÷èì, ÷òî â

íåêîòîðîì áàçèñå a1, . . . , am−k ,b1, . . . ,bm−k , c1, . . . , ck å¼ ìàòðèöà

áóäåò èìåòü âèä

 0 E 0

−E 0 0

0 0 0

. Ïðè ýòîì U = 〈c1, . . . , ck〉.

Ðàññìîòðèì L = 〈b1, . . . ,bm−k , c1, . . . , ck〉. Òîãäà U ⊂ L è dim L = m.
Íàêîíåö, L ëàãðàíæåâî, òàê êàê ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ ω|L åñòü ïðàâûé

íèæíèé êâàäðàò èç íóëåé â ìàòðèöå îãðàíè÷åíèÿ ω|U⊥ .
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Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî ëàãðàíæåâà ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ V ñóùåñòâóåò òàêîå

ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî L̃, ÷òî

V = L⊕ L̃.

Ïîäïðîñòðàíñòâî L̃ ìîæíî âûáðàòü ñðåäè ñòàíäàðòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

LI = 〈ai : i ∈ I , bj : j /∈ I 〉, îòâå÷àþùèõ ïðîèçâîëüíîìó íàïåð¼ä
çàäàííîìó ñèìïëåêòè÷åñêîìó áàçèñó a1, . . . , am,b1, . . . ,bm.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L{1,...,m} = 〈a1, . . . , am〉 è ïóñòü I � òàêîå

ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ, ÷òî âåêòîðû ai , i ∈ I , ïîðîæäàþò â L{1,...,m}
ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïîëíèòåëüíîå ê L{1,...,m} ∩ L:

(L{1,...,m} ∩ L)⊕ 〈ai : i ∈ I 〉 = L{1,...,m}

(äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü áàçèñ e1, . . . , ek â L{1,...,m} ∩ L è çàòåì

âûáðîñèòü èç ñåìåéñòâà âåêòîðîâ e1, . . . , ek , a1, . . . , am âñå âåêòîðû,

ëèíåéíî âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå). Òàê êàê

L{1,...,m} ∩ L ⊂ L = L⊥ è 〈ai : i ∈ I 〉 ⊂ LI = L⊥I , ìû èìååì

L{1,...,m} = (L{1,...,m} ∩ L)⊕ 〈ai : i ∈ I 〉 ⊂ L⊥ + L⊥I = (L ∩ LI )
⊥.

Ñëåäîâàòåëüíî, L ∩ LI ⊂ L⊥{1,...,m} = L{1,...,m}. Òîãäà

L∩LI = (L∩L{1,...,m})∩(LI ∩L{1,...,m}) = (L∩L{1,...,m})∩〈ai : i ∈ I 〉 = {0}.

Òàê êàê dim L+ dim LI = dimV , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî V = L⊕ LI .
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5.11. Îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïñåâäîåâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñêàæåì, ÷òî íà V çàäàíî

îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, åñëè íà V çàäàíà ôèêñèðîâàííàÿ

íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ B. Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûì

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì áóäåì îáîçíà÷àòü îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç (x , y) = B(x , y).

Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ

áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ) è ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå � íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ).
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Îïðåäåëåíèå

Ïñåâäîåâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ

îáîáù¼ííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, çàäàâàåìûì íåâûðîæäåííîé

ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåë¼ííîé).

Ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè p + q ñ ñèììåòðè÷åñêîé

áèëèíåéíîé ôóíêöèåé ñèãíàòóðû p − q îáîçíà÷àåòñÿ Rp,q.

Ïðîñòðàíñòâî R1,3 íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî, îíî

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ñïåöèàëüíîé òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð A : V → V ñîõðàíÿåò îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

åñëè (Ax ,Ay) = (x , y) äëÿ ëþáûõ x , y ∈ V .
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé G â

íåêîòîðîì áàçèñå. Òîãäà îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé A â òîì æå

áàçèñå, ñîõðàíÿåò îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå AtGA = G .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü â áàçèñå e1, . . . , en èìååì Ae i = ajie j è gij = (e i , e j). Òîãäà äëÿ

ìàòðèö A = (aji ) è G = (gij) èìååì

(e i , e j) = gij = (G )ij ,

(Ae i ,Ae j) = (aki ek , a
l
je l) = aki a

l
j(ek , e l) = aki gkla

l
j = (AtGA)ij .

Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (Ae i ,Ae j) = (e i , e j) äëÿ âñåõ i , j ýêâèâàëåíòíû
ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ AtGA = G .
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Ïðåäëîæåíèå

Îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò îáîáù¼ííîå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, è êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì

òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Êðîìå òîãî, åñëè îïåðàòîð A,
ñîõðàíÿþùèé îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, îáðàòèì, òî A−1
òàêæå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(A−1x ,A−1y) = (AA−1x ,AA−1y) = (x , y).

Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

AtGA = G . Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ äà¼ò

(detA)2 detG = detG ; òàê êàê ìàòðèöà G íåâûðîæäåíà, ïîëó÷àåì

detA 6= 0.
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Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èìååì G = E è

ñîîòíîøåíèå AtGA = G ïðåâðàùàåòñÿ â AtA = E , ÷òî âûäåëÿåò

îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû.

Ïî àíàëîãèè, íàçîâ¼ì áàçèñ e1, . . . , ep+q ïñåâäîåâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà Rp,q îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè (e i , e j) = 0 ïðè i 6= j ,
(e i , e i ) = 1 ïðè 1 6 i 6 p è (e i , e i ) = −1 ïðè p + 1 6 i 6 p + q.

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå îáîáù¼ííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â

ïðîñòðàíñòâå Rp,q çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(x , y) = x1y1 + . . .+ xpyp − xp+1yp+1 − . . .− xp+1yp+q.
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Ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â

Rn, óæå èçâåñòíà íàì êàê îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(n).

Îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ïñåâäîåâêëèäîâî ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â Rp,q, íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è

îáîçíà÷àåòñÿ O(p, q). Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà A
ïñåâäîîðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

AtGA = G , ãäå G =

(
E 0

0 −E

)
ñ áëîêàìè ðàçìåðîâ p è q. Òàêèå

ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ïñåâäîîðòîãîíàëüíûìè.

Ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñèìïëåêòè÷åñêîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â R2m, íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé è

îáîçíà÷àåòñÿ Sp(2m). Â ãàìèëüòîíîâîì áàçèñå ìàòðèöà A
ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ AtGA = G ,

ãäå G =

(
0 E
−E 0

)
ñ áëîêàìè ðàçìåðà m. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêèìè.
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Ïðèìåð (íàïîìèíàíèå)

Îðòîãîíàëüíûå 2× 2-ìàòðèöû A =

(
a b
c d

)
∈ O(2)ðàñïàäàþòñÿ â äâà

ñåìåéñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ïàðàìåòðèçóåòñÿ óãëîì ϕ ∈ [0, 2π):(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
,

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
.
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Ïðèìåð

Ïñåâäîîðòîãîíàëüíûå 2× 2-ìàòðèöû

(
a b
c d

)
∈ O(1, 1) îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèåì (
a c
b d

)(
1 0

0 −1

)(
a b
c d

)
=

(
1 0

0 −1

)
,

ò. å. a2 − c2 = 1, b2 − d2 = −1 è ab − cd = 0. Çäåñü èìååòñÿ ÷åòûðå

ñåìåéñòâà: (
chψ shψ
shψ chψ

)
,

(
− chψ − shψ
− shψ − chψ

)
,

(
− chψ − shψ
shψ chψ

)
,

(
chψ shψ
− shψ − chψ

)
,

ãäå ψ ∈ (−∞,+∞) � óãîë ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà. Ìàòðèöû èç

ïåðâûõ äâóõ ñåìåéñòâ èìåþò îïðåäåëèòåëü 1, à èç ïîñëåäíèõ äâóõ �

îïðåäåëèòåëü −1.
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Ïðèìåð

Ñèìïëåêòè÷åñêèå 2× 2-ìàòðèöû A =

(
a b
c d

)
∈ Sp(2) îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèåì (
a c
b d

)(
0 1

−1 0

)(
a b
c d

)
=

(
0 1

−1 0

)
,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ detA = 1. Òàêèì îáðàçîì,

Sp(2) = SL(2,R).

Ìîæíî äîêàçàòü (çàäà÷à), ÷òî îïðåäåëèòåëü ëþáîé ñèìïëåêòè÷åñêîé

ìàòðèöû ðàâåí åäèíèöå. Îäíàêî Sp(2m) 6= SL(2m,R) ïðè m > 1.
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