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5.7. Ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè â åâêëèäîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

x 7→ ξx = (x , · ) óñòàíàâëèâàåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì V → V ∗

ìåæäó V è åãî äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì V ∗. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì

îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé Hom(V ,V ) è
Hom(V ,V ∗).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Hom(V ,V ) � ýòî ïðîñòðàíñòâî End(V ) ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ, à Hom(V ,V ∗) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì

áèëèíåéíûõ ôóíêöèé B(V ). Åñëè âíèêíóòü â ïîñòðîåíèå ýòèõ

èçîìîðôèçìîâ, òî ìû óâèäèì, ÷òî â ÿâíîì âèäå êàíîíè÷åñêèé

èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðîâ è ïðîñòðàíñòâîì

áèëèíåéíûõ ôóíêöèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå ëåãêî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå A 7→ BA = (A · , · )
óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ψ : End(V )→ B(V ) ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì
îïåðàòîðîâ è ïðîñòðàíñòâîì áèëèíåéíûõ ôóíêöèé. Çäåñü

BA = (A · , · ) � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

BA(x, y) = (Ax, y).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà End(V ) è B(V ) èìåþò îäèíàêîâóþ
ðàçìåðíîñòü n2, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ìîíîìîðôíîñòü

îòîáðàæåíèÿ ψ. Ïóñòü ψ(A) = 0, ò. å. BA � òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ

ôóíêöèÿ. Òîãäà (Ax , y) = 0 äëÿ ëþáûõ x , y . Â ÷àñòíîñòè,

(Ax ,Ax) = 0 äëÿ ëþáîãî x , ò. å. Ax = 0 è A = O � íóëåâîé

îïåðàòîð.

Ýòî óòâåðæäåíèå èìååò âàæíûå ñëåäñòâèÿ: îíî ïîçâîëÿåò ïåðåâîäèòü

óòâåðæäåíèÿ îá îïåðàòîðàõ â óòâåðæäåíèÿ î áèëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ è

íàîáîðîò. Îäíî èç îñíîâíûõ ïðèëîæåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
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Òåîðåìà

Äëÿ áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì å¼ ìàòðèöà

äèàãîíàëüíà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü B � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ è A �

ñîîòâåòñòâóþùèé åé îïåðàòîð, ò. å. B = BA. Òîãäà èç B(x , y) = B(y , x)
ïîëó÷àåì (Ax , y) = (Ay , x) = (x ,Ay), ò. å. îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæ¼í.

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ îïåðàòîðà A, ò. å. Ae i = λie i . Òîãäà äëÿ ìàòðèöû B = (bij)
ôóíêöèè B â ýòîì áàçèñå èìååì

bij = B(e i , e j) = (Ae i , e j) = (λie i , e j) = λiδij ,

ò. å. ìàòðèöà B äèàãîíàëüíà (è ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé

îïåðàòîðà A).
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè è

ìàòðèöà îïåðàòîðà ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ïóñòü B �

ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå. Ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñ ìàòðèöåé C ìàòðèöà B
ïåðåõîäèò â ìàòðèöó B ′ = C tBC . Òàê êàê ìàòðèöà C îðòîãîíàëüíà, òî

æå ïðåîáðàçîâàíèå ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå B ′ = C−1BC . Íî ýòî �

çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà. Òàê êàê îïåðàòîð ñ

ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé B â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

ñàìîñîïðÿæ¼í, åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Îïðåäåëåíèå

Äèàãîíàëüíûé âèä, ê êîòîðîìó ïðèâîäèòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ

áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà) îðòîãîíàëüíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 23 30 àïðåëÿ 2021 ã. 5 / 17



Ïðåäëîæåíèå

Êàíîíè÷åñêèé âèä ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè

(êâàäðàòè÷íîé ôîðìû) åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè

äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòè ýëåìåíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â ëþáîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Q � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êàíîíè÷åñêîãî âèäà � ýòî

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà ñ ìàòðèöåé Q, ò. å.
êîðíè óðàâíåíèÿ det(Q − tE ) = 0. Â äðóãîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû åñòü Q ′ = C tQC è å¼ ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ det(Q ′ − tE ) = 0. Òàê êàê

det(Q ′ − tE ) = det(C tQC − tC tC ) = det(C t(Q − tE )C ) =

= det(C tC ) det(Q − tE ) = det(Q − tE ),

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö Q è Q ′ ñîâïàäàþò.
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5.8. Ïðèâåäåíèå ïàðû ôîðì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû òàêæå íàçûâàþò

å¼ ãëàâíûìè îñÿìè, à ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó �

ïðèâåäåíèåì ê ãëàâíûì îñÿì.

Ìîäèôèêàöèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî

ïðèâîäèòü ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (ê ãëàâíûì îñÿì) ñðàçó äâå

êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, îäíà èç êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Òåîðåìà

Ïóñòü äàíû äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû Q(x) è B(x), ïðè÷¼ì ôîðìà

Q(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàìåíà

êîîðäèíàò x = Cy , ïðèâîäÿùàÿ ôîðìó Q(x) ê íîðìàëüíîìó âèäó

(y1)2 + . . .+ (yn)2, à ôîðìó B(x) � ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

λ1(y
1)2 + . . .+ λn(y

n)2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìå Q(x), ïðåâðàùàåò V â

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ìàòðèöà Ãðàìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

åñòü Q. Â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà Ãðàìà (îíà æå

ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(x)) áóäåò åäèíè÷íîé. Ñîãëàñíî
ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â

êîòîðîì ìàòðèöà ôîðìû B(x) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìàòðèöà C çàìåíû êîîðäèíàò èç ïðåäûäóùåé

òåîðåìû íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé: âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ C tC = E
îíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ C tQC = E . Äðóãèìè ñëîâàìè,

ñòîëáöû ìàòðèöû C îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rn ñ ìàòðèöåé Ãðàìà Q.

Åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ïðåâðàòèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î

ïðèâåäåíèè ïàðû ôîðì â ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì, òî íàì ïðèä¼òñÿ

äåéñòâîâàòü â äâà øàãà:

ñíà÷àëà íàéòè ìàòðèöó C ′, ïðèâîäÿùóþ Q ê åäèíè÷íîìó âèäó, ò. å.

(C ′)tQC ′ = E , à ìàòðèöó B ê íåêîòîðîìó âèäó B ′ = (C ′)tBC ′;

çàòåì íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó C ′′, ïðèâîäÿùóþ B ′ ê
êàíîíè÷åñêîìó (äèàãîíàëüíîìó) âèäó, ò. å. (C ′′)tB ′C ′′ = D �

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà;

òîãäà äëÿ C = C ′C ′′ ìû èìååì C tQC = E è C tBC = D.

Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ýòî ìåòîä íå î÷åíü ýôôåêòèâåí. Áîëåå

ýôôåêòèâíûé ìåòîä îñíîâàí íà ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü äàíû äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû Q(x) è B(x), ïðè÷¼ì Q(x)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Êîðíè óðàâíåíèÿ det(B − tQ) = 0

íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðû ôîðì Q(x) è B(x).

Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðû ôîðì Q(x) è B(x). Íåíóëåâîé
âåêòîð y , óäîâëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå óðàâíåíèé (B − λQ)y = 0,

íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïàðû ôîðì, ñîîòâåòñòâóþùèì

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Òåîðåìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ çàìåíà x = Cy ïðèâîäèò ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåë¼ííóþ ôîðìó Q(x) ê íîðìàëüíîìó âèäó (y1)2 + . . .+ (yn)2, à
ôîðìó B(x) � ê äèàãîíàëüíîìó âèäó λ1(y

1)2 + . . .+ λn(y
n)2.

Òîãäà ÷èñëà λ1, . . . , λn ñóòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïàðû ôîðì Q(x)
è B(x), à ñòîëáöû ìàòðèöû C îáðàçóþò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ïàðû ôîðì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôîðìîé Q(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû èìååì C tQC = E , à C tBC = D, ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ

÷èñëàìè λ1, . . . , λn íà äèàãîíàëè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i ìàòðèöà D − λiE
âûðîæäåíà, ñëåäîâàòåëüíî,

0 = det(D − λiE ) = det(C tBC − λiC tQC ) =

= det(C t(B − λiQ)C ) = det(C )2 det(B − λiQ).

Òàê êàê ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

det(B − λiQ) = 0, ò. å. λi � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðû ôîðì.

Ïóñòü ci � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû C . Èç ñîîòíîøåíèÿ
C t(B − λiQ)C = D − λiE ìû ïîëó÷àåì, ÷òî i-é ñòîëáåö ìàòðèöû

C t(B − λiQ)C íóëåâîé, ò. å. C t(B − λiQ)ci = 0. Òàê êàê ìàòðèöà C
îáðàòèìà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (B − λiQ)ci = 0, ò. å. ci � ñîáñòâåííûé

âåêòîð ïàðû ôîðì, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi .

Íàêîíåö, ñîîòíîøåíèå C tQC = E âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòîëáöû

ìàòðèöû C îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ ìàòðèöåé Ãðàìà Q.
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5.9. Êîñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè

Ïóñòü B � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîñòðàíñòâå

íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé 2. Ñîîòâåòñòâóþùóþ åé

êîñîñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó B(x , y) = bijx
iy j , ãäå

bji = −bij , ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B(x , y) =
∑
i<j

bij(x
iy j − x jy i ).

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè B íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé 2, ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì å¼ ìàòðèöà

áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ñ áëîêàìè ðàçìåðà 1 èëè 2, ïðè÷¼ì áëîêè

ðàçìåðà 1 íóëåâûå, à áëîêè ðàçìåðà 2 èìåþò âèä

(
0 1

−1 0

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó

B(x , y) ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(x1y2 − x2y1) + (x3y4 − x4y3) + . . .+ (x2k−1y2k − x2ky2k−1).
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V .

Ïðè dimV = 1 äîêàçûâàòü íå÷åãî, òàê êàê êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ íóëåâàÿ (çäåñü ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå

ðàâíà 2).

Ïóñòü dimV = 2. Òîãäà ìàòðèöà êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè â

ïðîèçâîëüíîì áàçèñå e1, e2 èìååò âèä

(
0 b
−b 0

)
, ãäå

b = b12 = B(e1, e2). Ïóñòü b 6= 0 (èíà÷å ìû óæå èìååì äâà áëîêà èç

íóëåé). Òîãäà â íîâîì áàçèñå e1′ = e1 è e2′ =
1
be2 ìû èìååì

b′12 = B(e1′ , e2′) = B(e1,
1

b
e2) =

1

b
B(e1, e2) = 1,

ò. å. ìàòðèöà êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû èìååò òðåáóåìûé âèä(
0 1

−1 0

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ ïðîñòðàíñòâ

ðàçìåðíîñòè ìåíüøå n, è äîêàæåì åãî äëÿ ðàçìåðíîñòè n. Ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ B íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé (èíà÷å

äîêàçûâàòü íå÷åãî). Ïóñòü b12 = B(e1, e2) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà

e1, . . . , en. Ïîïûòàåìñÿ çàìåíèòü áàçèñíûå âåêòîðû òàê, ÷òîáû íîâûå

âåêòîðû e1′ , . . . , en′ óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèÿì

B(e1′ , e2′) = 1, B(e1′ , e i ′) = B(e2′ , e i ′) = 0 ïðè i > 3. (1)

Íîâûé áàçèñ áóäåì èñêàòü â âèäå

e1′ = e1, e2′ = ce2, e i ′ = e i + c1i ′e1 + c2i ′e2 ïðè i > 3.

Ïîäñòàâèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (1), ïîëó÷èì c = 1
b12

è

0 = B(e1′ , e i ′) = B(e1, e i + c1i ′e1 + c2i ′e2) = b1i + c2i ′b12,

îòêóäà c2i ′ = −
b1i
b12

. Àíàëîãè÷íî,

0 = B(e2′ , e i ′) = B(ce2, e i + c1i ′e1 + c2i ′e2) = c(b2i − c1i ′b12),

îòêóäà c1i ′ =
b2i
b12

.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Îêîí÷àòåëüíî, íàøà çàìåíà áàçèñà èìååò âèä

e1′ = e1, e2′ =
1

b12
e2, e i ′ = e i +

b2i
b12

e1 −
b1i
b12

e2 ïðè i > 3.

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

B(e1′ , e2′) = 1, B(e1′ , e i ′) = B(e2′ , e i ′) = 0 ïðè i > 3,

ò. å. â íîâîì áàçèñå ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè B èìååò âèä

B ′ =


0 1

−1 0

0 · · · 0

0 · · · 0

0 0
...

...
0 0

B̃ ′


ãäå B̃ ′ � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè B íà ïîäïðîñòðàíñòâå

〈e3′ , . . . , en′〉. Òàê åãî ðàçìåðíîñòü n − 2, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

â í¼ì ñóùåñòâóåò òðåáóåìûé áàçèñ e3′′ , . . . , en′′ . Òîãäà â áàçèñå
e1′ , e2′ , e3′′ , . . . , en′′ èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà V ìàòðèöà

êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè B èìååò òðåáóåìûé âèä.
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Âèä, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì

âèäîì êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû.

Ñëåäñòâèå

à) Ðàíã êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè � ÷¼òíîå ÷èñëî.

á) Êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîñòðàíñòâå

íå÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè âñåãäà âûðîæäåíà.
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ßñíî, ÷òî íîðìàëüíûé âèä êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû

çàâèñèò òîëüêî îò å¼ ðàíãà, è ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì:

Ïðåäëîæåíèå

Äâå êîñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç

äðóãà ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ

ðàíãè ñîâïàäàþò.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé, íîðìàëüíûé âèä êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò

ïîëÿ (ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî õàðàêòåðèñòèêà îòëè÷íà îò 2).
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