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5.4. Íîðìàëüíûé âèä ýðìèòîâûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ

ôóíêöèé

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîé ýðìèòîâîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè S ñóùåñòâóåò áàçèñ,

â êîòîðîì å¼ ìàòðèöà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä ñ 1, −1 è 0 íà

äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû äëÿ

ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé: îòëè÷èå èìååòñÿ ëèøü âî

âñïîìîãàòåëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ìû ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî

ìåòîäîì ïîèñêà áàçèñà.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü S = (sij) � ìàòðèöà ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè S â èñõîäíîì

áàçèñå, ò. å. sij = S(e i , e j).

Îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè ïåðâûé äèàãîíàëüíûé

ýëåìåíò îòëè÷åí îò íóëÿ, ò. å. s11 = S(e1, e1) 6= 0. Çàìåíà áàçèñà

ïðîèçâîäèòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé

áèëèíåéíîé ôóíêöèè:

e1′ = e1,

e2′ = e2 −
S(e1, e2)
S(e1, e1)

e1 = e2 −
s12
s11

e1,

· · ·

en′ = en −
S(e1, en)

S(e1, e1)
e1 = en −

s1n
s11

e1.

Ïåðâîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè s11 = 0,

íî ñóùåñòâóåò sii 6= 0, è çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåñòàíîâêå 1-ãî è i-ãî
áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Âòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè âñå

sii = S(e i , e i ) ðàâíû íóëþ. Ïóñòü s12 = S(e1, e2) 6= 0. Çäåñü âîçìîæíû

äâà ñëó÷àÿ: Re s12 6= 0 è Re s12 = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì òó æå

çàìåíó, ÷òî è äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé:

e1′ = e1 + e2, e2′ = e2, . . . , en′ = en.

Òîãäà â íîâîì áàçèñå ìû èìååì

s ′11 = S(e1′ , e1′) = S(e1 + e2, e1 + e2) = S(e1, e2) + S(e2, e1) =
= 2Re s12 6= 0.

Äàëåå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Åñëè æå Re s12 = 0, òî Im s12 6= 0 (òàê êàê s12 6= 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ).

Â ýòîì ñëó÷àå äåëàåì çàìåíó

e1′ = e1 + ie2, e2′ = e2, . . . , en′ = en.

Òîãäà â íîâîì áàçèñå ìû èìååì

s ′11 = S(e1′ , e1′) = S(e1 + ie2, e1 + ie2) =

= iS(e1, e2)− iS(e2, e1) = −2 Im s12 6= 0,

è ìû ñíîâà ìîæåì ïðèìåíèòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå è äîïîëíÿÿ åãî â

íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ âñïîìîãàòåëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèåì, ìû

ïîëó÷àåì áàçèñ f 1, . . . , f n, â êîòîðîì ìàòðèöà ýðìèòîâîé ôóíêöèè S
èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Ïóñòü S(f i , f i ) = rii . Ýòè ÷èñëà âåùåñòâåííû â ñèëó ýðìèòîâîñòè.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé íàä R.
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Ýðìèòîâà ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöå èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, èìååò âèä

x1y1 + . . .+ xpyp − xp+1yp+1 − . . .− xp+qyp+q.

Ýòîò âèä íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âèäîì ýðìèòîâîé ïîëóòîðàëèíåéíîé

ôîðìû.
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5.5. Çàêîí èíåðöèè. Åäèíñòâåííîñòü íîðìàëüíîãî âèäà

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû íàä C íîðìàëüíûé âèä

çàâèñèò òîëüêî îò å¼ ðàíãà, è ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì:

Ïðåäëîæåíèå

Äâå êîìïëåêñíûå ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû (êîìïëåêñíûå

êâàäðàòè÷íûå ôîðìû) ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ëèíåéíîé çàìåíîé

êîîðäèíàò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàíãè ñîâïàäàþò.

Â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì è â ñëó÷àå

ýðìèòîâûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì ñèòóàöèÿ ñëîæíåå: èõ íîðìàëüíûé

âèä íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ëèøü ðàíãîì, à çàâèñèò åù¼ îò êîëè÷åñòâà

1 è −1 íà äèàãîíàëè ìàòðèöû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íîðìàëüíûé âèä

òàêîé ôîðìû íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó.
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Òåîðåìà (çàêîí èíåðöèè)

Êîëè÷åñòâî 1, −1 è 0 íà äèàãîíàëè íîðìàëüíîãî âèäà ìàòðèöû

âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè B íå çàâèñèò îò

ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(x) âåùåñòâåííîé
ëèíåéíîé çàìåíîé x = Cy ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(y1)2 + . . .+ (yp)2 − (yp+1)2 − . . .− (yp+q)2,

à âåùåñòâåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé x = C ′z � ê âèäó

(z1)2 + . . .+ (zp
′
)2 − (zp

′+1)2 − . . .− (zp
′+q′)2,

òî ìû èìååì p = p′ è q = q′.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü (x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòû â èñõîäíîì áàçèñå e1, . . . , en,

(y1, . . . , yn) � êîîðäèíàòû â áàçèñå f 1, . . . , f n, à (z1, . . . , zn) �
êîîðäèíàòû â áàçèñå g1, . . . , gn. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà

U+ = 〈f 1, . . . , f p〉, U− = 〈f p+1, . . . , f p+q〉, U0 = 〈f p+q+1, . . . , f n〉,
W+ = 〈g

1
, . . . , gp′〉, W− = 〈gp′+1

, . . . , gp′+q′〉, W0 = 〈gp′+q′+1
, . . . , gn〉.

Äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ U+ ìû èìååì x = y1f 1 + . . .+ ypf p è

ïîýòîìó B(x , x) = (y1)2 + . . .+ (yp)2 > 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè

x ∈ U− ⊕ U0, òî B(x , x) 6 0. Äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈W+ ìû

èìååì B(x , x) > 0, à äëÿ x ∈W− ⊕W0 èìååì B(x , x) 6 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p > p′. Òîãäà

dimU+ + dim(W− ⊕W0) = p + (n − p′) > n = dimV ,

çíà÷èò, U+ ∩ (W− ⊕W0) 6= {0}. Âîçüì¼ì íåíóëåâîé âåêòîð x â ýòîì

ïåðåñå÷åíèè. Òàê êàê x ∈ U+, èìååì B(x , x) > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç

x ∈W− ⊕W0 ñëåäóåò, ÷òî B(x , x) 6 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî

ïðèâîäèòñÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ ñëó÷àé p < p′.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Ñëåäîâàòåëüíî, p = p′. Êðîìå òîãî, p + q = p′ + q′ = rkB, à çíà÷èò è
q = q′.

Èìååò ìåñòî òàêæå çàêîí èíåðöèè äëÿ ýðìèòîâûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ

ôóíêöèé, êîòîðûé äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî:

Òåîðåìà

Êîëè÷åñòâî 1, −1 è 0 íà äèàãîíàëè íîðìàëüíîãî âèäà ìàòðèöû

ýðìèòîâîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò ñïîñîáà

ïðèâåäåíèÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó.

Îïðåäåëåíèå

Ðàçíîñòü p − q ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ

äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íîðìàëüíîì âèäå íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé

èëè èíäåêñîì èíåðöèè âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé

ôóíêöèè (ýðìèòîâîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè).
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Èç çàêîíà èíåðöèè ñëåäóåò, ÷òî ñèãíàòóðà, êàê è ðàíã, ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíîì âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè

(ýðìèòîâîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè), ò. å. íå çàâèñèò îò áàçèñà.

Ñëåäñòâèå

Äâå âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû èëè äâå

ýðìèòîâû ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà

ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàíãè è

ñèãíàòóðû ñîâïàäàþò.

Âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ìîæíî ñâåñòè â îäíî óòâåðæäåíèå:

íîðìàëüíûé âèä ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè èëè ýðìèòîâîé

ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè åäèíñòâåí.
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5.6. Òåîðåìà ßêîáè. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà

Òåîðåìà ßêîáè ïîçâîëÿåò (ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî

äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ) íàéòè íîðìàëüíûé âèä êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû áåç íàõîæäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâûì ìèíîðîì ïîðÿäêà k ìàòðèöû Q íàçûâàåòñÿ

ìèíîð (îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû), ñîñòàâëåííûé èç ïåðâûõ k ñòðîê è

ïåðâûõ k ñòîëáöîâ.

Óãëîâîé ìèíîð ïîðÿäêà k áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |Qk |.

Òåîðåìà (ßêîáè)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû Q êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû îòëè÷íû îò íóëÿ äî ïîðÿäêà r = rkQ. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìåíà

êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùàÿ äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó

|Q1|(x1)2 +
|Q2|
|Q1|

(x2)2 + . . .+
|Qr |
|Qr−1|

(x r )2.
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Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó. Ñêàæåì, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò

ìåñòî ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé, åñëè îíà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì èñêëþ÷èòåëüíî îñíîâíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà.

Ëåììà

Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(x) èìååò ìåñòî ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå óãëîâûå ìèíîðû å¼ ìàòðèöû Q îòëè÷íû îò

íóëÿ äî ïîðÿäêà r = rkQ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü óãëîâûå ìèíîðû äî ïîðÿäêà r îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà

q11 = |Q1| � óãëîâîé ìèíîð ïîðÿäêà 1, êîòîðûé íå ðàâåí íóëþ ïî

ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, íà ïåðâîì øàãå ïðèìåíèìî îñíîâíîå

ïðåîáðàçîâàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü ïîñëå k-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäà

Ëàãðàíæà ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðèíèìàåò âèä

Q ′ =


q′
11

0

. . . 0

0 q′kk
q′k+1,k+1

. . .

0
.
.
.

. . .


Ìàòðèöà çàìåíû êîîðäèíàò äëÿ îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü

C =


1 − q12

q11
· · · − q1n

q11

0 1 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · 1


Äëÿ óãëîâûõ ïîäìàòðèö Qk ìû èìååì Q ′k = C t

kQkCk , ãäå Ck � óãëîâàÿ

ïîäìàòðèöà ìàòðèöû C . Òàê êàê detCk = 1, ìû ïîëó÷àåì |Q ′k | = |Qk |,
ò. å. óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå ìåíÿþòñÿ ïðè

îñíîâíîì ïðåîáðàçîâàíèè ìåòîäà Ëàãðàíæà.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Âîçâðàùàÿñü ê ìàòðèöå

Q ′ =


q′
11

0

. . . 0

0 q′kk
q′k+1,k+1

. . .

0
.
.
.

. . .


ìû ïîëó÷àåì |Qk+1| = |Q ′k+1| = q′11 · · · q′kkq′k+1,k+1 6= 0 ïðè k < r ïî
ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, q′k+1,k+1 6= 0, è ìû ñíîâà ìîæåì

ïðèìåíèòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïîñëå r -êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì

ìàòðèöó Q ′ êàê âûøå, ãäå k = r è ìàòðèöà â ïðàâîì íèæíåì óãëó

ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèâåäåíà ê

äèàãîíàëüíîìó âèäó ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îñíîâíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà, è ìû èìååì ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü èìååò ìåñòî ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé, ò. å. ôîðìà ïðèâåäåíà ê

äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ íåíóëåâûìè ÷èñëàìè q′11, . . . , q
′
rr íà äèàãîíàëè

ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà, òàê

êàê óãëîâûå ìèíîðû íå ìåíÿþòñÿ ïðè îñíîâíîì ïðåîáðàçîâàíèè, ìû

èìååì |Qk | = |Q ′k | = q′11 · · · q′kk 6= 0 ïðè k 6 r .
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Òåîðåìà (ßêîáè)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû Q êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû îòëè÷íû îò íóëÿ äî ïîðÿäêà r = rkQ. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìåíà

êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùàÿ äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó

|Q1|(x1)2 +
|Q2|
|Q1|

(x2)2 + . . .+
|Qr |
|Qr−1|

(x r )2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû, ìû ìîæåì ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

q′11(u
1)2 + . . .+ q′rr (u

r )2

èñïîëüçóÿ ëèøü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà. Òîãäà

|Qk | = |Q ′k | = q′11 · · · q′kk ïðè k 6 r , ò. å. q′kk = |Qk |
|Qk−1| , ÷òî è

òðåáîâàëîñü.
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Îïðåäåëåíèå

Ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ B íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåë¼ííîé, åñëè B(x , x) > 0 ïðè x 6= 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Q(x) > 0 ïðè x 6= 0

è òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

çàäà¼ò â ïðîñòðàíñòâå V ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å. ïðåâðàùàåò V â

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Òåîðåìà (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà)

Ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà)

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå óãëîâûå

ìèíîðû å¼ ìàòðèöû â íåêîòîðîì áàçèñå ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü âñå óãëîâûå ìèíîðû |Qk | ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(x)
ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû ßêîáè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó Q(u) = q′11(u
1)2 + . . .+ q′nn(u

n)2, ãäå

n = rkQ = dimV , à q′kk = |Qk |
|Qk−1| > 0. Òàêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òàê êàê Q(u) > 0 ïðè u 6= 0.

Îáðàòíî, ïóñòü Q(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òàê êàê â ëþáîì
áàçèñå ìû èìååì qii = B(e i , e i ) > 0, âñåãäà ïðèìåíèìî îñíîâíîå

ïðåîáðàçîâàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ

îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ìû ïðèâåä¼ì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó

Q(u) = q′11(u
1)2 + . . .+ q′nn(u

n)2, ãäå q′ii > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Qk | = |Q ′k | = q′11 · · · q′kk > 0 äëÿ ëþáîãî k .
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