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5.2. Ñèììåòðè÷åñêèå, êîñîñèììåòðè÷åñêèå è ýðìèòîâû

ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå

Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ B : V × V → k íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè

B(y , x) = B(x , y), è êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè B(y , x) = −B(x , y),
äëÿ ëþáûõ x , y ∈ V .

Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ S : V × V → C â êîìïëåêñíîì

ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, åñëè S(y , x) = S(x , y), è
êîñîýðìèòîâîé, åñëè S(y , x) = −S(x , y).

Ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêîé (êîñîñèììåòðè÷åñêîé) áèëèíåéíîé ôóíêöèè

â ëþáîì áàçèñå ñèììåòðè÷íà (ñîîòâåòñòâåííî, êîñîñèììåòðè÷íà).

Ìàòðèöà ýðìèòîâîé (êîñîýðìèòîâîé) ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè â

ëþáîì áàçèñå ýðìèòîâà (ñîîòâåòñòâåííî, êîñîýðìèòîâà).

Êðîìå òîãî, ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ S ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ iS ÿâëÿåòñÿ êîñîýðìèòîâîé.
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Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k îòëè÷íà

îò 2.

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íàä k íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí

âòîðîé ñòåïåíè îò n ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xn), ò. å. ìíîãî÷ëåí âèäà

Q(x) = Q(x1, . . . , xn) = qijx
ix j =

n∑
i=1

qii (x
i )2 +

∑
i<j

2qijx
ix j ,

ãäå qji = qij ∈ k. Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà Q = (qij) ðàçìåðà n × n
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.
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Åñëè B(x , y) = bijx
iy j � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, òî

B(x , x) = bijx
ix j ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ñ ìàòðèöåé B .

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà B(x , x) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò

ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó B(x , y), à çíà÷èò è
ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ B(x , y).

Ýòî ìîæíî óâèäåòü è íå ïðèáåãàÿ ê âûáîðó áàçèñà: äëÿ

ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

B(x , y) = 1

2

(
B(x + y , x + y)− B(x , x)− B(y , y)

)
,

ò. å. çíà÷åíèå B íà ïðîèçâîëüíîé ïàðå âåêòîðîâ ìîæíî âîññòàíîâèòü,

çíàÿ ëèøü çíà÷åíèÿ B íà ïàðàõ ñîâïàäàþùèõ âåêòîðîâ.

(Íàëè÷èå 1
2 â ôîðìóëå âûøå ïîêàçûâàåò, ÷òî îíà âåðíà òîëüêî íàä

ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2.)

Ôóíêöèþ V → k, x 7→ B(x , x) íàçûâàþò êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé.
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5.3. Íîðìàëüíûé âèä ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé

ôóíêöèè

Òåîðåìà

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè B íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2, ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì å¼

ìàòðèöà äèàãîíàëüíà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q(x) ëèíåéíîé
çàìåíîé êîîðäèíàò x = Cy ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

Q(y) = r11(y
1)2 + . . .+ rnn(y

n)2.

Ìû ïðèâåä¼ì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì

ðàáîòàòü ñ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè è êîîðäèíàòàìè, à âî âòîðîì � ñ

ñèììåòðè÷åñêèìè áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè è áàçèñàìè.

Êàæäîå èç äîêàçàòåëüñòâ áóäåò ïðîâåäåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî

ìîæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü êàê àëãîðèòì, à íå ïðîñòî êàê

äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íóæíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî (ìåòîä Ëàãðàíæà)

Ïóñòü Q(x) = qijx
ix j � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Äîêàçàòåëüñòâî

çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì óïðîùåíèè Q(x), èñïîëüçóþùåì
îñíîâíîå è äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè â êâàäðàòè÷íîé ôîðìå

Q(x) = qijx
ix j ïåðâûé êîýôôèöèåíò q11 íå ðàâåí íóëþ. Òîãäà èìååì

Q(x1, . . . , xn) = q11(x
1)2 + 2q12x

1x2 + . . .+ 2q1nx
1xn +

∑
i ,j>1

qijx
ix j =

= q11
(
x1 +

q12
q11

x2 + . . .+
q1n
q11

xn
)2
− q11

(q12
q11

x2 + . . .+
q1n
q11

xn
)2

+

+
∑
i ,j>1

qijx
ix j = q11

(
x1 +

q12
q11

x2 + . . .+
q1n
q11

xn
)2

+ Q ′(x2, . . . , xn),

ãäå Q ′(x2, . . . , xn) � íåêîòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò n − 1

ïåðåìåííûõ.
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Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò

u1 = x1 +
q12
q11

x2 + . . .+
q1n
q11

xn,

u2 = x2, . . . , un = xn.

Â ðåçóëüòàòå ôîðìà Q(x) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Q(u1, . . . , un) = q11(u
1)2 + Q ′(u2, . . . , un).

Åñëè â ôîðìå Q ′(u2, . . . , un) ïåðâûé êîýôôèöèåíò (ò. å. q′22) íå ðàâåí
íóëþ, òî ìû ñíîâà ìîæåì ïðèìåíèòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, è ò. ä.

Ïåðâîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè q11 = 0,

íî ñóùåñòâóåò qii 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû äåëàåì çàìåíó u1 = x i ,
ui = x1, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû áåç èçìåíåíèé. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì q′11 6= 0.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 21 23 àïðåëÿ 2021 ã. 7 / 16



Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Âòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè âñå

êîýôôèöèåíòû qii ïðè êâàäðàòàõ ðàâíû íóëþ, íî ïðè ýòîì åñòü õîòÿ

áû îäèí íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Q(x) ≡ 0 óæå

èìååò íóæíûé âèä). Ïóñòü qij 6= 0, ãäå i < j . Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó

êîîðäèíàò

x i = ui , x j = ui + uj , xk = uk , ïðè k 6= i , j .

Â ðåçóëüòàòå ôîðìà Q(x) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Q(x) = 2qijx
ix j + . . . = 2qiju

i (ui + uj) + . . . = 2qij(u
i )2 + . . . ,

ãäå . . . îçíà÷àåò ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå êâàäðàòîâ. Äàëåå ìû ìîæåì

ïðèìåíèòü ïðåäûäóùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå è (åñëè íóæíî)

âñïîìîãàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû ïðèâîäèì ôîðìó Q(x) ê
äèàãîíàëüíîìó âèäó.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî (ìåòîä ïîèñêà áàçèñà)

Ýòîò ìåòîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìåòîäà

îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà

áèëèíåéíîé ôóíêöèè B äèàãîíàëüíà � ýòî ¾îðòîãîíàëüíûé¿ áàçèñ â

ñìûñëå ¾ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ¿, çàäàâàåìîãî ñèììåòðè÷åñêîé

áèëèíåéíîé ôóíêöèåé B. Çäåñü òàêæå èìååòñÿ îñíîâíîå è
âñïîìîãàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïóñòü B = (bij) � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè B â èñõîäíîì áàçèñå

e1, . . . , en, ò. å. bij = B(e i , e j).

Îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè b11 = B(e1, e1) 6= 0. Ýòî

âñåãäà òàê, åñëè ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ B çàäà¼ò

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Âûáåðåì íîâûé áàçèñ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e1′ = e1,

e2′ = e2 −
B(e1, e2)
B(e1, e1)

e1 = e2 −
b12
b11

e1,

· · ·

en′ = en −
B(e1, en)

B(e1, e1)
e1 = en −

b1n
b11

e1.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì B(e1′ , e i ′) = 0 ïðè i > 1. Òàêèì îáðàçîì,

ìàòðèöà B ′ áèëèíåéíîé ôóíêöèè B â íîâîì áàçèñå ïðèíèìàåò âèä

B ′ =


b11 0 · · · 0

0
...

0

B̃ ′


ãäå B̃ ′ � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè B íà ïîäïðîñòðàíñòâå

〈e2′ , . . . , en′〉. Äàëåå ìû ðàáîòàåì óæå ñ ýòîé ìàòðèöåé B̃ ′.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Ïåðâîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè b11 = 0,

íî èìååòñÿ bii 6= 0. Òîãäà äåëàåì çàìåíó, ìåíÿþùóþ ìåñòàìè 1-é è i-é
áàçèñíûé âåêòîðû.

Âòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè âñå bii
ðàâíû íóëþ, íî ïðè ýòîì áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ B íå ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííî íóëåâîé, ò. å. bij = B(e i , e j) 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ i < j .
Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó áàçèñà

e i ′ = e i + e j , e j ′ = e j , ek ′ = ek ïðè k 6= i , j .

Òîãäà â íîâîì áàçèñå ìû èìååì

b′ii = B(e i ′ , e i ′) = B(e i + e j , e i + e j) = 2B(e i , e j) = 2bij 6= 0.

Äàëåå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäûäóùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå è äîïîëíÿÿ åãî â

íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ âñïîìîãàòåëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ìû

ïîëó÷àåì áàçèñ f 1, . . . , f n, â êîòîðîì ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè B
èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îñíîâíîå è âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â

îáîèõ äîêàçàòåëüñòâàõ � ýòî îäíî è òî æå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðîñòî â

ïåðâîì ñëó÷àå îíî çàïèñàíî ÷åðåç êîîðäèíàòû, à âî âòîðîì � ÷åðåç

áàçèñû. Òàê ÷òî äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå ïåðâûì è

âòîðûì ìåòîäîì, ñîâïàäàþò, êàê è âñå ïðîìåæóòî÷íûå ìàòðèöû.

Åñëè ïðè ïðèâåäåíèè ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôóíêöèè ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó èñïîëüçîâàëîñü ëèøü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ìàòðèöà

ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî áàçèñà ê áàçèñó, â êîòîðîì ìàòðèöà èìååò

äèàãîíàëüíûé âèä, ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé (êàê è â ñëó÷àå

ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà). Åñëè æå õîòü ðàç

ïðèìåíÿëîñü âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ìàòðèöà ïåðåõîäà

ìîæåò íå áûòü âåðõíåòðåóãîëüíîé.

Ïðèìåð

Íàä ïîëåì Z2 ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé(
0 1

1 0

)
íå ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó çàìåíîé áàçèñà (çàäà÷à).
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Íàä ïîëåì R êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî äàëåå óïðîñòèòü:

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè B â ïðîñòðàíñòâå

íàä ïîëåì R ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì å¼ ìàòðèöà èìååò

äèàãîíàëüíûé âèä ñ 1, −1 è 0 íà äèàãîíàëè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåùåñòâåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q(x) ëèíåéíîé
çàìåíîé êîîðäèíàò x = Cy ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(y1)2 + . . .+ (yp)2 − (yp+1)2 − . . .− (yp+q)2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó

Q(u) = r11(u
1)2 + . . .+ rnn(u

n)2.

Åñëè rii > 0, òî çàìåíà y i =
√
riiu

i ïðèâîäèò ñëàãàåìîå rii (u
i )2 ê âèäó

(y i )2. Åñëè æå rii < 0, òî çàìåíà y i =
√
|rii |ui ïðèâîäèò ñëàãàåìîå

rii (u
i )2 ê âèäó −(y i )2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðåáóåìûé âèä

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ êîýôôèöèåíòàìè 1, −1 è 0.
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Âèä, îïèñàííûé â ïðåäëîæåíèè âûøå, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âèäîì

âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû (âåùåñòâåííîé

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû).

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ýòî � íàèáîëåå ïðîñòîé âèä, ê êîòîðîìó ìîæíî

ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íàä ïîëåì R.
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Íàä ïîëåì C êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî åù¼ áîëüøå óïðîñòèòü:

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè B íàä ïîëåì C
ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì å¼ ìàòðèöà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä

ñ 1 è 0 íà äèàãîíàëè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êîìïëåêñíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q(x) ëèíåéíîé
çàìåíîé êîîðäèíàò x = Cz ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(z1)2 + . . .+ (z r )2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñíà÷àëà ìû ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ïðèâåä¼ì

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê âèäó

(y1)2 + . . .+ (yp)2 − (yp+1)2 − . . .− (yp+q)2.

Çàòåì ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò yk = zk ïðè k 6 p è yk = izk ïðè

k > p. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðåáóåìûé âèä, ãäå r = p + q = rkQ.
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Âèä, îïèñàííûé â ïðåäëîæåíèè âûøå, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âèäîì

êîìïëåêñíîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû (êîìïëåêñíîé

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû).
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