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4.7. Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíûì, åñëè îí êîììóòèðóåò ñ ñîïðÿæ¼ííûì, ò. å. A∗A = AA∗.

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûå, êîñîñèììåòðè÷åñêèå, êîñîýðìèòîâû,

îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè.
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Ëåììà

Ïóñòü v � ñîáñòâåííûé âåêòîð íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà A ñ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Òîãäà v òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A∗, ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè îïåðàòîð A íîðìàëåí, òî

(Av ,Av) = (A∗Av , v) = (AA∗v , v) = (A∗v ,A∗v),

ò. å. |Av | = |A∗v | äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v . Ïîñêîëüêó âìåñòå ñ

îïåðàòîðîì A íîðìàëåí è êàæäûé îïåðàòîð âèäà A− λ id, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

|(A− λ id)v | = |(A∗ − λ id)v |

äëÿ ëþáîãî λ. Ïîýòîìó, åñëè (A− λ id)v = 0, òî (A∗ − λ id)v = 0.
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Â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññ íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ � ýòî â

òî÷íîñòè îïåðàòîðû, äèàãîíàëèçèðóåìûå â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå:

Òåîðåìà

Îïåðàòîð â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå äèàãîíàëèçèðóåì â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íîðìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

äèàãîíàëüíà ñ ÷èñëàìè λ1, . . . , λn íà äèàãîíàëè. Òîãäà ñîïðÿæ¼ííûé
îïåðàòîð A∗ â òîì æå áàçèñå èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ ÷èñëàìè

λ1, . . . , λn. Òàê êàê äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû êîììóòèðóþò, ìû ïîëó÷àåì

A∗A = AA∗, ò. å. A íîðìàëåí.

Îáðàòíî, ïóñòü A∗A = AA∗. Äîêàçàòåëüñòâî äèàãîíàëèçèðóåìîñòè â

îðòíîðìèðîâàííîì áàçèñå áóäåì âåñòè ïî èíäóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà V . Ïðè dimV = 1 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå n − 1,

è äîêàæåì åãî äëÿ ðàçìåðíîñòè n.
Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 20 20 àïðåëÿ 2021 ã. 4 / 16



Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Âûáåðåì ñîáñòâåííûé âåêòîð v ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ äëÿ A,
ò. å. îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W = 〈v〉. Äîêàæåì,
÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî A. Ïóñòü u ∈W⊥, ò. å. (u, v) = 0. Òîãäà

(Au, v) = (u,A∗v) = (u, λv) = λ(u, v) = 0

(ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäûäóùåé ëåììîé). Ñëåäîâàòåëüíî,

Au ∈W⊥ è ïðîñòðàíñòâî W⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà A.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòðàíñòâî W⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà A∗. Òàê êàê W⊥ èíâàðèàíòíî è îòíîñèòåëüíî A è

îòíîñèòåëüíî A∗, îãðàíè÷åíèå A|W⊥ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì

îïåðàòîðîì. Òàê êàê dimW⊥ = n − 1, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â

ïðîñòðàíñòâå W⊥ èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en−1 èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A|W⊥ . Òîãäà e1, . . . , en−1,

v

|v | �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.
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Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íåò àíàëîãà ïðåäûäóùåé òåîðåìû:

îïåðàòîð

(
a −b
b a

)
íîðìàëåí, íî íå äèàãîíàëèçèðóåì ïðè b 6= 0.

Íà ñàìîì äåëå ìû âèäåëè ðàíåå, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññ

îïåðàòîðîâ, äèàãîíàëèçèðóåìûõ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, � ýòî â

òî÷íîñòè ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì åãî

ìàòðèöà ñîñòîèò èç áëîêîâ ðàçìåðà 1 èëè 2, ïðè÷¼ì áëîêè ðàçìåðà 2

èìåþò âèä

(
a −b
b a

)
(çàäà÷à).

Ñîáåð¼ì â îäíó òàáëèöó âñþ èíôîðìàöèþ î ñïåöèàëüíûõ êëàññàõ

îïåðàòîðîâ (îòäåëüíî äëÿ åâêëèäîâà è ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà):
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Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Íàçâàíèå Îïðåäåëåíèå
Ñâîéñòâî
ìàòðèöû (â
îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå)

Êàíîíè÷åñêèé âèä

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé
(ñèììåòðè÷åñêèé)

A∗ = A At = A
(ñèììåòðè÷íàÿ)

äèàãîíàëüíûé

Êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèé

A∗ = −A At = −A
(êîñîñèììåòð.)

áëîêè (0) è

(
0 −a
a 0

)
Îðòîãîíàëüíûé A∗A = id AtA = E

(îðòîãîíàëüíàÿ)
áëîêè (±1) è(
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
Íîðìàëüíûé A∗A =AA∗ AtA = AAt áëîêè (a) è

(
a −b
b a

)
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Ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî

Íàçâàíèå Îïðåäåëåíèå
Ñâîéñòâî
ìàòðèöû (â
îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå)

Êàíîíè÷åñêèé âèä

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé
(ýðìèòîâ)

A∗ = A A
t
= A

(ýðìèòîâà)
äèàãîíàëüíûé ñ âåùå-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè íà
äèàãîíàëè

Êîñîýðìèòîâ A∗ = −A A
t
= −A

(êîñîýðìèòîâà)
äèàãîíàëüíûé ñ ÷èñòî
ìíèìûìè ÷èñëàìè íà
äèàãîíàëè

Óíèòàðíûé A∗A = id A
t
A = E

(óíèòàðíàÿ)
íà äèàãîíàëè � ÷èñëà,
ðàâíûå ïî ìîäóëþ 1

Íîðìàëüíûé A∗A =AA∗ A
t
A = AA

t
äèàãîíàëüíûé
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5.1. Áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè, èõ

ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k.

Ôóíêöèÿ B : V × V → k íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé, åñëè îíà

ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó:

B(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1B(x1, y) + λ2B(x2, y) è

B(x , µ1y1 + µ2y2) = µ1B(x , y1) + µ2B(x , y2)

äëÿ ëþáûõ λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ k è x , x1, x2, y , y1, y2 ∈ V .

Ìàòðèöåé áèëèíåéíîé ôóíêöèè B â áàçèñå e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V
íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà B = (bij) ðàçìåðà n, ãäå
bij = B(e i , e j).
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Ïðèìåð

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

áèëèíåéíîé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå áèëèíåéíîé ôóíêöèè

îáîáùàåò ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (âìåñòî òð¼õ óñëîâèé íà

ôóíêöèþ V × V → R òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ëèøü ïåðâîãî, ò.å.

áèëèíåéíîñòè). Ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

ìàòðèöû Ãðàìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Çíàÿ ìàòðèöó B = (bij) áèëèíåéíîé ôóíêöèè, ìîæíî âîññòàíîâèòü

çíà÷åíèå B(x , y) íà ëþáîé ïàðå âåêòîðîâ x = x ie i è y = y je j :

B(x , y) = B(x ie i , y je j) = x iy jB(e i , e j) = bijx
iy j = x tBy .

Âûðàæåíèå B(x , y) = bijx
iy j = x tBy íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé.

(Çäåñü, êàê îáû÷íî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x = (x1, . . . , xn)t � ýòî

ñòîëáåö âûñîòû n, òàê ÷òî x t � ýòî ñòðîêà äëèíû n.) Áèëèíåéíàÿ
ôîðìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2 îò äâóõ

íàáîðîâ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn è y1, . . . , yn, êîòîðûé ëèíååí ïî x ïðè

ôèêñèðîâàííûõ y è ëèíååí ïî y ïðè ôèêñèðîâàííûõ x .
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Òåîðåìà (çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôóíêöèè)

Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

B ′ = C tBC ,

ãäå B � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè B â áàçèñå e1, . . . , en,
B ′ � ìàòðèöà â áàçèñå e1′ , . . . , en′ è
C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó e1′ , . . . , en′ .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü B = (bij), B
′ = (b′ij), C = (c ii ′). Ìû èìååì

b′ij = B(e i ′ , e j ′) = B(c ii ′e i , c
j
j ′e j) = c ii ′c

j
j ′B(e i , e j) = c ii ′bijc

j
j ′ ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ B ′ = C tBC .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òî æå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íóþ çàïèñü

áèëèíåéíûõ ôîðì. Çíà÷åíèå B(x , y) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
áèëèíåéíûõ ôîðì îò íîâûõ èëè ñòàðûõ êîîðäèíàò:

B(x , y) = x tBy = (x ′)tB ′y ′.

Ìû èìååì x = Cx ′ è y = Cy ′. Òîãäà

(x ′)tB ′y ′ = x tBy = (x ′)tC tBCy ′.

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ x ′, y ′, ïîëó÷àåì B ′ = C tBC .

Ñëåäñòâèå

Ðàíã ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê ìàòðèöà C îáðàòèìà, rkB ′ = rk(C tB ′C ) = rkB .
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Îïðåäåëåíèå

Ðàíãîì áèëèíåéíîé ôóíêöèè B (îáîçíà÷àåòñÿ rkB) íàçûâàåòñÿ ðàíã å¼
ìàòðèöû â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ B â

ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè rkB = dimV .

Ìíîæåñòâî B(V ) âñåõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå V
îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ

ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé íà ñêàëÿðû.

Ñîïîñòàâëåíèå áèëèíåéíîé ôóíêöèè B å¼ ìàòðèöû B â

ôèêñèðîâàííîì áàçèñå e1, . . . , en óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó

ïðîñòðàíñòâîì B(V ) è ïðîñòðàíñòâîì êâàäðàòíûõ ìàòðèö Matk(n).

Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Hom(V ,V ), ýòîò
èçîìîðôèçì íåêàíîíè÷åí, òàê îí çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
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Íàðÿäó ñ B(V ) ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Hom(V ,V ∗) ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé èç V â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗.

Òåîðåìà

Îòîáðàæåíèå ϕ : B(V )→ Hom(V ,V ∗), ñîïîñòàâëÿþùåå áèëèíåéíîé
ôóíêöèè B ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå B̃ : V → V ∗, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

B̃(x) = B(x, · ) äëÿ x ∈ V ,

ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì. Çäåñü B(x, · ) ∈ V ∗ �
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé íà âåêòîðå y ∈ V åñòü B(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îòîáðàæåíèå ϕ ëèíåéíî, òàê êàê áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíà ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó x . Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå ϕ áèåêòèâíî: îáðàòíîå

îòîáðàæåíèå ϕ−1 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ
B̃ : V → V ∗ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ B, çàäàííóþ ïî ôîðìóëå

B(x , y) = B̃(x)(y). Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ � èçîìîðôèçì. Èçîìîðôèçì

êàíîíè÷åí, òàê êàê â åãî êîíñòðóêöèè íå èñïîëüçîâàëñÿ áàçèñ.
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Â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V íàðÿäó ñ áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíûå:

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C. Ôóíêöèÿ
S : V × V → C íàçûâàåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèåé, åñëè îíà

ëèíåéíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è àíòèëèíåéíà (èëè ïîëóëèíåéíà) ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó:

S(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1S(x1, y) + λ2S(x2, y) è

S(x , µ1y1 + µ2y2) = µ1S(x , y1) + µ2S(x , y2)

äëÿ ëþáûõ λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ C è x , x1, x2, y , y1, y2 ∈ V .

Ìàòðèöà ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè S â áàçèñå e1, . . . , en
îïðåäåëÿåòñÿ êàê S = (sij), ãäå sij = S(e i , e j).
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Çíà÷åíèå S(x , y) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó S = (sij) è êîîðäèíàòû

âåêòîðîâ x = x ie i è y = y je j ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S(x , y) = S(x ie i , y je j) = x iy jS(e i , e j) = sijx
iy j = x tSy .

Âûðàæåíèå S(x , y) = sijx
iy j = x tSy íàçûâàåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé

ôîðìîé.

Ïðèìåð ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè � ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå.

Ìàòðèöû S è S ′ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè S â ðàçíûõ áàçèñàõ

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

S ′ = C
t
SC ,

êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ äëÿ áèëèíåéíûõ

ôóíêöèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ïîëóòîðàëèíåéíîé

ôóíêöèè íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
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