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Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð A : V → V â åâêëèäîâîì (ýðìèòîâîì)

ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, óíèòàðíûì),

åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

à) îïåðàòîð A ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ, ò. å. |Av | = |v | äëÿ ëþáîãî

v ∈ V ;

á) îïåðàòîð A ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å.

(Au,Av) = (u, v) äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ;

â) îïåðàòîð A ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â

îðòîíîðìèðîâàííûå, ò. å. åñëè e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, òî Ae1, . . . ,Aen � òàêæå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ;

ã) ìàòðèöà A îïåðàòîðà A â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

îðòîãîíàëüíà (óíèòàðíà), ò. å. AtA = E (ñîîòâåòñòâåííî, A
t
A = E );

ä) A∗A = id, ò. å. ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ê A ÿâëÿåòñÿ åãî îáðàòíûì.
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Êàê è â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ, äëÿ ïðèâåäåíèÿ

îðòîãîíàëüíîãî èëè óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íàì

ïîíàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå îá èíâàðèàíòíîñòè îðòîãîíàëüíîãî

äîïîëíåíèÿ.

Ëåììà

Ïóñòü A : V → V � îðòîãîíàëüíûé èëè óíèòàðíûé îïåðàòîð, à

W ⊂ V � èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü u ∈W⊥. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî Au ∈W⊥, ò. å., ÷òî
(Au,w) = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈W . Ìû çíàåì, ÷òî A(W ) ⊂W .

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A oáðàòèì, A(W ) = W . Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé

âåêòîð v ∈W , ÷òî w = Av , à çíà÷èò
(Au,w) = (Au,Av) = (u, v) = 0.
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Ëåììà

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îðòîãîíàëüíîãî (óíèòàðíîãî) îïåðàòîðà A ïî

ìîäóëþ ðàâíû åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Av = λv äëÿ v 6= 0. Òîãäà

(v , v) = (Av ,Av) = (λv , λv) = λλ(v , v) = |λ|2(v , v),

îòêóäà |λ|2 = 1.
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Òåîðåìà

Äëÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â

êîòîðîì åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà, à âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïî

ìîäóëþ ðàâíû åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ

èëè êîñîýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ. Øàã èíäóêöèè ïðîâîäèì, âûáèðàÿ

ñîáñòâåííûé âåêòîð v è èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà

〈v〉⊥.

Òåîðåìà

Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ñ áëîêàìè ðàçìåðà

1 èëè 2, ïðè÷¼ì áëîêè ðàçìåðà 1 èìåþò âèä (1) èëè (−1), à áëîêè

ðàçìåðà 2 èìåþò âèä

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, ãäå ϕ 6= πk ñ öåëûì k .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 1 îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è òàê èìååò âèä

(1) èëè (−1). Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2 ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà èìååò âèä

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
(åñëè îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1) èëè(

cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
(åñëè îïðåäåëèòåëü ðàâåí −1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû óæå èìååì òðåáóåìûé âèä (à îïåðàòîð

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò íà óãîë ϕ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè).

Âî âòîðîì ñëó÷àå îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðèþ

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ïîä óãëîì ϕ
2 ê îñè àáñöèññ. Èìååòñÿ äâà

îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà: (cos ϕ
2 , sin

ϕ
2 ) (âåêòîð âäîëü îñè

ñèììåòðèè) è (− sin ϕ
2 , cos

ϕ
2 ) (ïåðïåíäèêóëÿðíûé îñè ñèììåòðèè). Â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ýòèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîð(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
ïðèíèìàåò òðåáóåìûé âèä

(
1 0

0 −1

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû äëÿ

êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå

n − 1, è äîêàæåì åãî äëÿ ïðîñòðàíñòâà V ðàçìåðíîñòè n (ãäå n > 3).

Äëÿ îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò 1-ìåðíîå èëè 2-ìåðíîå èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V . Èç äîêàçàííîé ðàíåå ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, â ïðîñòðàíñòâå W⊥ èìååòñÿ òðåáóåìûé

áàçèñ äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà A|W⊥ . Âûáðàâ

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå W , êàê îïèñàíî â íà÷àëå

äîêàçàòåëüñòâà, è âçÿâ îáúåäèíåíèå áàçèñîâ â W⊥ è W , ìû ïîëó÷èì

òðåáóåìûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .

Ìàòðèöû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ äâóõ òåîðåìàõ, íàçûâàþòñÿ

êàíîíè÷åñêèì âèäîì óíèòàðíîãî è îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.
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Ïðèìåð

Êàê óêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, îðòîãîíàëüíûé

îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä(

1 0

0 −1

)
. Òîò æå êàíîíè÷åñêèé âèä áóäåò, åñëè îïåðàòîð

ðàññìàòðèâàòü êàê óíèòàðíûé.

Ïðèìåð

Êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ìàòðèöåé(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
� ýòî òà æå ñàìàÿ ìàòðèöà. Â òî æå âðåìÿ

êàíîíè÷åñêèé âèä ýòîãî îïåðàòîðà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê óíèòàðíûé

îïåðàòîð, åñòü

(
e iϕ 0

0 e−iϕ

)
, ãäå e iϕ = cosϕ+ i sinϕ.
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Ïðèìåð

Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî

îïåðàòîðà åñòü cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 ±1


ãäå â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîèò 1 èëè −1 â çàâèñèìîñòè îò çíàêà

îïðåäåëèòåëÿ îïåðàòîðà. (Îïåðàòîðû, êàíîíè÷åñêèé âèä êîòîðûõ

èìååò òðè áëîêà (1) èëè (−1), ïîëó÷àþòñÿ ïðè ϕ = πk .) Åñëè
îïðåäåëèòåëü ïîëîæèòåëåí, òî òàêîé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïîâîðîò (âîêðóã îñè òðåòüåãî âåêòîðà êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà). Åñëè æå

îïðåäåëèòåëü îòðèöàòåëåí, òî îïåðàòîð � ýòî ¾ïîâîðîò ñ

ïåðåâîðîòîì¿, ò. å. êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî

ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ïîâîðîòà.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ ïîâîðîòîâ � ýòî

ñíîâà ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé îñè (òàê êàê â êàíîíè÷åñêîì âèäå

âñåãäà ïðîèñõîäèò âñåãî îäèí ïîâîðîò).
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Ïðèìåð

Â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå óæå áûâàþò ¾íåçàâèñèìûå ïîâîðîòû¿.

À èìåííî, êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà îáùåãî âèäà ñ

ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó èç äâóõ

áëîêîâ ðàçìåðà 2: 
cosϕ − sinϕ 0 0

sinϕ cosϕ 0 0

0 0 cosψ − sinψ
0 0 sinψ cosψ


Ýòî � êîìïîçèöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîâîðîòîâ: íà óãîë ϕ â

ïëîñêîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî áàçèñíûõ âåêòîðîâ è íà óãîë ψ â

ïëîñêîñòè òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Òàêîé îïåðàòîð

íå ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ïîâîðîòó.
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Ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíûì îïåðàòîðîì, è ïîýòîìó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V îáðàçóþò ïîäãðóïïó â îáùåé ëèíåéíîé

ãðóïïå GL(V ). Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è

îáîçíà÷àåòñÿ O(V ). Åñëè dimV = n, òî ãðóïïà O(V ) èçîìîðôíà
ãðóïïå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n; ýòà ãðóïïà
îáîçíà÷àåòñÿ O(n).

Àíàëîãè÷íî, óíèòàðíûå îïåðàòîðû â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå V
îáðàçóþò óíèòàðíóþ ãðóïïó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ U(V ). Åñëè
dimV = n, òî ãðóïïà U(V ) èçîìîðôíà ãðóïïå óíèòàðíûõ ìàòðèö
ðàçìåðà n; ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ U(n).

Íàêîíåö, îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû ñ îïðåäåëèòåëåì 1

îáðàçóþò ïîäãðóïïó â O(n) (ñîîòâåòñòâåííî, â U(n)). Ýòà ïîäãðóïïà
íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî,

ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé ãðóïïîé) è îáîçíà÷àåòñÿ SO(n)
(ñîîòâåòñòâåííî, SU(n)).
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4.6. Ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè

(Av , v) > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ V .

Ëåììà

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü (Av , v) > 0 ïðè v 6= 0. Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûé âåêòîð v ñ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Òîãäà λ(v , v) = (Av , v) > 0, îòêóäà λ > 0.

Îáðàòíî, ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ïîëîæèòåëüíû. Âûáåðåì
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ e1, . . . , en ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λn. Òîãäà äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà

v = v ie i ìû èìååì

(Av , v) =
(
A(v ie i ), v je j

)
= v iv j(Ae i , e j) =

∑n
i=1 λi |v i |2 > 0.
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Òåîðåìà

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð P, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ P2 = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü λ1, . . . , λk � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A è

V1, . . . ,Vk � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñîãëàñíî ëåììå âñå λi ïîëîæèòåëüíû. Ïîëîæèì µi =
√
λi .

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð P, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Vi óìíîæåíèåì

íà µi . Òîãäà P2 = A. Îïåðàòîð P ñàìîñîïðÿæ¼í (òàê êàê îí çàäà¼òñÿ

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ îïåðàòîðà A) è ïîëîæèòåëåí â ñèëó ëåììû.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

òåîðåìû. Ïóñòü µ1, . . . , µk � åãî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

W1, . . . ,Wk � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

îïåðàòîð P2 = A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå Wi óìíîæåíèåì íà µ2i .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè èìååì µ2i = λi è Wi = Vi .

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð P îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî.
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Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð P, ïîñòðîåííûé â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì èç ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà A è

îáîçíà÷àåòñÿ
√
A.

Îïðåäåëåíèå

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè

(Av , v) > 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V .

Âñå óòâåðæäåíèÿ âûøå ïåðåíîñÿòñÿ áåç èçìåíåíèé íà

íåîòðèöàòåëüíûå îïåðàòîðû.
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Òåîðåìà (ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå)

Äëÿ ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî îïåðàòîðà A â åâêëèäîâîì èëè

ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â

âèäå

A = PU ,
ãäå P � ïîëîæèòåëüíûé, à U � îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé) îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè A = PU , òî A∗ = U∗P è AA∗ = PUU∗P = P2. Îïåðàòîð AA∗
î÷åâèäíî ñàìîñîïðÿæ¼í; êðîìå òîãî, îí ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì:

(AA∗v , v) = (A∗v ,A∗v) > 0,

ïðè v 6= 0, òàê êàê A∗v 6= 0 â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè A. Ïîýòîìó
ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð P, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ

AA∗ = P2, åäèíñòâåí â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû, à èìåííî,

P =
√
AA∗. Òîãäà îïåðàòîð U = P−1A òàêæå îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî.

Ìû èìååì UU∗ = P−1AA∗P−1 = P−1P2P−1 = id. Ñëåäîâàòåëüíî,

U � îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé) îïåðàòîð è A = PU .
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Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð A∗A, ìîæíî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå âòîðîãî ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ A = U ′P ′
(ãäå P ′ =

√
A∗A).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå

A = PU , ãäå P � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð, à U � îðòîãîíàëüíûé

èëè óíèòàðíûé îïåðàòîð (çàäà÷à). Îäíàêî òàêîå ðàçëîæåíèå íå

åäèíñòâåííî.

Â îäíîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå C ïîëîæèòåëüíûå

îïåðàòîðû � ýòî ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à óíèòàðíûå

îïåðàòîðû � ýòî êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ ðàâíûå 1, ò. å. âèäà

e iϕ. Ïîýòîìó ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå � ýòî ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: z = ρe iϕ, ÷òî îáúÿñíÿåò íàçâàíèå.
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