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4.3. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûå ïðîåêòîðû. Ñïåêòðàëüíîå

ðàçëîæåíèå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîé ñóììû

V = U ⊕W . Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð P : V → V , ïåðåâîäÿùèé

v = u +w â u (ãäå u ∈ U, w ∈W ), íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì íà U
âäîëü W . Ïðè ýòîì ImP = U è KerP = W .

Îïðåäåëåíèå

Ïðîåêòîð P : V → V íà U âäîëü W íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè

W = U⊥. Òàêîé ïðîåêòîð áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç prU .

Ýòî îáîçíà÷åíèå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèìè: åñëè

V = U ⊕ U⊥, òî äëÿ ëþáîãî v ∈ V ìû èìååì v = prU v + ortU v .
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Ïðåäëîæåíèå

Ïðîåêòîð P : V → V ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðîì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îðòîãîíàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü P = prU � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð. Âûáåðåì

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â U è äîïîëíèì åãî äî îðòîíîðìèðîâàííîãî

áàçèñà â V . Òîãäà â ýòîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà

îïåðàòîðà prU äèàãîíàëüíà (ñ åäèíèöàìè è íóëÿìè íà äèàãîíàëè),

à çíà÷èò îïåðàòîð prU ñàìîñîïðÿæ¼í.

Îáðàòíî ïóñòü P � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé ïðîåêòîð íà U âäîëü W .

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû u ∈ U = ImP è w ∈W = KerP.
Òîãäà u = Pv äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V è Pw = 0. Ìû èìååì

(u,w) = (Pv ,w) = (v ,Pw) = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì W = U⊥ è P = prU .
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Ïðèìåð

Ïóñòü u = (u1, . . . , un)t ∈ Rn � íåíóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö è U = 〈u〉 �
îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà pr

u
= prU â

ñòàíäàðòíîì áàçèñå Rn åñòü
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Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòðîì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åãî

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ
ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð prVλ

íà ñîîòâåòñòâóþùåå

ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ.
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Òåîðåìà (ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå)

Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

A =
∑
λ

λ prVλ
,

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ïðè ýòîì

ïðîåêòîðû prVλ
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

prVλ
A = A prVλ

= λ prVλ
è prVλ

prVµ
= O ïðè λ 6= µ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñîîòíîøåíèÿ prVλ
A = A prVλ

= λ prVλ
è prVλ

prVµ
= O ïðè λ 6= µ

âûïîëíåíû, òàê êàê îíè âûïîëíåíû äëÿ ìàòðèö âõîäÿùèõ â íèõ

îïåðàòîðîâ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

îïåðàòîðà A (â ýòîì áàçèñå ìàòðèöû âñåõ âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèÿ

îïåðàòîðîâ äèàãîíàëüíû).
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäëîæåíèå).

Ðàçëîæåíèþ V =
⊕

λ Vλ â ïðÿìóþ ñóììó ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà â ñóììó

îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ

id =
∑
λ

prVλ
.

Óìíîæèâ ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåâà íà A è èñïîëüçîâàâ ñîîòíîøåíèå

A prVλ
= λ prVλ

, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå

A =
∑
λ

λ prVλ
.
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4.4. Êîñîñèììåòðè÷åñêèå è êîñîýðìèòîâû îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð A : V → V â åâêëèäîâîì (ýðìèòîâîì) ïðîñòðàíñòâå

íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèì (ñîîòâåòñòâåííî, êîñîýðìèòîâûì),

åñëè A∗ = −A, ò. å. âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(Au, v) = −(u,Av)

äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V .
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Ïðåäëîæåíèå

Ìàòðèöà A êîñîñèììåòðè÷åñêîãî (êîñîýðìèòîâà) îïåðàòîðà A â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà

êîñîñèììåòðè÷íà (êîñîýðìèòîâà), ò. å. At = −A (ñîîòâåòñòâåííî,

A
t
= −A).

Åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

êîñîñèììåòðè÷íà (êîñîýðìèòîâà), òî îïåðàòîð A êîñîñèììåòðè÷åí

(êîñîýðìèòîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òî æå, ÷òî è äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ.
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Òåîðåìà

Äëÿ êîñîýðìèòîâà îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,

â êîòîðîì åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà ñ ÷èñòî ìíèìûìè ÷èñëàìè íà

äèàãîíàëè. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êîñîýðìèòîâà îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, à âñå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ � ÷èñòî ìíèìûå.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî, êàê è â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà, îñíîâàíî

íà ëåììå îá èíâàðèàíòíîñòè îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Áóäåì âåñòè

èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V . Ïðè dimV = 1 äîêàçûâàòü

íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ îïåðàòîðîâ â

ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè n − 1, è äîêàæåì åãî äëÿ ðàçìåðíîñòè n.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Âûáåðåì ñîáñòâåííûé âåêòîð v äëÿ A, ò. å. îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî W = 〈v〉. Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A∗, à çíà÷èò îíî èíâàðèàíòíî è
îòíîñèòåëüíî A = −A∗. Òàê êàê dimW⊥ = n − 1, â ïðîñòðàíñòâå W⊥

èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en−1 èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îïåðàòîðà A|W⊥ . Òîãäà e1, . . . , en−1,

v

|v | �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.

Ïóñòü D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà êîñîýðìèòîâà îïåðàòîðà A â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Òàê êàê

A∗ = −A, ïîëó÷àåì D
t
= −D. Ñëåäîâàòåëüíî, äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû ìàòðèöû D (ñîáñòâåííûå ÷èñëà) óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèþ λ = −λ, ò. å. ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè.
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Êîñîñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îáû÷íî íå

äèàãîíàëèçèðóåìû. Íàïðèìåð, îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé

(
0 −a
a 0

)
ñ

íåíóëåâûì a íå äèàãîíàëèçèðóåì â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà

Äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ñ áëîêàìè

ðàçìåðà 1 èëè 2, ïðè÷¼ì áëîêè ðàçìåðà 1 íóëåâûå, à áëîêè ðàçìåðà 2

èìåþò âèä

(
0 −a
a 0

)
ñ íåíóëåâûìè a ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî

Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 1 èëè 2 äîêàçûâàòü íå÷åãî, òàê êàê

êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà è òàê èìååò òàì òðåáóåìûé âèä.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ îïåðàòîðîâ â

ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå n − 1, è äîêàæåì åãî äëÿ

ïðîñòðàíñòâà V ðàçìåðíîñòè n (ãäå n > 3).
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äëÿ îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò 1-ìåðíîå èëè 2-ìåðíîå èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V . Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A∗, à çíà÷èò îíî èíâàðèàíòíî è
îòíîñèòåëüíî A = −A∗.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, â ïðîñòðàíñòâå W⊥ èìååòñÿ òðåáóåìûé

áàçèñ äëÿ îïåðàòîðà A|W⊥ . Âûáðàâ ïðîèçâîëüíûé

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â W è âçÿâ îáúåäèíåíèå áàçèñîâ â W⊥ è

W , ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì

ìàòðèöà îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç áëîêîâ òðåáóåìîãî âèäà è åù¼ îäíîãî

áëîêà ðàçìåðà 1 èëè 2 � ìàòðèöû îïåðàòîðà A|W . Ýòîò ïîñëåäíèé

áëîê � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 1 èëè 2, ò. å. îíà òîæå

èìååò òðåáóåìûé âèä.

Âèä ìàòðèöû êîñîñèììåòðè÷åñêîãî èëè êîñîýðìèòîâà îïåðàòîðà,

îïèñàííûé â ïðåäûäóùèõ òåîðåìàõ, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì

îïåðàòîðà.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè A � ýðìèòîâ îïåðàòîð, òî îïåðàòîð iA
êîñîýðìèòîâ è íàîáîðîò.

Òåîðåìà (ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå)

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

A = R+ iI,
ãäå R è I � ýðìèòîâû îïåðàòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè A = R+ iI � ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå, òî A∗ = R∗ − iI∗ = R− iI.
Èç ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì

R =
1

2
(A∗ +A), I =

i

2
(A∗ −A),

ò. å. îïåðàòîðû R è I îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå

åäèíñòâåííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîðû R è I, çàäàâàåìûå
ïðåäûäóùèìè ôîðìóëàìè, î÷åâèäíî ýðìèòîâû (ñàìîñîïðÿæåíû), òàê

÷òî ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò.
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Â îäíîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå C ýðìèòîâû îïåðàòîðû � ýòî

âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à îïåðàòîðû R è I â ýðìèòîâîì ðàçëîæåíèè

A = R+ iI � ýòî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
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4.5. Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû.

Êàíîíè÷åñêèé âèä

Ïðåäëîæåíèå

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ îïåðàòîðà A : V → V â åâêëèäîâîì èëè

ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíû:

à) îïåðàòîð A ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ, ò. å. |Av| = |v| äëÿ ëþáîãî

v ∈ V ;

á) îïåðàòîð A ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å.

(Au,Av) = (u, v) äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ;

â) îïåðàòîð A ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â

îðòîíîðìèðîâàííûå, ò. å. åñëè e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, òî Ae1, . . . ,Aen � òàêæå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ;

ã) ìàòðèöà A îïåðàòîðà A â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

îðòîãîíàëüíà (óíèòàðíà), ò. å. AtA = E (ñîîòâåòñòâåííî, A
t
A = E );

ä) A∗A = id, ò. å. ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ê A ÿâëÿåòñÿ åãî îáðàòíûì.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 18 13 àïðåëÿ 2021 ã. 15 / 18



Äîêàçàòåëüñòâî

Ìû äîêàæåì èìïëèêàöèè à)⇔ á) è á)⇒ â)⇒ ã)⇒ ä)⇒ á).

à)⇒ á). Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååì

(u + v ,u + v) = (u,u) + 2(u, v) + (v , v), îòêóäà

(u, v) =
1

2

(
(u + v ,u + v)− (u,u)− (v , v)

)
.

Ïîýòîìó, åñëè îïåðàòîð A ñîõðàíÿåò äëèíû, ò. å. ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ (v , v), òî îí ñîõðàíÿåò è âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååì

(u+v ,u+v) = (u,u)+(u, v)+(u, v)+(v , v) = (u,u)+2Re(u, v)+(v , v),
îòêóäà

Re(u, v) =
1

2

(
(u + v ,u + v)− (u,u)− (v , v)

)
è àíàëîãè÷íî

Im(u, v) = −1
2

(
(u + iv ,u + iv)− (u,u)− (v , v)

)
.

Ïîýòîìó, åñëè îïåðàòîð A ñîõðàíÿåò äëèíû, òî îí ñîõðàíÿåò è

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (u, v), òàê êàê ñîõðàíÿåò åãî âåùåñòâåííóþ è

ìíèìóþ ÷àñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

á)⇒ à). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè îïåðàòîð ñîõðàíÿåò ëþáûå ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ, òî îí ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ.

á)⇒ â). Ïóñòü (Au,Av) = (u, v). Òîãäà åñëè e1, . . . , en �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî (Ae i ,Ae j) = (e i , e j) = δij , ò. å. áàçèñ
Ae1, . . . ,Aen òàêæå îðòîíîðìèðîâàí.

â)⇒ ã). Ïóñòü A ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en â

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Ae1, . . . ,Aen è A = (aij) � ìàòðèöà

îïåðàòîðà â áàçèñå e1, . . . ,en. Òîãäà

δij = (Ae i ,Ae j) = (aki ek , a
`
j e`) = aki a

`
j (ek , e`) = aki a

`
j δk` = aki δk`a

`
j .

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ E = A
t
EA èëè A

t
A = E .
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

ã)⇒ ä). Åñëè A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå,

òî ìàòðèöåé ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A∗ â òîì æå áàçèñå áóäåò At

(ñîîòâåòñòâåííî, A
t
). Ïîýòîìó ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå AtA = E

(ñîîòâåòñòâåííî, A
t
A = E ) âëå÷¼ò ñîîòíîøåíèå A∗A = id.

ä)⇒ á). Ïóñòü A∗A = id. Òîãäà (Au,Av) = (A∗Au, v) = (u, v), ò. å. A
ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð A : V → V â åâêëèäîâîì (ýðìèòîâîì) ïðîñòðàíñòâå,

óäîâëåòâîðÿþùèé îäíîìó èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé èç ïðåäûäóùåãî

ïðåäëîæåíèÿ, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî,

óíèòàðíûì).

Èíîãäà îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû íàçûâàþò

èçîìåòðè÷åñêèìè.
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