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4.1. Ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû

Ïóñòü A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V .

Ìû îïðåäåëÿëè ñîïðÿæ¼ííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A∗ : V ∗ → V ∗ ïî
ôîðìóëå

(A∗ξ)(v) := ξ(Av) äëÿ ξ ∈ V ∗, v ∈ V .

Ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîæäåñòâëåíèè V ↔ V ∗, u ↔ ξu = (u, · ),
îïåðàòîð A∗ : V ∗ → V ∗ ïåðåõîäèò â îïåðàòîð A∗ : V → V , (êîòîðûé

ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì A∗),
óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ ξA∗u = A∗ξu äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

u ∈ V . Ýòî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:
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×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó A : V → V è A∗ : V → V
íåïîñðåäñòâåííî, âû÷èñëèì çíà÷åíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé ξA∗u è A∗ξu
íà âåêòîðå v ∈ V :

ξA∗u(v) = (A∗u, v), (A∗ξu)(v) = ξu(Av) = (u,Av).

Òàê êàê ξA∗u = A∗ξu , ìû ïîëó÷àåì (A∗u, v) = (u,Av) äëÿ ëþáûõ

u, v ∈ V .

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A : V → V � îïåðàòîð â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì

ïðîñòðàíñòâå V . Ëèíåéíûé îïåðàòîð A∗ : V → V , óäîâëåòâîðÿþùèé

ñîîòíîøåíèþ

(A∗u, v) = (u,Av)

äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V , íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê A.
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Ñîîòíîøåíèå (A∗u, v) = (u,Av) îïðåäåëÿåò îïåðàòîð A∗ îäíîçíà÷íî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (A′u, v) = (u,Av) äëÿ äðóãîãî îïåðàòîðà

A′ : V → V , òî ìû ïîëó÷àåì ((A∗ −A′)u, v) = 0 äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V .

Â ÷àñòíîñòè, ((A∗ −A′)u, (A∗ −A′)u) = 0, ò. å. (A∗ −A′)u = 0 äëÿ

ëþáîãî u ∈ V . Ñëåäîâàòåëüíî, A∗ = A′.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A : V → V â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà ìàòðèöà ñîïðÿæ¼ííîãî

îïåðàòîðà A∗ : V → V â òîì æå áàçèñå åñòü At (ñîîòâåòñòâåííî, A
t
).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ðàíåå óòâåðæäåíèÿ î ìàòðèöå

ñîïðÿæ¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ, íî ìû òàêæå äàäèì ïðÿìîå

äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,

A = (aij) � ìàòðèöà îïåðàòîðà A : V → V â ýòîì áàçèñå, à Ã = (ãij) �
ìàòðèöà îïåðàòîðà A∗ : V → V . Òîãäà ìû èìååì

(Ae j , ek) = (aije i , ek) = aij(e i , ek) = aijδik = akj ,

(e j ,A∗ek) = (e j , ã
i
ke i ) = ãik(e j , e i ) = ãikδji = ãjk .

Òàê êàê (Ae j , ek) = (e j ,A∗ek), ìû ïîëó÷àåì akj = ãjk èëè A
t
= Ã.
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Ïðåäëîæåíèå

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à) (A+ B)∗ = A∗ + B∗, (λA)∗ = λA∗;
á) (AB)∗ = B∗A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö è

ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà

Åñëè W ⊂ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî A, òî
W⊥ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü u ∈W⊥. Òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈W èìååì

(A∗u,w) = (u,Aw) = 0 òàê êàê Aw ∈W , à u ∈W⊥. Ñëåäîâàòåëüíî,
A∗u ∈W⊥.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 17 9 àïðåëÿ 2021 ã. 6 / 15



4.2. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû. Êàíîíè÷åñêèé âèä

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð A : V → V â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå

íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñëè A∗ = A, ò. å. âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

(Au, v) = (u,Av)

äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V .
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Ïðåäëîæåíèå

Ìàòðèöà A ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A â îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷íà (ýðìèòîâà),

ò. å. At = A (ñîîòâåòñòâåííî, A
t
= A).

Åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

ñèììåòðè÷íà (ýðìèòîâà), òî îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæ¼í.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê ìàòðèöà îïåðàòîðà A∗ (â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå) åñòü A
t

è A∗ = A, ìû ïîëó÷àåì A
t
= A.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà A îïåðàòîðà A ýðìèòîâà, ò. å. A
t
= A. Òîãäà

ìàòðèöà A
t
îïåðàòîðà A∗ â òîì æå áàçèñå ñîâïàäàåò ñ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, A∗ = A è îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæ¼í.
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Càìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òàêæå

íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêèìè, à â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå �

ýðìèòîâûìè.

Âîò îñíîâíîå ñâîéñòâî ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð äèàãîíàëèçèðóåì â îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îïèðàòüñÿ íà ëåììó, êîòîðàÿ âàæíà ñàìà ïî

ñåáå.
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Ëåììà

Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî

îïåðàòîðà A âåùåñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî

Âíà÷àëå äîêàæåì ëåììó äëÿ ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå

êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñóòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà A. Ïóñòü λ ∈ C òàêîé êîðåíü è v 6= 0 � ñîîòâåòñòâóþùèé

ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò. å. Av = λv . Òîãäà

λ(v , v) = (λv , v) = (Av , v) = (v ,Av) = (v , λv) = λ(v , v).

Òàê êàê (v , v) 6= 0, ïîëó÷àåì λ = λ, ò.å. λ ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ñëó÷àé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê ýðìèòîâîìó ñëó÷àþ ïðè

ïîìîùè êîìïëåêñèôèêàöèè. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî

îïåðàòîðà A â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V .

Òîãäà ìàòðèöà A âåùåñòâåííà è ñèììåòðè÷íà. Òà æå ìàòðèöà A áóäåò

ìàòðèöåé êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî îïåðàòîðà AC â ñîîòâåòñòâóþùåì

áàçèñå ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà VC. Ýòîò áàçèñ òàêæå îðòîíîðìèðîâàí,

à ìàòðèöà A, áóäó÷è âåùåñòâåííîé è ñèììåòðè÷íîé, ÿâëÿåòñÿ

ýðìèòîâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð AC ñàìîñîïðÿæ¼í, à êîðíè åãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà âåùåñòâåííû è ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè

ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà A.
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Òåîðåìà

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð äèàãîíàëèçèðóåì â îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V . Ïðè dimV = 1

äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ

îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè n − 1, è äîêàæåì åãî äëÿ

ïðîñòðàíñòâà V ðàçìåðíîñòè n.

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ó ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A èìååòñÿ

ñîáñòâåííûé âåêòîð v , ò. å. îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

W = 〈v〉. Ïî ðàíåå äîêàçàííîé ëåììå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A∗ = A. Òàê êàê dimW⊥ = n− 1,
â ïðîñòðàíñòâå W⊥ èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en−1 èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A|W⊥ . Òîãäà e1, . . . , en−1, v

|v | �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.
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Îïðåäåëåíèå

Äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ

êàíîíè÷åñêèì âèäîì ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà.

Ïðàêòè÷åñêèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Au = λu è Av = µv , ãäå λ 6= µ � âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ. Òîãäà

λ(u, v) = (λu, v) = (Au, v) = (u,Av) = (u, µv) = µ(u, v),

îòêóäà (u, v) = 0, òàê êàê λ 6= µ.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 17 9 àïðåëÿ 2021 ã. 13 / 15



Äëÿ íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A íàõîäÿòñÿ âñå åãî ñîáñòâåííûå

ïîäïðîñòðàíñòâà, à çàòåì â êàæäîì èç íèõ âûáèðàåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ è áóäåò íóæíûì

áàçèñîì äëÿ A.
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Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåðíî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå îá

îðòîãîíàëüíîé äèàãîíàëèçèðóåìîñòè ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà:

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äèàãîíàëèçèðóåì â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, òî A ñàìîñîïðÿæ¼í.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà, à îïåðàòîð,

èìåþùèé ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñàìîñîïðÿæ¼í.

Â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññ îïåðàòîðîâ, äèàãîíàëèçèðóåìûõ â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, øèðå, ÷åì ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû

(òàê êàê íà äèàãîíàëè ìîãóò ñòîÿòü íå âåùåñòâåííûå ÷èñëà). Òàêèå

îïåðàòîðû ìû èçó÷èì ïîçæå.
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