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3.7. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà è ìíîãîìåðíûé îáú¼ì

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöåé Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

G = G (a1, . . . , ak) =


(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, ak)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, ak)

...
...

. . .
...

(ak , a1) (ak , a2) . . . (ak , ak)

 .

Ìàòðèöà G ñèììåòðè÷íà (G t = G ) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è

ýðìèòîâà (G
t

= G ) â ýðìèòîâîì.

Ìàòðèöà Ãðàìà óæå ïîÿâëÿëàñü êàê ìàòðèöà ñèñòåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî 〈a1, . . . , ak〉.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü G � ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, . . . , ak ,
à A = (aij) � ìàòðèöà, â ñòîëáöû êîòîðîé çàïèñàíû êîîðäèíàòû

âåêòîðîâ a1, . . . , ak â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

G = A
t
A (G = AtA â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî ñëåäóåò èç çàêîíà óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ôîðìóëû äëÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P ∈ (A,V ) � òî÷êà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, à a1, . . . , ak �

íàáîð âåêòîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ïàðàëëåëåïèïåäîì ñ

âåðøèíîé â òî÷êå P , íàòÿíóòûì íà âåêòîðû a1, . . . , ak , íàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A:

Π(P; a1, . . . , ak) := {Q ∈ A : Q = P + x1a1 + . . .+ xkak , 0 6 x i 6 1}.

Îïðåäåëèì k-ìåðíûé îáú¼ì volk ïàðàëëåëåïèïåäà Π(P; a1, . . . , ak) â
àôôèííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èíäóêòèâíî:

1) îäíîìåðíûé îáú¼ì vol1 Π(P; a1) := |a1| � ýòî äëèíà âåêòîðà;

2) volk Π(P; a1, . . . , ak) := volk−1 Π(P; a1, . . . , ak−1)·| ort〈a1,...,ak−1〉 ak |.

Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà

(èëè îáú¼ìà 3-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà) êàê ïðîèçâåäåíèå äëèíû

(èëè ïëîùàäè) îñíîâàíèÿ íà âûñîòó. Èç îïðåäåëåíèÿ îáú¼ìà

volk Π(P; a1, . . . , ak) âèäíî, ÷òî îí íå çàâèñèò îò âåðøèíû P ; ïîýòîìó
äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå volk Π(a1, . . . , ak).
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Òåîðåìà

Êâàäðàò îáú¼ìà ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû Ãðàìà:(
volk Π(a1, . . . , ak)

)2
= detG (a1, . . . , ak).

Â ÷àñòíîñòè, îáú¼ì volk Π(a1, . . . , ak) íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Èíäóêöèÿ ïî k . Ïðè k = 1, î÷åâèäíî, |a1|2 = (a1, a1).

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ volk−1, äîêàæåì åãî äëÿ volk .

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

ak = pr〈a1,...,ak−1〉 ak + ort〈a1,...,ak−1〉 ak ,

ãäå pr〈a1,...,ak−1〉 ak = λ1a1 + . . .+ λk−1ak−1,
è îáîçíà÷èì b = ort〈a1,...,ak−1〉 ak .

Òîãäà (ai ,b) = 0 ïðè i = 1, . . . , k − 1 è (ak ,b) = (b,b).
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ìû èìååì:

det G =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) . . . (a1, ak )

.

.

.
.
.
.

.

.

.
(ak , a1) . . . (ak , ak )

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) . . . (a1, ak−1) (a1, λ1a1 + . . . + λk−1ak−1 + b)

.

.

.
.
.
.

.

.

.

.

.

.
(ak , a1) . . . (ak , ak−1) (ak , λ1a1 + . . . + λk−1ak−1 + b)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= λ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) . . . (a1, ak−1) (a1, a1)

.

.

.
.
.
.

.

.

.

.

.

.
(ak , a1) . . . (ak , ak−1) (ak , a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ + . . . + λk−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) . . . (a1, ak−1) (a1, ak−1)

.

.

.
.
.
.

.

.

.

.

.

.
(ak , a1) . . . (ak , ak−1) (ak , ak−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a1, a1) . . . (a1, ak−1) (a1, b)

.

.

.
.
.
.

.

.

.

.

.

.
(ak−1, a1) . . . (ak−1, ak−1) (ak−1, b)

(ak , a1) . . . (ak , ak−1) (ak , b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a1, a1) . . . (a1, ak−1) 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.

.

.

.
(ak−1, a1) . . . (ak−1, ak−1) 0

(ak , a1) . . . (ak , ak−1) (b, b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) . . . (a1, ak−1)

.

.

.
.
.
.

.

.

.
(ak−1, a1) . . . (ak−1, ak−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ · (b, b) =
(
volk−1 Π(a1, . . . , ak−1)

)
2|b|2 =

(
volk Π(a1, . . . , ak )

)
2
.
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Ñëåäñòâèå

Âåêòîðû a1, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

detG (a1, . . . , ak) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû a1, . . . , ak ëèíåéíî

çàâèñèìû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ak ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

a1, . . . , ak−1. Òîãäà ort〈a1,...,ak−1〉 ak = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

detG =
(
volk Π(a1, . . . , ak)

)2
=

=
(
volk−1 Π(a1, . . . , ak−1)

)2| ort〈a1,...,ak−1〉 ak |2 = 0.

Îáðàòíî, ïóñòü detG = (volk Π(a1, . . . , ak))2 = 0. Òîãäà, â ñèëó

èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ îáúåìà, ìû èìååì voli Π(a1, . . . , ai ) = 0, à

voli−1 Π(a1, . . . , ai−1) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i . Òàê êàê
voli Π(a1, . . . , ai ) = voli−1 Π(a1, . . . , ai−1)| ort〈a1,...,ai−1〉 ai |, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ort〈a1,...,ai−1〉 ai = 0, ò. å. ai ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

a1, . . . , ai−1.
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü dimV = n è A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èç êîîðäèíàò

âåêòîðîâ a1, . . . , an â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Òîãäà

voln Π(a1, . . . , an) = | detA|.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû èìååì G = AtA. Òîãäà èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïîëó÷àåì(
voln Π(a1, . . . , an)

)2
= detG = det(AtA) = (detA)2.
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3.8. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

×àñòî íà ïðàêòèêå ïðè èññëåäîâàíèè êàêîãî-íèáóäü ïðèðîäíîãî èëè

ñîöèàëüíîãî ÿâëåíèÿ äåëàåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî ýòî ÿâëåíèå

îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìóëîé. Òî÷íåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà b ëèíåéíî çàâèñèò îò äðóãèõ âåëè÷èí a1, . . . , an, è
õîòèì íàéòè ýòó çàâèñèìîñòü

b = a1x
1 + . . .+ anx

n,

ò. å. íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû x1, . . . , xn. Ýòî íàçûâàåòñÿ
ìîäåëüþ ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè b îò a1, . . . , an äåëàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî

m èçìåðåíèé (êàê ïðàâèëî m� n), è ïî òàáëèöå èçìåðåííûõ çíà÷åíèé

çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
a11x

1 + . . .+ a1nx
n = b1

· · · · · · · · ·
am1 x

1 + . . .+ amn x
n = bm

â êîòîðîé ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé.
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Òàêàÿ ñèñòåìà 
a11x

1 + . . .+ a1nx
n = b1,

· · · · · · · · ·
am1 x

1 + . . .+ amn x
n = bm,

êàê ïðàâèëî, íåñîâìåñòíà. Ïîýòîìó íàõîäèòñÿ ¾íàèëó÷øåå

ïðèáëèæ¼ííîå¿ ðåøåíèå x1, . . . , xn, äëÿ êîòîðîãî îòêëîíåíèå çíà÷åíèé

bi îò aijx
j = ai1x

1 + . . .+ ainx
n áóäåò íàèìåíüøèì.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøàåò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî

ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êà÷åñòâå ìåðû

îòêëîíåíèÿ áåð¼òñÿ ñóììà êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé âåëè÷èí

ai1x
1 + . . .+ ainx

n è bi .
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Îïðåäåëåíèå

Ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû
a11x

1 + . . .+ a1nx
n = b1

· · · · · · · · ·
am1 x

1 + . . .+ amn x
n = bm

íàçûâàåòñÿ íàáîð x̃1, . . . , x̃n, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ñóììó êâàäðàòîâ

ðàçíîñòåé ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû, ò. å.

ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó

(a1j x
j − b1)2 + (a2j x

j − b2)2 + . . .+ (amj x
j − bm)2

ïî âñåì (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì

îòêëîíåíèåì.
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Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ñèñòåìû
a11x

1 + . . .+ a1nx
n = b1,

· · · · · · · · ·
am1 x

1 + . . .+ amn x
n = bm,

(1)

a1, . . . , an ∈ Rm � âåêòîðû-ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû, à b ∈ Rm � âåêòîð

ïðàâûõ ÷àñòåé.

Òåîðåìà

Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (1) íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû
(a1, a1)x1 + . . .+ (a1, an)xn = (a1,b),

· · · · · · · · · · · ·
(an, a1)x1 + . . .+ (an, an)xn = (an,b).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïñåâäîðåøåíèå � ýòî íàáîð êîýôôèöèåíòîâ â

ðàçëîæåíèè ïðîåêöèè pr〈a1,...,an〉 b ïî âåêòîðàì a1, . . . , an, à
êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ïñåâäîðåøåíèÿ � ýòî êâàäðàò äëèíû

âåêòîðà ort〈a1,...,an〉 b.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå íàáîðà x1, . . . , xn � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ

êâàäðàò äëèíû âåêòîðà ajx
j − b, ò. å. êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

òî÷êàìè b è ajx
j ∈ 〈a1, . . . , an〉 àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Am.

Ìû çíàåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó b è òî÷êîé ajx
j ïîäïðîñòðàíñòâà

〈a1, . . . , an〉 ìèíèìàëüíî, êîãäà ajx j � ýòî ïðîåêöèÿ âåêòîðà b íà

〈a1, . . . , an〉. Êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ïðîåêöèè ïî âåêòîðàì

ïîäïðîñòðàíñòâà íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû
(a1, a1)x1 + . . .+ (a1, an)xn = (a1,b),

· · · · · · · · · · · ·
(an, a1)x1 + . . .+ (an, an)xn = (an,b),

a ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî | ort〈a1,...,an〉 b|.
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Àíàëîãè÷íî, ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæíî íàõîäèòü áîëåå

ñëîæíûå çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû b îò a1, . . . , an.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

b = x0 + a1x
1 + . . .+ anx

n ìîæíî íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû

x0, x1, . . . , xn.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïîëàãàåìàÿ çàâèñèìîñòü b îò îäíîé âåëè÷èíû a
âûðàæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì n-é ñòåïåíè b = x0 + ax1 + a2x2 + . . .+ anxn

ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè x0, x1, . . . , xn, ìåòîä íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ýòèõ

êîýôôèöèåíòîâ.
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3.9. Èçîìîðôèçìû åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå

Äâà åâêëèäîâûõ èëè ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâà V è W íàçûâàþòñÿ

èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

A : V →W , ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å.(
Au,Av

)
= (u, v) äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V .

Ïðåäëîæåíèå

Äâà åâêëèäîâûõ èëè ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâà V è W èçîìîðôíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè V è W èçîìîðôíû êàê åâêëèäîâû (ýðìèòîâû) ïðîñòðàíñòâà, òî

îíè èçîìîðôíû êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, à ïîòîìó dimV = dimW .

Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ:

èçîìîðôèçì ìåæäó åâêëèäîâûìè (ýðìèòîâûìè) ïðîñòðàíñòâàìè n
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ

ìåæäó áàçèñàìè e1, . . . , en â V è f 1, . . . , f n â W . Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïîëó÷àåìûé èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ A : V →W ñîõðàíÿë

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, áàçèñû íåîáõîäèìî âûáðàòü

îðòîíîðìèðîâàííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì f i = Ae i è
(e i , e j) = (f i , f j) = δij . Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u = uie i è
v = v je j èç V ìû èìååì

(Au,Av) = uiv j(Ae i ,Ae j) = uiv j(f i , f j) = uiv jδij =
n∑

i=1

uiv i = (u, v),

ò. å. èçîìîðôèçì A ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà V è V ∗ èìåþò îäíó ðàçìåðíîñòü (â
êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå), îíè èçîìîðôíû. Îäíàêî ïîñòðîåíèå

èçîìîðôèçìà ìåæäó íèìè òðåáóåò âûáîðà áàçèñîâ è â ýòîì ñìûñëå

íåêàíîíè÷íî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðèñóòñòâèè ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì V → V ∗ êàíîíè÷åñêèì
îáðàçîì, ò. å. íå ïðèáåãàÿ ê âûáîðó áàçèñîâ.
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Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Êàæäîìó âåêòîðó u ∈ V
ñîïîñòàâèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ξu = (u, · ), çàäàííóþ ïî ôîðìóëå

ξu(v) = (u, v).

Òåîðåìà

Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå u 7→ ξu = (u, · )
óñòàíàâëèâàåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì A : V → V ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ u 7→ ξu âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Òàê êàê dimV = dimV ∗, ÷òîáû
ïðîâåðèòü, ÷òî A : V → V ∗ � èçîìîðôèçì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

KerA = {0}. Ïóñòü v ∈ KerA, ò. å. Av = ξv = o. Ñëåäîâàòåëüíî,
ξv (w) = (v ,w) = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ V . Íî òîãäà è (v , v) = 0, çíà÷èò

v = 0 è ÿäðî îòîáðàæåíèÿ A íóëåâîå.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V óñòàíàâëèâàåòñÿ

êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì V → V ∗, u 7→ (u, · ), ãäå V � êîìïëåêñíî

ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî (ñ óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðû, îïðåäåë¼ííûì

ïî ôîðìóëå λ · v := λv). Ýòî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü äâà ïîíÿòèÿ
¾ñîïðÿæ¼ííîãî¿ ïðîñòðàíñòâà äëÿ ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V .
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