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3.5. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Ïðîåêöèÿ è

îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è

ïîäïðîñòðàíñòâîì

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà

ïðîñòðàíñòâà. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê W íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî W⊥, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ âñåì âåêòîðàì

èç W , ò. å.

W⊥ = {v ∈ V : (v ,w) = 0 äëÿ âñåõ w ∈W }.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥ ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì.
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Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ V èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

V = W ⊕W⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü a1, . . . , ak � áàçèñ â W , äîïîëíèì åãî äî áàçèñà âñåãî

ïðîñòðàíñòâà V âåêòîðàìè ak+1, . . . , an. Ïðèìåíèâ îðòîãîíàëèçàöèþ
Ãðàìà�Øìèäòà, ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . ,bk ,bk+1, . . . ,bn
â V , ïðè÷¼ì åãî ïåðâûå k âåêòîðîâ áóäóò áàçèñîì â W , òàê êàê

〈b1, . . . ,bk〉 = 〈a1, . . . , ak〉 = W . Â òî æå âðåìÿ bk+1, . . . ,bn ëåæàò â
W⊥ ïî îïðåäåëåíèþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Èòàê, äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà v ∈ V ìû èìååì ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó

v = λ1b1 + . . .+ λkbk︸ ︷︷ ︸
∈W

+λk+1bk+1 + . . .+ λnbn︸ ︷︷ ︸
∈W⊥

,

ò. å. V = W +W⊥.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòà ñóììà V = W +W⊥ ïðÿìàÿ. Ïóñòü

v ∈W ∩W⊥. Òàê êàê v ∈W⊥, ìû èìååì (v ,w) = 0 äëÿ âñåõ w ∈W .

Òàê êàê v ∈W , â êà÷åñòâå w ìû ìîæåì âçÿòü ñàì âåêòîð v . Òîãäà

(v , v) = 0, ò. å. v = 0 è ñóììà � ïðÿìàÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà

ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ V çàïèøåì ðàçëîæåíèå

v = v1 + v2, ãäå v1 ∈W , à v2 ∈W⊥.

Òîãäà âåêòîð v1 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà v íà

ïîäïðîñòðàíñòâî W è îáîçíà÷àåòñÿ prW v , à âåêòîð v2 = v − prW v

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî

ïîäïðîñòðàíñòâà W è îáîçíà÷àåòñÿ ortW v .

ßñíî, ÷òî ortW v = prW⊥ v .

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 15 2 àïðåëÿ 2021 ã. 4 / 16



Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V çàäàíî êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû

âåêòîðîâ: W = 〈a1, . . . , ak〉. Òîãäà ïðîåêöèÿ âåêòîðà v ∈ V íà W åñòü

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

prW v = λ1a1 + . . .+ λkak ,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(a1, a1)λ1 + (a1, a2)λ2 + . . .+ (a1, ak)λk = (a1, v),

(a2, a1)λ1 + (a2, a2)λ2 + . . .+ (a2, ak)λk = (a2, v),

· · · · · ·
(ak , a1)λ1 + (ak , a2)λ2 + . . .+ (ak , ak)λk = (ak , v).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàïèøåì v = prW v + ortW v . Òîãäà âåêòîð

ortW v = v − λ1a1 − . . .− λkak îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ

a1, . . . , ak . Âçÿâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ai ñ ortW v , ìû ïîëó÷àåì

(ai , v − λ1a1 − . . .− λkak) = 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî i-ìó óðàâíåíèþ
ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûì

âåêòîðîì v ∈ V è ïîäïðîñòðàíñòâîì W ⊂ V íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ

íèæíÿÿ ãðàíü óãëîâ ìåæäó v è ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì w ∈W :

∠(v ,W ) := inf
w∈W

∠(v ,w).

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü infw∈W ∠(v ,w) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ìíîæåñòâî
óãëîâ ∠(v ,w) îãðàíè÷åíî ñíèçó íóë¼ì.

Íà ñàìîì äåëå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå

w = prW v , êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
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Ïðåäëîæåíèå

Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàâåí óãëó ìåæäó âåêòîðîì

è åãî ïðîåêöèåé íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî:

∠(v,W ) = ∠(v, prW v).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü w ∈W � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð. Îáîçíà÷èì

α = ∠(v , prW v), β = ∠(v ,w) è v1 = prW v . Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

α 6 β. Òàê êàê 0 6 α, β 6 π, íåðàâåíñòâî α 6 β ýêâèâàëåíòíî

íåðàâåíñòâó cosα > cosβ, ò. å.

(v , v1)

|v | |v1|
>

(v ,w)

|v | |w |
. (1)

Çàïèøåì v = v1 + v2, ãäå v2 = ortW v ∈W⊥. Òîãäà
(v , v1) = (v1 + v2, v1) = |v1|2 è (v ,w) = (v1 + v2,w) = (v1,w).

Ïîäñòàâèâ ýòî â (1), ïîëó÷èì |v1| > (v1,w)
|w | , ÷òî âûòåêàåò èç

íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.
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3.6. Àôôèííûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðàññòîÿíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî (A,V ) íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.

Ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè P è Q àôôèííîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà (A,V ) íàçûâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà PQ:

d(P,Q) := |PQ|.

Ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êîé P è àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (B,W )
íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàññòîÿíèé ìåæäó P è ïðîèçâîëüíîé

òî÷êîé Q ∈ B:

d(P,B) := inf
Q∈B

d(P,Q).

Ðàññòîÿíèåì ìåæäó àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè (C,U) è (B,W )
íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè P ∈ C è

Q ∈ B:

d(C,B) := inf
P∈C,Q∈B

d(P,Q).
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò óòâåðæäåíèÿ î ðàññòîÿíèè ìåæäó

òî÷êîé è ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòüþ èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Òåîðåìà

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé P è àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (B,W )
ðàâíî äëèíå îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà PQ, ñîåäèíÿþùåãî

P ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé Q ∈ B, îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà W :

d(P,B) = | ortW PQ| äëÿ ëþáîé òî÷êè Q ∈ B.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Âíà÷àëå ìû äîêàæåì, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ortW PQ íå

çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè Q ∈ B. Ïóñòü Q ′ ∈ B � äðóãàÿ òî÷êà. Ìû

èìååì PQ = prW PQ + ortW PQ è PQ ′ = prW PQ ′ + ortW PQ ′. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, PQ ′ = PQ + QQ ′, ãäå QQ ′ ∈W . Òîãäà

PQ ′ = prW PQ ′︸ ︷︷ ︸
∈W

+ ortW PQ ′︸ ︷︷ ︸
∈W⊥

= QQ ′ + PQ = QQ ′ + prW PQ︸ ︷︷ ︸
∈W

+ ortW PQ︸ ︷︷ ︸
∈W⊥

.

Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà â ïðÿìîé ñóììå

V = W ⊕W⊥ ïîëó÷àåì ortW PQ ′ = ortW PQ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè Q ∈ B ìû èìååì

|PQ| > | ortW PQ|. Äåéñòâèòåëüíî,

|PQ|2 = (PQ,PQ) = (prW PQ + ortW PQ, prW PQ + ortW PQ) =

= (prW PQ, prW PQ) + (ortW PQ, ortW PQ) =

= | prW PQ|2 + | ortW PQ|2 > | ortW PQ|2,

ãäå â ïðåäïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

(prW PQ, ortW PQ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

d(P,B) = infQ∈B |PQ| > | ortW PQ|.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå | ortW PQ| äîñòèãàåòñÿ, ò. å.
|PQ ′| = | ortW PQ| äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè Q ′ ∈ B. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì â

êà÷åñòâå Q ′ òî÷êó P + ortW PQ. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ,

|PQ ′| = | ortW PQ|. C äðóãîé ñòîðîíû,

Q ′ = P + ortW PQ = P + PQ − prW PQ = Q − prW PQ,

ãäå Q ∈ B è prW PQ ∈W , ò. å. Q ′ ∈ B.
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Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ

ïðÿìûìè â ïðîñòðàíñòâå âû÷èñëÿëîñü êàê äëèíà èõ îáùåãî

ïåðïåíäèêóëÿðà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå

ìåæäó àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â îáùåì ñëó÷àå, êàê

ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè (C,U) è
(B,W ) ðàâíî äëèíå îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà PQ,

ñîåäèíÿþùåãî ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ∈ C ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé

Q ∈ B, îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà U +W :

d(C,B) = | ortU+W PQ| äëÿ ëþáûõ òî÷åê P ∈ C,Q ∈ B.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî

îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ortU+W PQ íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê

P ∈ C, Q ∈ B. Ïóñòü P ′ ∈ C, Q ′ ∈ B � äðóãèå òî÷êè. Ìû èìååì

PQ = prU+W PQ + ortU+W PQ è P ′Q ′ = prU+W P ′Q ′ + ortU+W P ′Q ′.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, P ′Q ′ = P ′P + PQ + QQ ′, ãäå P ′P ∈ U è QQ ′ ∈W .

Òîãäà

P ′Q ′ = prU+W P ′Q ′︸ ︷︷ ︸
∈U+W

+ ortU+W P ′Q ′︸ ︷︷ ︸
∈(U+W )⊥

=

= P ′P + QQ ′ + prU+W PQ︸ ︷︷ ︸
∈U+W

+ ortU+W PQ︸ ︷︷ ︸
∈(U+W )⊥

.

Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà â ïðÿìîé ñóììå

ïîëó÷àåì ortU+W P ′Q ′ = ortU+W PQ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ P ∈ C è

Q ∈ B ìû èìååì |PQ| > | ortU+W PQ|. Ñëåäîâàòåëüíî,

d(C,B) = inf
P∈C,Q∈B

|PQ| > | ortU+W PQ|.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå | ortU+W PQ| äîñòèãàåòñÿ â
íåêîòîðîé ïàðå òî÷åê, ò. å. |P ′Q ′| = | ortU+W PQ| äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê
P ′ ∈ C, Q ′ ∈ B. Çàïèøåì âåêòîð prU+W PQ ∈ U +W â âèäå ñóììû:

prU+W PQ = u +w ,

ãäå u ∈ U è w ∈W . Òåïåðü âîçüì¼ì P ′ = P + u, òîãäà î÷åâèäíî

P ′ ∈ (C,U). Äàëåå, âîçüì¼ì Q ′ = P ′ + ortU+W PQ. Òîãäà, ïî
îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ, |P ′Q ′| = | ortU+W PQ|. C äðóãîé ñòîðîíû,

Q ′ = P ′ + ortU+W PQ = P + u + PQ − prU+W PQ = Q −w ,

ãäå Q ∈ B è w ∈W , ò. å. Q ′ ∈ (B,W ).
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Åñëè d(C,B) 6= 0, òî òî÷êè P ′ è Q ′, íàéäåííûå â ïðåäûäóùåì
äîêàçàòåëüñòâå, ðàçëè÷íû. Ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ P ′ è Q ′,
ïåðïåíäèêóëÿðíà êàæäîìó èç ïîäïðîñòðàíñòâ (C,U) è (B,W ) è
íàçûâàåòñÿ èõ îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì.

Òàêàÿ ïðÿìàÿ åäèíñòâåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû u è w

â ðàçëîæåíèè prU+W PQ = u +w îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ò. å. êîãäà

U ∩W = {0}. Íàïðèìåð, ýòî òàê â ñëó÷àå ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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