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Òåîðåìà (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî)

Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ u, v åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|(u, v)| 6 |u| · |v|,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû u, v
êîëëèíåàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè u = 0, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü u 6= 0. Çàïèøåì

v = v1 + v2, ãäå v1 = pru v è v2 = ortu v . Òîãäà (v1, v2) = 0, è

|v |2 = (v , v) = (v1 + v2, v1 + v2) =

= (v1, v1) + (v1, v2) + (v2, v1) + (v2, v2) = |v1|2 + |v2|2.

Îòñþäà |v1| 6 |v |, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè v2 = 0,

ò. å. êîãäà âåêòîð v êîëëèíåàðåí âåêòîðó u. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

|v1| = | pru v | = |(u,v)|
|u| , òàê ÷òî íåðàâåíñòâî |v1| 6 |v | ýêâèâàëåíòíî

òðåáóåìîìó.
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Îïðåäåëåíèå

Óãëîì ìåæäó äâóìÿ íåíóëåâûìè âåêòîðàìè u, v åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

∠(u, v) := arccos
(u, v)

|u| |v |
∈ [0, π].

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ãàðàíòèðóåò, ÷òî óãîë ìåæäó

íåíóëåâûìè âåêòîðàìè âñåãäà îïðåäåëåí.
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Ñëåäñòâèå (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)

Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ u, v åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|u + v| 6 |u|+ |v|.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â îáåèõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâà ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû, ïîýòîìó

ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî

(u + v ,u + v) 6 (u,u) + (v , v) + 2|u| |v |.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ëåâîé ÷àñòè è ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

(u, v) + (v ,u) 6 2|u| |v |,

êîòîðîå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.
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3.3. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü v1, . . . , vk � íàáîð ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ.

Òîãäà ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äàííûõ âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ:∑k
i=1 λiv i = 0. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà v j è

âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó:

0 =
(
v j ,

k∑
i=1

λiv i

)
=

k∑
i=1

λi (v j , v i ) = λj(v j , v j),

òàê êàê ïî óñëîâèþ îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå ðàâíû íóëþ.

Ïîñêîëüêó v j 6= 0, èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (v j , v j) 6= 0, à çíà÷èò, λj = 0. Ýòî

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , k , ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ

∑k
i=1 λiv i òðèâèàëüíà.
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Îïðåäåëåíèå

Áàçèñ e1, . . . , en åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ

îðòîãîíàëüíûì, åñëè åãî âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

Åñëè ïðè ýòîì äëèíà êàæäîãî âåêòîðà ðàâíà 1, òî áàçèñ íàçûâàåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííûì.

Òåîðåìà

Ïóñòü a1, . . . , ak � íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ

âåêòîðîâ b1, . . . ,bk , ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

〈b1, . . . ,bi 〉 ñîâïàäàåò ñ 〈a1, . . . , ai 〉.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ìîæíî âçÿòü b1 = a1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íàáîðîâ èç i âåêòîðîâ, è
äîêàæåì åãî äëÿ íàáîðîâ èç i + 1 âåêòîðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü b1, . . . ,bi � îðòîãîíàëüíûé íàáîð, ïîñòðîåííûé ïî íàáîðó

a1, . . . , ai . Ìû õîòèì, ÷òîáû äëÿ íîâîãî âåêòîðà bi+1 ëèíåéíàÿ

îáîëî÷êà 〈b1, . . . ,bi ,bi+1〉 ñîâïàäàëà ñ
〈a1, . . . , ai , ai+1〉 = 〈b1, . . . ,bi , ai+1〉, è ïîýòîìó áóäåì èñêàòü bi+1 â

âèäå

bi+1 = ai+1 + λ1b1 + . . .+ λibi .

Êîýôôèöèåíòû λ1, . . . , λi áóäåì ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû âåêòîð bi+1 áûë

îðòîãîíàëåí âñåì ïðåäûäóùèì âåêòîðàì b1, . . . ,bi . Óìíîæèâ ñêàëÿðíî

ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ñëåâà íà bj è èñïîëüçîâàâ òî, ÷òî (bj ,b`) = 0

ïðè j 6= `, ïîëó÷àåì

0 = (bj ,bi+1) = (bj , ai+1) + λj(bj ,bj),

îòêóäà λj = − (bj ,ai+1)
(bj ,bj )

äëÿ j = 1, . . . , i .
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ âåêòîðà bi+1 ïîëó÷àåì

bi+1 = ai+1 −
(b1, ai+1)

(b1,b1)
b1 −

(b2, ai+1)

(b2,b2)
b2 − . . .−

(bi , ai+1)

(bi ,bi )
bi =

= ai+1 − prb1 ai+1 − prb2 ai+1 − . . .− prbi
ai+1.

Ïðè ýòîì bi+1 6= 0 (òàê êàê b1 . . . ,bi , ai+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû), bi+1

îðòîãîíàëåí âåêòîðàì b1, . . . ,bi , à

〈b1, . . . ,bi ,bi+1〉 = 〈b1, . . . ,bi , ai+1〉 = 〈a1, . . . , ai , ai+1〉.

Èíäóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïåðåõîäà îò íàáîðà a1 . . . , ak ê

îðòîãîíàëüíîìó íàáîðó b1, . . . ,bk íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì

îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà.

Óñëîâèå 〈b1, . . . ,bi 〉 = 〈a1, . . . , ai 〉 ïðè i = 1, . . . , k îçíà÷àåò, ÷òî

ìàòðèöà ïåðåõîäà îò a1 . . . , ak ê b1, . . . ,bk ÿâëÿåòñÿ

âåðõíåòðåóãîëüíîé.
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Ñëåäñòâèå

Â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóþò

îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è

ïðèìåíèì ê íåìó îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà�Øìèäòà. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . ,bn. Òîãäà áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç

âåêòîðîâ b1
|b1| , . . . ,

bn
|bn| áóäåò îðòîíîðìèðîâàííûì.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü âåêòîðû u è v èìåþò êîîðäèíàòû u1, . . . , un è v1, . . . , vn â

íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà

ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

(u, v) = ū1v1 + ū2v2 + . . .+ ūnvn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Òîãäà (u, v) =
(uie i , v

je j) = ūiv j(e i , e j) = ūiv jδij = ū1v1 + ū2v2 + . . .+ ūnvn.
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3.4. Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå ìàòðèöû.

QR-ðàçëîæåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà åâêëèäîâà

(ñîîòâåòñòâåííî, ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîìó

îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé

(ñîîòâåòñòâåííî, óíèòàðíîé).
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Ïðåäëîæåíèå

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ìàòðèöà C îðòîãîíàëüíà (ñîîòâåòñòâåííî, óíèòàðíà);

á) C tC = E (ñîîòâåòñòâåííî, C
t
C = E );

â) ñòîëáöû ìàòðèöû C îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà Rn (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâà Cn);

ã) CC t = E (ñîîòâåòñòâåííî, CC t = E );

ä) ñòðîêè ìàòðèöû C îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà Rn (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâà Cn).

Äîêàçàòåëüñòâî

Óñëîâèÿ á) è ã) ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê êàæäîå èç íèõ ýêâèâàëåíòíî

ðàâåíñòâó C t = C−1 (ñîîòâåòñòâåííî, C
t

= C−1).

Ýêâèâàëåíòíîñòè á)⇔ â) è ã)⇔ ä) âûòåêàþò èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

ìàòðèö è ôîðìóë äëÿ ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rn

è Cn.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äîêàæåì à)⇒ á). Ïóñòü e1, . . . , en è e1′ , . . . , en′ � îðòîíîðìèðîâàííûå

áàçèñû â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå è C = (c ii ′) � ìàòðèöà ïåðåõîäà,

ò. å. e i ′ = c ii ′e i . Òîãäà (e i , e j) = δij è (e i ′ , e j ′) = δi ′j ′ , îòêóäà

δi ′j ′ = (e i ′ , e j ′) = (c ii ′e i , c
j
j ′e j) = c ii ′c

j
j ′(e i , e j) = c ii ′c

j
j ′δij = c ii ′δijc

j
j ′ . (1)

Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó

ñîîòíîøåíèþ E = C
t
EC èëè C

t
C = E . Ñëó÷àé åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îñòàëîñü äîêàçàòü á)⇒ à). Ïóñòü C
t
C = E èëè, â îáîçíà÷åíèÿõ

Ýéíøòåéíà, c ii ′δijc
j
j ′ = δi ′j ′ . Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ. Èç C
t
C = E ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà, è ïîýòîìó

ìîæíî ðàññìîòðåòü íîâûé áàçèñ e1′ , . . . , en′ , ãäå e i ′ = c ii ′e i . Òîãäà

àíàëîãè÷íî (1) ïîëó÷àåì (e i ′ , e j ′) = c ii ′δijc
j
j ′ = δi ′j ′ , ò. å. áàçèñ

e1′ , . . . , en′ òàêæå îðòîíîðìèðîâàí, è C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó.
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Òåîðåìà (QR-ðàçëîæåíèå)

Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé âåùåñòâåííîé (ñîîòâåòñòâåííî,

êîìïëåêñíîé) ìàòðèöû A èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

A = QR,

ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà, à R �

âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü a1, . . . , an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn (èëè Cn), ñîñòîÿùèé èç

ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ïðèìåíèâ ê íåìó îðòîãîíàëèçàöèþ
Ãðàìà�Øìèäòà, ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . ,bn. Ïóñòü C �

ìàòðèöà ïåðåõîäà, ò. å.

(b1 . . . bn) = (a1 . . . an)C

èëè B = AC , ãäå B � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñóòü b1, . . . ,bn. Ïðè

ýòîì ìàòðèöà C � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè (ýòî

ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè). Ïðè ïåðåõîäå îò

îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà b1, . . . ,bn ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó

b
′
1, . . . ,b

′
n, ãäå b

′
i = bi

|bi | , ìû ïîëó÷àåì B = B ′D, ãäå

B ′ = (b′1, . . . ,b
′
n) � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à D � äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà ñ ÷èñëàìè |bi | íà äèàãîíàëè.

Èç ñîîòíîøåíèé B = AC è B = B ′D ìû ïîëó÷àåì A = B ′DC−1. Òîãäà
ïîëîæèâ Q = B ′ è R = DC−1, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå

A = QR , òàê êàê R � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëè

êîòîðîé ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà |bi |.
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QR-ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî òàêæå è äëÿ âûðîæäåííûõ ìàòðèö A (ïðè

ýòîì íà äèàãîíàëè R ìîãóò ñòîÿòü íóëè), à òàêæå äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ

ìàòðèö A ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà (çàäà÷à).
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