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3.1. Àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà, ñèñòåìû êîîðäèíàò,

ïîäïðîñòðàíñòâà

Â ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷êè

è âåêòîðû. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ýòèõ ïîíÿòèé è âçàèìîñâÿçåé ìåæäó

íèìè ñëóæèò ïîíÿòèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Îïðåäåëåíèå

Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (A,V ), ñîñòîÿùàÿ èç

ìíîæåñòâà A, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè, è âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì k, ñ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ

+: A× V → A, (P, v) 7→ P + v

äëÿ P ∈ A è v ∈ V . (Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî ê òî÷êå P ìîæíî

¾ïðèëîæèòü¿ âåêòîð v è òîãäà åãî ¾êîíåö¿ � ýòî òî÷êà P + v .)

Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ òî÷åê è âåêòîðîâ

óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) P + 0 = P äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ A;

2) (P + u) + v = P + (u + v) äëÿ ëþáûõ P ∈ A, u, v ∈ V ;

3) äëÿ ëþáûõ P,Q ∈ A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð v ∈ V ,

òàêîé, ÷òî P + v = Q.
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×àñòî àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ïðîñòî ìíîæåñòâî òî÷åê A
èç îïðåäåëåíèÿ âûøå (îñîáåííî êîãäà èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, êàêîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V èìååòñÿ ââèäó). Âåêòîð v , îäíîçíà÷íî

ñîïîñòàâëÿåìûé ïàðå òî÷åê P,Q ∈ A â ñèëó ñâîéñòâà 3), îáîçíà÷àåòñÿ

PQ. Òîãäà èç ñâîéñòâà 2) âûòåêàåò, ÷òî PQ + QR = PR .

Ñâîéñòâà 1)�2) èç îïðåäåëåíèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àþò,

÷òî íà ìíîæåñòâå A çàäàíî äåéñòâèå àáåëåâîé ãðóïïû âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà V . Ñâîéñòâî 3) ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî ýòî

äåéñòâèå ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî. Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî

ñâîáîäíîå è òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïû G , íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì

îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì ãðóïïû G . Òàêèì îáðàçîì, àôôèííîå

ïðîñòðàíñòâî A � ýòî ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî àáåëåâîé

ãðóïïû V .
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Ïðèìåð

1. Òî÷êè ïëîñêîñòè è (òð¼õìåðíîãî) ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò àôôèííûå

ïðîñòðàíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè ¾íå ïîìíÿò¿ íà÷àëà êîîðäèíàò: âñå

òî÷êè íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ðàâíîïðàâíû, ïîêà ìû íå

ââåëè òàì ñèñòåìó êîîðäèíàò.

2. Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ax = b, ãäå A � ìàòðèöà, à x è b � ñòîëáöû. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî

ðåøåíèé x ýòîé ñèñòåìû, à V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé y
îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ay = 0. Òîãäà (A,V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ A è y ∈ V , òî A(x + y) = Ax + Ay = b è

ïîýòîìó x + y ∈ A.

3. Èç âñÿêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ìîæíî ïîëó÷èòü àôôèííîå

ïðîñòðàíñòâî, âçÿâ â êà÷åñòâå A ìíîæåñòâî âåêòîðîâ V ; ïðè ýòîì

ñëîæåíèå òî÷åê è âåêòîðîâ � ýòî ïðîñòî ñëîæåíèå âåêòîðîâ â

èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå V . Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå ïðè

ïîìîùè ýòîé ïðîöåäóðû èç Rn, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç An.
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Îïðåäåëåíèå

Àôôèííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (èëè ðåïåðîì) â àôôèííîì

ïðîñòðàíñòâå (A,V ) íàçûâàåòñÿ íàáîð (O, e1, . . . , en), ñîñòîÿùèé èç

òî÷êè O ∈ A, íàçûâàåìîé íà÷àëîì êîîðäèíàò, è áàçèñà e1, . . . , en â

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .

Êîîðäèíàòàìè òî÷êè P ∈ A â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O, e1, . . . , en)
íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû x1, . . . , xn âåêòîðà OP â áàçèñå e1, . . . , en, ò. å.

OP = x1e1 + . . .+ xnen.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 13 26 ìàðòà 2021 ã. 6 / 17



Îïðåäåëåíèå

Àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå (A,V )
íàçûâàåòñÿ ïàðà (B,W ), ñîñòîÿùàÿ èç ïîäìíîæåñòâà B ⊂ A è

âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ V , òàêàÿ, ÷òî (B,W ) ÿâëÿåòñÿ
àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé â (A,V ).

Ýêâèâàëåíòíî, (B,W ) íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â

(A,V ), åñëè

1) äëÿ ëþáûõ P ∈ B è w ∈W òî÷êà P +w ëåæèò â B;

2) äëÿ ëþáûõ P,Q ∈ B âåêòîð PQ ëåæèò â W .
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Ïðèìåð

Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà (B,W ) â An ìîæíî çàäàâàòü äâóìÿ

ñïîñîáàìè:

à) ðåïåðîì, ò. å. òî÷êîé P ∈ B è áàçèñîì f 1, . . . , f k âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà W ⊂ Rn. Ïðè ýòîì ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà P ′ ∈ B
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå P ′ = P + x1f 1 + . . .+ xk f k . Äëÿ òàêîãî

ñïîñîáà çàäàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

B = P + 〈f 1, . . . , f k〉.

á) êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîâìåñòíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé:

B = {x ∈ Rn : Ax = b}.

Ïðè ýòîì W � ýòî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé

ñèñòåìû Ax = 0.
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Ïåðâûé ñïîñîá îáîáùàåò ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïðÿìûõ è

ïëîñêîñòåé. Âòîðîé ñïîñîá îáîáùàåò çàäàíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé

óðàâíåíèÿìè.

Ïåðåõîä îò âòîðîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ê ïåðâîìó

çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû Ax = b: òî÷êà P � ýòî

÷àñòíîå ðåøåíèå, à íàáîð f 1, . . . , f k � ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà

ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ax = 0.

Äëÿ ïåðåõîäà îò ïåðâîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà êî âòîðîìó

íåîáõîäèìî çàäàòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó 〈f 1, . . . , f k〉 îäíîðîäíîé
ñèñòåìîé Ax = 0; òîãäà ñòîëáåö b ïðàâûõ ÷àñòåé íåîäíîðîäíîé

ñèñòåìû Ax = b ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå êîîðäèíàò òî÷êè P â

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû Ax = 0.
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3.2. Åâêëèäîâû è ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè íà

ïàðàõ åãî âåêòîðîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f : V × V → R (îáîçíà÷àåìàÿ

(a, b) := f (a, b) è íàçûâàåìàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) áèëèíåéíîñòü, ò. å.

(λ1u1 + λ2u2, v) = λ1(u1, v) + λ2(u2, v) è

(u, µ1v1 + µ2v2) = µ1(u, v1) + µ2(u, v2)

äëÿ ëþáûõ λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ R è u,u1,u2, v , v1, v2 ∈ V ;

2) ñèììåòðè÷íîñòü: (v ,u) = (u, v) äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ;

3) ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü: (v , v) > 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V ,

ïðè÷¼ì (v , v) = 0 òîëüêî ïðè v = 0.
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Ñâîéñòâî áèëèíåéíîñòè âûðàæàåò ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ. Ââèäó íàëè÷èÿ ñâîéñòâà

ñèììåòðè÷íîñòè, áèëèíåéíîñòü î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè ïî

ëþáîìó èç äâóõ àðãóìåíòîâ.

Â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò áûòü

îäíîâðåìåííî áèëèíåéíûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (v , v) � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî

(iv , iv) = i2(v , v) = −(v , v) � îòðèöàòåëüíî.

Åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîìïëåêñíîì

ïðîñòðàíñòâå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
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Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì (èëè

óíèòàðíûì), åñëè íà ïàðàõ åãî âåêòîðîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

f : V × V → C (îáîçíà÷àåìàÿ (a, b) := f (a, b) è íàçûâàåìàÿ

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) ïîëóòîðàëèíåéíîñòü, ò. å.

(λ1u1 + λ2u2, v) = λ1(u1, v) + λ2(u2, v) è

(u, µ1v1 + µ2v2) = µ1(u, v1) + µ2(u, v2)

äëÿ ëþáûõ λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ C è u,u1,u2, v , v1, v2 ∈ V ;

2) ýðìèòîâîñòü: (v ,u) = (u, v) äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ; â ÷àñòíîñòè,

(v , v) âåùåñòâåííî äëÿ ëþáîãî v ∈ V .

3) ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü: (v , v) > 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V ,

ïðè÷¼ì (v , v) = 0 òîëüêî ïðè v = 0.

Ñâîéñòâî ïîëóòîðàëèíåéíîñòè âûðàæàåò ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è àíòèëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó.
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Ïðèìåð

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u = (u1, . . . , un) è
v = (v1, . . . , vn) â ïðîñòðàíñòâå Rn ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé

(u, v) := u1v1 + u2v2 + . . .+ unvn,

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â Cn � ôîðìóëîé

(u, v) := u1v1 + u2v2 + . . .+ unvn.

Ýòî íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå MatC(n, n) êâàäðàòíûõ
êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

(A,B) := Tr(A
t
B) =

n∑
i ,j=1

aijbij .

Ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïðîñòðàíñòâà MatC(n, n) ñ Cn2 ýòî ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäèò â ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èç

ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.
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Ïðèìåð

3. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C [a, b] âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé,
íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b]. Çàäàäèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ôóíêöèé f è g ïî ôîðìóëå

(f , g) :=

∫ b

a
f (x)g(x)dx .

Òîãäà ñâîéñòâà 1) è 2) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ î÷åâèäíû, à 3)

âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî èíòåãðàë
∫ b
a f 2(x)dx îò íåîòðèöàòåëüíîé

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f 2(x) íåîòðèöàòåëåí è îáðàùàåòñÿ â íóëü

òîëüêî ïðè f (x) ≡ 0.

Àíàëîãè÷íî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå

êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

(f , g) :=

∫ b

a
f (x)g(x)dx .
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � åâêëèäîâî èëè ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ v ∈ V
âåëè÷èíà

√
(v , v) íàçûâàåòñÿ äëèíîé âåêòîðà v è îáîçíà÷àåòñÿ |v |.

Âåêòîðû u, v ∈ V , ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî íóëþ,

íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè èëè îðòîãîíàëüíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå

ïèøóò u ⊥ v .
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü u � íåíóëåâîé âåêòîð åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

v = v1 + v2, ãäå âåêòîð v1 êîëëèíåàðåí âåêòîðó u, à âåêòîð v2

îðòîãîíàëåí u.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü v = v1 + v2 � òàêîå

ðàçëîæåíèå. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ èìååì v1 = λu,
v2 = v − λu. Óñëîâèå u ⊥ v2 âëå÷¼ò

0 = (u, v2) = (u, v − λu) = (u, v)− λ(u,u).
Îòñþäà λ = (u, v)/(u,u) è

v1 =
(u, v)

(u,u)
u.

Òåì ñàìûì âåêòîðû v1 è v2 = v − v1 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëèâ v1 ïî ýòîé ôîðìóëå, ìû ïîëó÷èì

v2 = (v − v1) ⊥ u.
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Îïðåäåëåíèå

Âåêòîð (u,v)
(u,u)u íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà v íà

íàïðàâëåíèå âåêòîðà u è îáîçíà÷àåòñÿ pr
u
v , à âåêòîð v − pr

u
v

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî u è

îáîçíà÷àåòñÿ ortu v .

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì v = pr
u
v + ortu v .

Äëèíà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

| pr
u
v | =

√
(pr

u
v , pr

u
v) =

√((u, v)
(u,u)

u,
(u, v)

(u,u)
u

)
=

=

√
(u, v)(u, v)

(u,u)
=
|(u, v)|
|u|

.
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