
Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ

Ëåêöèÿ 12

Òàðàñ Åâãåíüåâè÷ Ïàíîâ

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 1 êóðñ, âåñíà 2021 ã.
Òåêñò ëåêöèé è äðóãèå ó÷åáíûå ìàòåðèàëû äîñòóïíû íà ñòðàíèöå:

http://higeom.math.msu.su/people/taras/teaching

23 ìàðòà 2021 ã.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 12 23 ìàðòà 2021 ã. 1 / 15



Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå V íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì ñóùåñòâóåò æîðäàíîâ áàçèñ (â êîòîðîì îïåðàòîð

èìååò æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó). Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà

îïåðàòîðà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ (êëåòîê).

Íà ÿçûêå ìàòðèö òåîðåìà Æîðäàíà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ

êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A ∈ Matn(C) ïîäîáíà ìàòðèöå J, ñîñòîÿùåé èç

æîðäàíîâûõ êëåòîê, ò. å. J = C−1AC äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé

ìàòðèöû C .
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Â îòëè÷èå îò æîðäàíîâîé ôîðìû, æîðäàíîâ áàçèñ îïåðàòîðà äàëåêî

íå åäèíñòâåí. Íàïðèìåð, äëÿ òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà id ëþáîé

áàçèñ áóäåò æîðäàíîâûì.

Òåîðåìà Æîðäàíà íå èìååò ìåñòà íàä ïîëåì R. Íàïðèìåð, îïåðàòîð,

çàäàííûé ìàòðèöåé

(
0 −1
1 0

)
â R2, íå ïðèâîäèòñÿ ê æîðäàíîâîé

ôîðìå (äîêàæèòå).
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Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ æîðäàíîâîé ôîðìû è æîðäàíîâà áàçèñà

îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé A, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé
àëãîðèòì.

Ñíà÷àëà íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è åãî êîðíè

λ1, . . . , λk (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ) ñ êðàòíîñòÿìè.

Çàòåì íàõîäèì êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà Rλi . Äëÿ ýòîãî âîçâîäèì

ìàòðèöó A− λiE â ñòåïåíü äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàñòóïèò ñòàáèëèçàöèÿ

ðàíãà: rk(A− λiE )mi = rk(A− λiE )mi+1. Òîãäà Rλi = Ker(A− λiE )mi ,

à ÷èñëî mi áóäåò ðàçìåðîì ìàêñèìàëüíîé æîðäàíîâîé êëåòêè,

îòâå÷àþùåé λi .

Äàëåå â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Rλi íàõîäèì íîðìàëüíûé áàçèñ äëÿ

íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà (A− λi · id)|Rλi
; îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ è

áóäåò æîðäàíîâûì áàçèñîì äëÿ A.
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Çíàÿ æîðäàíîâó ôîðìó, ëåãêî âû÷èñëèòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

îïåðàòîðà.

Ïðåäëîæåíèå

Ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A íàä ïîëåì C
åñòü P(t) =

∏k
i=1(t − λi )mi , ãäå λ1, . . . , λk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A,

à mi � ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé æîðäàíîâîé êëåòêè, îòâå÷àþùåé λi .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû èìååì Rλi = Ker(A− λi id)mi , ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí (t − λi )mi

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì àííóëèðóþùèì äëÿ îïåðàòîðà A|Rλi
. Ëþáîé

âåêòîð v ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå v =
∑

i v i , ãäå v i ∈ Rλi . Òàê êàê
P(A) ñîäåðæèò ìíîæèòåëü (A− λi id)mi , ìû èìååì P(A)v i = 0, ò. å.

P(A)v = 0 è ìíîãî÷ëåí P(t) àííóëèðóåò îïåðàòîð A. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ëþáîé ìíîãî÷ëåí Q(t), àííóëèðóþùèé îïåðàòîð A, äåëèòñÿ
íà ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí äëÿ îïåðàòîðà A|Rλi

, ò. å.

íà (t − λi )mi , äëÿ êàæäîãî λi . Ñëåäîâàòåëüíî, Q(t) äåëèòñÿ íà P(t), è
P(t) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí.
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2.11. Ìíîãî÷ëåíû è ôóíêöèè îò ìàòðèö. Ýêñïîíåíòà

Îäíèì èç âàæíûõ ïðèìåíåíèé æîðäàíîâîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ

ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ è ôóíêöèé îò îïåðàòîðîâ

(ìàòðèö).

Ñíà÷àëà ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò æîðäàíîâîé êëåòêè.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü f (t) � ìíîãî÷ëåí. Òîãäà åãî çíà÷åíèå íà æîðäàíîâîé êëåòêå Jλ
ðàçìåðà n âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

f (Jλ) = f


λ 1 0

λ
. . .
. . . 1

0 λ

 =


f (λ) f ′(λ)

1! . . . f (n−1)(λ)
(n−1)!

. . .
. . .

...

f (λ) f ′(λ)
1!

0 f (λ)

 .
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Âíà÷àëå ïî èíäóêöèè ïðîâåðèì ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà f (t) = tm,
ò. å. äëÿ m-é ñòåïåíè æîðäàíîâîé êëåòêè. Ïóñòü (Jλ)

m = (amij ), ò. å.
(ij)-é ýëåìåíò ìàòðèöû (Jλ)

m åñòü amij . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,

äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà äëÿ f (t) = tm−1 äà¼ò

am−1ij =
f (j−i)(λ)

(j − i)!
= C j−i

m−1λ
m−1−j+i ,

ãäå C i
k = k!

i!(k−i)! � áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò; ìû ñ÷èòàåì C i
k = 0

ïðè i < 0 èëè i > k . Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (Jλ)
m = (Jλ)

m−1Jλ ïî

ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö âû÷èñëÿåì

amik =
n∑

j=1

am−1ij a1jk =
n∑

j=1

C j−i
m−1λ

m−1−j+iC k−j
1 λ1−k+j =

= C k−1−i
m−1 λm+i−k + C k−i

m−1λ
m+i−k = C k−i

m λm−k+i ,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà

ëèíåéíà ïî f , à çíà÷èò îíà âåðíà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f (t).
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Íà îñíîâå ôîðìóëû äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò æîðäàíîâîé êëåòêè ìû ìîæåì

òàêæå âû÷èñëÿòü ìíîãî÷ëåíû îò ìàòðèö â æîðäàíîâîé ôîðìå J, òàê
êàê ìíîãî÷ëåí ïðèìåíÿåòñÿ ê òàêîé ìàòðèöå ïîáëî÷íî.

Òåïåðü åñëè A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, òî ìû ìîæåì ïðèâåñòè å¼ ê

æîðäàíîâîé ôîðìå, ò. å. íàéòè æîðäàíîâó ìàòðèöó J, äëÿ êîòîðîé

A = CJC−1. Ïðè âîçâåäåíèè ìàòðèöû A â ñòåïåíü ìû ïîëó÷àåì

Am = (CJC−1)m = CJC−1CJC−1 . . .CJC−1 = CJmC−1.

Òîãäà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà âåðíà è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà f (t):
f (A) = Cf (J)C−1.

Ïðè ïîìîùè ýòîé ôîðìóëû ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ëþáîé ìíîãî÷ëåí îò

ìàòðèöû A, çíàÿ å¼ æîðäàíîâó ôîðìó è æîðäàíîâ áàçèñ.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λk êðàòíîñòåé rλ1 , . . . , rλk ñîîòâåòñòâåííî. Ãîâîðÿò,
÷òî ìíîãî÷ëåíû f (t) è g(t) ñîâïàäàþò íà ñïåêòðå îïåðàòîðà A, åñëè

f (j)(λi ) = g (j)(λi ) ïðè i = 1, . . . , k , j = 0, . . . , rλi − 1.

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè ìíîãî÷ëåíû f (t) è g(t) ñîâïàäàþò íà ñïåêòðå A, òî f (A) = g(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìíîãî÷ëåíà f (A) ïî ôîðìóëå f (A) = Cf (J)C−1 è
ôîðìóëå äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò æîðäàíîâîé êëåòêè èñïîëüçóþòñÿ

ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà f (t) â òî÷êàõ λi ïîðÿäêà íå âûøå rλi − 1.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ìíîãî÷ëåí f (t) áîëüøîé ñòåïåíè

îò ìàòðèöû A (íàïðèìåð, âîçâîäèòü ìàòðèöó â áîëüøóþ ñòåïåíü),

âîâñå íå âû÷èñëÿÿ å¼ æîðäàíîâîé ôîðìû.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � îïåðàòîð â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ëþáîãî

ìíîãî÷ëåíà f (t) ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí g(t) ñòåïåíè ìåíüøå n,
ñîâïàäàþùèé ñ f (t) íà ñïåêòðå îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü PA(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ A. Òîãäà
PA(t) =

∏k
i=1(λi − t)rλi � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ïðè÷¼ì PA(A) = O.

Ðàçäåëèì f (t) íà PA(t) ñ îñòàòêîì:

f (t) = q(t)PA(t) + g(t),

ãäå g(t) � ìíîãî÷ëåí-îñòàòîê, èìåþùèé ñòåïåíü < n. Ïîäñòàâèâ λi â
ñîîòíîøåíèå âûøå è äèôôåðåíöèðóÿ òðåáóåìîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì

f (j)(λi ) = g (j)(λi ) ïðè i = 1, . . . , k , j = 0, . . . , rλi − 1,

ò. å. f è g ñîâïàäàþò íà ñïåêòðå A. Êðîìå òîãî, ïîäñòàâëÿÿ â

ñîîòíîøåíèå âûøå îïåðàòîð A, ïîëó÷èì f (A) = g(A). Ýòî
ïîêàçûâàåò, ÷òî g(t) � òðåáóåìûé ìíîãî÷ëåí.
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Íà ïðàêòèêå ìíîãî÷ëåí g(t) ñòåïåíè íå âûøå n − 1, óäîâëåòâîðÿþùèé

ñîîòíîøåíèÿì

f (j)(λi ) = g (j)(λi ) ïðè i = 1, . . . , k , j = 0, . . . , rλi − 1,

íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóë èíòåðïîëÿöèè èëè ìåòîäîì

íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà ìû èìååì f (A) = g(A).

Åñëè æå íàì èçâåñòíà æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A, òî ìîæíî åù¼
ñíèçèòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà g , çàìåíèâ â ñîîòíîøåíèÿõ âûøå ÷èñëà
rλi íà ÷èñëà mλi � ðàçìåðû ìàêñèìàëüíûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ λi íà
äèàãîíàëè (æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ ýòîãî çíàòü íå îáÿçàòåëüíî).
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Íà ñàìîì äåëå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà îò æîðäàíîâîé

êëåòêè è ôîðìóëó f (A) = Cf (J)C−1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ áîëåå îáùèõ ôóíêöèé f îò îïåðàòîðîâ èëè ìàòðèö (à íå

òîëüêî ìíîãî÷ëåíîâ).

Åñëè ôóíêöèÿ f ãëàäêàÿ è õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè (òàêèå

ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè) â îêðåñòíîñòè ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ìàòðèöû A, òî ìîæíî îïðåäåëèòü f (A) êàê ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷àåìûõ îáðåçàíèåì ðÿäà

Òåéëîðà äëÿ f . Ïðè ýòîì, îäíàêî, íåîáõîäèìî îáîñíîâûâàòü

ñõîäèìîñòü ïîëó÷àåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (èëè ðÿäîâ) èç ìàòðèö.

Ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì, à ñêàæåì ëèøü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî

îïðåäåëèòü eA, sinA, cosA, à òàêæå
√
A è lnA äëÿ ìàòðèö ñ

ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó f (A) = Cf (J)C−1 â êà÷åñòâå
îïðåäåëåíèÿ f (A) äëÿ ôóíêöèé f , êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ñïåêòðå A.
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Ìû ðàññìîòðèì ýêñïîíåíòó áîëåå ïîäðîáíî.

Îïðåäåëåíèå

Ýêñïîíåíòîé îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð

eA =
∞∑
k=0

1

k!
Ak = id+A+

A2

2
+
A3

6
+ . . . .

Ïðåäëîæåíèå

Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå det eA = etrA.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèâåä¼ì ìàòðèöó îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé ôîðìå: A = CJC−1.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó f (A) = Cf (J)C−1 è ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè

f (t) = et îò æîðäàíîâîé êëåòêè, âû÷èñëÿåì

det eA = det(CeJC−1) = det eJ =
k∏

i=1

erλi λi = e
∑k

i=1 rλi λi = etr J = etrA.
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Îñíîâíîå ñâîéñòâî ÷èñëîâîé ýêñïîíåíòû eaeb = ea+b, âîîáùå ãîâîðÿ,

íàðóøàåòñÿ äëÿ ýêñïîíåíòû îïåðàòîðîâ. Îäíàêî åñòü âàæíûé ñëó÷àé,

êîãäà îíî âûïîëíåíî.
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Ïðåäëîæåíèå

Åñëè îïåðàòîðû A,B : V → V êîììóòèðóþò, ò. å. AB = BA, òî
eAeB = eA+B.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû èìååì

eAeB =

=
( ∞∑
i=0

1

i !
Ai
)( ∞∑

j=0

1

j!
Bj
)
=
∑
i ,j>0

1

i !j!
AiBj =

∑
k>0

k∑
i=0

1

i !(k − i)!
AiBk−i =

=
∑
k>0

1

k!

k∑
i=0

k!

i !(k − i !)
AiBk−i =

∑
k>0

1

k!
(A+ B)k = eA+B.

Êîììóòàòèâíîñòü A è B èñïîëüçóåòñÿ â òîì ìåñòå, ãäå (A+ B)k
ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà.
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