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2.9. Êîðíåâûå âåêòîðû. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè â ïðÿìóþ

ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Åñëè îïåðàòîð A â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âñåãî îäíî

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ, òî åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò

âèä (−1)n(t − λ)n, à çíà÷èò (A− λ · id)n = 0 ïî òåîðåìå

Ãàìèëüòîíà�Êýëè. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A− λ · id íèëüïîòåíòåí è

ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè.

Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ áîëåå îäíîãî ðàçëè÷íîãî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ λ, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû A− λ · id íå áóäóò

íèëüïîòåíòíûìè.

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîð v ∈ V íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A,
îòâå÷àþùèì ÷èñëó λ ∈ k, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå m, ÷òî
(A− λ · id)mv = 0.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rλ ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåâûõ âåêòîðîâ,

îòâå÷àþùèõ λ.

Ïðåäëîæåíèå

Rλ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü u, v ∈ Rλ, ò. å. (A− λ · id)lu = (A− λ · id)mv = 0 äëÿ íåêîòîðûõ

l ,m. Òîãäà (A− λ · id)l(µu) = 0 äëÿ ëþáîãî µ ∈ k.

Ïîëîæèì p = max{l ,m}. Òîãäà (A− λ · id)p(u + v) = 0, ò. å. Rλ �

äåéñòâèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïîäïðîñòðàíñòâî Rλ ⊂ V íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ

îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì λ.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïîäïðîñòðàíñòâî Rλ íåòðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ �

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A. Ïðè ýòîì Vλ ⊂ Rλ, ò. å. êîðíåâîå

ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî ñóùåñòâóåò

íåíóëåâîé âåêòîð v , äëÿ êîòîðîãî (A− λ · id)v = 0, ò. å. v ∈ Rλ è Rλ

íåòðèâèàëüíî. Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî Vλ ⊂ Rλ.

Îáðàòíî, ïóñòü Rλ ñîäåðæèò íåíóëåâîé âåêòîð u, äëÿ êîòîðîãî

(A− λ · id)mu = 0, ïðè÷¼ì m ìèíèìàëüíî, ò. å.

v := (A− λ · id)m−1u 6= 0. Òîãäà èìååì

(A− λ · id)v = (A− λ · id)mu = 0, ò. å. v � ñîáñòâåííûé âåêòîð,

îòâå÷àþùèé λ.
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Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåòðèâèàëüíûå êîðíåâûå

ïîäïðîñòðàíñòâà Rλ.

Òåîðåìà (î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè)

Ïóñòü A � îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì

ïîëåì, è ïóñòü λ1, . . . , λk � âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A.
Òîãäà V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé âñåõ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ò. å.

V = Rλ1 ⊕ . . .⊕ Rλk
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåò îïèðàòüñÿ íà òðè ëåììû.

Ò. Å. Ïàíîâ (ìåõìàò ÌÃÓ) Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ëåêöèÿ 11 19 ìàðòà 2021 ã. 5 / 17



Ëåììà 1

Ïîäïðîñòðàíñòâî Rλ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî

îïåðàòîðà A− µ · id, µ ∈ k (â ÷àñòíîñòè, Rλ èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî A). Îãðàíè÷åíèå

(A− µ · id)|Rλ
: Rλ → Rλ

ïðè λ 6= µ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, à ïðè λ = µ � íèëüïîòåíòíûì

îïåðàòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü v ∈ Rλ, ò. å. (A− λ · id)mv = 0. Òîãäà

(A− λ · id)m(A− µ · id)v = (A− µ · id)(A− λ · id)mv = 0,

òàê êàê (A− µ · id) è (A− λ · id)m ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò

îïåðàòîðà A, à ëþáûå äâà ìíîãî÷ëåíà îò îïåðàòîðà êîììóòèðóþò.
Èòàê, Rλ ÿâëÿåòñÿ (A− µ · id)-èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, è ìû

ìîæåì ðàññìîòðåòü îãðàíè÷åíèå (A− µ · id)|Rλ
.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïóñòü v ∈ Ker(A− µ · id)|Rλ
, ò. å. v ∈ Rλ è Av = µv . Òîãäà

(A− λ · id)mv = 0 äëÿ íåêîòîðîãî m è (A− λ · id)v = (µ− λ)v , à
çíà÷èò

(µ− λ)mv = (A− λ · id)mv = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè λ 6= µ, òî v = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ 6= µ ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà (A− µ · id)|Rλ
òðèâèàëüíî, à çíà÷èò

ýòîò îïåðàòîð îáðàòèì.

Íàêîíåö, åñëè e1, . . . , er � áàçèñ â Rλ è (A− λ · id)mie i = 0, òî

(A− λ · id)mv = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ Rλ, ãäå m � íàèáîëüøåå èç

÷èñåë m1, . . . ,mr . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð (A− λ · id)|Rλ

íèëüïîòåíòåí.
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Ëåììà 2

Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà Rλ1 , . . . ,Rλk
, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λk , îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó

Rλ1 ⊕ . . .⊕ Rλk
.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî k . Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ k − 1 ïîäïðîñòðàíñòâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå

v1 + . . .+ vk = 0, (1)

ãäå v i ∈ Rλi
, âëå÷¼ò v1 = . . . = vk = 0. Èìååì (A− λk · id)pvk = 0 äëÿ

íåêîòîðîãî p. Ïðèìåíèâ ê (1) îïåðàòîð (A− λk · id)p, ïîëó÷èì

(A− λk · id)pv1 + . . .+ (A− λk · id)pvk−1 = 0. (2)

Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâà Rλ1 , . . . ,Rλk−1
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

A− λk · id, ìû èìååì (A− λk · id)pv i ∈ Rλi
, i = 1, . . . , k − 1. Òîãäà ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èç (2) âûòåêàåò, ÷òî (A− λk · id)pv i = 0,

i = 1, . . . , k − 1. Òàê êàê ïî ïðåäûäóùåé ëåììå îïåðàòîð A− λk · id â

ïðîñòðàíñòâàõ Rλ1 , . . . ,Rλk−1
îáðàòèì, , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

v1 = . . . = vk−1 = 0. Òîãäà èç (1) ïîëó÷àåì, ÷òî è vk = 0.
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Ëåììà 3

Ðàçìåðíîñòü êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Rλ ðàâíà êðàòíîñòè λ êàê

êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì ÷åðåç rλ êðàòíîñòü êîðíÿ λ. Ïóñòü Â = A|Rλ
� îãðàíè÷åíèå

îïåðàòîðà A íà Rλ è Ã : V /Rλ → V /Rλ � ôàêòîð-îïåðàòîð. Òîãäà äëÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìû èìååì

PA(t) = PÂ(t)PÃ(t) = (λ− t)dimRλPÃ(t),

îòêóäà dimRλ 6 rλ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimRλ < rλ. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ

PA(t) = (λ− t)dimRλPÃ(t)

ñëåäóåò, ÷òî λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà PÃ(t), ò. å. ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì îïåðàòîðà Ã : V /Rλ → V /Rλ. Ïóñòü v + Rλ �

ñîîòâåòñòâóþùèé (íåíóëåâîé) ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò. å.

Ã(v + Rλ) = λ(v + Rλ) èëè Av + Rλ = λv + Rλ.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Av − λv = (A− λ · id)v ∈ Rλ. Ïî îïðåäåëåíèþ

Rλ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 0 = (A− λ · id)m(A− λ · id)v = (A− λ · id)m+1
v ,

ò. å. v ∈ Rλ. Íî òîãäà v + Rλ � íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V /Rλ.

Ïðîòèâîðå÷èå.
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Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè.

Òåîðåìà

Ïóñòü A � îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì

ïîëåì, è ïóñòü λ1, . . . , λk � âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A.
Òîãäà V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé âñåõ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ò. å.

V = Rλ1 ⊕ . . .⊕ Rλk
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü dimV = n è ïóñòü ri � êðàòíîñòü êîðíÿ λi , i = 1 . . . , k . Òîãäà∑k
i=1 ri = n (çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòüþ ïîëÿ)

è èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåìì âûòåêàåò, ÷òî

dim(Rλ1 ⊕ . . .⊕ Rλk
) =

∑k
i=1 ri = dimV . Ñëåäîâàòåëüíî,

V = Rλ1 ⊕ . . .⊕ Rλk
.

Ðàçëîæåíèå V = Rλ1 ⊕ . . .⊕ Rλk
íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ðàçëîæåíèåì

äëÿ îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå V .
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2.10. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà îïåðàòîðà

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ìàòðèöà îïåðàòîðà A|Rλ

(îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà A íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rλ). Òàê êàê

(A− λ · id)|Rλ
ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì, â ïðîñòðàíñòâå Rλ

ìîæíî âûáðàòü íîðìàëüíûé áàçèñ äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà. Òîãäà ìàòðèöà

îïåðàòîðà (A− λ · id)|Rλ
â ýòîì áàçèñå áóäåò ñîñòîÿòü èç áëîêîâ âèäà

0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0

 ,

à çíà÷èò ìàòðèöà îïåðàòîðà A|Rλ
â òîì æå áàçèñå áóäåò ñîñòîÿòü èç

áëîêîâ âèäà

Jλ =


λ 1 0

λ
. . .
. . . 1

0 λ
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Íà äèàãîíàëè ìàòðèöû Jλ ñòîèò λ, íàä äèàãîíàëüþ � åäèíèöû, à íà

îñòàëüíûõ ìåñòàõ íóëè.

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöà Jλ íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé. Åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà

A â íåêîòîðîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé c áëîêàìè

âèäà Jλ (âîçìîæíî, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçëè÷íûì λ), òî òàêàÿ
ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé îïåðàòîðà A.
Áàçèñ, â êîòîðîì îïåðàòîð èìååò æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó,

íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâûì.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå V íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì ñóùåñòâóåò æîðäàíîâ áàçèñ (â êîòîðîì îïåðàòîð

èìååò æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó). Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà

îïåðàòîðà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ (êëåòîê).
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ñóùåñòâîâàíèå æîðäàíîâîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì

òåîðåì î ðàçëîæåíèè â ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è

ñóùåñòâîâàíèÿ íîðìàëüíîãî âèäà äëÿ íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λ1, . . . , λk � âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A.
Âûáåðåì â êàæäîì êîðíåâîì ïðîñòðàíñòâå Rλi

íîðìàëüíûé áàçèñ äëÿ

íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà (A− λi · id)|Rλi
. Òîãäà îáúåäèíåíèå ýòèõ

áàçèñîâ äàñò æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ îïåðàòîðà A â ñèëó íàëè÷èÿ

êîðíåâîãî ðàçëîæåíèÿ V = Rλ1 ⊕ . . .⊕ Rλk
(çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ

àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòüþ ïîëÿ).
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü æîðäàíîâîé ôîðìû. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ êëåòîê ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà ñ îäíèì è

òåì æå λ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ê æîðäàíîâîé ôîðìå (ò. å.

îò âûáîðà æîðäàíîâà áàçèñà). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé æîðäàíîâ

áàçèñ. Ïóñòü Wλi
� ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ÷àñòè ýòîãî áàçèñà,

îòâå÷àþùåé âñåì êëåòêàì ñ λi íà äèàãîíàëè. Òîãäà îãðàíè÷åíèå
îïåðàòîðà (A− λi · id) íà Wλi

� íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, à çíà÷èò

Wλi
⊂ Rλi

. Êðîìå òîãî, V = Wλ1 ⊕ . . .⊕Wλk
ïî îïðåäåëåíèþ

æîðäàíîâà áàçèñà è V = Rλ1 ⊕ . . .⊕ Rλk
(êîðíåâîå ðàçëîæåíèå).

Ñëåäîâàòåëüíî, dimWλi
= dimRλi

è Wλi
= Rλi

. Èòàê,

ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå êëåòêàì ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λi , íå
çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ê æîðäàíîâîé ôîðìå è ðàâíû Rλi

.
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè æîðäàíîâîé

ôîðìû ê ñëó÷àþ, êîãäà îïåðàòîð A èìååò îäíî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå λ. Ëþáîé æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ òàêîãî îïåðàòîðà áóäåò òàêæå

íîðìàëüíûì áàçèñîì äëÿ íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà A− λ · id. Äëÿ
íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ ìû óæå äîêàçàëè åäèíñòâåííîñòü

íîðìàëüíîãî âèäà (ò. å. æîðäàíîâîé ôîðìû).
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